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1. Analisis Funcional y Problemas Variacionales

En este capitulo se detallan los conceptos bésicos de andlisis funcional y
problemas variacionales con énfasis en problemas elipticos de orden par 2m, para
comenzar detallaremos lo que entendemos por un operador diferencial parcial
eliptico de orden par 2m en n variables, para después definir a los espacios de
Sobolev para poder tratar problemas variacionales con valor en la frontera.

En donde, restringiéndonos a problemas elipticos, contestaremos una cuestién
central en la teoria de problemas elipticos con valores en la frontera, y estd se
relaciona con las condiciones bajo las cuales uno puede esperar que el problema
tenga solucién y esta es unica, as{ como conocer la regularidad de la solucién,
para mayor referencia de estos resultados ver [12], [18], [3], [?] v [?].

1.1. Operador Lineal Eliptico

Definicién 1 Entenderemos por un dominio al conjunto 2 C R™ que sea abier-
to y conexo.

Para poder expresar de forma compacta derivadas parciales de orden m o
menor, usaremos la definicién siguiente.

Definicién 2 Sea Z7 el conjunto de todas las n-duplas de enteros no nega-
tivos, un miembro de Z se denota usualmente por a 6 B (por ejemplo o =
(a1, g, ..., ). Denotaremos por |af la suma |a| = ay +as+ ...+ ay, y por D%u
la derivada parcial

dlely
D%y = 1
" Orrdx?...0xp" (1)

ast, si || =m, entonces D*u denota la m-ésima derivada parcial de u.

Sea £ un operador diferencial parcial de orden par 2m en n variables y de
la forma

Lu = Z (—1)ll pe (aap(z)D’u), z€QCR" (2)

]| B]<m

donde 2 es un dominio en R™. Los coeficientes ans son funciones suaves real
valuadas de z.

El operador £ es asumido que aparece dentro de una ecuacién diferencial
parcial con la forma

Lu=f, (3)

donde f pertenece al rango del operador L.

La clasificacién del operador £ depende sélo de los coeficientes de la derivada
més alta, esto es, de la derivada de orden 2m, y a los términos involucrados en
esa derivada son llamados la parte principal del operador £ denotado por Ly y
para el operador (2) es de la forma

Lo= Y ausD*u. (4)

]| B]<m



Teorema 3 Sea £ un vector en R™, y sea £ = £51..£0" v € Z.T. Entonces
i) L es eliptico en x, € Q, si

> aap (o) TP A0 VEA£O; (5)

o], |B]=m

i1) L es eliptico, si es eliptico en todos los puntos de ;
iii) L es fuertemente eliptico, si existe un numero p > 0 tal que

S s (2g) €| > e (6)

lel,|Bl=m

= (E2+..+)%

Para el caso en el cual £ es un operador de 2do orden (m = 1), la notacién
se simplifica, tomando la forma

9 Ju = Ju
Lu=— Z 6_561 (aw(g)a—xj) +Zaj6—xj +agu = f (7)

ij=1 =1

satisfaciéndose en todo punto x, € Q, y para todo § € R™. Aqui

en €.
Para coeficientes adecuados a;j5,a; y ao la condicién para conocer si el oper-
ador es eliptico, es examinado por la condicién

n

> aij(@)€,&; A0 VE£D 8)

1,5=1

y para conocer si el operador es fuertemente eliptico, es examinado por la condi-

cién
n

Z a3 (20)€:€; > [{5 (9)
ij=1
1.2. Espacios de Sobolev

En esta subseccién detallaremos algunos resultados de los espacios de Sobolev
sobre el conjunto de nimeros reales, en estos espacios son sobre los cuales traba-
jaremos tanto para plantear el problema eliptico como para encontrar la solucién
al problema. Primeramente definiremos lo que entendemos por un espacio L2.

Definicién 4 Una funcion medible u(z) definida sobre Q@ C R™ se dice que
pertenece al espacio L*(Q) si

/Q ju(@)? dz < oo (10)

es decir, es integrable.



La definicién de los espacios medibles, espacios LP, distribuciones y derivadas
de distribuciones estdn dados en el apéndice, estos resultados son la base para
poder definir a los espacios de Sobolev.

Definicién 5 El espacio de Sobolev de orden m, denotado por H™(Q2), es definido
H™(Q) = {u| D*u € L*(Q) Va tal que |a| <m}. (11)
El producto escalar (-,-) de dos elementos u y v € H™(Q) esta dado por
(U, ) gm = Z (D%u) (D%v) dz para u,v € H™ (). (12)
Q
la|<m
Nota: Es comtin que el espacio L?(2) sea denotado por H%(S).

Un espacio completo con producto interior es llamado un espacio de Hilbert,
un espacio normado y completo es llamado espacio de Banach. Y como todo
producto interior define una norma, entonces todo espacio de Hilbert es un
espacio de Banach.

Definicién 6 La norma ||| ym inducida a partir del producto interior (-,-) ym
queda definida por

[ /Q S (D) da. (13)
|| <m

Ahora, con norma ||-|| zm, €l espacio H™(Q) es un espacio de Hilbert, esto
queda plasmado en el siguiente resultado.

Teorema 7 El espacio H™ () con la norma ||-|| ym es un espacio de Hilbert.

Ya que algunas de las propiedades de los espacios de Sobolev sélo son validas
cuando la frontera del dominio es suficientemente suave. Para describir al con-
junto donde los espacios de Sobolev estdn definidos, es comin pedirle algunas
propiedades y asi definimos lo siguiente.

Definicién 8 Una funcion f definida sobre un conjunto I' C R™ es llamada
Lipschitz continua si existe una constante L > 0 tal que

|f(z) = f(y)| < Llz —y| Vao,yel. (14)
Notemos que una funcion Lipschitz continua es uniformemente continua.

Sea 2 C R" (n > 2) un dominio con frontera 9%, sea o € 9 y cons-
truyamos la bola abierta con centro en zy y radio e, i.e. B(xg,¢), entonces
definiremos el sistema coordenado (£, ...,&,,) tal que el segmento 9Q N B(zo, €)
pueda expresarse como una funcién

n :f(glw"?énfl) (15)

entonces definimos.



Definicién 9 La frontera 092 del dominio Q) es llamada de Lipschitz si f defini-
da como en la Ec. (15) es una funcion Lipschitz continua.

El siguiente teorema resume las propiedades més importantes de los espacios
de Sobolev H™ (Q).

Teorema 10 Sea H™(2) el espacio de Sobolev de orden m y sea Q C R™ un
dominio acotado con frontera Lipschitz. Entonces

i) H"(Q) C H™(Q) sir >m

ii) H™(Y) es un espacio de Hilbert con respecto a la norma ||-|| gm

iii) H™(2) es la cerradura con respecto a la norma |||| . del espacio C*=(Q).

De la parte i) del teorema anterior, se puede hacer una importante in-
terpretacion: Para toda v € H™({)) es siempre posible encontrar una funcién
infinitamente diferenciable f, tal que este arbitrariamente cerca de u en el sen-
tido que

lu— fllgo < (16)

para algin € > 0 dado.
Cuando m = 0, se deduce la propiedad H°(Q) = L?(f2) a partir del teorema
anterior.

Corolario 11 FEl espacio L2(Q) es la cerradura, con respecto a la norma L2,
del espacio C*(1).

Otra propiedad, se tiene al considerar a cualquier miembro de u € H™ (),
este puede ser identificado con una funcién en C™ (), después de que posible-
mente sean cambiados algunos valores sobre un conjunto de medida cero, esto
queda plasmado en los dos siguientes resultados.

Teorema 12 Sean X y Y dos espacios de Banach, con X CY. Sea f: X - Y
tal que f (u) = u. Si el espacio X tiene definida la norma ||-||x y el espacio Y
tiene definida la norma |-||y , decimos que X estd inmersa continuamente en
Y s

If @y = llully < Klullx (17)

para alguna constante K > 0.

Teorema 13 (Inmersion de Sobolev)

Sea Q C R™ un dominio acotado con frontera 0 de Lipschitz. Si (m — k) >
n/2, entonces toda funcién en H™(Q) pertenece a C*(Q), es decir, hay un miem-
bro que pertenece a C*(Q). Ademds, la inmersion

H™(Q) c Ck(@Q) (18)

es continua.



1.2.1. Trazas de una Funcién en H™ (Q).

Una parte fundamental en los problemas con valores en la frontera definidos
sobre el dominio 2, es definir de forma tnica los valores que tomars la funcién
sobre la frontera 0f), en este apartado veremos bajo que condiciones es posible
tener definidos de forma tnica los valores en la frontera 02 tal que podamos
definir un operador ¢r (-) continuo que actué en Q tal que tr (u) = ujpq-

El siguiente lema nos dice que el operador ¢r (-) es un operador lineal continuo
de C* () a C(99), con respecto a las normas ||-[| 1) ¥ [ 12 (a0) -

Lema 14 Sea Q un dominio con frontera 00 de Lipschitz. La estimacion
l[tr (Wl 200y < C llull g o (19)
se satisface para toda funcién u € C* (ﬁ) , para alguna constante C' > 0.
Ahora, para el caso tr (-) : H! (Q) — L? (92), se tiene el siguiente teorema.

Teorema 15 Sea Q2 un dominio acotado en R™ con frontera 02 de Lipschitz.
Entonces:
i) Eriste un tinico operador lineal acotado tr (-) : H* (Q) — L% (09), tal que

[t ()l 2(00) < Cllullga) (20)

con la propiedad que siu € C* (ﬁ) , entonces tr (u) = u |gq .
ii) El rango de tr (-) es denso en L? (09).

El argumento anterior puede ser generalizado para los espacios H™ (Q), de
hecho, cuando m > 1, entonces para toda u € H™ () tenemos que

D% € H' (Q) para |a| <m —1, (21)

por el teorema anterior, el valor de D%u sobre la frontera estd bien definido y
pertenece a L? (Q), es decir

tr (D%) € L? (Q), lof <m—1. (22)

Ademsds, si u es m-veces continuamente diferenciable, entonces D*u es al menos
continuamente diferenciable para |a] <m —1y

tr (D“u) = (Du) |agq - (23)

1.2.2. Espacios HJ" (Q).

Los espacio HJ* (£2) surgen comuinmente al trabajar con problemas con valor
en la frontera y serdn aquellos espacios que se nulifiquen en la frontera del
dominio, es decir



Definicién 16 Definimos a los espacios Hf* (2) como la cerradura, en la nor-
ma de Sobolev ||| ym , del espacio CF* () de funciones con derivadas continuas
del orden menor que m, todas las cuales tienen soporte compacto en €, es de-
cir HJ* () es formado al tomar la union de CJ* () y de todos los limites de
sucesiones de Cauchy en C§* () que no pertenecen a C§" ().

Las propiedades bdsicas de estos espacios estdn contenidas en el siguiente

resultado.

Teorema 17 Sea Q) un dominio acotado en R™ con frontera 0X) suficientemente
suave y sea HJ*(Q) la cerradura de C3° () en la norma ||-|| ym , entonces

a) H'(Q2) es la cerradura de Cg° () en la norma ||| gm ;

b) HY' () C H™(Q);

c) Si w e H™(Q) pertenece a HJ*(2), entonces

D% =0, sobre 9, |a| <m — 1. (24)

Teorema 18 (Desigualdad de Poincaré-Friedrichs)
Sea Q0 un dominio acotado en R™. Entonces existe una constante C' > 0 tal
que

/|u|2da:§ C’/|Vu|2dx (25)
Q Q

para toda u € H} (Q).

Introduciendo ahora una familia de semi-normas sobre H™ (€2) (una semi-
norma |-| satisface casi todos los axiomas de una norma excepto el de positivo
definido), de la siguiente forma:

Definicién 19 La semi-norma ||, sobre H™ (), se define como

m

2, = Y [ D) da. (26)

m
lal=m &

Esta es una semi-norma, ya que |u|,, = 0 implica que D*u = 0 para |o| = m,
lo cual no implica que u = 0.

La relevancia de esta semi-norma est4 al aplicar la desigualdad de Poincaré-

Friedrichs ya que es posible demostrar que |-|; es de hecho una norma sobre
H} (Q).

Corolario 20 La semi-norma ||, es una norma sobre H} (), equivalente a la
norma estandar ||-|| g1 -

Es posible extender el teorema anterior y su corolario a los espacios H{" (€2)
para cualquier m > 1, de la siguiente forma:



Teorema 21 Sea 2 un dominio acotado en R™. Entonces existe una constante
C > 0 tal que
[ull72 < C [l (27)

m

para toda v € HJ (), ademds, ||, es una norma sobre HJ" () equivalente a

la norma estandar ||-|| gm -

m

Definicién 22 Sea 2 un dominio acotado en R™. Definimos por H=™ () al es-
pacio de todas las funcionales lineales acotadas sobre HJ" (2) , es decir, H™™ (Q)
serd el espacio dual del espacio HJ* (Q) .

Teorema 23 ¢ serd una distribucion de H=™ () si y sdlo si q puede ser ex-
presada en la forma
qg= > D% (28)

lal<m

donde q., son funcionales en L? (£2).

Algunos Comentarios y Precisiones Sea (2 un dominio tal que la frontera
00 es suficientemente suave (considerando sélo frontera Lipschitz continua),
entonces existe un operador v, : H' (Q) — L? () lineal y continuo, tal que
Yov = tr (v) sobre dQ para toda v suave (por ejemplo v € C! (ﬁ)), un anélisis
més profundo muestra que tomando las trazas de todas las funciones de H! (£2)
uno no obtiene el espacio completo de L? (€2), sélo obtiene un subespacio de
este. Tenemos entonces

H' () C vy (H' () C L*(6Q) = H° (99) (29)

donde cada inclusién es estricta.

Finalmente reconocemos que el espacio v, (H 1 (Q)) pertenece a la familia
de espacios H® (09) y corresponde exactamente a el valor de s = 1/2. De tal
forma que

HY2 (99) =~ (H' (9)) (30)

con

91l zr1/200) = veHl(gl)ﬂg N 0]l 1.0 (31)

de forma similar, se ve que las trazas de las funciones en H? () pertenecen a
el espacio H?® (0f2) para s = 3/2, por lo tanto tenemos que

H2 (09) = v (H* () (32)

nf 0]l 2 2y - (33)

HQHH3/2(BQ) = veH2(§%) ¥ Yov=g

Esto puede generalizarse a las trazas de derivadas de orden alto. Por ejemplo,

si la frontera 02 es suficientemente suave, podemos definir %I a0 €H 12 (6Q)

para v € H? (Q).

10



Por otro lado, para ejemplificar algunos casos de H{j* notemos que
Hy(Q) = {v|veH" (Q),v),, =0} (34)

ov
Hg(Q) = {”L}|”U€H2(Q),v|8Q Oy%laﬂO}.

Ademds, en algunas ocasiones necesitamos considerar funciones que se nulifican
en alguna parte de la frontera, supongamos que 02 = DUN, donde D es frontera
tipo Dirichlet y N es frontera tipo Neumann y D NN = (), entonces podemos
definir

Hyp Q) ={v|veH (Q),v, =0} (35)

y donde tenemos que Hg () C Hy () € H' ().

1.2.3. Espacios H (div,2)

Definicién 24 Sea Q un dominio acotado en R™. Definimos a (L? (Q))n al
espacto
(L*(2))" = {grad H' ()} @ {rot H} (Q)}. (36)

Definicién 25 Sea Q un dominio acotado en R™. Definimos por H (div, Q) al
espacio
H (div, Q) = {g|g€ (L))", divge L2 (Q)}. (37)

Definicién 26 La norma ”'”?{(div,Q) de H (div, ), se define como

HQHiI(div,Q) = HQH(Q),Q + Hdiv 2”3,9' (38)

Cuando H (div, Q) es equipada con la norma HH%,( div, €l correspondiente
producto interior se convierte en un espacio de Hilbert.

Notemos que, si 2 es un dominio acotado en R™, con frontera suave 0f),
si n es un vector normal a 9§ y sea ¢ € H (div,(2), entonces los vectores de
H (div, ) admiten una norma de la traza sobre 0€2. Esta norma de la traza g-n

pertenece a H~/2 (09Q) y esto se sigue de la formula de integracién por partes

/Qg - grad vdx + /Q div qudzr = <v,g . E>H1/2(8Q)><H*1/2(89) (39)

para toda ¢ € H (div, Q) y cualquier v € H* (Q2) . Pudiendo escribir formalmente
fan vq - nds en lugar del producto dual <v,g . @> .

Lema 27 Sea q € H (div,Q), podemos definir q - ny,, € H'/2(0Q) y por la
formula de Green

/ div qudx + / q- grad vdz = (v,q-n) (40)
Q Q

para toda v € H* ().

11



Lema 28 La traza del operador ¢ € H (div,Q) — q-n,, € H=12(09) es
suprayectivo.

Sea € un dominio con frontera suave 92, ademas supongamos que es frontera
tipo Neumann N = 0, entonces podemos definir

Hon (div,Q) = {q| q € H (div,Q),{v,q-n) =0,Yv € Hy p () }.  (41)

este espacio contiene funciones del espacio H (div, ) cuyas trazas normales se
nulifican en la frontera V.

Definicién 29 Un subespacio importante de H (div, Q) es N° (div,Q), que se
define como

N (div,Q) = {q | g € H (div,), div g=0}. (42)
Lema 30 El operador de traza normal ¢ — g -1, €s una forma suprayectiva
NO (div, Q) sobre {p | p€ H™1/2(09), (u, 1) =0} .
1.3. Formulas de Green y Problemas Adjuntos

Una cuestién central en la teorfa de problemas elipticos con valores en la
frontera se relaciona con las condiciones bajo las cuales uno puede esperar una
lnica solucién a problemas de la forma

Lu = fo enQCR” (43)
Bou =40
Biu= g
. en 0f)
Bm—lu = Ggm—1

donde L es un operador eliptico de orden 2m, de forma

Lu= > (1D 3 aup@)D’u|, zeQcCR" (44)

lo|<m IBl<m

donde los coeficientes a,g son funciones de z suaves y satisfacen las condiciones
B8

para que el operador sea eliptico, el conjunto By, By, ..., By,—1 de operadores de

frontera son de la forma

Bju= Y b D% =g, (45)
|| <g;

y constituyen un conjunto de condiciones de frontera que cubren a L. Los coe-
ficientes bgj ) son asumidos como funciones suaves.

12



En el caso de problemas de segundo orden la Ec. (45) puede expresarse como
una sola condicién de frontera

n

ou
Bu:ija—xj+cu:g en 0S). (46)

J=1

Antes de poder ver las condiciones bajo las cuales se garantice la existencia
y unicidad es necesario introducir el concepto de formula de Green asociada con
el operador L£*, para ello definimos:

Definicién 31 Con el operador dado como en la Ec. (44), denotaremos por L*
al operador definido por

Cu= Y (DD 3 aga(@)D’u (47)

loe|<m |B]<m
y nos referiremos a L* como el adjunto formal del operador L.

La importancia del adjunto formal es que si aplicamos el teorema de Green
(115) a la integral

/ vLudx (48)
Q

/Uﬁuc@:/uﬁ*vdz—i—/ F(u,v)ds (49)
Q Q o9

en la cual F(u,v) representa términos de frontera que se nulifican al aplicar el
teorema ya que la funcién v € Hg (Q). Si £ = L*; i.e. ang = aga el operador es
llamado de manera formal el auto-adjunto.

En el caso de problemas de segundo orden, dos sucesivas aplicaciones del
teorema de Green (115) y obtenemos, para i y j fijos

obtenemos

0 ou ou ou v
_/Q'Ua—xi (a”é_:c) dez = —/(9Qvaija—xjnid§+/gaija—xja—xid§ (50)

_/ var 2 a2 | ds
20 ”6:@ 3 ”8901 J 2

,/ui a0 2% de
Q 8£L‘j ”81‘1‘ =

Pero sumando sobre i y j, obtenemos de la Ec. (49)

L= — i 83@ (%i(i)%) (51)

i,j=1

= Ou ov
F(u,v) =— Z a;j (va—xjni — uﬁ—xlnj) (52)

4,j=1
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tal que £ es formalmente el auto-ajunto si a;; = a;;.

Para hacer el tratamiento més simple, restringiremos nuestra atencién al
problema homogéneo, es decir, en el cual gg, g1, ..., gm—1 = 0 (esta no es una re-
striccién real, ya que se puede demostrar que cualquier problema no-homogéneo
con condiciones de frontera puede convertirse en uno con condiciones de frontera
homogéneo de una manera sistemdtica), asumiremos también que € es suave y
la frontera OS2 de €2 es de clase C'*°.

Asi, en lo que resta de la seccién, daremos los pasos necesarios para poder
conocer bajo que condiciones el problema eliptico con valores en la frontera del
tipo

Lu = fo enQCR” (53)
Bou=0

Blu =0
. en 0N

Bmflu =0

donde el operador £ y B; estan dados como en (44) y (45), con s > 2m tiene
solucién y esta es unica. Para ello, necesitamos adoptar el lenguaje de la teoria
de operadores lineales, algunos resultados clave de algebra lineal estdn detallados
en el apéndice.

Primeramente denotemos N (B;) al espacio nulo del operador de frontera
B;j : H* (Q) — L* (), entonces

N(Bj) ={ue H?(Q) | Bju=0 en 00} (54)

para j=0,1,2,....m— 1.
Adicionalmente definimos al dominio del operador £, como el espacio

D(L) = H*(Q)NN(Bo)N..NN(Bp-1) (55)
= {ueH*(Q)|Bju=0en0Q,j=0,1,..,m—1}.

Entonces el problema eliptico con valores en la frontera de la Ec. (53) con

s > 2m, puede reescribirse como, dado £ : D(£) — H*~2™ (), hallar u que
satisfaga

Lu=fq enQ. (56)

Lo primero que hay que determinar es el conjunto de funciones fq en H5~2™ (Q)
para las cuales la ecuacién anterior se satisface, i.e. debemos identificar el rango
R(L) del operador L. Pero como nos interesa conocer bajo que condiciones la
solucién w es tnica, entonces podemos definir el nicleo N (L) del operador £
como sigue

NL) = {ueDL)|Lu=0} (57)
= {ueH Q)| Lu=0 enQ,Bju=0endQN,j=0,1,..,m—1}.
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Si el N(L) # {0}, entonces no hay una unica solucién, ya que si ug es una
solucién, entonces ug + w también es solucién para cualquier w € N (L), ya que

L (ug +w) = Lug + Lw = Lug = fq. (58)

Asi, los elementos del niicleo N(£) de £ deberén ser excluidos del dominio D(L£)
del operador £, para poder asegurar la unicidad de la solucién u.

Si ahora, introducimos el complemento ortogonal N(£)* del niicleo N (L)
del operador £ con respecto al producto interior L2, definiéndolo como

N(L)t ={veD(L)| (v,w) =0 Vw e N(L)}. (59)
De esta forma tenemos que
D(L)=N(L)® N(L)* (60)

i.e. para toda u € D(L), u se escribe como u = v +w donde v € N(L)*+ y
w € N(L). Ademas N(L)NN(L)*+ = {0}.

De forma similar, podemos definir los espacios anteriores para el problema
adjunto

L'v = fo enQCR" (61)
B*u=0
Biu=0
. en 0N}
B _ju=0
y definimos
DLy = H(Q)NNB)N..NN(B;_1) (62)

= {ueHS(Q)|B;uzoen(‘?(l,jzo,l,..,m—l}.

Entonces el problema eliptico con valores en la frontera de la Ec. (53) con
s > 2m, puede reescribirse como, dado £* : D(L*) — H*~2™ (Q), hallar u que
satisfaga

L'u= fq en Q. (63)
Definiendo para el operador L£*
N(L£*) = {ueD(L")|Lw=0} (64)

= {uEHS(QHE*u:O enQ,B;u:OenaQ,j:0,1,..,m—1}.

N(LY: = {ve DL | (v,w),2 =0 Yw € N(L*)}. (65)

Asi, con estas definiciones, es posible ver una cuestién fundamental, esta es,
conocer bajo que condiciones el problema eliptico con valores en la frontera de
la Ec. (53) con s > 2m tiene solucién y esta es tinica, esto queda resuelto en el
siguiente teorema cuya demostracién puede verse en [3] y [12].
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Teorema 32 Considerando el problema eliptico con valores en la frontera de
la Ec. (53) con s > 2m definido sobre un dominio Q) acotado con frontera OS2
suave. Entonces

i) Existe al menos una solucion si y sélo si f € N(L*)*, esto es, si

(f,0) 2 =0 Vo€ N(LY). (66)

ii) Asumiendo que la solucion u eriste, esta es unica siu € N(L)*, esto es,
St
(u,w) 2y =0 Yw e N(L). (67)

iii) Si existe una dnica solucidn, entonces existe una tinica constante C > 0,
independiente de u, tal que

[ull o < ClIf Nl gro-2m - (68)

Observacién 33 i) El teorema afirma que el operador L es un operador suprayec-
tivo de D(L) sobre el subespacio de funciones en H*™?™ que satisface (67).
Ademds el operador L es inyectivo si el dominio es restringido al espacio de
funciones que satisfagan a (66).

it) La parte (i) del teorema puede interpretarse como un resultado de reg-
ularidad, en el sentido en que se muestra

we H ™2™ (Q) si f € H* (Q). (69)
Asi, formalmente podemos definir el adjunto formal de la siguiente manera

Definicién 34 Sea £ un Operador Diferencial, decimos que un operador L*
es su adjunto formal si satisface la siguiente condicidn

wlu —ul*w =V -2 (u, w) (3.1)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal. Aqui D(u,w) es una
funcional bilineal que representa términos de frontera.

Ejemplos de Operadores Adjuntos Formales A continuacién se muestra
mediante ejemplos el uso de la definicién de operadores adjuntos formales y la
parte correspondiente a términos de frontera [?].

A) Operador de la derivada de orden cero

La derivada de orden cero de una funcién u es tal que

d"u
es decir, n = 0, sea el operador
Lu=mu (71)
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de la definicién de operador adjunto tenemos que
wlu =ul*w+ V- D (u,w)
entonces el término izquierdo es
wlu = wu

de aquf
wl*w = uw

por lo tanto el operador adjunto formal es
Lfw=w
nétese que el operador es auto-adjunto.

Operador de la derivada de primer orden

La derivada de primer orden en términos del operador es

Eu:c%

dz
de la definicién de operador adjunto tenemos
wlu =ulw+ V-2 (u,w)

desarrollando el lado izquierdo

du
Lu = —
wlu we
_ d(weu) ud (cw)
B dz dz
_ d(wcu) ucd—w
N dz dx
por lo tanto, el operador adjunto formal es
dw
L' = —c—
w e

y los términos de frontera son
D (u, w) = wew

Operador Eliptico

El operador eliptico més sencillo es el Laplaciano

0 ou
Lu=—-Nu= _axi (a%)

17
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de la ecuacién del operador adjunto formal tenemos

0 ou
wly = fwa—xi (8—%> (82)
0 ou ou Jw
- 7(9.%‘1' <UJ 8.%‘1) + 821}1' 8.%‘1'
ou

_ 0 n 0 ow B 0 (ow
0 ow B ou B 0 [ ow
entonces, el operador adjunto formal es

. 0 (ow
Liw = fuaxi ((‘9:51-) (83)

es decir, el operador es autoadjunto. Notemos que la funcién bilineal
D(u,w) es

ow ou

Q(u,w):uaxi —waxi.

(84)

Consideremos el operador diferencial eliptico més general de segundo or-
den
Lu=—-V-(a Vu)+V-(bu)+cu (85)

de la definicién de operador adjunto formal tenemos que
wlu = ul*w~+ V- D (u, w) (86)
desarrollando el lado derecho de la ecuacién anterior
wly = w(-V-(a-Vu)+V-(bu)+ cu) (87)
= —wV-(a-Vu)+wV- (bu) + wcu

aplicando la igualdad de divergencia a los dos primeros sumandos se tiene
que la ecuacién anterior es

wluy = —V-(wg Vu)+a- Vu-Vw+ V- (wbu) (88)
—bu - Vw + weu
-V (wg- Vu) + V- (ugVw) —uV - (a-

Vw) 4+ V - (whu)
—bu - Vw 4+ weu
= V. [g(quwau)] + V- (wbu) — uV - (g'Vw)

—bu - Vw + weu
reordenando términos se tiene

wly = —uV- (g-Vw) —ub- Vw + ucw + (89)
V- g (uVw —wVu) + (whu)]
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por lo tanto, el operador adjunto formal es
L'w=-V-(a - Vw)—b-Vw+cw (90)
y el término correspondiente a valores en la frontera es
D (u,w) =g - (uVw —wVu) + (whu) . (91)
La ecuacién bi-arménica
Consideremos el operador diferencial bi-armdnico
Lu =A%y (92)
entonces se tiene que
wlu = ul*w~+ V- D (u, w) (93)
desarrollemos el término del lado derecho
wlu = wA’u (94)
= wV - (VAu)
utilizando la igualdad de divergencia
V- (sV)=sV-V+V- Vs (95)

tal que s es funcién escalar y V' vector, entonces sea w = sy VAu =1V,
se tiene

wV - (VAu) (96)
= V- (wVAu) — VAu - Vw
ahora sea s = Au y V = Vw, entonces
V- (wVAu) — VAu - Vw (97)

= V- (wVAu)+ AuV - Vw — V- (AuVw)
= AwV -Vu+ V. (wVAu - AuVw)

sea s = Aw y V = Vu, entonces

AwV -Vu+V - (wVAu — AuVw) (98)
V- (AwVu) — Vu -V (Aw) + V- (wVAu — AuVw)
= —Vu-V(Aw)+ V- (wVAu+ AwVu — AuVw)

por ultimo sea s =u 'y V = V (Aw) y obtenemos

—Vu -V (Aw)+ V- (wVAu + AwVu — AuVw) (99)
= uV-(V(Aw)) = V- (uV (Aw)) + V - (wVAu + AwVu — AuVw)
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reordenando términos
wlu = uA?*w + V - (wVAu + AwVu — AuVw — uVAw) (100)
entonces se tiene que el operador adjunto formal es
Lw = A%w (101)
y los términos de frontera son

D (u,w) = wVAuU 4+ AwVy — AuVw — uVAw. (102)

1.4. Adjuntos Formales para Sistemas de Ecuaciones

En esta seccién trabajaremos con funciones vectoriales [?]; para ello necesi-
tamos plantear la definicién de operadores adjuntos formales para este tipo de
funciones.

Definicién 35 Sea L un operador diferencial, decimos que un operador L* es
su adjunto formal si satisface la siguiente condicidn

wLu—uLw=V-2D(uuw) (103)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal. Aqui D(u,w) repre-
senta términos de frontera.

Por lo tanto se puede trabajar con funciones vectoriales utilizando operadores
matriciales.

A) Operador diferencial vector-valuado con elasticidad estdtica

Sea

Lu=-V-C:Vu (104)

[l

de la definicién de operador adjunto formal tenemos que
wlLu=uLl'w+V- -2 (uuw) (105)

para hacer el desarrollo del término del lado derecho se utilizard notacién
indicial, es decir, este vector wLu tiene los siguientes componentes

7] Oup\\ .
—Ww; <8—ZL‘J (Ciqua—xq)> ;1= 1,2,3 (106)

utilizando la igualdad de divergencia tenemos

7] Ouy
(i (Com ) o

B Ouy, Ow; 7] Ouyp
= Ciipg Oy Ox;  Ox, (wlczm 8xq>

0 ow; 0 ow; 0 Ouyp
= 3 (st ) ~ g (Comr) 3y (mCim?)
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reordenado términos tenemos que la ecuacion anterior es

J

9 I e Bt e
Ox; TP O P19z, Ox; \ P 0x;

en notacién simbdlica tenemos que

wéggV-(Q:VM>+V~<g-g:VMM'Q:Vg> (109)
por lo tanto el operador adjunto formal es
L'w=-V" <g : Vw> (110)
y los términos de frontera son
Dww)=u-C:Vw—w-C:Vu (111)
El operador de elasticidad es auto-adjunto formal.
Métodos Mixtos a la Ecuacién de Laplace
Operador Laplaciano
Lu=Au=f (112)

escrito en un sistema de ecuaciones se obtiene

N -

consideraremos campos vectoriales de 4 dimensiones, estos son denotados
por :

u={pu} yu={gu) (1149
ahora el operador diferencial vector-valuado es el siguiente
_ I =V p
oo e o ] )
_ |- Vu
= Vop
entonces
el Ve
o[ ¢ T[] e

utilizando la definicién de operador adjunto

wlu = ulw + V- D (u, w) (117)
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haciendo el desarrollo del término izquierdo se tiene que
1 =V P
Ile 0[] 0w

5% ]

= gp—qV-u+wV-p

w - |

2l 28Ik

aqui se utiliza la igualdad de divergencia en los dos términos del lado
derecho y obtenemos

q@p—qV-u+wV-p (119)
= Q+UV-27V'(gu)71_)~Vw+v'(w£)
= Q(Q—Vw)+uv~g+v'(w£*ug)

si se agrupa los dos primeros términos en forma matricial, se tiene
p(q—Vw)+uV-q+ V- (wp—ug) (120)

_ g=Vuw (wp—

= [ H w }+V (wp = ug)

{ﬂ{vl BW'L%]*V'(WBUQ)

por lo tanto, el operador adjunto formal es
N - 1 -V q
e[S
_ q—Vuw
= Vg

y el término correspondiente a valores en la frontera es

s

D (u,w) = wp — ug. (122)

Problema de Stokes

El problema de Stokes es derivado de la ecuaciéon de Navier-Stokes, la
cual es utilizada en dindmica de fluidos viscosos. En este caso estamos
suponiendo que el fluido es estacionario, la fuerza gravitacional es nula y
el fluido incompresible. Entonces el sistema de ecuaciones a ser considerado
es

—Au+Vp = f (123)
—V-u = 0

se considerard un campo vectorial de 4 dimensiones. Ellos serdn denotados
por
U={up} y W={wq} (124)
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ahora el operador diferencial vector-valuado es el siguiente

w-[ 5 V]2 (125)

el desarrollo se hard en notacién indicial, entonces tenemos que

_ | —wAu+wVp
WLU = { V- u (126)
usando notacién indicial se obtiene
u;  Op 0?u; ap
w; ( Dyre +(‘9a:i) = waza > +wig - (127)
— _ — (w; _
; dxj O3 ; o oz
8wZ + 9 0 (wip)
Pow; T oz VP

desarrollando la primera suma como la derivada de dos funciones se tiene
02 wZ ow;
~Sug o (u%> (128)
; Gscj ! 8xj p 8901- 8:61 iP
reordenando términos tenemos

2 .
_Z ‘9 Owi _ Owi (129)

Ox;
Zi u%fw% +i(w. )
r 8.Z‘j l(‘)xj l(‘)xj (‘9% P

Ahora consideremos la ecuacién 2 en Ec. (126), tenemos

—qV-u (130)

en notacién indicial se tiene

Ou; Ou;
T8 - o o

- Z axz Za (qui)
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en la ecuacion anterior se utilizo la igualdad de divergencia, entonces agru-
pando las ecuaciones Ec. (129) y Ec. (131) se tiene

0%u;  Op Ou;
Y - — 132
v . (‘9:1:? ox; Z ox; (132)
- _ Zu% _ % 4
B - ' (91’3 p 61’1
J
Z 0 ow; ou; n 0 (wip) +
0z; \ " ox;  V0w; ) " 0w P
0q 0
Z * Oz, B ox (qui)
ordenando los términos tenemos
0%w; 0q ow;
- i i T 1
Zj:u (‘9:1:? +;u ox; p@xi (133)
+ ; 8_% <Ul 8£L‘j W 8$J) + (‘9951- (U)zp) B ; 8.%‘1' (QUl)
escribiendo la ecuacion anterior en notacién simbdlica, se obtiene
—uAw +uVqg—pV-w+ V- (uVw — wVu + wp — uq) (134)
por lo tanto, el operador adjunto formal es
* o _A v w
e I -
y el término de valores de frontera es
D (u,w) = uVw — wVu + wp — ug. (136)

1.5. Problemas Variacionales con Valor en la Frontera

Restringiéndonos ahora en problemas elipticos de orden 2 (problemas de
orden mayor pueden ser tratados de forma similar), reescribiremos este en su
forma variacional. La formulacién variacional es mas débil que la formulacién
convencional ya que esta demanda menor suavidad de la solucién u, sin embar-
go cualquier problema variacional con valores en la frontera corresponde a un
problema con valor en la frontera y viceversa.

Ademads, la formulacién variacional facilita el tratamiento de los problemas
al usar métodos numeéricos de ecuaciones diferenciales parciales, en esta seccién
veremos algunos resultados clave como es la existencia y unicidad de la solucién
de este tipo de problemas, para mayores detalles, ver [3] y [12].
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Si el operador L estd definido por
Lu=—-V-a-Vu+cu (137)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, el problema queda escrito
como

~V.a-Vut+cu = fo enQ (138)
u = g en .
Si multiplicamos a la ecuacion —V -g-Vu+cu = fo porv eV = H} (Q),

obtenemos
—v (V-a-Vu+cu) =vfg (139)

aplicando el teorema de Green (115) obtenemos la Ec. (50), que podemos re-
escribir como

/Q (Vo-a-Vu+cw)dz = /Qvfgdz. (140)
Definiendo el operador bilineal
a(u,v) = /Q (Vo-a-Vu+ cw) dz (141)
y la funcional lineal
l(v) = (f,v) = /QUfQC@ (142)

podemos reescribir el problema dado por la Ec. (43) de orden 2, haciendo uso
de la forma bilineal a (-, -) y la funcional lineal [ (-).

Entonces entenderemos en el presente contexto un problema variacional con
valores de frontera (VBVP) por uno de la forma: hallar una funcién v que
pertenezca a un espacio de Hilbert V = HE (Q) y que satisfaga la ecuacién

a(u,v) = (f,v) (143)

para toda funcién v € V donde a (-, -) es una forma bilineal y [ (+) es una funcional
lineal.

Definicién 36 Sea V' un espacio de Hilbert y sea |||\, la norma asociada a
dicho espacio, decimos que una forma bilineal a (-,-) es continua si existe una
constante M > 0 tal que

la (u,v)] < M lully [[vlly,  Vu,veV (144)
y es V-eliptico si existe una constante o > 0 tal que
a(v,v) >all} VeV (145)

donde ||-||,, es la norma asociada al espacio V.
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Esto significa que una forma V — eliptico es una que siempre es no negativa
y toma el valor de 0 sélo en el caso de que v = 0, i.e. es positiva definida.

Notemos que el problema (138) definido en V = Hg () reescrito como el
problema (143) genera una forma bilineal V-eliptico cuyo producto interior sobre
V' es simétrico y positivo definido ya que

a(v,v) >alvl} >0, YweV,u#0 (146)
reescribiéndose el problema (143), en el cual debemos encontrar u € V' tal que
a(u,v) = (f,v) — a(uo,v) (147)

donde up = g en 052, para toda v € V.
Entonces, la cuestién fundamental, es conocer bajo que condiciones el pro-
blema anterior tiene solucién y esta es unica, el teorema de Lax-Milgram nos
da las condiciones bajo las cuales el problema (138) reescrito como el proble-

ma (143) tiene solucién y esta es unica, esto queda plasmado en el siguiente
resultado.

Teorema 37 (Laz-Milgram)

Sea V' un espacio de Hilbert y sea a(-,-) : V xV — R una forma bilineal
continua V-eliptico sobre V. Ademds, sea I (-) : V — R una funcional lineal
continua sobre V. Entonces

i) El VBVP de encontrar u € V que satisfaga

a(u,v) = (f,v),YveV (148)

tiene una y sdlo una solucion;
i1) La solucion depende continuamente de los datos, en el sentido de que

1
lully < = ey (149)

donde ||-||\,. es la norma en el espacio dual V* de V y o es la constante de la
definicion de V -eliptico.

M34s especificamente, considerando ahora V' un subespacio cerrado de H™ ()
las condiciones para la existencia, unicidad y la dependencia continua de los
datos queda de manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema 38 Sea V' un subespacio cerrado de H™(Q), sea a(-,-) : V xV =R
una forma bilineal continua V -eliptico sobre V y seal(-) : V. — R una funcional
lineal continua sobre V. Sea P un subespacio cerrado de V' tal que

a(u+pv+p) =a(u,v) Yu,veV yppeP. (150)

También denotando por @ el subespacio de V' consistente de las funciones or-
togonales a P en la norma L?; tal que

Q:{v€V|/Qupd§:0 VpeP}, (151)
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y asumiendo que a (-,-) es Q-eliptico: existe una constante o > 0 tal que

a(g,q) > allgly parageQq, (152)

la norma sobre Q) serd la misma que sobre V. Entonces
i) Existe una tnica solucion al problema de encontrar u € Q tal que

a(u,v) ={,v), YveV (153)
st y sdlo si las condiciones de compatibilidad
(I,p)=0 parape P (154)

se satisfacen.
i1) La solucion u satisface

lullg < o™ 2l - (155)
(dependencia continua de los datos).

Otro aspecto importante es la regularidad de la solucién, si la solucién u al
VBVP de orden 2m con f € H*2™({) donde s > 2m, entonces u pertenecers
a H*(Q)) y esto queda de manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema 39 Sea Q C R™ un dominio suave y sea u € V la solucion al VBVP
a(u,v)=(fv), veV (156)
donde V.C H™(Q). Si f € H*™2™(Q) con s > 2m, entonces u € H*(Q) y la

estimacion
ullgre < C N fllgps-2m (157)

se satisface.
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2. Meétodos de Soluciéon Aproximada para EDP

Ya que en general encontrar la solucién a problemas con geometria diversa
es dificil y en algunos casos imposible usando métodos analiticos. En el presente
capitulo se prestard atencién a varios aspectos necesarios para encontrar la solu-
cién aproximada de problemas variacionales con valor en la frontera (VBVP).

En este capitulo se considera el VBVP de la forma

Lu = fq en( (158)
u = g endf)
donde
Lu=—V-g-Vu+cu (159)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, como un caso particular
del operador eliptico definido por la Ec. (43) de orden 2, con Q C R? un dominio
poligonal, es decir, €2 es un conjunto abierto acotado y conexo tal que su frontera
0N es la unién de un nimero finito de poligonos.

La sencillez del operador £ nos permite facilitar la comprensién de muchas
de las ideas bdsicas que se expondrdn a continuacién, pero tengamos en mente
que esta es una ecuacién que gobierna los modelos de muchos sistemas de la
ciencia y la ingenierfa, por ello es muy importante su solucién.

Si multiplicamos a la ecuacién =V -a-Vu +cu = fq porv eV = H} (Q),
obtenemos
—v(V-a-Vu+cu) =vfg (160)

aplicando el teorema de Green (115) obtenemos la Ec. (50), que podemos re-
escribir como

/ (Vo-a-Vu+cw)dz = / vfodz. (161)
Q Q

Definiendo el operador bilineal
a(u,v) = / (Vo-a-Vu+ cw) dz (162)
Q

y la funcional lineal

lw) ={f,v) = / vfodz (163)

Q

podemos reescribir el problema dado por la Ec. (158) de orden 2 en forma
variacional, haciendo uso de la forma bilineal a (-, ) y la funcional lineal [ (-).

2.1. Método Galerkin

La idea bésica detrds del método Galerkin es, considerando el VBVP, en-
contrar u € V = H} () que satisfaga

a(u,v) = (f,v) YveV (164)
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donde V' es un subespacio de un espacio de Hilbert H (por conveniencia nos
restringiremos a espacios definidos sobre los nimeros reales).

El problema al tratar de resolver la Ec. (164) estd en el hecho de que el
espacio V es de dimension infinita, por lo que resulta que en general no es posible
encontrar el conjunto solucién. En lugar de tener el problema en el espacio V,
se supone que se tienen funciones linealmente independientes ¢, ¢, ..., p5 €n
V y definimos el espacio V" a partir del subespacio dimensionalmente finito de
V' generado por las funciones ¢,, es decir,

V" = Generado {qﬁi}ﬁil , Vhcw (165)

El indice h = 1/N es un pardametro que estard entre 0 y 1, cuya magnitud da
alguna indicacién de cuan cerca V" esta de V, h se relaciona con la dimensién
de V. Y como el niimero N de las funciones base se escoge de manera que sea
grande y haga que h sea pequeno, en el limite, cuando N — oo, h — 0.

Después de definir el espacio V", es posible trabajar con V" en lugar de V
y encontrar una funcién uy que satisfaga

a(up,vp) = (fyon) Yo, € VI (166)

Esta es la esencia del método Galerkin, notemos que uy, y v son sélo com-
binaciones lineales de las funciones base de V", tales que

N N
up =Y i y vn=) dig; (167)
i=1 j=1

donde vy, es arbitraria, como los coeficientes de d; y sin perdida de generalidad
podemos hacer vy, = ¢,. Asi, para encontrar la solucién uy, sustituimos las Ecs.
(167) en la Ec. (166) y usando el hecho que a (+,-) es una forma bilineal y [ (-)
es una funcional lineal se obtiene la ecuacién

N
a (¢ ¢;) ci = (f, ;) (168)
=1
0 mds concisamente, como
N
Y Kije;—F;=0 j=1,2,..N (169)
=1
en la cual
Kij=a(¢n0;) v Fj=(f9;) (170)

notemos que tanto K;; y F; pueden ser evaluados, ya que ¢;, a(-,-) y {(-) son
conocidas.
Entonces el problema se reduce a resolver el sistema de ecuaciones lineales

N
Y Kiei—Fy, j=1,2,..N (171)
i=1
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0 mds compactamente

Kuy=F (172)

en la cual K y F son la matriz y el vector cuyas entradas son K;; y Fj res-
pectivamente. Una vez que el sistema es resuelto, la solucién aproximada uy, es
encontrada.

Notemos que la forma bilineal a (-, -) define un producto interior sobre V,
si a(-,) es simetrica y V—eliptica, entonces las propiedades de linealidad y
simetria son obvias, mientras que la propiedad de V —eliticidad de a (-, ) es por

a(v,v) > alu]|* >0 Vo #£0, (173)

ademds, si a (-,-) es continua, entonces la norma |[v||, = a(v,v) generada por
este producto interior es equivalente a la norma estandar sobre V', tal que si V
es completa con respecto a la norma estandar, esta también es completa con
respecto a la norma ||v||,.

Por otro lado, si el conjunto de funciones base {d)i}f-vzl se eligen de tal for-
ma que sean sean ortogonales entre si, entonces el sistema (169) se simplifica
considerablemente, ya que

Kij=a(¢;¢0;) =0 sii#j (174)
Kiic;=F, 6 ¢ =F/K. (175)

Asf, el problema (158) definido en V" = H} (Q) reescrito como el problema
(164) genera una forma bilineal V"-eliptica cuyo producto interior sobre V" es
simétrico y positivo definido ya que

a(vp,on) > allopllin >0, Yo, € Vv, £0 (176)

reescribiéndose el problema (166) como el problema aproximado en el cual debe-
mos encontrar uy, € V* C V tal que

a (un,vn) = (f,vn) — a(uo,vp) (177)

donde 1y = g = 0 en 0%, para toda v, € V", es decir
/ (Vvh a-Vup + cuhvh) dxdy = / favndxdy (178)
Q Q

para todo vy, € V.

Entonces, el problema (158) al aplicarle el método Galerkin obtenemos (161),
el cual podemos reescribirlo como (178). Aplicando el teorema de Lax-Milgram
(37) a este caso particular, tenemos que este tiene solucién unica y esta depende
continuamente de los datos.

Como un caso particular del teorema de Lax-Milgram (37) tenemoe el sigui-
ente resultado
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Teorema 40 Sea V" un subespacio de dimension finita de un espacio de Hilbert
V, seaa(--): VP x Vh — R una forma bilineal continua y V -eliptica, y 1 () :
V" — R una funcional lineal acotada. Entonces existe una tnica funcion uy €
V" tal que satisface

a (up,vp) = (I op) Yo, € VP (179)

Ademds, sil(-) es de la forma

(I, vn) :/anvhdg (180)

con f € L?(Q), entonces
1
Junlly < < 1l (151)

donde « es la constante en (173).

El siguiente resultado nos da una condicién suficiente para que la aproxi-
macién uy, del método Galerkin converja a la solucién u del problema dado por
la Ec. (164), para més detalle véase [12] y [3].

Teorema 41 Sea V' un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert, y sea la
forma bilineal a (-,-) : VI x V" — R continua V -eliptica y sea | (-) una funcional
lineal acotada. Entonces existe una constante C, independiente de h, tal que

— <(C inf — 182
Hu Uh”vf uhlgw ”u 'UhHV ( )

donde u es solucion de (164) y up, es solucion de (177), consecuentemente, una
condicion suficiente para que la aproximacion up del método Galerkin converge
a la solucion u del problema dado por la Ec. (164) es que exista una familia
{V"} de subespacios con la propiedad de que

inf — 0 do h— 0. 183
UhlgvhHu vplly =0 cuando h — (183)

2.1.1. El Método de Residuos Pesados

Este método se basa en el método Galerkin, y se escogen subespacios U" y
V' de tal manera que la dimensién dim U" = dim V" = N, eligiendo las bases
como

N
{qﬁi}f\[:l para U" y {1/Jj}j:1 para V" (184)
entonces
N N
up, = Zci@- y op = ijwj (185)
i=1 j=1

donde los coeficientes b; son arbitrarios ya que vy, es arbitraria.
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Sustituyendo esta ultima expresién Ec. (185) en
(Lup, — f,on) =0 (186)

se obtienen N ecuaciones simultaneas
N
E Kijci = Fj COIlj = 1,...,N
i=1

en la cual en la cual K y F son la matriz y el vector cuyas entradas son

donde (-, -) representa el producto interior asociado a L2. A la expresién
T(up) = Lup, — f (187)

se le llama el residuo; si uy, es la solucién exacta, entonces por supuesto el residuo
se nulifica.

2.1.2. Meétodo de Elemento Finito

El método Finite Elements Method (FEM) provee una manera sistemdtica
y simple de generar las funciones base en un dominio con geometria 2 poli-
gonal. Lo que hace al método de elemento finito especialmente atractivo sobre
otros métodos, es el hecho de que las funciones base son polinomios definidos
por pedazos (elementos £2;) que son no cero sélo en una pequenia parte de £,
proporcionando a la vez una gran ventaja computacional al método ya que las
matrices generadas resultan bandadas ahorrando memoria al implantarlas en
una computadora.

Asi, partiendo del problema aproximado (178), se elegird una familia de espa-
cios V" (h € (0,1)) definido por el procedimiento de elementos finitos (descritos
en las subsecciones siguientes en el caso de interpoladores lineales, para otros
tipos de interpoladores, ver [15]), teniendo la propiedad de que V" se aproxima
a V cuando h se aproxima a cero en un sentido apropiado, esto es, por supuesto
una propiedad indispensable para la convergencia del método Galerkin.

Mallado del dominio El Mallado o triangulacién 7; del dominio 2 es el
primer aspecto bdsico, y ciertamente el mds caracteristico, el dominio Q C R?
es subdividido en E subdominios o elementos (). llamados elementos finitos, tal

que
E
a-Jao
e=1

donde:



e Cada Qe € 7, es un poligono (rectangulo o tridngulo) con interior
no vacfo (€ # 0) y conexo.

e Cada (). € 7}, tiene frontera 9. Lipschitz continua.
e Para cada ;,; € 7}, distintos, SOL- N QJ = (.

e El didmetro h; = Diam(S).) de cada Q. satisface Diam(Q.) < h
paracadae=1,2,.... F.

e Cualquier cara de cualquier elemento ; € 7}, en la triangulacién
es también un subconjunto de la frontera 92 del dominio 2 o una
cara de cualquier otro elemento ; € 7}, de la triangulacién, en este
dltimo caso €2; y £2; son llamados adyacentes.

e Los vértices de cada €2, son llamados nodos, teniendo N de ellos
por cada elemento 2.

Una vez que la triangulacién 7; del dominio ) es establecida, se procede
a definir el espacio de elementos finitos P"[k] a través del proceso descrito a
continuacion.

Funciones Base A continuacién describiremos la manera de construir las
funciones base usada por el método de elemento finito. En este procedimiento
debemos tener en cuenta que las funciones base estdn definidas en un subespacio
de V = H' (Q) para problemas de segundo orden que satisfacen las condiciones
de frontera.

Las funciones base deberan satisfacer las siguientes propiedades:

o Las funciones base ¢; son acotadas y continuas, i.e ¢, € C' ().

e Existen ¢ funciones base por cada nodo del poligono €., y cada
funcién ¢; es no cero solo en los elementos contiguos conectados por
el nodo 4.

e ¢, =1 en cada ¢ nodo del poligono €2, y cero en los otros nodos.

e La restriccién ¢, a €. es un polinomio, i.e. ¢, € P[] para alguna
k > 1 donde P[] es el espacio de polinomios de grado a lo més k
sobre (2.

Decimos que ¢; € Px[€2.] es una base de funciones y por su construccién
es evidente que estas pertenecen a H' (). Al conjunto formado por todas las
funciones base definidas para todo Q. de © serd el espacio P"[k] de funciones
base, i.e.

estas formardn las funciones base globales.
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Solucién aproximada Para encontrar la solucién aproximada elegimos el
espacio P [k] de funciones base, como el espacio de funciones lineales ¢; definidas
por pedazos de grado menor o igual a k (en nuestro caso k = 1), entonces el
espacio a trabajar es

V" = Generado {¢; € P"[k] | ¢;(z) =0en o0} . (188)

La solucién aproximada de la Ec. (178) al problema dado por la Ec. (158)
queda en términos de

[ (V01090 = cors) dady = [ fooydeay (189)
si definimos el operador bilineal
Ky =a(6n0;) = [ (Voray Vo, —cog)dedy (190
y la funcional lineal

Fy=(f,6;) = /Q ford,dudy (191)

entonces la matriz i = [Kj;], los vectores u = (u1,...,un) y F = (F1,..., Fy)
definen el sistema lineal (que es positivo definido)

Ku=F (192)

donde u ser4 el vector solucién a la Ec. (192) cuyos valores serdan la solucién al
problema dado por la Ec. (178) que es la solucién aproximada a la Ec. (158) en
los nodos interiores de €.

Un Caso mds General Sea el operador eliptico (caso simétrico) en el dominio
Q, y el operador definido por

Lu = fo enQ\X (193)
u = g endf)
[uy, = Jo
lan - Vuly, = Ji

donde

Lu=-V Vu+ cu (194)

. Q .
conjuntamente con una particién [| = {4, ..., g} de Q. Multiplicando por la
funcién w obtenemos

wlu = —wV - a-Vu+ cwu = wfo (195)

entonces si w(z) es tal que [w] = 0 (es decir w es continua) y definimos
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E
a(u,w) = Z/ (Vu-ga-Vw+ cwu) dz (196)
i=1 /8
tal que a (u, w) define un producto interior sobre
H (Q)=H' Q)@ H () ®... 0 H ().

Entonces, reescribimos la Ec. (195) como

E
a(u,w) = /wadg—i— Z/asz way, - Vuds (197)
i=1
= / wfgdg—i—/ wa,, - Vuds — / w [ay, - Vuly, ds.
Q 9Q by

Sea ug(x) una funcién que satisface las condiciones de frontera y Jy una
funcién que satisface las condiciones de salto, tal que

i) ug(x) = g(x) en 09
i) fuo ()l = Jo

y sea u(x) = ug(z) + v(z). Entonces u(z) satisface la Ec. (196) si y sélo si
v(x) satisface

a(u,w) = /wagdgf (ug, w) f/Zledg (198)

para toda w tal que w(z) = 0 en 9. Sea {¢,;} una base de un subespacio de
dimensién finita V" definido como

Vi={¢; | ¢; € C* (Q),Vi,p; =0en 9y ¢, € C°(Q)}. (199)

La solucién por elementos finitos de (198) se obtiene al resolver el sistema
lineal

Ku=F (200)
donde
Kij = a (6, 9) (201)
y
Fj = /Q%fndi*a(uoﬁj) */Z'Jl‘zsjdﬁ (202)

esta solucidn seréd la solucién en los nodos interiores de €.
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2.2. Método de Penalizacion Interior

En la década de los 70s se desarrollo el método de Interior Penalty (IP) de
forma independiente del método Galerkin para ecuaciones elipticas y parabdlicas
resultando en dos métodos independientes en los que se usan elementos finitos
discontinuos, y un nimero grande de variantes se han introducido y estudiado.
Las penalizaciones fueron primeramente introducidas en el método de Elemen-
tos finitos como una forma de imponer condiciones de frontera tipo Dirichlet
débiles m&ds que incorporarlas a las condiciones de frontera dentro del espacio
de elementos finitos [?].

Sea 2 un dominio y sea el operador eliptico

—Au = f enQ (203)
u = 0 en 9

claramente

/Vu-Vvdg—/ —Uds—/fvdx (204)
Q o0 On

para toda funcién de prueba v suficientemente suave. Puesto que u se nulifica
en la frontera, tenemos también que B(u,v) = [ fvdz donde

B(u,v):/Vu.Vvdg—/ %vds—/ %uc@—i—/ nuvds (205)
Q 19} o0

an on Q on

para cualquier funcién de peso 7. El método entonces determina una solu-
cién aproximada u; en un subespacio de elementos finitos de H' (Q) tal que
B(up,vn) = [ fupdz para todo vy, en el mismo espacio. Notemos que el segundo
término de la forma bilineal B surge para asegurar que el método es consistente.
El tercer término fue adicionado para que el problema discreto sea simétrico (y
de manera que el método es verdaderamente variacional -la solucién discreta
minimiza B(u,u)/2 — [ fu sobre el espacio de elementos finitos). Finalmente el
dltimo término es el término de penalizacion, el cual es necesario para garantizar
la estabilidad.

Se muestra que si 7 es tomado como C/h donde h es el tamano del elemen-
to y C es una constante suficientemente grande, entonces la solucién discreta
converge a la solucién exacta con orden éptimo en H' y L2.

Un método de penalidad diferente para imponer condiciones de frontera
tipo Dirichlet no incluye cualquiera de los términos segundo o tercero en la
Ec.(205), y usa como peso de penalizacién h~? para alguna o > 0. A causa de
la omisién del término de consistencia, el método y su andlisis incluyen un error
de consistencia.

Otra interesante posibilidad es la de incluir todos los términos en la Ec.(205)
pero cambiando el signo del tercer término en B. La forma bilineal ya no serd
simétrica, pero tiene una propiedad coercitiva favorable, a saber, B(u,u) >
S |Vu|2 , no importando cual n > 0 se escoja.
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3. Meétodo Galerkin Discontinuo

En el presente capitulo se dard un esquema para el entendimiento, com-
paracién y andlisis de varios métodos de Galerkin Discontinuo que han sido
propuestos para el tratamiento de problemas elipticos. Esta clase incluyen los
llamados métodos de penalizacién interior [?].

Mallado del dominio El Mallado o triangulacién 75 del dominio €2, sin
perdida de generalidad, consideremos el dominio 2 C R?, el cual es subdividido
en F subdominios o elementos {2, llamados elementos, tal que

E
0= U Q. (206)

e=1
donde:

e Cada Qe € 7}, es un poligono (rectangulo o tridngulo) con interior
no vacfo (€ # 0) y conexo.

e Cada Q. € 7, tiene frontera 02, Lipschitz continua.
e Para cada €);,Q; € 7;, distintos, Q; N QJ = (.

e El didmetro h; = Diam(S).) de cada Q. satisface Diam(Q.) < h
paracadae=1,2,.... F.

e Cualquier cara de cualquier elemento 2; € 7}, en la triangulacién
es también un subconjunto de la frontera 02 del dominio 2 o una
cara de cualquier otro elemento Q; € 7}, de la triangulacién, en este
ultimo caso €; y €; son llamados adyacentes.

e Los vértices de cada €2, son llamados nodos, teniendo N de ellos
por cada elemento 2.

3.1. Generalizacion del Método Galerkin Discontinuo

Sea 2 un dominio y se el operador eliptico

—Au = f enQ (207)
u = 0 endN

donde el dominio §2 se asume como un dominio poligonal y f es una funcién
dada en L?(12). Para obtener la formulacién débil sobre la cual la discretizacién
se basa, reescribimos el anterior problema como sigue

c=Vu, -V:-o=f en( (208)

u=0 en I (209)
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Sea K la clausura de un subconjunto abierto de 2 con frontera por pedazos
suave. Si multiplicamos la anterior ecuacién por funciones de prueba e inte-
gramos formalmente sobre K, tenemos

/U-de:—/uV-de—i—/ uny, - 7ds (210)
K K oK

/O"V’Udl':/ fvd:c+/ o - nivds (211)
K K oK

donde ng es el vector normal unitario exterior a K. Esta es la formulacién
débil que buscdbamos. Con esto en mente podemos ahora definir el método
generalizado Galerkin Discontinuo.

Denotamos por 7, una triangulacién del dominio 2 en poligonos K, y por
P(K) un espacio de dimensién finita de funciones suaves, tipicamente poli-
nomios, definidos sobre el poligono K. Este espacio es usado para aproximar
la variable u. Ademds, denotamos por 3 (K) otro espacio de dimensién finita de
funciones suaves que serdn usadas para aproximar la variable auxiliar o.

Sean

Vii={veL*(Q)|v, €Pk), VKeT,} (212)

Sh = {T e (L*(0) |7, €5(k), VKe Th} (213)

y consideramos la siguiente formulacién débil:
Encontrar uj, € Vi y oy, € 3, tal que para toda K € 75, tenemos

/ op - Tdxr = —/ upV - Tdx + Z heEny - rds, V1 € $(K) (214)
K K eCOK V¢

/ op - Vodx = / fodx + Z heE - nyuds, Yo € P(K) (215)
K K eCOK ”€

donde las sumas son tomadas sobre los bordes del poligono K, y el flujo numérico
heE y h&K son aproximaciones a o, = Vuy, y a uj, respectivamente sobre las
caras de la triangulacién.

Por ejemplo, para elementos triangulares, podemos tomar P(K) como el
conjunto de polinomios de grado p > 1 y X(K) como el conjunto de todos los
polinomios del campo vectorial de grado p — 1 o p. La eleccién de la forma
de construir los flujos es crucial, algunas propiedades bdsicas que deben de
compartir todas las elecciones de flujo se dan a continuacién:

1. Localidad.- Sea K = Kj un elemento de la triangulacién, y sea e uno
de sus bordes. Asumimos primero que e es un borde interior de nuestra
triangulacién, tal que existe un segundo elemento Ko que comparte el
borde e con K;. Entonces asumimos que h&% y h&¥ dependen de las
restricciones Unlw, Y Ohl, de up y op a K;, i = 1,2. Més precisamente,
de modo local tenemos

e, K _ 1K
h‘o’ - h‘o’ (uh|K1 7alL|K1 7uh‘K2 7a-h‘K2> (216)
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en los ejemplos, estas funcionales dependen de la forma particular de h&%
y h&X ya que dependen sélo de las trazas de Up|,s VUn|, Y Oh|x, sobre
el borde e. Ya que up, Vuy, y op, son en general discontinuas a través de
e, la traza de up, K, sobre e serd diferente que la traza de uy, Ko sobre e, y
de forma similar Vuy, y o, las cuales tendran dos diferentes trazas sobre
e. Asf que, h&® y h&X dependen linealmente de seis cantidades

(uhm)‘e , (whm)le , (ahm)‘ﬁ , (217)
<uh‘K2>‘s , <Wh"<2>|€ : <ah|K2> R (218)

En nuestro particular caso de un problema homogéneo con condiciones
de frontera tipo Dirichlet, los flujos sobre los bordes de la frontera tienen
la misma dependencia funcional sobre esas seis trazas, siempre que se
interpreten las trazas préximas a Ko como sigue:

(uh|K2)|ﬁ —0, (219)

(Fi0n) = (), v () = (o), - )

Finalmente, es importante notar que en todos los métodos se analizard
h&K la cual no depende de O, (i sobre Vuy,,, la cual es menos im-
portante).

Consistencia.- En todos los métodos se considera como consistente en el
sentido que, en una forma funcional descrito como

B (U, Vit ey Vit ) = Ve (221)

e,K _

h, (U‘KI,VU|K1,U|K2,VU|K2> = U|e (222)
donde u es una funcién suave que satisface las condiciones de frontera.
Conservacion.- Todos los métodos satisfacen

e,Ki _ 1e,Ks
ho™t = he (223)

donde e es un borde que comparten los elementos K; y Ks, y de tal
forma que podemos escribir de forma simplificada h¢. De tal forma que la
propiedad de conservacién la podemos escribir como: Si S es la unién de
alguna coleccién de elementos, entonces, tomando a v como idénticamente
la unidad en la Ec.(215) y sumando sobre K contenida en S tenemos

/ fdz+ > [ hE -nds=0. (224)
S

eCcdS €
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Cerramos esta seccién con varios comentarios adicionales concernientes a las
propiedades antes mencionadas.

s Como se vio, si h%%X no depende de o}, entonces la variable auxiliar
oy puede ser eliminada localmente en términos de u; y Vuy, usando la
Ec.(214). Cuando se usan tridngulos, se usa la base ortonormal de Dubiner
convirtiendo esta eliminacién en trivial.

= En todos los métodos se considera h¢ depende de cualquiera de las dos,
de las trazas de Vuy, o de op, pero no de ambas. Aquéllas categorias, para
las cuales la matriz de carga tiende a ser matriz dispersa incluye a los
métodos de Penalizacién Interior y Baumann y Oden.

» La mayoria de los métodos satisfacen adicionalmente a la propiedad de
conservacién dada por la Ec.(223), la propiedad andloga h& 1 = h&52 en
cuyo caso escribimos A¢. Y nos referiremos a esta como métodos comple-
tamente conservativos, estos métodos generan después de eliminar o una
matriz de carga simétrica excepto para los métodos de Baumann y Oden
y en este caso son conocidos como métodos de penalidad pura. Todos los
métodos que se consideran aqui son completamente conservativos.

= Notemos que, en vista de la Ec.(215) sélo la componente normal h& ¥ - ny,
de h&¥ participa en el método, la componente tangencial es irrelevante.
En la préctica, la componente normal depende sélo de las trazas normales.

3.2. Flujos Numéricos Independientes de Vuy,

Sea e un borde que comparten los elementos K7 y Ks. Definiendo también
los vectores normales nq y ny sobre e apuntando hacia el exterior de K7 y Ky
respectivamente. Si v es una funcién sobre K; U K5 pero con posibles discon-
tinuidades a través de e, sea v; que denota (’U‘Ki) o i=1,2.

Para una funcién escalar v definimos

V= % (v1 4+ v2), [[v]] = ving + vang (225)

si 7 es una funcién vector valuada, tenemos

T= % (71 +72), [7]] = T1n1+ 72 mp (226)
notemos que el salto [[v]] de una funcién escalar v es un vector paralelo a n y
que [[7]] es el salto de la componente normal de la funcién vectorial 7, siendo
esta una cantidad escalar. La ventaja de esta definicién es que no depende del
asignamiento de un orden a los elementos K;.
Aqui consideraremos que el método es determinado por la siguiente eleccién
del flujo numeérico

h?K = op — af[[un]] + 8% [[on]] (227)
W™ = an 4 - [[un]]
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donde 8° y v¢ son funciones vector valuadas sobre e. A menudo ellas son cons-
tantes y en muchos métodos ellas se toman como nulas. El término o ([[up]])
puede ser tomada simplemente como

a® ([[un]]) = 1 [[unl] (228)

para alguna constante o funcién n°. Otra posibilidad es definir el operador 7, :
L' (e) — 3, definida como

/Qre (q) - 7dx = f/eq - 7ds (229)

para todo 7 € ¥, y ¢ € L' (e), y el conjunto

o ([[un]]) = n°re [[un]]- (230)
Primero reescribimos el método insertando el flujo de la Ec.(227) dentro de la

ecuacién de Galerkin dadas por las Ecs.(214) y (215) y tomando sobre K € 7p,.
Denotando por &, el conjunto de todas los bordes, obteniendo

/Qah-de = ;/}{Vuh'deJr (231)
SO (unl) [71) = [[un)] - ) ds

I

Z/KO'}L-VUda? = /vadx—i— (232)
Y | (Gn—a® ([[unl)) + B° [Tunl]) - [fv] ds

e€ly €

para toda 7 € Xp,v € V},. Si tomamos que todos los a¢, 3° y ¢ se nulifican,
recuperamos el método de Galerkin Discontinuo original. Este método puede ser
inestable al menos para mallas uniformes, sin embargo la estabilidad se logra si
af es un operador positivo. Definiendo o por la Ec.(230) con n° > 0 (pueden
ser 3¢ y v° zero) obteniendo las variantes de Bassi y Rebay, definiendo a® por
la Ec.(228), n° > 0 obtenemos el método LDG.

Continuando, podemos eliminar o, para reescribir el método en términos
de uyp, solamente (esto es lo usualmente preferido en la implementacién). Para
hacer esto, definimos dos operadores Ry L. El operador R : V}, — Xj dado por
R(v) =3 ce, Te ([[un]]) , o equivalentemente,

/Q R(p) rdr=—3" [[ig])- +ds (233)

e€ly €
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para toda 7 € ¥, y el operador L : L' (UE,) — 3 que es definido por

/Q crde = / (234)

ec&y

para toda T € Xp.
Denotamos por Ps la L2 —proyeccién sobre ¥y, entonces podemos reescribir
la Ec.(231) como

on = Ps(Vup) + R (up) + L (77 - [[us]]) (235)

y la Ec.(232) como

> [ on oz = [ fods+ / on- (“R() + L(3-[u]])) (236)
=% [at Qtunl)- ol ds

e€&y,

donde 8 y v son funciones sobre U, las cuales estdn dadas por 3¢ y +¢ respecti-
vamente, sobre cada borde e. Finalmente insertando la Ec.(235) en la Ec.(236),
obtenemos

3 /K (Po(Vun) + R (un) + L (7 - [[un]])) - (Vo + R (w) + L (8- [o]))) da
K

Y / o)) ds = /Q fuda. (237)

ecéy,

Notemos que la segunda suma del lado izquierdo de la Ec.(237) es simétrica
con respecto a up y v ya que

> [ (- e ds = (238)

ecty,

- { Yece, Jon¢ [[un]] - [[v]] ds, si a® es definido por Ec.(228)
Zeegh fe n°re ([[un]]) - 7e [[v]] ds, si a® es definido por Ec.(230).

de este modo es claro que la matriz de carga simétrica es obtenida si elegimos
B¢ = —~° para toda e. Esta eleccién es usada por el método LDG.

En la practica la inclusién de VP(K) C 3(K) generalmente es suficiente.
En el caso de la proyeccién Ps; no es requerida en la Ec.(237).

Finalmente, notemos que el soporte de v es contenido en un solo elemento K,
entonces el soporte de R(v) el cual generalmente contiene a todos los elementos
que contienen el borde de K. Consecuentemente el producto R(uy) - R(v) en la
Ec.(237) la cual generalmente tiene un gran impacto negativo en la dispersién
de la matriz de carga. Este problema es mucho menos severo cuando el flujo
numérico es independiente de oy,.

42



3.3. Flujos Numéricos Independientes de o),

Primeramente consideremos, en lugar de la Ec.(227) el siguiente flujo numéri-
co

BeX = Fun — o [unl] + B¢ [[Vun] (239)
ReE =y, 4y [[un]]

donde ¢ y 7¢ son funciones vector valuadas sobre e. Procediendo a la elimi-
nacion de la variable o}, como en la seccién anterior. Pero usando las definiciones
de Ry L en las Ecs.(233) y (234) respectivamente, obtenemos

Z/K (Ps(Vun) + R (un) + L (v - [[unl])) - Vo (240)

+Vauy, - (R(v) = L(B - [[v]})) d

+3° [ af ([fual)) - [[o]) ds = / fude.

ec& V€

escogiendo = v = 0 y « escogido como la Ec.(228), recuperamos el método
de Penalizacién Interior, mientras que para 8 = v = 0 y « escogido como la
Ec.(230) procedemos a recuperar el método original de Galerkin Discontinuo
de Bassi y Rebay sobre algunas suposiciones generales, y para elementos tri-
angulares, el esquema de estabilidad y convergencia optima se da siempre y
cuando n¢ > 3, donde este nimero representa, en esencia el numero de bordes
por elemento.

Notemos que el nimero de entradas no cero de la matriz de carga es reducida
a un minimo, esto es debido a que el término R(uy) - R(v) que aparece en la
Ec.(237) ya no esta presente en la Ec.(240).

Considerando ahora otra familia de flujos numéricos, consideremos

e = (T — of (funl]) (241)
W™ = an + 6 [[un]] - nx

donde  y  son pardametros reales. Diferentes opciones de estos pardmetros son
seleccionadas en los diferentes métodos de Galerkin Discontinuo. Notemos que
para § # 0 corresponde a métodos en los cuales no es totalmente conservativo
y para ¢ # 1 la consistencias es violada.

Usando la Ec.(241) en las Ecs(214) y (215) y procedemos a eliminar o, como
antes, obtenemos

3 /K (Po(Vun) - Vo + (1= 26) R (up) - Vo + CVup - Ro)) dz (242)

+ 3 [ ot (lual) - [[o]) ds = /Q Fode

ecEp V€
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parad =1,( =1, =0y VP(K) C X (K) (tal que se VP(K), Ps se reduce
al operador inclusién y puede ser suprimido), esto es exactamente el método
Galerkin Discontinuo de Baumann y Oden. Para ver esto, la anterior ecuacién
puede ser reescrita. Para iniciar notemos que

/Q Vu - R(v -y / || Suds = — Z /a ; anK (243)

ecéy,
donde seleccionamos en cada elemento K, para cada e € 0K

(1) = 5 (" — ), (244)

con obvio entendimiento de los simbolos. Con esta notacién y cuando VP(K) C
Y(K), la Ec.(242) puede ser rescrita como

8uh

> [ v v [ ((26—1)([%1)%—4([%]) Yas i

+Z/ ) - [[v]] ds:/gfvdx

e€céy,

el cual es el método Galerkin Discontinuo de Baumann y Oden cuando § = ¢ =1
y a¢ = 0. Este método requiere algunas suposiciones adicionales, como es el
hecho de que los polinomios deberdn de ser de grado mayo o igual a dos. La
situacién cobra importancia cuando o es tomada como en la Ec.(228) o Ec.(230)
con n° > 0.

Por otro lado, tomando § = 1/2 y ¢ =0 en la Ec.(241), la Ec.(242) quedaria
como

Z / Py (Vup) - Vode + > / ([un]]) - [[v] ds = /Q fodz.  (246)

e€ly

esto, cuando VP(K) C X(K), puede ser visto como una extensién del método
de Babuska-Zldmal de Penalizacién Interior.

3.4. Distintos tipos de Métodos Galerkin Discontinuo

En esta unificacién de diversos métodos de Galerkin Discontinuo, en esta
seccidn se resumen las diferentes opciones de flujo que se necesitan para obtener
las diversas variantes del método. Para todas las variantes del método P(K) es
el espacio de polinomios estandar y X(K) es tomado tal que contiene VP(K).

Podemos ver que esta divisién en clases subdivide de forma natural aque-
llos métodos completamente conservativos y los parcialmente conservativos, por
otro lado, divide aquellos cuyo flujo es independiente de o, y aquellos que no lo
son. Podemos decir que los métodos completamente conservativos generan pro-
blemas simétricos cuando los pardmetros de su flujo numérico estdn adecuada-
mente definidos, y los métodos parcialmente conservativos generan métodos no
simétricos.
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También notemos que cuyos métodos en los cuales el flujo numérico es inde-
pendiente de op, produce matrices de carga con un marcado nimero de estradas

distintas de cero.

Método he& heK
Bassi-Rebay 1 Oh Uup,
Brezze et al. 1 on — nere/[[—u\h]] Up

LDG on —n° [lun]] + B [lon]] | dn +~° [[un]]
IP ’llh — ’I’]e [[uh]] ﬂh
Bassi-Rebay 2 Up — nerm] Up,
Baumman-Oden up, Gy, — [[up]] -k
Babusgka-Zlamal —n° [[ua]] U,
Brezze et al. 2 fnere/ﬂu\h]] Up |,
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4. Meétodo Discontinuo Enriquecido

El método estdndar de elementos finitos que se basa en polinomios continuos
definidos por pedazos mediante la aproximaciéon Galerkin, esta es optima para
el operador de Laplace, en el sentido de que este minimiza el error en la norma
de energia o en la semi-norma H', esta propiedad asegura buen desempefo
en el cédlculo sobre mallado no muy fino. Sin embargo, un buen desempeno
sobre cualquier mallado no esta garantizado para el método de elementos finitos,
principalmente en presencia de gradientes grandes y oscilaciones rapidas.

Numerosos métodos se han desarrollado para salvar estas deficiencias, la gran
mayoria de ellos se basan en modificaciones del método Galerkin, motivada por
el método FETI para descomposicién de dominio no conforme con el uso de
multiplicadores de Lagrange, el método de Discontinuo Enriquecido [?] propone
una discretizacion con elementos finitos estdndar con un campo polinomial en el
cual cada elemento es enriquecido por un espacio libre de soluciones que gobier-
nan el problema homogéneo con coeficientes constantes. Este enriquecimiento
es facil de obtener y es virtualmente independiente de la geometria y el orden
del polinomio usado en la discretizacién. De este modo, caracteristicas de las
ecuaciones diferenciales son incluidas en la aproximacion.

El concepto de métodos de elementos finitos con multiplicadores de Lagrange
para hacer cumplir las restricciones de frontera son bien conocidos y estos han
sido exitosamente aplicados a el anélisis estructural de sistemas modelados por
diferentes tipos de elementos.

Sea Q@ C R™ un dominio con frontera suave 0f), por simplicidad consi-
deraremos el siguiente problema con condiciones de frontera Dirichlet: Encontrar
u: Q — R tal que

Lu= fen (247)

u = g sobre 0f) (248)
donde f: Q — Ry g: 0 — R son funciones dadas, el operador L es considerado
como de segundo orden.

Particionando el dominio 2 en E subdominios {1, ...,Qg} sin traslape con
fronteras 0€2;, con i = 1,..., E tal que

E
Q=[J% (249)
=1
donde
E
(=0 (250)
=1

y denotamos a la unién de los elementos interiores por
_E
o=Jo (251)
i=1
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similarmente, la unién de los elementos de la frontera es denotado por
B
00 = Jo (252)
i=1
v a los elementos en la interfase o los elementos de la frontera interior es
T = 90\o9. (253)

Un ejemplo de un dominio €2 y su descomposicién en subdominios §2; y cada
€; a su vez descompuesto en {2, subdominios se muestra en la figura:

- - - l -
S 2 ) IR 4 .
4 _’ //, QU
/ P
T ¥ & 1
1 & /
Tl y
P
r Tl
] 1

Figura 1: Dominio €2 descompuesto en subdominios €2;, con i = 1,2,...,9.

Sea I';; = 0Q; N 0Q; donde 09; y 09 son las fronteras de dos subregiones
adyacentes, entonces definimos como la traza a la restriccién de v* a I';;. Pero
como I';;, para dos subregiones vecinas hay dos trazas definidas una que cor-
responde a v’ y otra a v/, entonces se requiere introducir la siguiente notacién
para poderlas distinguir entre si:

vy = Tr(v') (254)
cuando €; cae del lado positivo de I';; y
v_ =Tr(v?) (255)

en caso contrario. Aqui Tr(v) designa al operador traza de la funcién v. En
general vy # v_ ya que se trabaja con espacios de funciones definidas por
tramos.

Observacién 42 Notemos que al considerar una funcidn w en ), su definicion
en I' es innecesaria, ya que la medida de Lebesque de T es cero. Si la traza de
we es definida en casi todos lados salvo un conjunto de medida cero sobre 02,
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para o =1,..., E, entonces tal traza es también definida en I'. En particular, si
la traza de w, esta definida sobre 09, para cada o = 1,..., E, entonces ellas
definen dos funciones definidas en casi todos lados salvo un conjunto de medida
cero sobre ', denotadas por (wi,w_) correspondientes a los lados de trazas
positivas y negativas de T' respectivamente.

Definicién 43 FEl salto de v sobre T de funciones definidas por pedazos como
([w]) = wy —w- (256)

y el promedio como
(wy +w_) (257)

N | =

w =

respectivamente.

4.1. Formulacién Variacional Hibrida con Continuidad Dé-
bil

La formula variacional del problema con condiciones de frontera dado por la

Ecs.(247) y (248) esta dado en términos de el conjunto de soluciones de prueba

V="I1*Q)nH (5?2) (258)

estas funciones posiblemente sean discontinuas a través de los elementos de fron-
tera, similarmente, las funciones no necesariamente satisfacen las condiciones de
frontera Dirichlet.

La continuidad entre elementos y las condiciones de frontera Dirichlet son

ambas impuestas débilmente por los multiplicadores de Lagrange en H~1/2 (5?2)

sea
H (div; Q) = {p |p e (L(Q)",divp € L2 (Q)} (259)

y tomando p € W = H (div;2) entonces las trazas normales de p sobre 9€;
son tomados como los multiplicadores de Lagrange. Estas trazas normales p - n

estén bien definidas por pertenecer a H~1/2 (é?l) y satisfacen

<p - n, U>5Q = (VU, p)ﬂl + (’U, d“)p)ﬂl (260)

aqui (-, -) es la dualidad entre los pares H—1/2 (9Q) y H'/? (99Q) y los subindices
denotan dominios de integracién distintos de 99, y (+,-) es el producto interior
en L% (Q) y los subindices denotan los dominios de integracién distintos de 2.
El vector normal unitario que apunta hacia afuera de la frontera es denotado
por n. No son requeridos grados de libertad adicionales en la aproximacién por
multiplicadores del Lagrange como la traza normal de p, comparada con las
funciones escalares definidas sobre los elementos de la frontera.

Ahora, buscaremos el punto estacionario u € V y p €W de los multipli-
cadores de Lagrange

I (u,p) = 5a(u,u) — (b1, 0) 55— L (u) — Ly (p) (261)
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admitiendo para las discontinuidades, el operador bilineal a (-, ) definido sobre
los elementos interiores (2, satisfaciendo

a(v,u) = (v, Lu)g + (Lpu,v) 54 (262)

aqui, Ly es el operador de frontera correspondiente a £. Los términos represen-
tando los datos son

L) = (v,f) (263)
Ly(a) = —(a-n,g)

para funciones f y g suficientemente suaves.

Muiltiples métodos de estabilizacién incluyendo saltos supone el operador de
frontera a través de los elementos de la interfase. Tales términos son derivados
directamente de las ecuaciones gobernantes del método variacional multiescala.
La presente formulacién impone continuidad de el campo en si mismo.

4.2. Formulacién Débil

El punto estacionario de la funcional dada por le Ec.(261) es obtenida por
el establecimiento en la primera variacién a cero. En forma particionada, esto
conduce a

a(v,u) = (p-n,v)5, = L(v) (264)
—(a-n,v)5, =Ly (a) (265)

aqui, v € V y q €W son variaciones arbitrarias de u y p, respectivamente.

La clave de las condiciones de estabilidad para la formulacién mixta y hi-
brida son descritos por el Teorema de Brezzi. Ellas se necesitan verificar para
el problema dimensional finito. Estas condiciones restringe la seleccién de la in-
terpolacién de elementos finitos que puede usarse para un aplicacién particular.
La discretizacion de las Ecs.(264) y (265) conducen a una diagonal por bloque
tipicamente de ceros.

La correspondiente ecuacién Euler-Lagrange tipica es

Lu=f,en (266)
[[u]] =0, sobre T’ (267)
u = g, sobre 9f (268)

p - n =Lyu, sobre IS (269)

esta tltima ecuacién facilita una interpretacion de los multiplicadores de La-
grange. Por ejemplo, si Ly es la derivada normal, entonces p = Vu en Q.
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4.3. Aproximaciéon Galerkin

Buscamos aproximar la solucién v € V*C V de la forma
ul = uP 4 u® (270)

aqui, u’ € VP c H'(Q) son las funciones polinomiales continuas estdndar
definidas por pedazos de elementos finitos en la escala gruesa y u® € V% es
el campo enriquecido. Distinto es en la escala fina, las cuales tienen un rol
similar, u? puede ser discontinua a través de los elementos de frontera. Esto
nos permite burlar los inconvenientes al intentar aproximar la escala fina global
de las funciones de Green del método variacional multiescala, y la perdida de
los efectos globales esperados por la restriccién de los residuales libres que se
nulifican en la traza de los elementos de frontera. Un adicional beneficio potencial
es que mejora la aproximacién de soluciones discontinuas.

Esto proporciona gran flexibilidad en la seleccién de V@ en este esquema.
Asumimos que la aproximacién de soluciones particulares para V¥ es satisfac-
toria. El enriquecimiento debe por lo consiguiente contener soluciones de la
ecuacion parcial homogénea que no son representadas por el subyacente campo
polinomial, en este método, el campo enriquecido puede enteramente capturar
la solucién homogénea, mas que simplemente mejorar el campo polinomial.

Débil imposicién de continuidad permite el uso de espacios libres de solu-
ciones como base para el enriquecimiento. Consecuentemente la potencial di-
ficultad de problemas con valor de frontera a nivel de elemento no pueda ser
resuelto, ni analitica ni numéricamente. El relativamente simple espacio libre de
soluciones es aplicable a pricticamente cualquier geometria y orden polinomial
que se le aplique al elemento.

Resumiendo, se emplea la suma directa de las relaciones V" = VP @ V@,
donde u® € V¥ y V¥ es generada por las soluciones de

Lu® =0 en R" (271)

que no estdn contempladas en las bases polinomiales. Entonces estas funciones
son empleadas a un nivel de elementos, tipicamente se emplean soluciones del
caso con coeficientes constantes, el cual es facil de obtener.

El tratamiento de funciones de peso es consistente con la Ec.(270), a saber
vh =P + 0?9 y q € Wh. Por el método Galerkin, se busca u® € V' y p € Wh
tal que para todo {vh, qh} € VP x W satisfagan

a(v",u") —(p" - n, vh>é§2 =L (v") (272)

— <qh . n,vh>5Q =1, (qh) (273)

estas ecuaciones pueden ser descompuestas como sigue
a(UP,uP)—i-a(vP,uQ)—<ph-n,vp>5?2:L(vP) (274)

a (v?,u”) +a(v?,u?) — (p" - n, UQ>8~Q =L (v?) (275)
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— <qh . n,uP>5?2 — <qh -n,vE>5§2 =L, (qh) (276)

Debido a la naturaleza discontinua de V2, la Ec.(275) puede ser usada para
eliminar u® por condensacién estdtica en el nivel de elementos. Este proce-
dimiento proporciona una aproximacién local (y por tanto econémica) de efecto
global a escala fina sobre las escalas gruesas. La escala fina es derivada por los
elementos interiores residuales L (UQ) —a (UQ,uP ), y el inter elemento y las
discontinuidades de frontera <ph - n, UQ> 50 -

4.4. Condensacion Estatica

Més que meramente un recurso conceptual, la eliminacién local de u®, con-
duce a la formulacién u” —p, es propuesto como un procedimiento practico que
simplifica y condiciona la formulacién, a fin de reducir el costo computacional.
De esta forma, el costo de resolver la matriz del problema que resulta del método
es virtualmente independiente de la dimensién de u@.

El campo de enriquecimiento generalmente contiene varios grados de libertad
en cada elemento. Consecuentemente, la condensacién estdtica es presentada
en esta seccién en términos de ecuaciones discretas. Para adveccién-difusion el
enriquecimiento puede contener un solo grado de libertad.

Consideremos una particién del sistema global de las ecuaciones discretas

KPP KPQ KPC u” FP
KeP K@@ K@° u? »={ F@ (277)
KCP K ¢ p FC¢

aqui, u?,u® y p son vectores conteniendo los grados de libertad de u”, u? y p”
respectivamente. Las matrices de la Ec.(277) provienen de los términos de las
ecuaciones de la formulacién Galerkin de acuerdo a las siguientes relaciones

(0P, uP) — KPP

(v7,u?) — K"

p" - n,vF) — KFC

vQ ul’) — KOF

09, ul) — K@@

—(p"-n,v?) 0 KQ¢ (278)
—{q" n,0PY — KOP

)

Q ~Q

=)
—~

debido a la continuidad de u*’, los arreglos K¥¢ y K¢F son vacios excepto a lo
largo de la frontera del dominio Of2.

El sistema global es obtenido del ensamble de los elementos de los arreglos,
el montaje de los nodos polinomiales de los grados de libertad es convencional,
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los coeficientes del enriquecimiento son la generalizacién de los grados de li-
bertad internos a cada elemento. La restriccién de los grados de libertad estén
definidos en los elementos de frontera: Vértices, esquinas y caras en una, dos y
tres dimensiones respectivamente. El arreglo de elementos es

kPP kPQ kPC

ki = | k@F k@ kQ© (279)
k¢P k@ 0

con la obvia correspondencia entre la matriz global y de elementos. Notemos
que para resultados 6ptimos del siguiente procedimiento a nivel de elementos, los
términos provienen de <ph - n, UP>DQ_ y <qh -, uP>69_ deben de esta contenidas

en k¢ y k¢ respectivamente, aunque el ensamble cancele a casi todas las
entradas a lo largo de la frontera del dominio.

Los grados de libertad del enriquecimiento son eliminados a nivel de elemen-
tos para obtener

- EPP EPC
donde
KPP = kPP _kPQ (kQQ) ' keP (281)

(&%)
kPC — KPC _KFPQ (kQQ)*l KQC
KCP = KCP _kCQ (kQQ)

)

KOO = k0@ (k90

la condensacion estética elimina la diagonal por bloques de ceros de la matriz
sin condensacién.

El sistema global que resulta, reduce v —p la formulacién la cual es obteni-
da como un ensamble del arreglo de elementos. Este sistema en particular es
adecuado para soluciones iterativas. La solucién para el campo eliminado es
obtenida como un post-procesamiento con cada elemento.

4.5. Aproximacién de los Multiplicadores de Lagrange

Una amplia revisién de técnicas de aproximacién de los multiplicadores de
Lagrange se han empleado en este método, nos concentraremos en el escalamien-
to de las funciones base de los multiplicadores de Lagrange usando el factor de
escala s con la dimensién de L. Para £ dada, s se escoge tal que los coeficientes
de las entradas de las matrices correspondientes a p y a u sean del mismo orden
de magnitud, con la idea de mejorar el condicionamiento de la matriz.

Consideremos a los multiplicadores de Lagrange que sean constantes a lo
largo de las caras de un tridngulo. Esto se consigue en el presente esquema
como las trazas normales de

h _ c1 + c3x 4
o' ) =s{ 21O L eon @0, (252)
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en las caras del trigngulo, originalmente denotada por RTy. En este caso divp” =
const en ;.

En un tridngulo con los multiplicadores de Lagrange que varian linealmente
a lo largo de las caras, denotado por BDM, se consigue al considerar nodos en
los tres vértices, con la interpolacién lineal estdndar de los valores en los nodos
de p”. Los seis grados de libertad de estos elementos puede ser remplazada por
los seis componentes normales de p” sobre 9§2; (dos por cara). Sin embargo,
la representacién nodal es particular de la adecuada estructura convencional de
datos de los elementos finitos.

La aproximacién para cuadrildteros se define en términos de las coordenadas
naturales en el cuadrado de referencia que estd alineado con los ejes cartesianos.
En el caso de que la aproximacion se especifique en términos de la componente
normal de las caras de los elementos, el mapeo del dominio fisico es llevado a
cabo por un cambio de variables conocida como la transformacién de Piola tal
que la componente normal es preservada. En el caso, cuando los valores nodales
son usados en conjuncién con la integracién de acuerdo a la integracion del
lado derecho de la Ec.(260) muy probablemente se deberd de usar funciones
isoparamétricas.

Considerando multiplicadores de Lagrange que son constantes a lo largo de
las caras del cuadrado de referencia. Es obtenida en el presente esquema como
las trazas normales de

h _ c1+cox
p" (z,y) —s{ 65 + Cay } (283)

en las caras del cuadrado original denotado BDFM y la cual coincide con RT
para rectdngulos. En este caso divp™ = const en §; como para RTy. La traza
normal es constante, como es requerido y la aproximacién puede ser especificada
por las cuatro componentes normales de p” sobre la frontera.

4.6. Condiciones de Frontera Neumann y Robin

Hasta aqui se considero sélo el caso de condiciones de frontera Dirichlet.
Sin embargo la formulacién preserva la estructura de las matrices a nivel de
elementos de las Ecs.(279) y (280) en presencia de condiciones de frontera tipo
Neumann y Robin.

Considerando una particién de la frontera del dominio 02 = 9Qp U 0Qg
donde 9Qp N 0N = 0. Se asume que las condiciones sobre la frontera tipo
Dirichlet sobre toda la frontera del dominio dada por la Ec.(248) es remplazada
por

u = g sobre dQp (284)

Lyu 4+ au = § sobre 0Qg (285)

aqui, g : 0Qp — R, a: 0Qg — Ry B : 0Qr — R son funciones dadas. La
Ec.(285) representa las condiciones de frontera tipo Robin, también las condi-
ciones tipo Neumann en el caso espacial de a = 0.
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Extendiendo p a 0Q0r como sigue
W={p|pe€H(iv,Q),p -n=—0 sobre 0Qg} (286)
y la funcional dada por la Ec.(261) es modificada por
1 1
I1(1.p) = 2o (uu) + & (am )y, — (o000 — L(w) ~ Ly (p).  (287)

Esto conduce a la modificacién de la forma débil

a(v,u) + (U, v) 50, — (P 1,v) 55 = L (v) (288)
—{a-n,u)5, = —Ls (q) (289)
donde,
qaeWs ={q|qeH(div,Q),q-n=0sobre INg}. (290)
La Ec.(269) de Euler-Lagrange es ahora remplazada por
p-n = Lyu sobre I' UOQp (291)
p - n = Lyu + au sobre IQp (292)

para condiciones de frontera tipo Neumann (a = 0) la definicién de p no es
cambiada.

La discretizacién de las formulaciones anteriores estdn contenidas en las ma-
trices a nivel de elementos de las Ecs.(279) y (280). El proceso de ensamble
ahora cuenta con la imposicién de los valores p - n sobre 9Q0r como una condi-
cién esencial de frontera, de la misma manera que las condiciones de frontera
tipo Dirichlet son impuestas en el método de elementos finitos convencional. En
otras palabras, los grados de libertad asociados al nivel de elementos con p - n
sobre 02z no son ensamblados dentro de los coeficientes de la matriz global.
En cambio, para datos inhomogéneos (8 # 0), se usan los términos del lado
derecho. El proceso de discretizacién es el dado por las siguientes relaciones

a(v”, u”) + (au” UP>89R — K"
a(w?,u®) + (au®,v >GQRHK Q@
h ‘N, >(‘)Q — KFPC
(UQ, P)+<aup,v ) . — K@P
(v9,u?) + (au?,v?), R — K@@
(B m00) e RO 29)
—(q" -n,v — K¢P

siendo estas las modificaciones para condiciones de frontera tipo Neumann y
Robin.
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5. Meétodo FETI

Algunas de las formulaciones mds conocidas de los métodos de descomposi-
cién de domino estén basadas en un anélisis de las condiciones de transmisién
entre las interfaces del subdominio, los cuales usan al operador de Steklov-
Poincaré. Nos interesa el estudio sistematico de algunas de las mejores formula-
ciones de métodos de descomposicién de domino que se basen en la aplicacién
del operador de Steklov-Poincaré. Estos métodos estdn basados en una aproxi-
macién especial de las formulas de Green aplicable a funciones discontinuas.

El concepto unificador bésico de la teoria, consiste en interpretar los métodos
de descomposicién de dominio como procedimientos para obtener informacién
acerca de la solucién en la frontera interior la cual separa el subdominio de
cada uno de los otros, suficiente para definir problemas bien planteados en cada
uno de los subdominios - referidos como problemas locales-. De esta manera,
la solucién puede ser reconstruida al resolver cada uno de los problemas locales
exclusivamente.

La familia de algoritmos FETI (Finite Element Tearing and Interconnect-
ing) y Neumann-Neumann [5] y [2] son de los métodos mejor conocidos y més
probados para la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales elipticas. El-
los son métodos iterativos de subestructuracién Sec.(10.4) y comparten muchos
componentes algoritmicos, tales como soluciones locales para ambos problemas
con condiciones de frontera Neumann y Dirichlet sobre las subregiones en donde
el problema fue particionado.

5.1. Conceptos Basicos

En este capitulo se considerardn problemas con valor en la frontera (VBVP)
de la forma

—Vu = f enQ (294)
u = g endf)

entonces el problema dado por la Ec. (294) se reescribe como: hallar u € H} (2)
tal que a (u,v) = I(v).

Consideremos el problema dado por la Ec. (294) en el dominio €2, el cual es
en general subdividido en E subdominios €2;, i = 1, ..., E sin traslape, es decir

E
Qiﬂszg Yi#£j y QZUQi, (295)
i=1
y al conjunto
E
I'=|JIi, sily=00,\00 (296)
i=1

lo llamaremos la frontera interior del dominio §2, denotamos por H al didmetro
H; = Diam(Q;) de cada ; que satisface Diam();) < H para cada ¢ =
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1,2,..., F, ademss, cada subdominio §2; es descompuesto en una mallado fi-
no 75 de K subdominios mediante una triangulacién Q. de modo que esta sea
conforme, denotamos por h al didmetro h; = Diam(S),) de cada Q. que satisface
Diam(Q.) < h paracadae=1,2,..., K de cadai=1,2,..., E.

Un ejemplo de un dominio €2 y su descomposicién en subdominios §2; y cada
€); a su vez descompuesto en (2. subdominios como se muestra en la figura:

Q il IR
A
‘)" A / 'y lr 5
i i T QU'
/ P, %
]" L & L1
1 rid {
Tl
1
T
J Vi

Figura 2: Dominio 2 descompuesto en una particiéon gruesa de 3 x 3 y cada
subdominio §2; en una particién fina de 7 x 5.

Sin perdida de generalidad tomemos g = 0 en 0f2, notemos que siempre es
posible poner el problema de la Ec. (294) como uno con condiciones de frontera
Dirichlet que se nulifiquen mediante la adecuada manipulacién del término del
lado derecho de la ecuacién.

Denotemos por Vh(Qi) al espacio de funciones definidas por pedazos que
son generadas por el método de elemento finito estdndar las cuales se nulifican
en 09; N ON.

La aproximacion por elementos finitos de un problema eliptico que es con-
tinuo a través de T' se denota por V" (2).

Si consideramos el dominio €2 particionado en dos subdominios 2 y €25, la
formulacién dada por la Ec. (294), es equivalente al siguiente problema acoplado

-Au; = f eny (297)
up = 0 en O\
u; = up enl
8’&1 8’&2
8_711 = 8_712 en I
_AUQ = f en QQ
uz = 0 en 00\

aquf u; es la restriccién de u a €; y n; es el vector normal a €2;. La condicién
sobre la interfase I' es llamada las condiciones de transmisibilidad y ellas son
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equivalentes a la igualdad de cualquier combinacién lineal independiente de
trazas de funciones y sus derivadas normales, a las derivadas normales en muchos
dmbitos se les conoce también como flujo.

Considerando una triangulacién del dominio y una aproximacién de la Ec.
(294) por del método de elemento finito ver seccién (10.3). Tal aproximacién da
origen a un sistema lineal

Au=) (208)

donde la matriz A es simétrica y positiva definida, la cual para una malla de
didmetro h, tipicamente tiene un nimero de condicionamiento sobre el orden de
1/h2. Aquf

1 1
én g éﬁr Ur,y br,
A= 0 ég[ é]r U= UL, yb= ﬁz (299)
1
A A A ¥r br

se ha particionado en los grados de libertad de los nodos interiores de €27 y €5
y los nodos de la frontera interior I'. La matriz de rigidez A y el vector de carga
[ se obtienen por subensamble de las correspondientes contribuciones de ambos
subdominios, i.e.

AL A ,
A = lj{f =[r ] yb = [2—11 ] coni=1,2 (300)
Zr; Lrr 2L

son las matrices y vectores de rigidez para el problema de Poisson con condi-
ciones de frontera Dirichlet sobre 9Q;\I" y condiciones de Neumann sobre I', asi
tenemos que

1 2
A=A T ALY br, = bry 4 bry, (301)

De la Ec. (297), se buscard una aproximacién a las condiciones de trans-
misién, mediante una aproximacién a las derivadas normales sobre I'. Suponien-
do la existencia de la solucién exacta local u;, su derivada normal puede ser
definida como una funcional lineal usando la formula de Green Ec. (115). Asi, si
¢; es una base nodal de funciones para los nodos de I', se tiene de la Ec. (297)
la siguiente expresién

0

aﬁ: ¢jd§ = / (Aﬂz(bj + Vui . V(bj) dx / (_i(bj + Vui . V(bj) dz. (302)

I Qi, QIZ

Una aproximaciéon A; de la funcional representante de la derivada normal
puede ser encontrada mediante el reemplazo de la solucién exacta u; en el lado
derecho de la ecuacién anterior con la aproximacién por elementos finitos. Cor-
riendo j sobre todos los nodos de I' y usando la definicién de la matriz de carga
local, se introduce la expresién

Ai = é;]ﬂl + é;rﬂz - b_FZ (303)
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Notemos que esta expresion coincide con el residual correspondiente a los
nodos sobre I' del problema de Poisson con condiciones de Neumann sobre I'.
Usando la Ec. (303), se aproxima la Ec. (297) mediante

Ajury + Ajpur, = by (304)
ur, = Ur,=ur
1 1 _ 2 2 _
<émﬂ1 +Appur, - b_T1> - - <émﬂ2 +Arpur, - blz) =Ar
2 2 _
A, +Aur, = b,

notese que la primera y tltima ecuacion es la discretizacién del problema de Pois-
son para las funciones interiores uy, con condiciones de frontera tipo Dirichlet
que se nulifican sobre 9€;\I' y es igual al valor comtn ur sobre I'. Alternativa-
mente, la primera y tercera ecuacién provee una discretizacién del problema de
Poisson en §2; para la funcién local u; con datos de frontera Neumann igual a
Ar y que se nulifique sobre 0€2;\I', de forma andloga se formula un problema
con datos de frontera en {25 con las ecuaciones tres y cuatro.

Es posible también obtener una ecuacién para la traza de la solucién exacta
sobre I' trabajando directamente con el problema continuo Ec. (303) el cor-
respondiente operador es llamado Steklov-Poincaré. El complemento de Schur
seccién (10.4) es una aproximacion de la ecuacién de Steklov-Poincaré, determi-
nado directamente por la aproximacién mediante el método de elemento finito,
particularmente, por la aproximacién de la derivada normal Ec. (303).

5.1.1. Una Ecuacién para el Flujo Usando el Complemento de Schur

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales dado por la Ec. (298), donde
la matriz A, u y b se definen como en Ec. (299). En el primer paso de la gran
mayoria de los métodos iterativos de descomposicién de dominio, los nodos inte-
riores uy, desconocidos en los subdominios son eliminadados. Esto corresponde
a un factorizacién por bloques de la matriz de la Ec. (299) en

I 0 0 1 1
0 I 0 A 2 ééf
A= 1 = 1 0 4, 4 (305)
oAl (Ar) A2 (a2) I 0o 0 S
=II (:H) =I'I <:]1 = =
resultando el sistema lineal
1 1
A 02 éér b,
0 A T A T le= br, |- (306)
0 0 S gr
Aqui I es la matriz identidad y
-1 -1
_ 1 1 1 2 2 2
S=4. -4 (én> A — 4y, <é11> A (307)
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es la matriz del complemento de Schur véase seccién (10.4) relativo a las incog-
nitas sobre I'. También definimos el complemento de Schur local como

. , , -1
S =An 4 (én) A (308)

con ¢ = 1, 2. Pudiendo encontrar el complemento de Schur para ur mediante el
sistema

Sur = gr (309)
donde o
5 = 848 (310)
gr = gr; +gr,
wr, = (-4l (4)) o)

2 2 \7?
gr, = (b_FQ_éF[ (é[[) b_12

nétese que una vez encontrado ur mediante la resolucién del sistema de la Ec.
(309) los nodos interiores pueden ser encontrados usando

ur, = (4;,) - (b, — Apur) (311)

Para derivar una ecuacién para la derivada normal Ar sobre I' se usa los
valores A\r = Ap, = —Ar, de frontera interior que son desconocidos tercera
ecuacion de la Ec. (304) y resolver el sistema local de problemas de Neumann
para encontrar u; y U, i.e.

Al A [ ur, } [ by, }
=1 =jr =i | = =i , cong=1,2 (312)
I br; + Ac
usando factorizacién por bloques de las matrices locales, se tiene
uf = (8" (gr, + Ary) (313)

donde gr; es dado como en la Ec. (310). Usando la segunda ecuacién del proble-
ma de la Ec. (304) la cual crea up | ¥ ur, iguales, encontramos la ecuacién para
el flujo, y esta dada por

Er = dr (314)
con
E = (&) +)" (315)
dr = dr, +dr,
dr, = (§1)719l1
dr, = (8% gr,
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5.1.2. Extension Armodnica Discreta

El espacio de funciones arménicas discretas es un subespacio importante,
relacionado directamente con el complemento de Schur y de los valores de los
nodos sobre T'.

Denotaremos por H; (E) a la proyeccién de los nodos ur € I' a los nodos
interiores ur, pertenecientes al subdominio €2;.

Definicién 44 Una funcidn u, definida sobre §; es llamada armdnica discreta

sobre ; si ‘ A
A ur; + 4 pur; = 0. (316)

Notemos que u; = H; (ur) es completamente definido por sus valores sobre
9Q; NIy es ortogonal -en el producto interior a (-, ) — al espacio VhnHE ().

El espacio Vi C V" () global de funciones arménicas discretas consis-
tentes de funciones arménicas discretas sobre cada subdominio €2;. Una funcién
u pertenece a V" si y sélo si

Ay + Ajpue =0 (317)

y es completamente definida por sus valores sobre I'. El espacio V" es ortogonal
-en el producto interior a (-, -)- a todos los espacios interiores

VPN H} (), coni=1,..,E. 318
0 ) )

Denotaremos la extensién arménica discreta por pedazos de ur por H (ur) .

5.2. One-Level FETI
5.2.1. Algoritmos en Dos Subdominios

En esta subseccion se mostrardn dos algoritmos uno corresponde al Neumann-
Neumann y otro al Dirichlet-Dirichlet, este tltimo conocido como FETI.

El Algoritmo Neumann-Neumann Si consideramos el dominio {2 parti-
cionado en dos subdominios 7 y o, la formulacién dada por la Ec. (294),
puede ser expresada como un problema iterativo en el se inicia con un valor
supuesto ur, el primer paso en este algoritmo consiste en resolver un problema
con condiciones de Frontera Dirichlet en cada €; con datos ur, sobre I', para
después resolver un problema en cada subdominio con condiciones de frontera
Neumann sobre I eligiendo como la derivada normal la diferencia de la solucién
de los dos problemas con condiciones de frontera Dirichlet. Los valores sobre I'
de la solucién de dichos problemas Neumann es empleado para corregir el valor
inicial ur,, y encontrar el nuevo valor de ur,, y asf continuar de manera iterativa
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para n > 0, y el algoritmo queda expresado como

AP =f L en

1/2 )
(D) M;H 2 _ , en O\l p, coni=1,2 (319)
n+1/2
u; =ur” ,enl
—AuPtt =0 , en §);
n+1 __ )
(V) w =0 ; en O 4 - con j=1,2
ot w2 guntis? r
aﬂi - aﬂl aﬂg ’ en
En+1 — En —0 (Q?—H +Q§L+l) enT

para algin adecuado 6 € (0,60,,4,). Usando una aproximacién a la derivada
normal, se derivard un método iterativo para el problema discreto. Definiendo
los vectores w; = ur, y r; = vy, entonces se tiene que

(D;) {é@lwﬁ“/z + A up" =by,, coni=1, 2} (320)

AL A wit 0 .
(Ni){[=zn ={F]{_ﬁ+1]={ }},conzzl,Q
éFI éFF Li I

ur™ = ur® =0 (g )

donde el residual ¢r es definido como

1/2 n 1/2 n
to = (AL ™2 4 ALt = br, ) + (A2 A2~ br,)  (321)

en vista de la tercera ecuacién de la Ec. (304).
Eliminando M;H_l/ 2, ﬁﬂ/ % de la Ec. (320) entonces (D;) queda dado por

tr = — (gr — Sur") (322)

el cual muestra que la diferencia tr del flujo local es igual a menos el residual
del sistema del complemento de Schur. Usando factorizacién por bloques de las
matrices locales A, los problemas (N;), quedan en términos de

= () == (8 (g - Sur). (323)
Por lo tanto, encontramos
ur™ = =0 (1) (87) ) (g - Suc”) (324)

lo cual muestra que el algoritmo Neumann-Neumann es también un sistema
iterativo precondicionado de Richardson para el sistema del complemento de

Schur, con precondicionador (él)_1 +(8?) ~'. La matriz precondicionada es

ES=((8)"+E) )s= () "+ )& +8). ()

La aplicacion de este algoritmo implica la solucién de dos problemas con condi-
cién de frontera tipo Dirichlet y dos problemas con condicién de frontera tipo
Neumann con datos sobre T
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El Algoritmo Dirichlet-Dirichlet Consideremos aqui el dual del algoritmo
Neumann-Neumann este se le conoce como Finite Element Tearing and Inter-
connecting (FETI) o algoritmo Dirichlet-Dirichlet. Si consideramos el dominio
Q particionado en dos subdominios 27 y s, la formulacién dada por la Ec.
(294), puede ser expresada como un problema iterativo en el se inicia con un
valor supuesto Ar, del flujo sobre I' ver Ec. (314) - aqui Ar es una aproximacién
a la derivada normal en la direccién n;—, el primer paso en este algoritmo con-
siste en resolver un problema con condiciones de Frontera Neumann en cada €;
con datos Ap, sobre I', para después resolver un problema en cada subdominio
con condiciones de frontera Dirichlet sobre I' eligiendo como la derivada normal
la diferencia de la solucién de los dos problemas con condiciones de frontera
Neumann. Los valores sobre I' de la solucién de dichos problemas Neumann es
empleado para corregir el valor inicial A, y encontrar el nuevo valor de Ar,, y
asi continuar de manera iterativa para n > 0, y el algoritmo queda expresado
como

—Au?“l/z =f ,en
(N:) w'! Z=0 ,end2\T \, coni=1,2 (326)
n+1/2
—"—aﬂénv =Ar; ,enl
fAy?H =0 , en §;
(Di){ =0 ,en O\ 5 coni=1,2
ptl = u?H/Z - u§+1/2 ,enT
n+1 n+1
A" =M\ -0 (8E1 + aL) en T
— — on, Ongy

para algin adecuado 6 € (0,60,,4.). Usando una aproximacién a la derivada
normal, se derivard un método iterativo para el problema discreto. Definiendo
los vectores w; = wr, y r; = vy, entonces se tiene que

Al Al wn ! by .
. =JI =T X _ or, _
. { l Arr Arr ] { ! } [b_ri+ﬁzf } cconi=12  (327)

(Dz) {Az Tn+1/2

A5 AL =0, coni = 1,2

ﬁ?—H :ﬁ? -0 (E?Jrl +ﬂ721+1>

donde el residual ¢r es definido como

t_ — lgl"rl 13-"—1 (328)
y el flujo Q;L‘H por
ntl _ gi n+1/2 i
N =ALr +ALE (329)

conforme a la Ec (303).
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Eliminando Q?H/Q,l;”’l/z y £?+1/2 de la Ec. (327), usando factorizacién

por bloques de las matrices locales éi, los problemas (NV;), quedan en términos
de

tr = — (do — EAr") (330)

el cual muestra que la diferencia tr del flujo local es igual a menos el residual
del sistema de la Ec. (314). Los problemas (D;) quedan en términos de

Nt =St = —8" (dr — EAr") . (331)

Por lo tanto, encontramos
A= M =0 (8, +8,) (do - EAc”) (332)

lo cual muestra que el algoritmo Dirichlet-Dirichlet es también un sistema itera-
tivo precondicionado de Richardson para el sistema del complemento de Schur,
con precondicionador S .t S ,- La matriz precondicionada es

sE=S((E) 7+ ) ) =€+ ()7 E)) 6®)

la aplicacién de este algoritmo implica la solucién de dos problemas con condi-
cién de frontera tipo Neumann y dos problemas con condicién de frontera tipo
Dirichlet con datos sobre I'.

5.2.2. Algoritmos en Miiltiples Subdominios

Sea 2 C R™ un dominio, y II = {Qy, ..., Qg} una particién o descomposicién
en subdominios del dominio {2, i.e. se asume que:

1.- Q,, para a = 1,..., E es un subdominio de €2,
2.- Qg ﬂQg = g, siempre que a # 5.

E
3-QcC UQ_oz

a=1

La notacién 02 y 09, a =1, ..., E es tomada de la frontera del dominio €
y la frontera del subdominio €2, respectivamente, claramente

E
09 C | J 09a. (334)

a=1

Adicionalmente definimos I'; = 0€2; (] 052, a la frontera interior como
r=Jr. (335)

Notemos que I'' y I'; son conjuntos abiertos. Un problema acoplado como en
la Ec. (297) puede ser resuelto hallando las condiciones de transmisién impuestas
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a lo largo de cada borde 0€2; () 0€2;.El sistema lineal dado por la Ec. (298) puede

ser escrito como A n
{jn ZIF:||:M]:|:2—I:| (336)
Zrr Lrr ur 2L

el cual ha sido particionado en los grados de libertad de los nodos interiores de
los subdominios y los nodos de frontera sobre I'. La matriz de carga y el lado
derecho fueron obtenidos por subensamble de los correspondientes componentes
relativos a los subdominios segin la Ec. (300).

Las incégnitas en el interior de los subdominios u; pueden ser eliminadas
por eliminacién Gaussiana en bloques y el sistema lineal resultante es

4 4l(z)-()

ur gr

Como antes, el complemento de Schur y el vector gr puede ser encontrado por
subensamble de las contribuciones locales, ver seccién (10.4). Primero definimos
una familia de operadores de restriccién, dado un vector de la cantidad de grados

de libertad que el vector ur sobre la interfase I', definimos la restriccién ﬁi (ur)
como el vector de grados de libertad de ur sobre I';. Aquf R’ es una matriz
rectangular de ceros y unos. Y para cada subdominio €; los grados de libertad
de los nodos de la frontera interior I'; de €; como en la Ec. (300), teniendo

s = EEI(E)TSE (338)
=1
w - > @) (b, -, () )

1

7

donde el complemento de Schur local es definido como en la Ec. (308) y (@l)T
es el transpuesto de @i.

El Algoritmo Neumann-Neumann Examinando el método Neumann-Neumann
para dos subdominios, en particular la Ec. (325), entonces la generalizacién al
caso de multiples subdominios queda dada en términos de

E
Sev = (B) (&) RS (339)

Notemos que la aplicaciéon de este operador a un vector implica la solucién en
cada subdominio €2;, de un problema con condiciones de frontera Dirichlet y un
problema con condiciones de frontera Neumann sobre 0€2;NI". Asf también, todos

‘s ; . i\ —1
los subdominios que no tocan 952, S* es no singular y (S) puede entenderse
como una seudo inversa o una inversa de un problema regularizado.
Adicionalmente, el algoritmo Neumann-Neumann también puede ser definido

a nivel continuo usando la Ec. (319), con ¢ = 1, ..., E con condiciones de frontera
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Neumann para el problema N; sobre cada cara I';; = 0€; N 0€);. La nueva
iterada up™™! en los nodos de la interfase, se construye por la correccién en
todos los subdominios que tienen nodos sobre esas fronteras.

El Algoritmo Dirichlet-Dirichlet Aqui trataremos la versién m&s general
del algoritmo Dirichlet-Dirichlet mejor conocido cémo método One-Level FETT.

Primeramente consideremos a 2 C R™ un dominio, y I = {4, ..., Qg} una
particién o descomposicién en subdominios del dominio €2, ademds sea I'; la
frontera de interior del subdominio €2; y I' la frontera interior del dominio €2;.

Asumiremos que las discontinuidades en la ecuacién diferencial parcial -si
existen- estardn alineadas con las fronteras de los subdominios, tal que en cada
subdominio 2;, el coeficiente p(z) de la ecuacién tenga un valor constante, sin
perdida de generalidad se asumird p; > 0. Ademds, denotaremos a W; como el
espacio de trazas de €);, es decir

W; =Wh(0Q;nT), coni=1,.. E (340)

también denotaremos W como el espacio producto del espacio de las trazas, es
decir

w=[]w: (341)

y la extensién arménica discreta Sec(5.1.2) por pedazos de ur por H (@) .

Asi, en lo que resta de esta seccién, se trabajara casi exclusivamente con
funciones en el espacio de trazas W; y cuando sea conveniente, se consideraran
como un elemento representante de las funciones arménicas discretas en 2;, de
tal forma que w € W, H (w) denotara la extensién por pedazos de la arménica
discreta sobre todo el subdominio §2;, entenderemos H (w) como un elemento
en el espacio producto W con componentes H; (w;) -

Reformulando el problema definido por la Ec. (294) a uno reducido a la
interfase I por medio de elementos finitos, como un problema de minimizacién
con restricciones impuestas por lo requerimientos de continuidad en I' queda
como:

Encontrar u € W tal que

J(u) =3 <&é_%>—0<iau> — min } (342)

donde la matriz por bloques S es formada por las matrices él Ec. (308) del
complemento de Schur en el i— ésimo subdominio, el vector por bloques u es
formado por los vectores u; solucién de la frontera interior en cada i— ésimo
subdominio y el vector f es formado por los vectores L de la frontera interior
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en cada i— ésimo subdominio, i.e.

él 0o --- 0 U il
5= w=1| L f=1 (343)
: .0 : :

y la matriz B es formada por las matrices B, en cada i— ésimo subdominio tal
que la solucién asociada a mds de un subdominio coincida, i.e.

B=[B' - -, BF] (344)

es construida de {0,1, —1} tal que los valores de la solucién ,u asociada a més
de un subdominio coincida cuando Bu = 0, donde la eleccién de B no es tnica.
Nétese que un mismo nodo en la frontera interior pertenece a dos o mas sub-
dominios, por ello es necesario algiin mecanismo para asegurar que la solucién
asociada a més de un subdominio coincida.
El problema (342) es soluble de manera tnica ya que el

Kernel (S) N Kernel (B) = {0} (345)
lo cual indica que S es invertible sobre el Kernel (B) .
Pero introduciendo un vector de multiplicadores de Lagrange A para imponer
las restricciones Bu = 0, obtenemos una formulacién silla de la Ec. (342):
Encontrar (u,A) € W x U tal que

Su+B'A=f
{ = 5 £ (346)

la solucién A de la Ec. (346) es unica salvo la adicién de un elemento del

Kernel (ET) El espacio de multiplicadores de Lagrange U, es por lo tanto
elegido como el Rango (2) . Este espacio puede ser entendido como el espacio

de las funciones de salto en W.

Definicién 45 Decimos que un subdominio £2; es un subdominio flotante si la
interseccion de este con la frontera del dominio OS2 es vacia.

También usamos a la matriz R construida de todos los espacios nulos de los
elementos de S, cuyos elementos estdn asociados cada subdominio de manera
individual

21 0o --- 0

(347)

[i=v]
I
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tal que el Rango (ﬁ) = Kernel (é) . De hecho, sélo los subdominio flotantes
contribuyen, i.e. el subdominio que intersecta a 92 no contribuye al Kernel (é ) ,
y por tanto esas columnas de R son nulas.

Una solucién u a la primera ecuacién de la Ec. (346) existe si y sélo si
[ ETA € Rango (ﬁ) , esta restricciéon permite la introduccién de un operador

proyeccién P. Obteniendo

u=S"(f —B"A) - Rasi (f — B"\) L Kernel (S) (348)

donde ST es una pseudo-inversa de S, notemos que a puede ser facilmente de-
terminada una vez encontrada .
Sustituyendo la expresién para u dentro de la segunda ecuacion de la Ec.
(346) obtenemos
BS'B"A=BS'f - BRa (349)

asi, se obtiene el sistema
(350)

donde la primera ecuacién se obtiene de la segunda ecuacién de Ec. (346) al
sustituir u de la Ec. (348) y la segunda se obtiene de la primera Ec. (346)
al sustituir también u de la Ec. (348) y usando el hecho que (i—éTA) 1

Kernel (S ) Esta ltima ecuacién puede escribirse mds compactamente como

= % (351)

donde F = BS'B",G = BR,d=BS'f ye=R"f

Introduciendo una matriz simétrica y positiva definida Q y un producto

interior <A7H> = <A,@> sobre U = Rango(B), como antes (-, -) es el producto
estandar del espacio L2. Sea

Ly e (eife e) Ieidt) (352)

la proyeccién de U sobre el subespacio de multiplicadores de Lagrange que son
Q-ortogonales al Rango (G) ; también definimos

p=1-Qc(c'Qa) o (353)

como la proyeccion de U sobre el Kernel (GT) , esta proyeccion es ortogonal en

el Q' producto interior, es decir, el producto interior definido por <A, Qil H> .

67



-1
Notemos que si @ = I, entonces P* = [ —BR <(@) I (BR)) (@)T_
desarrollando N

~BR(BR)" (BR) ' (BR)" (354)

|
IIN I~ i~
|
[y
=
&
||mf
||mf
||:UT
=

=Kernel(S)

asi, £TQ =0 PTOyKernel(S) (Q)
Aplicando PT" al sistema dado por la Ec. (351) obtenemos

PTFA=PTd
{ PTQTA =e (355)
ya que PT@ = BRa — Proygernei(s)(BRa) = 0.
~1
Multiplicando la Ec. (349) por (QT%) QTQ encontramos que
—1
a=(G"QG) GTQU-E) (356)

el cual queda totalmente determinado por los valores de A. Notemos que los
operadores Py PT representa solamente la parte global del precondicionador.
Introduciendo ahora los subespacios

V. = {AeU]|(ABz)=0, conz € Kernel (S)} (357)
= Kernel (G") = Rango (P)
y
V' = {H eU | <H7@>Q =0, con z € Kernel (é)} (358)

= Rango (QT)
donde el espacio V' es isomorfo al dual del espacio V.

El método One-Level FETI es un método de Gradiente Conjugado precondi-
cionado -ver seccién (9.2.1)- en el espacio V, aplicado a

PTEA=P'dAeN+V (359)

con condicién inicial aproximada A\g escogido tal que GAo =
El precondicionador més béasico para FETI al tomar Q = I es de la forma

IIE

E
Zé s (8" (360)



otra variante es

PM_lgT

&

A=

S

M7'PTd e +V (361)

notemos que en esta variante, para A € V, PMflﬂTQ = PM*IETETQ)\,

y esto puede ser visto como el producto de dos matrices simétricas, nétese que
. — . . ~—1 . .
estrictamente M ! no tiene una inversa por eso usaremos M que si la tiene

y es definido como
M - (BD7'B") ' BDT'sD'B" (BDT'BT)” (362)
E

= (BD'B") Y. B (D) s (D) (8) (BD'BT)

i

donde
D' o

o

D- o | (363)

0
DE

en la cual cada Ql es la matriz diagonal con los elementos 5;[ (x) correspondientes
a los puntos z € 9€; , N [,.

Entonces el método One-Level FETI queda en términos del método de Gra-
diente Conjugado precondicionado como a continuacién se muestra:

1.- Inicializa

SRS
Il
o o I

2.- Ttera k = 1, 2... hasta converger

k=1 _ pT k-1
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Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A obtenemos la solucién
en los nodos de la frontera interior v mediante

u=S"(f-B")) (364)

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se recurre
a la aplicacién de la Ec (691) del método de subestructuraciéon o complemento
de Schur, solucionando asi el problema.

Como se ha mencionado a lo largo de esta seccién, el algoritmo One-Level
.1 A1
FETI es determinado por la eleccién de @ y M . Para la elecciéon Q@ = M,

cada paso correspondiente al método de Gradiente Conjugado supone una apli-
cacion de ET y uno de P, la solucién de un problema con condiciones de frontera

.. .. . . ., ~—1
Dirichlet sobre los subdominios es necesario para la aplicacién de M y la solu-
cién de un problema con condiciones de frontera Neumann sobre los subdominios
es necesario para la aplicacién de I en el célculo del nuevo residual. Entonces

la aplicacién de £T y P implica dos adicionales aplicaciones de @ = %A - y
la solucién de dos problemas sobre la particién gruesa, esto es un total de un
problema con condiciones de frontera tipo Neumann y tres problemas con condi-
ciones de frontera tipo Dirichlet sobre cada subdominio y dos problemas sobre
la particién gruesa en cada paso de la iteracion.

5.2.3. El Algoritmo One-Level FETI Simplificado

Aqui trataremos la versién particular del algoritmo Dirichlet-Dirichlet en el
cual R = 0, entonces reformulando el problema definido por la Ec. (294) a uno
reducido a la interfase I’ por medio de elementos finitos, como un problema de
minimizacién con restricciones impuestas por lo requerimientos de continuidad
en I' queda como:

Encontrar u € W tal que

=1/9u. ) — %) — min
J(w) =3 <§_i> 0<L—> } (365)

donde la matriz por bloques S es formada por las matrices éi Ec. (308) del
complemento de Schur en el i— ésimo subdominio, el vector por bloques u es
formado por los vectores u; solucién de la frontera interior en cada i— ésimo
subdominio y el vector f es formado por los vectores L de la frontera interior
en cada i— ésimo subdominio, i.e.

él 0o --- 0 U il
8= JU = = (366)
0
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y la matriz B es formada por las matrices B* en cada i— ésimo subdominio tal
que la solucién asociada a mds de un subdominio coincida, i.e.

B:[él, cee e éE] (367)

es construida de {0,1, —1} tal que los valores de la solucién ,u asociada a més
de un subdominio coincida cuando Bu = 0, donde la eleccién de B no es tnica.

Nétese que un mismo nodo en la frontera interior pertenece a dos o mas sub-
dominios, por ello es necesario algiin mecanismo para asegurar que la solucién
asociada a més de un subdominio coincida.

El problema (365) es soluble de manera unica ya que el

Kernel (S) N Kernel (B) = {0} (368)
lo cual indica que S es invertible sobre el Kernel (é) .
Pero introduciendo un vector de multiplicadores de Lagrange A para imponer
las restricciones Bu = 0, obtenemos una formulacién silla de la Ec. (365):
Encontrar (u,\) € W x U tal que

Su+ B'A=f
{ Ba— (369)

la solucién A de la Ec. (369) es unica salvo la adicién de un elemento del

Kernel (éT) El espacio de multiplicadores de Lagrange U, es por lo tanto
elegido como el Rango (é) . Este espacio puede ser entendido como el espacio
de las funciones de salto en W.

Una solucién u a la primera ecuacién de la Ec. (369) existe si y sélo si
f— QTA € Rango (S) , sustituyendo la expresién para u dentro de la segunda

ecuacién de la Ec. (369) obtenemos
BS'B'A=BS'f (370)

donde éT es la inversa de S y tomado como precondicionador -el méas bdsico-
para FETI

E
M~ =BSB" =Y B's' (B))". (371)

Entonces el método one-level FETI simplificado queda en términos del méto-
do de Gradiente Conjugado precondicionado como a continuacién se muestra:

1.- Inicializa

Ao =0
ro = (B:STI> _ (B_ST§T>AO
B =0
p'=0
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2.- Itera k = 1, 2... hasta converger
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Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A obtenemos la solucién
en los nodos de la frontera interior © mediante

u=5"(f-B") (372)

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se recurre
a la aplicacién de la Ec (691) del método de subestructuracién o complemento
de Schur, solucionando asi el problema.

5.3. Dual-Primal FETI

El método dual-primal FETT (FETI-DP) fue introducido posteriormente que
el método One-Level FETI, siendo esto una gran contribucién a la teoria para
la resolucién de problemas elipticos de segundo y cuarto orden. Este método
se basa en hacer cumplir un nimero relativamente pequeno de restricciones de
continuidad a través de la frontera interior en cada paso de las iteraciones en
comparacién con el método de One-Level FETI.

Primeramente consideremos a € C R"™ un dominio, y II = {Q4,...,Qg} una
particién o descomposicién en subdominios del dominio €2, ademds sea I'; la
frontera de interior del subdominio €2; y I' la frontera interior del dominio €2;.

Asumiremos que las discontinuidades en la ecuacién diferencial parcial -si
existen- estardn alineadas con las fronteras de los subdominios, tal que en cada
subdominio §2;, el coeficiente p(z) de la ecuacién tenga un valor constante, sin
perdida de generalidad se asumird p; > 0. Ademds, denotaremos a W; como el
espacio de trazas de €);, es decir

W; =W"(0Q;NT), coni=1,...F (373)

también denotaremos W como el espacio producto del espacio de las trazas, es
decir

w=][]w: (374)



y la extensién arménica discreta (5.1.2) por pedazos de ur por ‘H (@) .

Asi, en lo que resta de esta seccién, se trabajara casi exclusivamente con
funciones en el espacio de trazas W; y cuando sea conveniente, se consideraran
como un elemento representante de las funciones arménicas discretas en 2;, de
tal forma que w € W, H; (w) denotara la extensién por pedazos de la arménica
discreta sobre todo el subdominio §2;, entenderemos H (w) como un elemento
en el espacio producto W con componentes H; (w;) -

La aproximacién por medio de elementos finitos estdndar al problema eliptico
es continua a través de la frontera interior I' y denotamos al correspondiente
subespacio de W por W. En este método se usan subespacios intermedios W
de W, de tal manera que el complemento de Schur usado en los cédlculos serd

estrictamente positivo definido.
E

Denotamos W" (€2) como un subespacio de H Wl () el cual es igual a W

=1
cuando es restringido a la frontera interior I'. AdlClonalmente se introducen dos

subespacios Wn, WA cwW correspondiendo a la parte primal y dual del espacio
W ademds W = Wn @ Wa. Relacionamos al espacio dual W con los saltos en
la frontera interior I" y los multiplicadores de Lagrange son introducidos para
eliminar tales saltos.

En el método FETI-DP se expresard al complemento de Schur § relacionado

con el espacio dual W, asi, en esta seccién, W consiste de funciones en W que
toman el mismo valor en los vértices del subdominio y puede escribirse como

W =Wn@®Wa. (375)

Aqui Wi C W es el espacio de funciones con la frontera interior I', continua
que se nulifican en todos los nodos sobre I' excepto en los vértices del subdominio
Q;yconi=1,..,E y Wa es la suma directa de los subespacios locales Wa i
ie. Wa = @WA . donde WAl C W; y consiste de las funciones locales sobre
09Q; que se nuhﬁcan en los vértices de €;.

El continuo de los grados de libertad asociados con los vértices de cada
subdominio y con el subespacio Wi es llamado primal (II), mientras aquellos
-potenciales discontinuidades a través de I'- asociados con los subespacios Wa ;
y con el interior de la frontera de cada subdominio €2; es llamado dual (A).

Ademsés consideramos la familia de funciones de peso §; € W;, las cuales
estédn asociadas con cada 0f); y definidas para v € [%, o0) por la suma de con-
tribuciones de €2; con los vecinos pertinentes, asi definimos

7ZeN pJ

di(z) o7

T € 8Qi7h NIy, (376)

donde N, es el conjunto de indices j de las subregiones tal que x € 09, 3, la
pseudo-inversa 62 es definida por

§l(x) = (6:(x))”",  xe€d,NTy. (377)
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Sea é la matriz de carga, la cual es obtenida por la restricciéon

A = diag {A', ..., AF} (378)

E
de H Wh(Q;) a W (Q), donde él es la matriz de carga generada por el méto-

do de subestructuracién en el subdominio 4, notemos que A no es una matriz
diagonal en bloques ya que ahora estan acoplados los distintos subdominios que
tienen un vértice en comun. Particionando A como

=II T =III é]A
A= <ém>T A ; Aps (379)
(4.)  (Aua)  Aua
[ &
=] I (380)
fa

donde el superindice I se refiere a los grados de libertad asociados a los nodos
internos de los subdominios €;, II se refiere a los asociados con los vértices de
los subdominios €2; y A a los asociados al interior de las caras de la frontera de
los subdominios €2;.

Notemos que A Y A Ap SOD matrices diagonales por bloques y cada bloque
corresponde a un dominio individual §2; y cada no-cero de A A Tepresenta un

acoplamiento entre los grados de libertad asociados a un subdominio. A es
obtenida por el ensamble parcial de las contribuciones locales asociadas con
cada subdominio ;.

Eliminado las variables I y II, entonces el complemento de Schur asociado a
los grados de libertad del conjunto A, del interior de las caras de las fronteras
09;, queda como

S (@) @) ]|y an] [An] e
Bt (40)" (4n)" ] l (j;I)T i; ]IHZH (382)

también obtenemos una reduccién del lado derecho f A del vector de carga aso-

ciado con los subdominios individuales. Denotamos por ua € Wa el vector de
grados de libertad asociado a las caras de los subdominios.

Reformulando el problema definido por la Ec. (294) a uno reducido a un
segundo subespacio Wa como un problema de minimizacién con restricciones
impuestas por lo requerimientos de continuidad en I' queda como:
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Encontrar ua € W tal que

383
Bt (383)

Hua) = 3 (Sus ua —<f_A,u_A>emm}
=0

la matriz B, es construida de {0, 1, —1} tal que los valores de la solucién , ua
asociada a més de un subdominio coincida cuando B Ala = 0, donde la eleccién
de B, no es tnica.

Pero introduciendo un vector de multiplicadores de Lagrange A € V =

Rango (ﬁ A) para imponer las restricciones Bu = 0, obtenemos una formu-

lacién silla de la Ec. (383). Eliminando el subvector u,, y obteniendo el siguiente
sistema de multiplicadores de Lagrange

FA=d (384)

h r-5,(8) () . 4-B,(3) L (385)

Una vez A encontrada, podemos resolver hacia atras y obtener

us=(8)" (f_A (QA)TA> € Wa. (386)

Los valores de la solucién en el interior de los subdominios u; y en los vértices
de los subdominios uy; son obtenidos como un subproducto cuando se resuelve
el sistema lineal con la matriz por bloques dada por la Ec. (381).

Introduciendo una matriz de escalamiento diagonal D', donde cada uno de
los elementos de la diagonal corresponde a un multiplicador de Lagrange que
fuerzan la continuidad entre los valores de los nodos de algunas u; € W'y
u; € WY en algin punto z € I', y esta dado por 5;[ (). También se define un
escalamiento del salto por medio del operador
B,,=|D\By . DRBX (387)
aqui, como antes, el bloque Q’A es obtenido por extraccién de columnas de B A
asociadas con el espacio local W;.

Resolviendo el sistema dual dado por la Ec. (384) usando el método de
Gradiente Conjugado - ver seccién (9.2.1)- con el precondicionador

T
ﬁ_l = éD,AéA (ED,A)
E \T .
- YoiBs,(B) )

donde élA es la restriccién del complemento de Schur local él a WAJ‘ c W
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El método FETI-DP es un método de Gradiente Conjugado precondicionado
para resolver el sistema precondicionado

M7'FA=M""d (388)

quedando en términos del método de Gradiente Conjugado precondicionado
como a continuacién se muestra:

1.- Inicializa

' =d-EX
Bl =0
Blzzo

k _ Jk—1 k. _k—1

pr=z"" 46"
k—1 k—1
Z T

ak = k k
(p*.Eq*)

Ak- :Ak—l + akgk

rk = k=1 _ ok Fpk

Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A obtenemos la solucién
en los nodos de la frontera interior ua mediante

up = (ﬁ)il (f_A - (éA)TA> (389)

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se recurre
a la aplicacién de la Ec (691) del método de subestructuraciéon o complemento
de Schur, solucionando asi el problema.

El método FETI-DP presenta las siguientes ventajas:

» K] algoritmo no requiere de la caracterizacion del kernel de los problemas
locales con condiciones de frontera Neumann. Adicionalmente, la imposi-
cién de adicionales restricciones en cada iteracién siempre crea problemas
locales no singulares y al mismo tiempo proporciona un subyacente prob-
lema grueso global.

= El algoritmo no requiere la introduccién de matrices de escalabilidad Q.

= El algoritmo en el método de Gradiente Conjugado puede usar un valor
inicial arbitrario Ag.
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5.4. Variantes para la Implementacién Numérica

En esta seccién describiremos como hacer el célculo en donde estén involu-
cradas las matrices S y éfl (ya que estas matrices son virtuales, ya que todo
queda en funcién de las matrices locales S%), el célculo de los nodos interiores
y otras variantes de la implementacién numérica que ofrece mejoras computa-
cionales al modelo.

5.4.1. Cdlculo de la Matriz S

La matriz S definida por

-1
S=4,~4n (énn) A (390)
E
es formada por S = Z 8¢, donde S esta formada por el complemento de
a=1
Schur local
[0 [0 [e% [0 -1 [e%
5% = AL, - A%y () Afs (301)

Asf que, las matrices locales S y <éann> ' no se construyen, ya que estas
serian matrices densas y su construccién es computacionalmente muy costosa,
y como sélo nos interesa el producto Syr, o mds precisamente [Zle ﬁ“} yr,
entonces si llamamos yr® al vector correspondiente al subdominio «, entonces

tendremos )
i = (4%, ~ 45, (4h) 45, ) e (392)

Para evaluar eficientemente esta expresion, realizamos las siguientes opera-
ciones equivalentes

= A% e (393)
-1

2 = (éAH (énn> énA)ﬂ

ar® = zl—2a2

la primera y tercera expresion no tienen ningin problema en su evaluacion, para
la segunda expresién tendremos que hacer

23 =A% yr® (394)

con este resultado intermedio deberiamos calcular

2= (45 T3 (395)
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—1

pero como no contamos con (Aﬁn> , entonces multiplicamos la expresién por
o .

énn obteniendo

-1
Appad = 4py (énn> z3 (396)

al simplificar, tenemos

Ayrd =13 (397)

Esta iltima expresion puede ser resuelta usando Factorizaciéon LU o Gradi-
ente Conjugado (cada una de estas opciones tiene ventajas y desventajas que
deben ser evaluadas al momento de implementar el cédigo para un problema
particular). Una vez obtenido z4, podremos calcular

22 = Azt (398)
asi
ur® =21 — 22 (399)

completando la secuencia de operaciones necesaria para obtener ﬁaga.

5.4.2. Calculo de los Nodos Interiores

La evaluacion de

-1
Un = — (énn> Appla (400)
involucra nuevamente calculos locales de la expresion
-1
ur® = — (é;n) A% up® (401)
en esta estd nuevamente involucrado (éﬁn) - , por ello deberemos de usar el

siguiente procedimiento para evaluar eficientemente esta expresion, realizando
las operaciones equivalentes

o= A (102
-1
w = <éann> zd

multiplicando por éﬁn a la dltima expresién, obtenemos

-1
A = Apy (énn> zd (403)

simplificando, tenemos
éannﬂa =a4 (404)

esta ultima expresion puede ser resuelta usando Factorizacién LU o Gradiente
Conjugado.
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Como se observo, para resolver el sistema éang = b podemos usar Factor-
izaciéon LU, Gradiente Conjugado o cualquier otro método para resolver sistemas
lineales, pero deberéd de usarse aquel que proporcione la mayor velocidad en el
cdlculo o que consuma la menor cantidad de memoria (ambas condicionantes
son mutuamente excluyentes), por ello la decisién de que método usar deberd de
tomarse al momento de tener que resolver un problema particular en un equipo
dado y bdsicamente el condicionante es el tamano del la matriz é?{n

Para usar el método de Factorizacién LU, se deberd primeramente de fac-
torizar la matriz bandada é;r{ en una matriz LU, la cual es bandada pero
incrementa el tamano de la banda a mé&s del doble, pero esta operacién sélo se
deberd de realizar una vez por cada subdominio, y para solucionar los diversos
sistemas lineales éﬁng = b sélo serd necesario evaluar los sistemas

\
IS

(405)

(51’

Yy

en donde y es un vector auxiliar. Esto proporciona una manera muy eficiente
de evaluar el sistema lineal pero el consumo en memoria para un problema
particular puede ser excesivo.

Por ello, si el problema involucra una gran cantidad de nodos interiores y el
equipo en el que se implantars la ejecucion del programa tiene una cantidad de
memoria muy limitada, es recomendable usar el método de Gradiente Conjuga-
do, este consume una cantidad de memoria adicional muy pequena y el tiempo
de ejecucién se optimiza versus la Factorizacién LU.

De esta forma, es posible adaptar el cédigo para tomar en cuenta la im-
plementacién de este en un equipo de computo en particular y poder sacar el
méximo provecho al método de Subestructuracién en la resolucién de problemas
elipticos de gran envergadura.

En lo que resta del presente trabajo, se asume que el método empleado para

resolver éﬁng = b en sus respectivas variantes necesarias para evitar el cdlculo
=1
de (é;r{> es el método de Gradiente Conjugado, logrando asi el maximo

desempeno en velocidad en tiempo de ejecucién.

5.4.3. Calculo de la Matriz é_l

En los algoritmos desarrollados interviene el célculo de S ~1. dado que la ma-
triz S no se construye, entonces la matriz S -1 tampoco es necesaria construirla,
en lugar de ello se procede de la siguiente manera. Se asume que en las opera-
ciones anteriores al producto de S ~1. se ha obtenido un vector, supongamos que

es v, entonces para hacer
u=28""y (406)

se procedemos a multiplicar por S a la ecuacién anterior

Su=857" (407)



obteniendo
Su=uv. (408)

Es decir, mediante algin proceso iterativo (usando CGM o factorizacién de LU)
resolveremos el sistema anterior, de tal forma que en cada iteracién de u' se
procede como se indico en la seccién del cdlculo de S, resolviendo u*t! = Su’.

5.4.4. Implementacién de la Matriz J

Primeramente indicaremos una forma de construir la matriz B y como con-
struir a la matriz J véase [?], la cual en nuestras pruebas presenta mejores

resultados en la implementacién computacional que la matriz B, para ello recor-

dando, la matriz B es formada por las matrices B* en cada i— ésimo subdominio
tal que la solucién asociada a més de un subdominio coincida, i.e.

B=[B' - -, BF] (409)

es construida de {0,1, —1} tal que los valores de la solucién ,u asociada a mas
de un subdominio coincida cuando Bu = 0, donde la eleccién de B no es tnica.

Estructura de é(q), donde ¢ es un nodo de multiplicidad 2 queda como

Bo=| 1 7} (110)

y la estructura de é(‘”, donde g es un nodo de multiplicidad 4 queda como

1 -1 -1 1
1 -1 -1 1

B = 1 -1 -1 1 (411)
1 -1 -1 1

Por otro lado, la matriz j es formada por las matrices j en cada i— ésimo

= =i
subdominio tal que la solucién u asociada a méas de un subdominio coincida, i.e.

iz{il’ cee e ZE}CY :Q:O. (412)

Para ello, primeramente definimos dos matrices a y j con la propiedad de
que [ = g+ j, donde g y j son ambas simétricas, no-negativas e indenpotentes,
donde ademss aj = ja= Q, mediante la matriz local de promedio definida como

g(‘J) = \_él Zg(q) donde |Z| es la multiplicidad de los nodos primales ¢, y la
q€Z
matriz local de salto definida como Z(q) =1- g(‘I).

Asi, la estructura de g(q) yJ (‘1), d_onde q es un nodo de multiplicidad 2 queda
€como -
1 _1
] y i(@) — [ 2 12 } (413)

_1
2
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y la estructura de g(‘J) yJ (‘J), donde ¢ es un nodo de multiplicidad 4 queda como

[N N

N[N
W=
==

N
\

>
L,

|
\

-

N

(414)

N[
\

\
NN N

NN
=
N

IS}
—
Q
o
W [ [ s =
NN NN
W [ [ s =
EN NN NN
<
I8

N
N[Ot

Mi4s concretamente supéngase que se tiene un dominio que es particionado
en 2x2 y cada subdominio en 2x2, usando FETI One-Level tenemos que hay 4
subdominios, en cada subdominio se tiene 4 elementos, 9 nodos, 1 nodo interior
v 3 nodos de frontera interior. En total se tienen 4 nodos interiores, 5 nodos en
la frontera interior y 12 multiplicadores de Lagrange.

Suponiendo que se construyera las matrices globales, entonces la estructura
de las matrices B, a y j seria la siguiente:

100 -1 0 0 0 0 0O 0O0O°O
010 0 -1 0 -1 0 0 100
001 0 0 -1 0 0 0 000
100 -1 0 0 0 0 0 00O
010 0 -1 0 -1 0 0 100
p_ 000 0 0 -1 0 0 0 010
=~!1010 0 -1 0 -1 0 0 1 00]|
001 0 0 0 0 -1 0 000
000 0 0 0O 0O 0 —-12001
010 0 -1 0 -1 0 0 100
000 0O O -1 0 0 0 010
000 0 0 0 0 0 —-100 1|
(L 00 3 00 00O0O0CO0 O]
0 £ 00203+ 001300
003000040000
£ 0032 0000O0O0O0O0T0O
0 £ 003201+ 0013 00
000000000 4%L0O
a= 1 1 1 1
= 02003102001 o0o
003000040000
0o 000O0ODOOO0OTS4$O001%
0 £ 00203001300
0000O0DTZLXO000O0O01LoO
0000 0OO0O0UOSZ$O0O0 3]
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FETI One-Level En el caso de FETI One-Level, al ser la matriz j simétrica

y positiva definida, la cual cumple también la restriccién dada por la Ec. (342)
ya que ju = 0, entonces la formulacién silla de dicha ecuacién, se reduce a:

Encontrar (u,A) € W x U tal que

Sutjr=/f
{ ju=0 (415)

la solucién A de la Ec. (415) es unica salvo la adicién de un elemento del
Kernel ( l) . El espacio de multiplicadores de Lagrange U, es por lo tanto elegi-

do como el Rango <l> . Este espacio puede ser entendido como el espacio de las

funciones de salto en W.
El método One-Level FETT es un método de Gradiente Conjugado precondi-
cionado -ver seccién (9.2.1)- en el espacio V, aplicado a

PTFA=P'd,  A€X+V (416)

con condicién inicial aproximada Ag escogido tal que GA\g = e. Con el precondi-
cionador mds bdsico para FETI al tomar @ = I, tiene la forma

E
M~ =jsj=7% j'5Y' (417)
donde
E=js'".  G=jR  d=js'f. e=E'f  (419)
y
-1
PT=1-¢(¢"Qc) ¢’ (419)
-1
P-1-QG(G"QG) " (420)



Entonces el método One-Level FETI usando la matriz j en vez de la matriz

B queda en términos del método de Gradiente Conjugado precondicionado como
a continuacién se muestra:

1.- Inicializa

Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A obtenemos la solucién
en los nodos de la frontera interior © mediante

u=s'(f-ja) (421)

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se recurre
a la aplicacién de la Ec (691) del método de subestructuraciéon o complemento
de Schur, solucionando asi el problema.

FETI One-Level Simplificado En el caso de FETI One-Level simplificado
se toma a R = 0, se reduce a:

El método One-Level FETT es un método de Gradiente Conjugado precondi-
cionado -ver seccién (9.2.1)- en el espacio V, aplicado a

FEA—d, (422)

con el precondicionador

E
M= jsi=) i (123)
=1
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donde
=Sy, d=js'f. (424)

Entonces el método One-Level FETI simplificado queda en términos del
método de Gradiente Conjugado precondicionado como a continuacién se mues-
tra:

1.- Inicializa

A =0
ro = (48f) - (48'3) X
6 =0
Q =0

g1 = pk1
2Rl = (@)_1_1@—1
yh1 Sh—1
- 1 k-1

k Y g
6 = <gk72,gk72>
pF = yh ol 4 gEph

. <gk—1,qk—1>
(0% =

(2(i8'0)2")

Ak :Ak71 +Oékpk
B Y <]ST )

Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A obtenemos la solucién
en los nodos de la frontera interior © mediante

u=8"(f-5) (425)

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se recurre
a la aplicacién de la Ec (691) del método de subestructuracién o complemento
de Schur, solucionando asi el problema.

FETI Dual-Primal En el caso de Dual-Primal, al ser la matriz j simétrica

y positiva definida, la cual cumple también la restriccién dada por la Ec. (383)
ya que ju = 0, entonces la formulacién silla de dicha ecuacién, se reduce a:

Encontrar ua € W tal que

J(up) = <SUA7UA> <L7U_A>_’mfn } (426)

jAuA =0
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la matriz ja es construida tal que los valores de la solucién ,ua asociada a més

de un subdominio coincida cuando j ua = 0.

Asf, el método FETI-DP es un método de Gradiente Conjugado precondi-
cionado para resolver el sistema precondicionado

con el precondicionador

I

donde é’A

MUEA -

- iDA

Sp\J

M'd

=D,A

= ZQAZ =Ai

E= iA (g)_liA’

J

=D,A

-1 (2" (@)

B=ia-| (4n)" (4u)" |

1
[ QA_D A

(427)

(428)

es la restriccién del complemento de Schur local S a WaiCW'y

1=5,(8) L (120
QAQD)A} (430)

A A !

=i, =m { Aém ] (431)
(ém> énn =lA

A A 17"

i1, S { fr } (432)
(An) Ay | Lin

El método FETI-DP queda en términos del método de Gradiente Conjugado
precondicionado como a continuacién se muestra:

1.- Inicializa

r’=d- FX°

gl=0

pl =20

2.- Ttera k=1

Sh=1 — plpk—1
o1 k-1

g = e

ph=21y k-B
k—1 _k—1

k Z T

“ = <<£’“7§£k :

A= AR akph

P =7kt —oFFp
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Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A obtenemos la solucién
en los nodos de la frontera interior ua mediante

up = (§)71 (f_A - (éA)TA> (433)

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se recurre
a la aplicacién de la Ec (691) del método de subestructuracién o complemento
de Schur, solucionando asi el problema.

5.5. Implementacién Computacional

A partir de los modelos matematicos y los modelos numéricos en esta seccién
se describe el modelo computacional contenido en un programa de cémputo
orientado a objetos en el lenguaje de programacién C++ en su forma secuencial
y en su forma paralela en C++ usando la interfaz de paso de mensajes (MPI)
bajo el esquema maestro-esclavo.

Esto no sélo nos ayudard a demostrar que es factible la construccién del
propio modelo computacional a partir del modelo matemdtico y numérico para
la solucién de problemas reales. Ademds, se mostrars los alcances y limitaciones
en el consumo de los recursos computacionales, evaluando algunas de las vari-
antes de los métodos numéricos con los que es posible implementar el modelo
computacional y haremos el andlisis de rendimiento sin llegar a ser exhaustivo
esté.

También exploraremos los alcances y limitaciones de cada uno de los métodos
implementados y como es posible optimizar los recursos computacionales con los
que se cuente.

Primeramente hay que destacar que el paradigma de programacion orientada
a objetos es un método de implementacién de programas, organizados como
colecciones cooperativas de objetos. Cada objeto representa una instancia de
alguna clase y cada clase es miembro de una jerarquia de clases unidas mediante
relaciones de herencia, contencién, agregacion o uso.

Esto nos permite dividir en niveles la seméntica de los sistemas complejos
tratando asf con las partes, que son mds manejables que el todo, permitiendo
su extensién y un mantenimiento mas sencillo. Asi, mediante la herencia, con-
tencién, agregacién o usé nos permite generar clases especializadas que manejan
eficientemente la complejidad del problema. La programacién orientada a obje-
tos organiza un programa entorno a sus datos (atributos) y a un conjunto de
interfases bien definidas para manipular estos datos (métodos dentro de clases
reusables) esto en oposicién a los demds paradigmas de programacion.

El paradigma de programacién orientada a objetos sin embargo sacrifica
algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo de recursos com-
putacionales al momento de la ejecuciéon. Pero en contraste, permite mayor
flexibilidad al adaptar los cédigos a nuevas especificaciones. Adicionalmente,
disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mantenimiento y bisqueda
de errores dentro del cédigo. Esto tiene especial interés cuando se piensa en la
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cantidad de meses invertidos en la programacién comparado con los segundos
consumidos en la ejecucién del mismo.

Para empezar con la implementacién computacional, primeramente definire-
mos el problema a trabajar. Este, pese a su sencillez, no pierde generalidad
permitiendo que el modelo mostrado sea usado en muchos sistemas de la inge-
nieria y la ciencia.

La implementacién de los métodos a priori, requieren de més trabajo tanto
en la face de construccién como en la parte de su aplicacién, la gran ventaja de
este tipo de precondicionadores es que pueden ser 6ptimos, es decir, para ese
problema en particular el precondicionador encontrado serd el mejor precondi-
cionador existente, llegando a disminuir el nimero de iteraciones hasta en un
orden de magnitud.

El Operador de Laplace y la Ecuacién de Poisson Consideramos como
modelo matemdtico el problema de valor en la frontera (BVP) asociado con
el operador de Laplace en dos dimensiones, el cual en general es usualmente
referido como la ecuacién de Poisson, con condiciones de frontera Dirichlet,
definido en €2 como:

—Vu+k*n = foenQ (434)
u = ggo en 0L

Se toma estd ecuacion para facilitar la comprensién de las ideas bésicas. Es
un ejemplo muy sencillo, pero gobierna los modelos de muchos sistemas de la
ingenierfa y de la ciencia.

En particular consideramos el problema con 2 definido en:

Q=10,1] x [0,1] (435)

donde
fa=exp(zy) y goa=0. (436)

En todos los célculos de los métodos numéricos usados para resolver el sis-
tema lineal algebraico asociado se usé una tolerancia minima de 1 x 107°.

A partir de la formulacién del método de elemento finito visto en la seccién
(2.1.2), la implementacién computacional que se desarroll6 tiene la jerarquia de
clases siguiente:

Donde las clases participantes en FEM2D Rectdngulos son:

La clase Interpolador Lineal define los interpoladores lineales usados
por el método de elemento finito.

La clase Problema define el problema a tratar, es decir, la ecuacién
diferencial parcial, valores de frontera y dominio.

La clase Base FEM ayuda a definir los nodos al usar la clase Geo-
metria y mantiene las matrices generadas por el método y a partir
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FEM2D Rectangulos FEM2D Tridangulos

FEM2D FEMID

A

Resuelve Ax=b Base FEM Geometria

Problema

Interpolador Lineal Interpolador Cuadratico

Figura 3: Jerarquia de clases para el método de elemento finito

de la clase Resuelve Az=B se dispone de diversas formas de resolver
el sistema lineal asociado al método.

La clase FEM2D controla lo necesario para poder hacer uso de la
geometria en 2D y conocer los nodos interiores y de frontera, con
ellos poder montar la matriz de rigidez y ensamblar la solucién.

La clase FEM2D Rectdngulos permite calcular la matriz de rigidez
para generar el sistema algebraico de ecuaciones asociado al método.

Notemos que esta misma jerarquia permite trabajar problemas en una y
dos dimensiones, en el caso de dos dimensiones podemos discretizar usando
rectdngulos o tridngulos, asi como usar varias opciones para resolver el sistema
lineal algebraico asociado a la solucién de EDP.

Por otro lado, la computacién en paralelo es una técnica que nos permite
distribuir una gran carga computacional entre muchos procesadores. Y es bien
sabido que una de las mayores dificultades del procesamiento en paralelo es la
coordinacién de las actividades de los diferentes procesadores y el intercambio
de informacién entre los mismos.

Para hacer una adecuada coordinacién de actividades entre los diferentes
procesadores, el programa que soporta el método de subestructuracién paralelo,
usa la misma jerarquia de clases que el método de subestructuracion secuencial.
Este se desarrollé para usar el esquema maestro-esclavo, de forma tal que el nodo
maestro mediante la agregacién de un objeto de la clase de Geometria genere
la descomposicién gruesa del dominio y los nodos esclavos creen un conjunto de
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objetos FEM2D Rectdngulos para que en estos objetos se genere la participacion
fina y mediante el paso de mensajes (via MPI) puedan comunicarse los nodos
esclavos con el nodo maestro.

La implementacién computacional que se desarrollé tiene una jerarquia de
clases en la cual se agregan las clases FEM2D Rectdngulos y Geometria, ademés
de heredar a la clase Problema. De esta forma se rehusé todo el cédigo desar-
rollado para FEM2D Rectingulos, la jerarquia queda como:

La clase DDM2D realiza la particion gruesa del dominio mediante la
clase Geometria y controla la particiéon de cada subdominio mediante
un objeto de la clase de FEM2D Rectdngulos generando la particion
fina del dominio. La resolucién de los nodos de la frontera interior
se hace mediante el método de gradiente conjugado, necesaria para
resolver los nodos internos de cada subdominio.

Geometria FETI-DP FEM2D Rectangulos

A

Problema

¢

Interpolador Lineal Interpolador Cuadratico

Figura 4: Jerarquia de clases para el método de subestructuracién secuencial

Asi, el dominio 2 es descompuesto en una descomposicién gruesa de n x m
subdominios y cada subdominio §2; se parte en p X ¢ subdominios, generando la
participacién fina del dominio como se muestra en la figura:

Realizando las siguientes tareas:

A) El nodo maestro genera la descomposicién gruesa del dominio
(supongamos particionado en n X m subdominios) mediante la agre-
gacion de un objeto de la clase Geometria, esta geometria es pasada
a los nodos esclavos.

B) Con esa geometria se construyen los objetos FEM2D Rectdngulos
(uno por cada subdominio), donde cada subdominio es particionado
(supongamos en p x ¢ subdominios). Cada objeto de FEM2D Rec-
tdngulos genera la geometria solicitada, regresando las coordenadas
de los nodos de frontera del subdominio correspondiente al nodo
maestro.
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Dominio Q Subdominio Q i

o9

Q, ] ’

Figura 5: Descomposicién del dominio 2 en F = n x m subdominios y cada
subdominio €; en p X ¢ subdominios

C) Con estas coordenadas, el nodo maestro conoce a los nodos de
la frontera interior (son estos los que resuelve el método de descom-
posicién de dominio). Las coordenadas de los nodos de la frontera
interior se dan a conocer a los objetos FEM2D Rectingulos en los
nodos esclavos, transmitiendo sélo aquellos que estdn en su subdo-
minio.
D) Después de conocer los nodos de la frontera interior, cada objeto
FEM2D Rectdngulos calcula las matrices

i g i i i

A A din A Ana Y 4aa

necesarias para construir el complemento de Schur local

-1

=t (4)" (@) | (£) i s
_ i . —1

L | | 4, 4 Wi

Bop-[ @) (@) ]| @y an | ]

sin realizar comunicacién alguna. Al terminar de calcular las matri-
ces se avisa al nodo maestro de la finalizacién de los cédlculos.

E) Mediante la comunicaciéon de vectores del tamano del niimero
de nodos de la frontera interior entre el nodo maestro y los objetos
FEM2D Rectdangulos, se prepara todo lo necesario para empezar el
método de gradiente conjugado y resolver el sistema lineal virtual
MTUEA =M

F) Para usar el método de gradiente conjugado, se transmite un
vector del tamano del nimero de nodos de la frontera interior para
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que en cada objeto se realicen las operaciones pertinentes y resolver
asi el sistema algebraico asociado, esta comunicacién se realiza de
ida y vuelta entre el nodo maestro y los objetos FEM2D Rectingulos
tantas veces como iteraciones haga el método. Resolviendo con esto
los nodos de la frontera interior us,.

G) Al término de las iteraciones se pasa la solucién A" de los nodos
de la frontera interior que pertenecen a cada subdominio dentro de
cada objeto FEM2D Rectdngulos para que se resuelvan los nodos

. . . ~i s ; ; . . .
interiores up® = <§ ) ( f_A — (§2> X) , sin realizar comuni-
cacién alguna en el proceso, al concluir se avisa al nodo maestro de
ello.

I) El nodo maestro mediante un tltimo mensaje avisa que se con-
cluya el programa, terminado asf el esquema maestro-esclavo.

Del algoritmo descrito anteriormente hay que destacar la sincronia entre
el nodo maestro y los objetos FEM2D Rectingulos contenidos en los nodos
esclavos, esto es patente en las actividades realizadas en los incisos A, B y C,
estas consumen una parte no significativa del tiempo de cdlculo.

Una parte importante del tiempo de célculo es consumida en la generacién
de las matrices locales descritas en el inciso D que se realizan de forma indepen-
diente en cada nodo esclavo, esta es muy sensible a la discretizacion particular
del dominio usado en el problema.

Los incisos E y F del algoritmo consumen la mayor parte del tiempo total
del ejecucion al resolver el sistema lineal que dard la solucién a los nodos de
la frontera interior. La resolucién de los nodos interiores planteada en el inciso
G consume muy poco tiempo de ejecucién, ya que sélo se realiza una serie de
célculos locales previa transmisién del vector que contiene la solucién a los nodos
de la frontera interior.

Este algoritmo es altamente paralelizable ya que los nodos esclavos estén la
mayor parte del tiempo ocupados y la fraccién serial del algoritmo esta princi-
palmente en las actividades que realiza el nodo maestro, estas nunca podréan ser
eliminadas del todo pero consumirdn menos tiempo del algoritmo conforme se
haga ma4s fina la malla en la descomposicién del dominio.

Por ejemplo, para resolver la Ec. (434), usando 3072 x 3072 nodos podemos
tomar alguna de las siguientes descomposiciones:

Nodos
Nodos Elementos Total Nodos
Descomposicién Subdominios Desconocidos
Interiores Subdominio Subdominio
Subdominio
8X 8y 384x384 64 147456 148225 146689 9388096
1616 y 192x192 96 36864 37249 36481 9339136
32X32 y 96 x96 1024 9216 9409 9025 9241600
64X64 y 48x48 4096 2304 2401 2409 9048064
128128 y 24x24 16384 576 625 529 8667136
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Cada una de las descomposiciones genera un problema distinto. Usando el
equipo secuencial a 2,8 GHz y evaluando el desempeno del método de subestruc-

turacién secuencial se obtuvieron los siguientes resultados:

Iteraciones Tiempo
Particién Nodos Frontera Interior

Subestructuracién Subestructuracién
8X8 y 384x384 42945 4 18071 seg.
16X16 y 192X192 91905 3 4751 seg.
32X32 y 96 xX96 189441 2 911 seg.
64x64 y 48x48 382977 1 781 seg.
128 X128 y 24x24 76395 1 3130 seg.

y para el método FETI-DP secuencial se obtuvieron los siguientes resultados:

Iteraciones Tiempo
Particién Nodos Frontera Interior

FETI-DP FETI-DP
8X8 y 384 %384 42945 2 14685 seg.
16x16 y 192x192 91905 2 3985 seg.
32X32 y 96 X96 189441 1 777 seg.
64%x64 y 48x48 382977 1 673 seg.
128128 y 24x24 76395 1 2977 seg.

Noétese que aun en un solo procesador es posible encontrar una descomposi-
ci6n que desminuya los tiempos de ejecucién (la descomposicién de 64 x 64 y
48 x 48 concluye en 673 seg. versus los 781 seg. en el caso del algoritmo de
subestructuracién ).

Notemos también que en la tdltima descomposicién, en lugar de disminuir
el tiempo de ejecucién este aumenta, esto se debe a que se construyen muchos
objetos FEM2D Rectdngulos (76395 en este caso), con los cuales hay que hacer
comunicacion resultando muy costoso computacionalmente.

Por otro lado, para la implementacién paralela, la descomposicién adecuada
del dominio para tener un buen balanceo de cargas se logra cuando se descom-
pone en n X m nodos en la particién gruesa, generdndose n *m subdominios y si
se trabaja con P procesadores (1 para el nodo maestro y P — 1 para los nodos
esclavos), entonces el balance de cargas adecuado serd cuando (P —1) | (nxm).
Asi, los siguientes tiempos fueron obtenidos al usar 1,2,3,5,9 y 17 procesadores.

Usando para los célculos en un procesador el equipo secuencial y para la
parte paralela el cluster homogéneo a 2,8 GHz resolviendo por el método de
gradiente conjugado, la solucién para una particién 64 x 64 y 48 x 48 se encontré
la solucién en 1 iteracién en los siguientes tiempos:

Particion CPUs | Tiempo Total
64x64 y 48X 48 1 673 seg.
64x64 y 48x48 2 820 seg.
64x64 y 48X 48 3 415 seg.
64x64 y 48x48 ) 286 seg.
64x64 y 48X 48 9 222 seg.
64x64 y 48x48 17 190 seg.
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Las métricas de desempeno son las siguientes

Procesadores | Tiempo | Factor de Aceleracién | Eficiencia | Fraccién Serial
1 673 seg.
2 820 seg. 0.8207 0.41036 1.43684
3 409 seg 1.6216 0.54056 0.42496
5 399 seg. 2.3531 0.47062 0.28120
9 353 seg. 3.0315 0.33683 0.24609
17 330 seg 3.5421 0.20835 0.23746

Estos resultados pueden ser apreciados mejor de manera grifica como se
muestra a continuacién:

Tiempo (seg.) Factor de Aceleracion
1000 4.000
200 4 3000
. G0
E =B 2000
a0
200 J ’—‘ |_| 1000 4
0 0.n0an
Procesadores Procesadores

Eficiencia Fracccién Serial
0,600 2000
0.500
0.400 4 1500
a7 03004 1000
0.200 4
0,100 - 0500
0.000 4 o0
Proecesadores Procesadores

Figura 6: Métricas de desempeno mostrando sélo cuando las cargas estdn bien
balanceadas (2, 3, 5, 9 y 17 procesadores).

En cuanto a las métricas de desempeno, obtenemos que el factor de ace-
leracién en el caso ideal deberia de aumentar de forma lineal al aumento del
nimero de procesadores, que en nuestro caso no es lineal pero cumple bien este
hecho si estdan balanceadas las cargas de trabajo.

El valor de la eficiencia deberd ser cercano a uno cuando el hardware es usa-
do de manera eficiente, como es en nuestro caso cuando se tiene un procesador
por cada subdominio.

Y en la fraccién serial su valor debiera de tender a cero en el caso ideal,
siendo este nuestro caso si estdn balanceadas las cargas de trabajo, de aqui se
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puede concluir que la granularidad del problema es gruesa, es decir, no existe
una sobrecarga en los procesos de comunicacion siendo el cluster una buena
herramienta de trabajo para este tipo de problemas.

Finalmente las posibles mejoras de eficiencia para el método de subestruc-
turacién en paralelo para disminuir el tiempo de ejecucién pueden ser:

e Balanceo de cargas de trabajo homogéneo.
e Al compilar los cédigos usar directivas de optimizacion.

e Usar bibliotecas que optimizan las operaciones en el manejo de
los elementos de la matriz usando punteros en las matrices densas o
bandadas.

e El calculo de las matrices que participan en el complemento de
Schur pueden ser obtenidas en paralelo.
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6. Funciones Definidas por Tramos

Sea 2 C R™ un dominio, y II = {Qy, ..., Qg} una particién o descomposicién
en subdominios €2; sin traslape del dominio €2 -también conocida como malla
gruesa 7. Un ejemplo de un dominio €2 y su descomposicién en subdominios
Q; y cada §2; a su vez descompuesto en {2, subdominios se muestra en la figura:

Jr : - ’// ;_. I'I Tk lr N
& - Q.
pE ] // if
/ ™
]r ¥ & //
pi g {
1 4
pi
I L |
I T
] 1

Figura 7: El dominio €, su frontera externa 02 y la frontera interna I'.

Se asume que:

1.- Q;, para i =1,..., E es un subdominio de €2,
2.- Q; ﬂQj = ¢, siempre que i # j.

E
3-QcC UE-

=1

La notacién 02y 0€2;, i =1, ..., E es tomada de la frontera del dominio 2 y
la frontera del subdominio §2; respectivamente, claramente

E
00 c | J oo (437)

i=1
Adicionalmente definimos a la frontera interior como

r=|JoNo, (438)
i#]

y a 0f) como la frontera exterior del dominio €2, denotamos por H al didmetro
H; = Diam(Q;) de cada Q; que satisface Diam(€;) < H para cada i =
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1,2,..., F, ademss, cada subdominio §2; es descompuesto en una mallado fi-
no 75 de K subdominios mediante una triangulacién Q. de modo que esta sea
conforme, denotamos por h al didmetro h; = Diam/(£2.) de cada Q. que satisface
Diam(Q.) < h paracadae=1,2,..., K decadai=1,2,...,.F.

También asumimos que salvo en un conjunto de medida cero sobre I se define
un unico vector normal denotado por n cuyo sentido se elige arbitrariamente y
el lado positivo de I' es definido hacia el sentido positivo del vector normal.

Sea D (€2) un espacio lineal de funciones definidas en €2, entonces

Definicién 46 Identificamos como una sola funcion, a dos funciones u,w €
D (Q) cuyo dominio de definicion estd contenido en ), cuando se satisface la
condicion de que el conjunto de puntos en los cuales u # w tiene medida de
Lebesgue cero.

Dada una particion II = {Qy, ..., Qg} del dominio €2, entonces

Definicién 47 Una funcion definida por pedazos es una sucesion de funciones
{wy, ..., wg}, tal que para cada i = 1,..., E, la funcidn w; esta definida en ;.
Dada una funcion w definida en € esta tiene una unica funcion definida por
pedazos {wy, .., wg}, tal que

wi=wl|g, cni=1,..,F (439)
donde w |q, es la restriccion de w a ;.

Esto establece una correspondencia biunivoca entre las funciones definidas
en () y las funciones definidas por pedazos.

Definicién 48 Identificaremos a la funcion w definida en casi todos lados salvo
un conjunto de medida cero en §) y la correspondiente sucesion {w1,...,wg} .

Asi, dada una funcién w contenida en €2, la sucesién {ws, ..., wg } serd referida
como la representacién definida por pedazos de w y las funciones w;,i =1, ..., F
como componentes locales de w. También, establecemos una correspondencia
biunivoca entre los espacios {D (1), ..., D (Qg)} y D () en Q.

Definicién 49 Dada una familia {D (1), ..., D (g)} de espacios lineales defi-
nidos en 1, ..., Qg respectivamente, definimos el espacio lineal D (Q) contenido
en ) por .

DQ)=D()®..®D Q). (440)

Teorema 50 Sea {wll...,wE} la representacion en pedazos de cualquier fun-
cion w, entonces w € D (Q) si y sdlo st w; € D (Q;) para todoi =1, ..., F.

Definicién 51 El espacio lineal de funciones definidas por pedazos D (Q) por el

espacio cuyos elementos son la restriccion a ); de las funciones pertenecientes
aD (Qz) .
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En cuyo caso la funcién de D () a D (Q) la cual asocia a cada w € D ()
una representacién en pedazos de

{w1,..;wp} € D(N) ... ® D (Qp) (441)

es una biyeccion la cual es referida como la inmersién natural de D () sobre
D()®...® D (Qg). En lo sucesivo identificaremos los dos espacios lineales y
escribiremos

DQ)CD()®...0D Q). (442)

En vista de las definiciones anteriores, para cada funcién v € D (), existe
una sucesion de funciones {vy, ...,vg} tal que v; = v |q,;4 =1, ..., E, donde v |g,
es la restriccién de v a ;.

Puesto que una funcién v € D (2) se forma por las restricciones de funciones
definidas de manera independiente en cada subdominio €2;, esta es en general
totalmente discontinua en la frontera interior I', asi, las funciones que pertenecen
a este espacio pueden tener discontinuidades de salto finitas tanto en el valor de
la funcién como en el valor de sus derivadas normales en I'.

Cuando se califica a una funcién como continua, se entiende que la funcién es
continua en su valor, sin asumir nada acerca de la continuidad en sus derivadas.
Aunque es claro que la funcién es continua en todo €, esto es, en cada subdo-
minio €2; y en la frontera interior I', se pondré énfasis en la continuidad através
de I". Cuando se califica a una funcién como totalmente continua, se entiende
que la funcién es continua tanto en su valor como en sus derivadas normales
através de I'. Cuando se califica a una funcién como totalmente discontinua, se
entiende que la funcién puede presentar discontinuidades tanto en su valor como
en sus derivadas normales a través de T'.

Sea I';; = 0Q; N 0Q; donde 99; y J€; son las fronteras de dos subregiones
adyacentes, entonces definimos como la traza a la restriccién de v* a T';;.

Pero como I';;, para dos subregiones vecinas hay dos trazas definidas una
que corresponde a v’ y otra a v/, entonces se requiere introducir la siguiente
notacién para poderlas distinguir entre si:

vy = Tr(v?) (443)
cuando €; cae del lado positivo de I';; y
v_ = Tr(v)) (444)

en caso contrario. Aqui Tr(v) designa al operador traza de la funcién v. En
general vy # v_ ya que se trabaja con espacios de funciones definidas por
tramos.

Observacién 52 Notemos que al considerar una funcion w en §2, su definicion
en I' es innecesaria, ya que la medida de Lebesque de T es cero. Si la traza de
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We, es definida en casi todos lados salvo un conjunto de medida cero sobre 08,
para o =1,..., E, entonces tal traza es también definida en I'. En particular, si
la traza de w, esta definida sobre 0X), para cada o = 1,..., E, entonces ellas
definen dos funciones definidas en casi todos lados salvo un conjunto de medida
cero sobre T', denotadas por (wi,w_) correspondientes a los lados de trazas
positivas y negativas de I' respectivamente.

Definicién 53 El salto de v sobre I' de funciones definidas por pedazos como
([w] = wy —w- (445)

y el promedio como
o1
w=g (wy +w-) (446)

respectivamente.

Observemos que tanto el promedio de una funcién w, como el producto [w]-n
no depende de como se elija el sentido del vector normal unitario n en I', ademéds
las siguientes identidades se satisfacen

1

> [fe]. (447)

wp =w+ 2 [w] yw. =w-

La discontinuidad de una funcién en la frontera interior I' se puede expresar
va sea especificando los valores de sus trazas en I', o bien, especificando los
valores de su promedio y de su salto en I'. Ademsds, si la funcién v es continua
a través de I se tiene que

v=vy=v_=0 y que [[v]] = 0.

6.1. Espacios de Sobolev de Funciones Definidas por Tramos

Dada una familia de espacios lineales {D (1), ..., D (g)}, tal que D (£;),
para cada i = 1,2,...F, es un espacio lineal de funciones definido en casi todos
lados salvo un conjunto de medida cero en €2;, se puede considerar el espacio

D(Q) =D () ®...e D () (448)

entonces, los elementos de D (€2) son funciones definidas por tramos, (w1, ..., wg) ,
conw; € D(Q;),1=1,2,...,F.

Definicién 54 FEl espacio de Sobolev de orden p > 0 para funciones definidas
por tramos esta dado por

HP (Q,11) = H? (Q,) © ... ® HP (0p) (449)
aqut, HP (£;) es el espacio de Sobolev de orden p, de funciones definidas en ;.

Cada funcion w € HP (Q) es una sucesion, w = (wy, ..., wg) ,con w; € HP (),
i=1,2,..E.
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Observemos que cuando w € HP (§2), entonces las restriccién, w; de w a Q;
tiene la propiedad que w; € HP (§;). Por lo tanto

HP () C HP (Q) (450)

_ Para p > 0, esta es una inclusién propia. Sin embargo para p = 0, H°(Q) =
H° () = L?(Q). Ademéds

H(Q) = H°(Q) > H? () Vp >0 (451)

Aqui las funciones definidas en (2 han sido identificadas con sus representa-
ciones por partes. Todos los espacios H? (), para p = 0,1,2, ..., estan hechos
de funciones las cuales pertenecen a H° (Q) = L2 (Q).

Teorema 55 Para cadap > 0, una funcion i = (ui, ..., ug) € HO (Q) pertenecen
a HP () si y sdlo si la norma

B 3
X 2
o1y, 0 = (Z ||Uz'||p,9i> (452)
i=1

estd bien definida.

Cuando HP (Q) es equipada con esta norma el correspondiente producto
interior (-,-), se convierte en un espacio de Hilbert.

Observacién 56 Las siguientes propiedades se satisfacen:
1.- Cuando w € HP (), entonces la restriccion de w a Qq, wq tiene la
propiedad de que wo € HP (,). Por lo tanto

HP (Q) ¢ B (Q) (453)

2.- Cuando u € H' (Q) entonces
[[u]] = 0 sobre T <> u € H (Q) (454)

3.- Cuando v € H? (Q) entonces

[[u]] = H%” =0 sobre T < u e H*(Q). (455)

La identidad

E
Z/ UaWaNdr = / uwnid:cf/(uw)nidx (456)
e, oQ r

= /89 vwn;dr — /1" <u [[w]] +w [[u]]) n;dx

puede ser facilmente verificada. Aqui n; es cualquier componente del vector nor-
mal unitario.
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6.2. Formulas Green-Herrera

Sea © un dominio y II = {Q4,...,Qg} una particién o descomposicién en
subdominios del dominio 2. Sea una ecuacién diferencial en forma general

Lu=Lug= fq,en Q;,i=1,...,.F (457)
con condiciones de frontera
Bju = Bjus = gp, en 0N (458)

y saltos prescritos
Jyu = Jpur = jr, en T’ (459)

donde Bj y Jj, son k operadores diferenciales. Aqui, ug = (u}z, e ug ) , U9, ¥ UT
son funciones dadas en D; (Q), que definen los datos del problema. De manera
tal que tenemos un problema bien planteado, es decir, se garantiza la existencia
y la unicidad de la solucién. El problema enunciado se denomina Problema con
Valores en _la Frontera con Saltos Prescritos.

Siu € Dy (), entonces la ecuacién diferencial Lu estd definida en el interior
de cada Q; para ¢ = 1,..., E. De igual forma, si w € ﬁg () entonces L*w
estd definida en el interior de cada §);, para ¢ = 1,..., E. Ambos operadores
diferenciales podrian no estar definidas en I' U 0€2.

Y como por definicién del operador diferencial £ y su operador diferencial
adjunto formal £* satisfacen la condicién

wlu —ul*w =V -2 (u,w) (460)

donde D (u,w) es una funcién bilineal definida en Dy () x Dy () apropia-
da para el operador £. Ademds asumimos que existen funcionales bilineales
B (u,w),C(w,u),T (u,w) y K (w,u) donde las primeras dos estén definidas en
0N y las dos tltimas sobre I', tal que

D (u,w) -n=B(u,w) —C (w,u) en 0f) (461)

@ (w,w)]] n=J(u,w) — K (w,u) en I (462)

generalmente, las definiciones de B y J depende de las condiciones de frontera
y de criterios de suavidad del problema en particular de que se trate, si los
coeficientes del operador diferencial son continuos, las formulas de Herrera para
J y K satisfacen

(2 (u, w)]] = D (%, [[w]) + D ([[u]] , w) (463)

i.e.

T (w,w) = -2 ([[ul],w) -ny K(w,u) =D (i [[w]) - n. (464)
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Si integramos la ecuacién (460) cada Q; para i = 1,2,...F, y se considera
E

Q= U i, se tiene que
i=1

E E
Z/(wﬁu —ul*w)dz = Z/V D (u,w) dz (465)
i=1¢,

i:lQi

aplicando la teorema generalizado de la divergencia

[v2wwi= (2@ pmde - [([R@w)]) ndz (160)

Q o0

en el lado derecho de la Ec. (465) obtenemos

B E
Z wludg — Z ul*wdz = [ D (u,w) -ndz— [ [|D (u,w)]] - ndz (467)
i_1§{ i_14 Q/ F/

desarrollando el algebra de saltos en el segundo sumando del lado derecho de la
ecuacién anterior se tiene

E E
Z/wﬁudgf Z/uﬁ*wdg (468)

i:1Qi, i:191‘
- / D (u,w) - iz — / (1D (i [w])]] - ndz — / (D ([u]], )] - nd

Ahora, para poder usar las formulas de Green se introducen las siguientes
funcionales bilineales reales definidas en D; (2) X D5 (). Sean las funcionales
bilineales B (u,w),C* (u,w),J (u,w) y K* (u,w) tales que producen las sigu-
ientes descomposiciones

u,w) -n=B(u,w)—C*(u,w) en 0N (469)
D (4, [[w]]) -n=K* (u,w) en T (470)
—D([[u], ) -n =T (u, w) en I’ (471)

donde C* (u,w) es el transpuesto de la funcional bilineal C (w,u) y se define
como

C* (u,w) =C (w,u) (472)

de igual manera para
K* (u,w) = K (w,u). (473)

La funcional bilineal B (u, w) estd en funcién de los valores de frontera (condi-
ciones de frontera y condiciones iniciales), mientras que la funcional C* (u, w)
involucra los valores desconocidos en 952 (informacién desconocida).
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Por otra parte, la funcional K£* (u,w) involucra los valores relacionados con
los promedios @ en I' mientras que la funcional J (u,w) involucra los valores
relacionados con los saltos [[u]] en T'.

__ Adicionalmente, consideramos las funcionales bilineales reales definidas en
D1 (Q) X D2 (Q) :

P(u, w) = wlu, en Q; parat=1,....F (474)

JT* (u,w) = wlu, en Q; parai=1,...F (475)

Sustituyendo las Ecs. (469) a (475) en Ec. (468) y reordenando los términos,
se obtiene la férmula de Green-Herrara

zE:/P(“vw)di_/B(an)ﬁ@—/J(u,w)d& (476)

i=lg, a0
E

— Z/j*(u,w)dg— /C*(u,w)dgf/lC*(u,w)dg.
i=lq, 59 r

Ahora, sean las funcionales bilineales reales
(Pu,w) , (Bu,w) , (Ju,w) , (Q*u,w) , (C*u,w) y (K u,w) (477)

definidas en D; (Q) x Dy (Q) tales que

B E
(Pu,w) = Z/P(u,w)dz = Z/wﬁudg en Q; parai=1,...F (478)

=1 =g
(Bu,w) = /B(u,w)dz en 0f) (479)
0
(Ju,w) = /j(u,w)dg en T’ (480)
r
E E
(Q u,w) = Z/J*(u,w)dz = Z/wﬁ*udg en(); parat=1,....F
izlgi i:lgi
(481)
(Cru,w) = /C*(u w)dz  en 9N (482)
o)
(K*u,w) = /K*(u,w)dg en I (483)
r

Si se sustituye las Ecs. (478) a (483) en (476), se tiene
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que se satisface para todo (u,w) € D, (Q) x D (©), o bien, por la propiedad
de linealidad
(P=B-J)u,w)=(Q —C" =K u,w) (485)

o de manera compacta
P-B-J=Q"—-C"—K" (486)

esta expresion representa la férmula Green-Herrera para operadores en campos
discontinuos.

Las funcionales bilineales
(Pu,w) , (Bu,w) , (Ju,w) , (Q"u,w) , (C*u,w) y (K u,w) (487)

también se pueden considerar como operadores funcionales lineales definidos en
Dy (Q) v valuadas en D2 (Q), Le., valuados en el dual algebraico de Dy (D).

Por ejemplo, P : Dy (Q) — D2 (Q) donde Pu € D2 (Q) y u € Dy (Q). De igual
modo, los transpuestos de las funcionales bilineales

(P*u,wy , (B*u, w) , (T u,w) , (Qu,w) , (Cu,w) y (Ku,w) (488)

se pueden considerar como operadores funcionales lineales definidos en D Q) y
valuados en D7 (), i.e., valuados en el espacio dual algebraico de Dy (€2), por
ejemplo P* : Ds (2) — D7 (2) donde Pw € D () y w € D3 ().

Finalmente, scan las funciones ug € D (Q) y upr € D (Q). Entonces las
funcionales lineales gs € D3 () v jr € D3 () se define como

9o (w) = (Bup,w) para todo w € Do (Q) (489)
jr () = (Jur,w) para todo w € Dy () (490)
o brevemente:
gojrBug (491)
jr = Jur. (492)

Formula de Green La formula de Green es un caso particular de las formu-
las de Green-Herrera cuando (Ju,w) = 0y (K*u,w) = 0, lo cual implica la
continuidad de la funcién u y de sus derivadas normales a través de T.
Supdngase que las condiciones de salto en I' son nulas, entonces al aplicar el
teorema de la divergencia (466) en el lado derecho de Ec. (465) se obtienen

Z/wﬁu - Z/uﬁ*wda: = /D( w) - ndx. (493)

= 1Q = 1Q 90
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Si se compara con la Ec. (467) se observa que [D (u,w)] = 0. Ahora, si se
introduce las funcionales bilineales previamente definidas se tiene

E E
Z/P(u,w)dng/j*(u,w)dQ: /(B(u,w)fC*(u,w))dg (494)

i:lgv iZlQ, 90

i i

de esta forma se obtiene
(Pu, w) — (Bu,w) = (Q"u, w) — (C*u, w) (495)

y mds compactamente

P-B=Q —C (496)

para todo (u,w) € Dy () x Dy (). Esta tltima formula, es la llamada formula
de Green convencional.

6.3. Formulaciones Variacionales con Valor en la Frontera
con Saltos Prescritos

Definicién 57 Se dice que las condiciones de frontera gg € l/)\;k (Q) en 0Q y las
condiciones de salto prescrito jr € D3 (Q) son condiciones compatibles cuando
existe una funcion ugrDi (Q) tal que

go = DBugr, en 9 (497)
Jjr = Juer, enT.

Es decir, que ambas condiciones se pueden derivar de una unica funcién, de
modo que realmente no imponen condiciones contradictorias.

Definicién 58 El problema de contorno con valores en la frontera con saltos
prescritos (BVPJ) consiste en buscar una funcion u € D1 (), tal que satisfaga:

1) El operador
Lu = Lug = fa, en Q (498)

2) Condiciones de frontera

B(u,-) = B(ua,") = go, en 0 (499)
3) Saltos prescritos

J(u,-) = J(ur,) = jr, en T (500)

donde ugq, ug, Yy ur son funciones dadas en ﬁl (Q), que definen los datos del
problema, ademds las condiciones de frontera en 02 y las condiciones de salto
en I' deben de ser compatibles.
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Ademads se usa la convencién de que la Ec. (?7) que se satisface solamente
en los puntos interiores de cada una de las subregiones ;i =1, ..., E.

Si definimos las siguientes funcionales f, g v j que pertenecen a ﬁ;‘ (©) como

(f,w) = (Pug,w) , para todo w € Dy () (501)
(g, w) = (Bug,w), para todo w € Dy () (502)
(J,w) = (Jur,w), para todo w € Do (Q) (503)

entonces

Definicién 59 Una formulacién débil del problema con valores en la frontera
con saltos prescritos se puede escribir como

Pu=f;  Bu=g; Ju=]. (504)

Definicién 60 Llamaremos solucion de un problema con valores en la frontera
con saltos prescritos, a una funcion u € Dy (Q) que satisfaga la formulacion
débil del problema con valores en la frontera con saltos prescritos.

En lo sucesivo se supondrd que existe almenos una solucién del problema con
valores en la frontera con saltos prescritos ademds la Ec. (504) es equivalente a
la siguiente ecuacién simple:

(P-=B-Ju=f-g-7 (505)
Una condicién suficiente para que la Ec. (505) sea equivalente a la Ec. (504)

es que By J sean operadores de frontera para P : 151 Q) — b\; (Q).
Si escribimos la Ec. (505) de manera mds explicita resulta

(P—B—J)u,w)y=(f —g—j,w) paratodoweﬁ;(Q) (506)

la cual representa la formulacion variacional del problema con valores en la fron-
tera con saltos prescritos y nos referiremos a ella como la ecuacién variacional
en términos de los datos del problema.

Haciendo uso de la férmula Green-Herrera Ec. (486) se obtiene la siguiente
formulacién variacional equivalente en términos de la informacién complemen-
taria:

(Q—-C—-K)'uyw)={(f —g—j,w) para todo w € Dy Q) (507)

cuando se aplica el método de residuos pesados, la solucién aproximada u €
Dy () satisface

((Q—-C—-K)'u,w") =(f —g— 7w cona=1,.. ,F (508)

donde {wl, ) wE} C 52 (Q) es un sistema de funciones de peso.
Como la solucién exacta satisface la Ec. (507) entonces se cumple que

(Q-C-K)"(u—1),w*)=0 cona=1,..,F (509)

este resultado puede ser usado para analizar la informacién acerca de la solucién
exacta que estd contenida en la solucién aproximada.
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7. Meétodo de Trefftz

En este capitulo se considerardn problemas con valor en la frontera (VBVP)
de la forma

Ly = [ enQ (510)
u = g endf)
donde
Lu=—-Au (511)

como un caso particular del operador eliptico definido por la Ec. (43) de orden
dos.Consideremos el problema dado por la Ec. (510) en el dominio Q C R™ y
IT = {Q,...,Qg} una particién o descomposicién en subdominios del dominio
Q, i.e. se asume que:

1.- Q;, para ¢ =1,..., E es un subdominio de €2,
2.- Q; ﬂQj = O, siempre que i # j.

E
3-QcC UE.

=1

Q i IN
] )i //’ Qy’
/ P
]" L & L1
1 o {
T
i
bl
] 1

Figura 8: El dominio €, su frontera externa 92 y la frontera interna I'.

La notacién 0Q2 y 9€;, i = 1, ..., E es tomada de la frontera del dominio €2 y
la frontera del subdominio §2; respectivamente, claramente

E
oQ c | J oo (512)

1=1
Adicionalmente definimos a la frontera interior como

I = Jo2:No9, (513)
i#]
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v a df2 como la frontera exterior del dominio Q.

También asumimos que salvo en un conjunto de medida cero sobre I" se define
un Unico vector normal denotado por n cuyo sentido se elige arbitrariamente y
el lado positivo de T es definido hacia el sentido positivo del vector normal.

El método Trefftz-Herrera es un método -al igual que en los métodos de De-
scomposicién de Dominio-, permite construir la solucién global definida en todo
el dominio, resolviendo exclusivamente problemas de contorno locales formula-
dos en cada uno de los subdominios de la particién. La estrategia general para
alcanzar dicho propdsito consiste en recabar cierta informacién de la solucién
pero unicamente en la frontera interior I' de la particién, que sea la suficiente
para definir problemas de contorno independientes y bien planteados en cada
uno de los subdominios, cuyas soluciones individuales sean precisamente las
restricciones correspondientes de la solucién global. Para esto, se elige de ante-
mano cierta informacién objetivo de la solucién en que posea esta propiedad, la
cual se denota como informacién buscada.

Existen dos grandes categorias de métodos para recabar dicha informacién
buscada: los métodos directos y los métodos indirectos. Los métodos directos
utilizan soluciones locales del operador diferencial original para establecer las
condiciones de compatibilidad que debe aportar la informacién buscada; mien-
tras que los métodos indirectos utilizan para tal fin el operador diferencial ad-
junto. Entonces, a partir de estas condiciones de compatibilidad se deriva una
matriz del sistema global asociada con el problema.

Los métodos directos se derivan de una forma muy general de las condi-
ciones de continuidad de Poincaré-Steklov, mientras que los métodos indirectos
se derivan de una teorfa desarrollada por Herrera, la cual se relaciona con la
metodologia Trefftz, llamada con frecuencia teoria Trefftz-Herrera. Existen di-
versas maneras de implementar cada uno de estos métodos. Una de ellas, se
basa en el uso de una clase especial de funciones de base y de peso, llamadas
genéricamente funciones 6ptimas.

En los métodos de localizacién indirectos se desarrolla y se aplica un sistema
de funciones de peso especializadas que tiene la propiedad de capturar la infor-
macién buscada de la solucién en la frontera interior exclusivamente. La idea de
construir tales funciones 6ptimas de peso surge del hecho de que en el método
de residuos pesados, la informacién acerca de la solucién exacta que contiene la
solucién aproximada, depende del sistema de funciones de peso que se aplica.
Para utilizar esta dependencia en la construccién de las funciones 6ptimas de
peso, se requiere de un procedimiento de andlisis. Las herramientas béasicas de
este andlisis son las férmulas de Green-Herrera, las cuales se pueden aplicar atin
cuando las funciones de base y de peso son completamente discontinuas, cosa
que no se puede hacer en los espacios de Sovolev estdandares ni con los oper-
adores definidos en ellos. Entonces, las férmulas de Green-Herrera se aplican
para disenar las funciones 6ptimas de peso adecuadamente, las cuales tienen
entre otras propiedades las de ser soluciones locales a la ecuacién diferencial
homogénea asociada con el operador diferencial adjunto. Las funciones éptimas
de peso se utilizan para derivar las condiciones de compatibilidad de las cuales
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se obtiene la informacién buscada.

Por otro lado, en los métodos de localizacién directos se introduce un espacio
lineal cuyos elementos, llamados funciones 6ptimas de base, tiene la siguiente
propiedad: una funcién 6ptima de base satisface las condiciones de continuidad
de Poincaré-Steklov si y solo si contienen la informacién buscada. Cuando se
utiliza la aproximacién directa, la obtencién de la informacién buscada se trans-
forma en la construccién de la funcién 6ptima de base que cumple con las condi-
ciones de Poincaré-Steklov, de la cual se deriva la matriz del sistema global. Las
funciones éptimas de base son soluciones locales de la ecuacion diferencial ho-
mogénea asociada con el operador diferencial original del problema considerado.

Como se mencioné anteriormente, el término de funciones éptimas denota
un conjunto de funciones que incluye tanto a las funciones éptimas de base como
a las funciones 6ptimas de peso, de modo que el primero se compone de la suma
directa de los dos tltimos.

7.1. Conceptos Basicos

Trabajaremos con los espacios de Sobolev para definir los espacios ﬁa (Q),
ya que estos son apropiados para manejar funciones discontinuas definidas por
tramos, en donde las trazas de las funciones y de sus derivadas normales en las
fronteras de los subdominios 9€2; siempre estén definidas y en consecuencia, los
saltos y los promedios de éstas. De esta forma, se garantiza la existencia y la
unicidad de la solucién para los problemas de contorno con saltos prescritos y con
coeficientes discontinuos, en donde la solucién también puede ser discontinua.

La ubicacién dentro del dominio 2 tanto de los saltos prescritos como de
las discontinuidades de los coeficientes del operador diferencial determinan la
particién I, de forma que solamente haya éstos sobre la frontera interior I'. De
esta forma, la solucién solamente puede presentar discontinuidades en I'.

Usando las definiciones del capitulo de Funciones Definidas por Tramos, en-
tonces los espacios Dy (Q) y Ds () corresponden a los espacios de las funciones
de base y de las funciones de peso respectivamente. Las funciones de base con-
struyen la solucion de la ecuacién diferencial; mientras que las funciones de peso
o funciones de prueba ponderan a la ecuacién diferencial.

En esta seccién se trabaja con ecuaciones diferenciales parciales elipticas de
segundo orden, en consecuencia, se utilizaran para definir los espacios de las
funciones base y funciones de peso los espacios de Sobolev por tramos Hs Q)
de orden s = 2, es decir

Dy () C H2(Q) y Dy (Q) € H?(Q). (514)

Definicién 61 Decimos que un conjunto de funciones £ C ﬁg () es un con-
junto de funciones TH-Completo para P : D1 (Q2) — D3 () cuando

(Pu,w) = 0, para todo w € £ (515)
es decir

Pu = 0. (516)
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Definicién 62 Decimos que un operador B : Dy (€) — l/)\g (Q) es un operador
de frontera para P : Dy () — D3 (), cuando N« C D2 () es un conjunto
de funciones TH-Completo para P, es decir

(Pu,w) = 0, para todo w € Np-. (517)

Teorema 63 Sean los operadores B y J operadores de frontera para el operador
P y ademds, sean los espacios Np«,Np~ y Nz« espacios TH-Completos para
los operadores P, B y J respectivamente: Entonces, las ecuaciones

Pu=f;, Bu=g; Ju=j (518)
son equivalentes a la ecuacion
(P=B—=Tu,w) =(f—g—jw). (519)

En virtud de las férmulas de Green-Herrera, se tienen dos formulaciones
débiles. La primera, la ecuacién

(P=-B-Ju=f—-g—j (520)

referida como formulacién variacional en términos de los datos del problema
y la segunda llamada formulacién variacional en términos de la informacién
complementaria
Q-C-K)Yu=f—-g—J (521)

de hecho, si la funcién u € Dy () es la solucién del BVPJ se dice que los
términos Pu, Bu y Ju son los datos del problema, mientras que los términos
Q*u, C*u y K*u son la informacién complementaria.

Si se tiene un BVPJ homogéneo con condiciones homogéneas, las siguientes
observaciones son ttiles.

Corolario 64 Sean los operadores B y J operadores de frontera para el oper-
ador P y ademds, sean los espacios Np«, N~ y N7 espacios TH-Completos
para los operadores P, B y J respectivamente. Entonces se tiene que

Pu = 0; Bu = 0; Ju=0&(P—-B—-J)u,w)=0. (522)

Teorema 65 Sean los operadores C y KC operadores de frontera para el operador
Q y ademdas, sean los espacios Ng,Nc y N espacios TH-Completos para los
operadores Q,C y IC respectivamente. Entonces se tiene que

Q" u = 0; C*u = 0; K'u=0< {((Q—-C—K)*u,w)=0. (523)

7.1.1. Condiciones de Poincaré-Steklov

Sea el siguiente problema de Poisson con solucién tinica u € C! (Q) sujeto a
condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet

—Au = fq en(Q (524)
u = 0 en 9N
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introduciendo la siguiente particién II = {1, Q2} . Entonces, este problema se
puede formular de manera equivalente en multiples subdominios como

—Au; = fgq eny (525)
up = 0 en QN
—Aus = fq en (526)
uy = 0 en NNy
up = wug enl (527)
8u1 o (‘9u2
on  On en I

donde u; es la restriccién de la solucién u en §2; y n es un vector normal a 0%;.
Las ecuaciones (527) representan las condiciones de transmisién en T

Cuando se aplica algiin método de descomposicién de dominio a una ecuacién
diferencial, en general se tiene que resolver un problema de condiciones de trans-
misién en I'. En particular, esta ecuacién de transmisién se puede representar
por medio del operador de Steklov-Poincaré. Para tal efecto, considerese los
siguientes problemas tipo Dirichlet

—Aw; = fo enf) (528)
w; = 0 endNOQ,
wi = A enl

para i = 1,2, donde X es el valor desconocido de u en I'. La solucién w; se puede

escribir como
w; = ufi + uf (529)

donde u; y u, son la solucién de los siguientes problemas

—Aul = 0 en( (530)
ul = 0 en QN OQ;
ul’ = X enT
y
—Auf = fq en () (531)
uf»p = 0 endQNoQ;
u?’ = 0 enT

de aquf que la funcién u!? sea una extensién arménica de A en €;, la cual se

denotard como H;\; ademds H = H; + Hz. Por otro lado, la funcién uf se
denotard como G;\; ademéas G = G + Go.
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En consecuencia, comparando las ecuaciones del problema (525) a (527) con
el problema (528) se tiene que

8w1 8w2
w; =u;,t=1,2siysélosi — =—— enT 532
! v Y on on (532)
esta tltima condicién equivale a que A satisfaga la ecuacién de transmisién de
Steklov-Poincaré

SA=X el (533)
donde S es el operador de Steklov-Poincaré y se define como
0 0 0
S\ = %'Hl)\ — %Hz)\ = H%’HA” (534)

0 0 0
X — - = =||=
anglfﬂ 8ng2fQ Hangfﬂn
finalmente, el operador inverso del operador Steklov-Poincaré S~!, se le llama
operador de Poincaré-Steklov.

7.2. Meétodo Indirecto de Trefftz-Herrera

Partiendo de la formulacién variacional en términos de la informacién com-
plementaria de un BVPJ

(Q—=C—K)uw) = (f —g—j,w), para todo w € Dy (Q) (535)

de la informacién relacionada con la solucién u € Dy () en el interior de los
subdominios §2; de la particion II esta dada por el término Q*u, en la frontera
exterior 02 por el término C*u y en la frontera interior I" por el término X*u.

El método indirecto de Trefftz-Herrera se carateriza por construir un espa-
cio de funciones de peso especializado para capturar cierta informacién de la
solucién en las fronteras de los subdominios, dicho espacio se llama espacio de
funciones 6ptimas de peso Or € Do (2). La informacién que se busca de la
solucién en la frontera interior puede ser el promedio de la funcién, el promedio
de sus derivadas o una combinacién de éstos. De hecho, esa informacién buscada
determina los espacios nulos relacionados con los operadores @,C y K cuando
se aplica el método de residuos pesados. El andlisis para construir las funciones
o6ptimas de peso se detalla a continuacion.

primero notemos que la informacién buscada de la solucién sélo estd en I'UOQY
y no en el interior de los subdominios €2;. Entonces, para obtener esa informacién
se requiere eliminar el término Q*u de la Ec. (535) aplicando el método de
residuos pesados, la condicién anterior se logra construyendo funciones de peso
tales que satisfaga la condicion Qw = 0 en el interior de cada subdominio £2;
por separado, y de este modo, se introduce el espacio nulo de @ el cual es

NQ:{wef)g(QHQw:OencadaQi}.
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Definicién 66 Definimos al nucleo de @, como w € lA)g (Q) tales que Quw =0
en cada );, i.e.

Ng = {w €Dy (Q) | Qw=0 en cada QZ} . (536)

En este método se pretende recabar suficiente informacion de la solucién en
' U 09 para proponer problemas de contorno locales bien planteados en cada
subdominio €2;, i.e., no es necesario recabar toda la informacién posible de la
solucion en I'UIN. Esto induce la descomposicién del operador K en dos partes.
Una parte se refiere a la informacién buscada de la solucién en I' y otra parte
se refiere a la informacién redundante o no buscada de la solucién en I.

Definicién 67 Sea la descomposicion {Sg, R} de la funcional bilineal K tal
que
K =S, + Ry, (537)

donde el operador Sy, se toma de tal forma que S;u sea precisamente la infor-
macion buscada de la solucion en T.

Con el objetivo de formalizar la descomposicién del operador K se introduce
lo siguiente: Sean S} (v, w) y R} (u,w) funcionales bilineales reales definidas en
D1 () x D2 (£2) tales que producen la siguiente descomposicién

K* (u,w) =S; (u, w) + Ry, (u,w) para todo w € T’ (538)

ademds sean (S;u, w) y (Riu, w) funcionales bilineales reales definidas en D, (Q)x
Dy () tales que

(Sfu,w) = /S}; (u,w)dz en T (539)
r

(Rpu,w) = /R}; (u, w)dz en T
r

El operador Ry se asocia con la informacién redundante o no buscada de
la solucién en I'. Asi, una vez considerada la descomposicién del operador KC,
cuando se requiere eliminar el término Rju de la Ec. (535). Aplicando el método
de residuos pesados, la condicién anterior se logra construyendo funciones de
peso tales que satisfagan la condicién Rju = 0 en I' y de este modo, se introduce

el espacio nulo de Ry en cual es Ng, = {w € D, () | Rkw =0 en F} .
Definicién 68 Definimos al nucleo de Ry, como w € Dy (Q) tales que Rgw =0

enTi.e
Ng, = {ZUEBQ ()| Rkw =0 en F}. (540)
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Definicién 69 Sea un BVPJ con solucién tinica v € D (Q), sean las fun-
cionales bilineales Sy y Ry tales que K =Sy + Ry, ademds sea 1 € ﬁl (Q) tal
que

Sit=Siu enT (541)

entonces decimos que U contiene la informacion buscada de la solucion en I'.

Por otro lado, notemos que para una ecuacién diferencial eliptica de segundo
orden se necesita condiciones de frontera en todo 0f) para que el problema de
contorno esté bien planteado. Lo anterior significa que, en general, no se busca
informacién en 0. Entonces se requiere eliminar el término C; de (535). Apli-
cando el método de residuos pesados, la condicién anterior se logra construyendo
funciones de peso tales que satisfagan la condicién Cw = 0 en 012 y de este modo,

se introduce el espacio nulo de C el cual es N¢ = {w €Dy (Q)|Cw=0en 89} .

Definicién 70 Definimos el nulo de C como w € Ds (Q) tales que Cw =0 en
o9, i.e.
Ne = {w €Dy (Q)|Cw=0en aQ} . (542)

Definicién 71 Definimos al espacio de funciones dptimas de peso 6T como
Or = NgN Ne N Ng, C Dy () (543)

i.e.
(@ —C— Ry)"u,w) =0, para todo w € Nog N N¢ N Ng, . (544)

Teorema 72 Método indirecto de Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ (P —B —J)u = f—g—j, con los datos f = Puq,g = Bup
y j = Jur donde ug € 151 (Q),up € 151 (Q) yur € 151 (Q). Ademds sea 6T el
espacio de funciones optimas de peso TH-Completo para S : 151 () x D\; ()
y supongase que el BVPJ tiene una tnica solucion u € lA)l (Q). Entonces 4 €
lA)l () contiene la informacion buscada, i.e. Syt = Siu, siy sdlo si

—(Sia,w) = (f — g — j,w), para toda w € Or. (545)

Por ultimo, puesto que el operador @ se relaciona con el operador diferencial
adjunto y el espacio de funciones base se toma igual que el espacio de funciones
Optimas de peso, el método Trefftz-Herrera solamente es capaz de obtener in-
formacién de la solucién en la fortera interior I' y no es capaz de obtener in-
formacioén de la solucién en el interior de los subdominios §2;. Para encontrar la
solucién en el interior de los subdonios £2; se necesita un procedimiento llamado
interpolacién éptima.

El procedimiento llamado interpolacién éptiman consiste en extender la in-
formacién buscada de la solucién en I' al interior de cada ubdominio €2; de la
siguiente manera. Una vez encontrada la informacién buscada de la solucién en
I, junto con las condiciones de frontera Bu = Bug en 02 y las condiciones de
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salto Ju = Jur en I', se obtienen problemas de contorno locales bien plantea-
dos e independientes, en cada €2;. La solucién de estos problemas de contorno
locales extiende la informacién buscada de la solucién en I' al interior de los
subdominios £2;.

7.3. Meétodo directo de Steklov-Poincaré
Partiendo de la formulacién variacional en términos de los datos de un BVPJ
(P=B—J)u,w) = (f —g—j,w), para todo w € Dy () (546)

donde la informacién relacionada con la solucién u € Dy () en el interior de los
subdominios €2; de la particién II estd dada por el término Pu, en la frontera
exterior Jf2 por el término Bu y en la frontera interior I' por el término Ju.

El método directo de Steklov-Poincaré se caracteriza por construir un espacio
de funciones de base especializada paracontener cierta informacion de la solucién
en las fronteras de los subdominios, dicho espacio se llamara funciones 6ptimas
de base, donde la informacién que se busca de la solucién en la frontera interior es
el promedio de la funcién. Una propiedad relevante es que las funciones éptimas
de base contienen la informacién buscada si y sélo si satisfacen las condiciones de
continuidad de Poincaré-Steklov en la frontera interior I'. De hecho, la condicién
anterior determina los espacios nulos relacionados con los operadores P, By J.
El dnalisis para construir las funciones 6ptimas de base se detalla a continuacion.

Primero, se requiere que las funciones 6ptimas de base satisfagan las condi-
ciones de continuidad de Poincaré-Steklov en la frontera interior I'. Esto induce
la descomposicién del operador J en dos partes. Una parte se refiere precisa-
mente a dichas condiciones de continuidad en I', mientras que la otra parte se
refiere a condiciones de continuidad redundantes en I'.

Definicién 73 Sea la descomposicion {S;, R;} de la funcional bilineal J tal
que

J ESJ' + Rj (547)
donde el operador S; se toma de tal forma que S;v sea precisamente las condi-
ciones de continuidad de Poincaré-Steklov en T.

Con el objetivo de formalizar la descomposicién del operador 7 se introduce
lo siguiente. Sean S; (u,w) y R; (u,w) funciones bilineales reales definidas en

151 (Q) x ﬁg (2) tales que producen la siguiente descomposicién
J =8 (u,w) + R; (u,w) para toda z € T, (548)

luego, sean (Sju, w) y (R;u, w) funcionales bilineales reales definidas en Dy () x
D5 () tales que

(Sju,w) = /Sj (u,w)dz en T (549)
r
(Rju,wy = R; (u,w)dz en T
J F/ J
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El operador R; se asocia con las condiciones de continuidad redundantes
en I'. También la descomposicién del operador J induce una descomposicién
correspondiente pero en los datos del problema, especificamente en j= Jur, de
modo que

Js+Jr = Jj=Jur (550)
js = Sjur
jR = Rjup.

La estrategia general del método directo de Steklov-Poincaré consiste en lo
siguiente. La soluciéon u € D; () se conforma de la suma de dos funciones.
Una funcién 6ptima de base v € 9] B la cual cumple con las condiciones de con-
tinuidad de Poincaré-Steklov en I' y que contiene la informacién buscada de la
solucién en I';y una funcién auxilar u, € D; (2) la cual cumple las condiciones
de continuidad redundantes en I" y que no contiene en absoluto la informacién
buscada. Ademds, la funcién auxiliar u, se construye con las soluciones partic-
ulares locales de cada uno de los subdominios de la particién, satisfaciendo las
condiciones de frontera y las condiciones de saltos preescritos asociadas con las
condiciones redundantes de continuidad en I'. Ciertamente la funcién auxiliar
up no es una funcion éptima de base.

De este modo, la solucién u € lA)l (Q) se puede escribir como u = v + uy,
donde u, € 151 Q) ywve 53, lo cual implica que la Ec. (546) se transforma en

(P=B—=J)v,w)=(f —g—jw) = (P =B —=T)up,w) (551)

para toda w € ﬁg (). En cierto modo se puede decir que la funcién auxil-
iar upes una solucién particular, construida resolviendo problemas de contorno
locales, mientras que la funcién 6ptima de base v es una solucién homogénea,
construidad resolviendo un problema de contorno global y cuya utilidad es la de
acoplar las mensionadas soluciones locales al contrarrestar sus discontinuidades
que presentan en I introducidas por la forma en que se construyen.

Definicién 74 Sea la funcion euziliar u, € Dy () tal que

(P—B—Rj)up,w) =(f —g—jr,w) para toda w € Dy () (552)

Siu, =0 (553)

donde el operador Sy se wutiliza para establecer la informacion buscada y se
definio en la Ec.(537).

Nétese que si Sju, = 0 entonces Sju = Si(v+wup) = Siv, lo cual sig-
nifica que efectivamente la funcién éptima de base contiene completamente la
informacién buscada de la solucién en T

Para el caso de una ecuacién diferencial eliptica de segundo orden la solu-
cién particular u, € D () se construye como una funcién que satisface por
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separado los problemas de contorno no homogéneos locales en cada subdominio
Q;. Esta funcién también satisface las condiciones de frontera en 9N y las condi-
ciones de saltos prescritos pero tnicamente de la funcién en I', imponiéndose que
su promedio sea cero en I'. Sin embargo, puesto que dicha funcién se obtiene
a partir de problemas locales independientes, aunque si es posible construir-
la satisfaciendo condiciones de continuidad de la funcién en las fronteras de los
subdominios, no lo es satisfaciendo simultaneamente condiciones de continuidad
en sus derivadas normales. De aqui que la funcién éptima de base v € Op, con
el objetivo de acoplar soluciones locales particulares, debe contribuir a satisfac-
er estas iltimas condiciones de continuidad. Lo anterior se logra gracias a que
la funcién 6ptima de base contrarresta el salto en las derivadas normales en I’
que representa la funcién auxiliar u,. Esto tltimo constituye precisamente las
condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov.

Ademds, para el caso eliptico, la informacién buscada de la solucién en I' es
el promedio de la funcién. Nétese que la funcién auxiliar u, satisface las condi-
ciones de salto de la funcién en I' y su promedio es cero en I'. En consecuencia,
la funcién 6ptima de base v es continua en I' y es precisamente el promedio de
la solucién en T, i.e.

Ulr= (tp +90) [r=0|r=v|p . (554)

A continuacién, se plantea el espacio de funciones éptimas de base. Puesto
que la funcién auxiliar u, ya satisface la ecuacién diferencial homogénea, en-
tonces las funciones 6ptimas de base se construyen de tal modo que satisfa-
gan la condicién Pv = 0 en el interior de cada subdominio 2; por sepa-
rado y de este modo, se introduce el espacio nulo de P el cual es Np =

{U € lA)l (Q) | Pv =0 en cada Qi} y puesto que la funcién auxiliar u,ya satisfizo

las condiciones de frontera, entonces las funciones 6ptimas de base se construyen
de tal modo que satisfagan la condicién Bv = Oen 0f) y de este modo se introduce

el espacio nulo de B el cual es Ng = {v €D, () | Buv =0 en cada 89} Por il-
timo, la descomposicién del operador J introduce su espacio nulo de R;, el cual
es Ng, = {U €Dy ()| Rjv =0 en cada F}.

Definicién 75 Definimos a los espacios nulos de P, B y R; como
Np = {U €Dy (Q) | Pv=0 en cada Qz} (555)

Np = {Uef)l(QHBv:O en cada OS2

——

Ngr. = {veﬁl(QHij:O encada,F}

J
respectivamente.

Definicién 76 Sea el espacio de las funciones dptimas de base 63 definido

como =N =N
Op=NpNNpN NRj c D, (Q) (556)
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lo cual implica que
(P =B — Rj)up, w) =0 para toda v € Np N Np N Ng,. (557)

Asi, el espacio de funciones de peso ﬁg (©) lo tomamos igual que el espacio
de funciones de base D; (Q) y denotaremos a 0 € Op como una funcién 6ptima
de base que contiene la informacién buscada de la solucién u € Dy (Q), ie.
Siv = Siu.

Como conclusidn, el siguiente teorema establece las condiciones que se debe
cumplir para que la funcién de base ¥ contenga la informacién buscada de la
soluciéon u en I'.

Teorema 77 Sea el BVPJ (P — B —J)u = f— g — j con los datos f =
Pug,g = Buy y j = Jur donde ug € Dy (Q),us € Dy (Q) yur € Dy Q).
Ademds sea 53 el espacio de funciones dptimas de base TH-Completo para S;
Dy (Q) x D\; () y supongase que el BVPJ tiene una tnica solucion u € Dy ()
tal que u = 0 + up, donde ¥ € Op y Uup € D1 (Q) cumple con la Ec.(551) y
Ec.(552). Entonces & € Op contiene la informacion buscada, i.e. Siv = Siu, st

y sélo si N
— (S50, w) = (Sjup, w) — (Js,w), para toda w € Op. (558)

Finalmente, a diferencia del método indirecto de Trefftz-Herrera, el méto-
do directo de Steklov-Poincaré no requiere del procedimiento de interpolacién
Optima para extender la informacién buscada de la solucién en I' al interior de
los subdominios €2; de la particién I, ya que el operador P se relaciona con el
operador diferencial original.
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8. Apéndice A

En este apéndice se dardn algunas definiciones que se usan a lo largo del
presente trabajo, asi como se detallan algunos resultados generales de algebra
lineal y andlisis funcional (en espacios reales) que se anuncian sin demostracién
pero se indica en cada caso la bibliografia correspondiente donde se encuentran
estas y el desarrollo en detalle de cada resultado.

8.1. Nociones de Algebra Lineal

A continuacién detallaremos algunos resultados de dlgebra lineal, las de-
mostraciones de los siguientes resultados puede ser consultada en [20].

Definicién 78 Sea V un espacio vectorial y sea f(-) : V. — R, f es llamada
funcional lineal si satisface la condicion

flav+ pw) = af(v) + Bf(w) Yo,weV y a,feR. (559)

Definicién 79 Si V' es un espacio vectorial, entonces el conjunto V* de todas
las funcionales lineales definidas sobre V' es un espacio vectorial llamado espacio
dual de V.

Teorema 80 Si {v1,...,v,} es una base para el espacio vectorial V, entonces
existe una unica base {vi,...,vx} del espacio vectorial dual V* llamado la base
dual de {v1,...,v,} con la propiedad de que V;* = 0;5. Por lo tanto V' es isomorfo
aV*.

Definicién 81 Sea D C V un subconjunto del espacio vectorial V. El nulo de
D es el conjunto N (D) de todas las funcionales en V* tal que se nulifican en
todo el subconjunto D, es decir

N((D)={feV*|f(v)=0 YuveD}. (560)

Teorema 82 Sea V' un espacio vectorial y V* el espacio dual de V, entonces
a) N (D) es un subespacio de V*
b) Si M C V es un subespacio de dimension m, V tiene dimension n, en-
tonces N (M) tiene dimension n —m en V*.

Corolario 83 SiV =L® M (suma directa) entonces V* = N (L) ® N (M) .

Teorema 84 SeanV y W espacios lineales, siT () : V. — W es lineal, entonces
el adjunto T* de T es un operador lineal T* : W* — V* definido por

T* (w*) () = w* (Tw). (561)

Teorema 85 Si H es un espacio completo con producto interior, entonces H* =
H.
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Definicién 86 SiV es un espacio vectorial con producto interior y T (+): V —
V' es una transformacion lineal, entonces existe una transformacion asociada a
T llamada la transformacion auto-adjunta T™ definida como

(Tu,v) = {u, T"v) . (562)

Definicién 87 Sea V' un espacio vectorial sobre los reales. Se dice que una
funcion 7 (-,-) : VXV — R es una forma bilineal sobre V| si para toda ©,y,z € V
ya,B €R se tiene

T(az+By,2) = ar(z,z)+B7(y,2) (563)
T(x,ay+Bz) = ar(z,y)+ 67(,2).

Definicién 88 Si 7(-,-) es una forma bilineal sobre V, entonces la funcion
gr () : V. — R definida por

g¢-(z) =7 (z,x) VeV (564)
se le llama la forma cuadrdtica asociada a T.

Notemos que para una forma cuadratica g, (-) se tiene que ¢, (az) = ||’ ¢, (z)
VreVyacekR

Definicién 89 Sea V' C R™ un subespacio, P € R™ x R"

8.2. o-Algebra y Espacios Medibles

A continuacién detallaremos algunos resultados conjuntos de espacios o-
algebra, conjuntos de medida cero y funciones medibles, las demostraciones de
los siguientes resultados puede ser consultada en [22] y [3].

Definicién 90 Una o-algebra sobre un conjunto Q0 es una familia & de subcon-
juntos de Q que satisface

m geé

n Si,, €& entonces G Y, €&

n=1

= Si1 € € entonces ¢Y° € €.

Definicién 91 Si Q es un espacio topoldgico, la familia de Borel es el conjunto
o-algebra mds pequenio que contiene a los abiertos del conjunto €.

Definicién 92 Una medida v sobre ) es una funcién no negativa real valuada
cuyo dominio es una o-algebra £ sobre Q) que satisface

" pn(2)=0y
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= Si {1y, } es una sucesion de conjuntos ajenos de & entonces

u@J%)}jmm» (565)

n=1 n=1

Teorema 93 Fuziste una funcion de medida p sobre el conjunto de Borel de R
llamada la medida de Lebesge que satisface p([a,b]) = b — a.

Definicién 94 Una funcion f : Q — R es llamada medible si f=1 (U) es un
congunto medible para todo abierto U de ).

Definicién 95 Sea E C Q un conjunto, se dice que el conjunto E tiene medida
cero si p(E) = 0.

Teorema 96 Si a es una medida sobre el espacio X y B es una medida sobre
el espacio Y, podemos definir una medida p sobre X XY con la propiedad de
que (A x B) =« (A) B (B) para todo conjunto medible A€ X y BeY.

Teorema 97 (Fubini)
Si f (z,y) es medible en X XY entonces

[ t@win=[ [1@ydsia= [ [1@ydas e

XXY

en el sentido de que cualquiera de las integrales existe y son iguales.

Teorema 98 Una funcion f es integrable en el sentido de Riemann en  si y
sélo si el conjunto de puntos donde f (x) es no continua tiene medida cero.

Observacion 99 Sean f y g dos funciones definidas en §2, decimos que f y
g son iguales salvo en un conjunto de medida cero si f(x) # g(x) sdlo en un
conjunto de medida cero.

Definicién 100 Una propiedad P se dice que se satisface en casi todos lados,
st existe un conjunto E con p(E) =0 tal que la propiedad se satisface en todo
punto de E°.

8.3. Espacios [

Las definiciones y material adicional puede ser consultada en [12], [18] v [3].

Definicién 101 Una funcién medible f (-) (en el sentido de Lebesgue) es lla-
mada integrable sobre un conjunto medible Q C R™ si

/ |f|dz < oo. (567)
Q
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Definicién 102 Sea p un ndmero real con p > 1. Una funcion u(-) definida
sobre Q C R™ se dice que pertenece al espacio LP(§2) si

/ |u(z)|? dz (568)
es integrable.
Al espacio L?(2) se le llama cuadrado integrable.

Definicién 103 La norma L*(S) se define como

lull 20y = (/ lu(z |dx) < 00 (569)

y el producto interior en la norma L*()) como

(00) 1y = [ w0l (570)

Definicién 104 Sip — oo, entonces definimos al espacio L*°(§2) como el es-
pacio de todas las funciones medibles sobre Q2 C R™ que sean acotadas en casi
todo Q (excepto posiblemente sobre un conjunto de medida cero), es decir,

L2(Q) = {u | u(z)| < k} (571)

definida en casi todo ), para algin k € R.

8.4. Distribuciones

La teoria de distribuciones es la base para definir a los espacios de Sobolev, ya
que permiten definir las derivadas parciales de funciones no continuas, pero esta
es coincidente con las derivadas parciales cldsica si las funciones son continuas,
para mayor referencia de estos resultados ver [12], [18] y [3]

Definicién 105 Sea 2 C R™ un dominio, al conjunto de todas las funciones
continuas definidas en Q2 se denotardn por C°(), o simplemente C(L2).

Definicién 106 Sea u una funcion definida sobre un dominio €2 la cual es no
cero sélo en los puntos pertenecientes a un subconjunto propio K C €. Sea K
la clausura de K. Entonces K es llamado el soporte de w. Decimos que u tiene
soporte compacto sobre ) si su soporte? es compacto. Al conjunto de funciones
continuas con soporte compacto se denota por Cy(£2).

Definicién 107 Sea Z'} el conjunto de todas las n-duplas de enteros no neg-
ativos, un miembro de Z' se denota usualmente por o ¢ 3 (por ejemplo o =
(a1, gy ..., ). Denotaremos por |af la suma |a) = ay +as+ ...+ ay, y por D%
la derivada parcial

dlely
Dfu= Orr .0z (572)

ast, si || =m, entonces D*u denota la m-ésima derivada parcial de u.
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Definicién 108 Sea C™(Q)) el conjunto de todas las funciones D*u tales que
sean funciones continuas con |a] =m. Y C°°(Q) como el espacio de funciones
en el cual todas las derivadas existen y sean continuas en €.

Definicién 109 El espacio D(QQ) serd el subconjunto de funciones infinita-
mente diferenciales con soporte compacto, algunas veces se denota también como

0o ().

Definicién 110 Una distribucion sobre un dominio 2 C R™ es toda funcional
lineal continua sobre D(Q).

Definicién 111 FEl espacio de distribuciones es el espacio de todas las fun-
cionales lineales continuas definidas en D(Q), denotado como D*(Q), es decir
el espacio dual de D(Q).

Definicién 112 Un funcion f (-) es llamada localmente integrable, si para todo
subconjunto compacto K C € se tiene

/ |f (z)|dz < oo. (573)
K

Ejemplo de una distribucién es cualquier funcién f (-) localmente integrable
en (). La distribucién F' asociada a f se puede definir de manera natural como
F:D(92) — R como

(F.0)= [ rodo (574)

con ¢ € D(Q).
Si el soporte de ¢ es K C €, entonces

|

la integral es finita y (F, ¢) tiene sentido. Bajo estas circunstancias F' es llamada
una distribucién generada por f.

Otro ejemplo de distribuciones es el generado por todas las funciones con-
tinuas acotadas, ya que estas son localmente integrables y por lo tanto generan
una distribucién.

(F, )| = \/wax

< sup |9 / f@lde  (575)
zeK Q

Definicién 113 Si una distribucion es generada por funciones localmente inte-
grables es llamada una distribucion regular. Si una distribucion no es generada
por una funcidn localmente integrable, es llamada distribucion singular (ejemplo
de esta es la delta de Dirac).

Es posible definir de manera natural en producto de una funcién y una
distribucién. Especificamente, si 2 C R™, u pertenece a C*°(Q), y si f () es una
distribucién sobre §2, entonces entenderemos u f por la distribucién que satisface

((wf), d) = (f,ud) (576)
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para toda ¢ € D(Q2). Notemos que la anterior ecuacién es una generalizacién de
la identidad

/ [u(z) f (z)] ¢ (z) dz = / f (@) [u(z) ¢ ()] da (577)
Q Q
la cual se satisface si f es localmente integrable.

Derivadas de Distribuciones Funciones como la delta de Dirac y la Hea-
viside no tienen derivada en el sentido ordinario, sin embargo, si estas funciones
son tratadas como distribuciones es posible extender el concepto de derivada de
tal forma que abarque a dichas funciones, para ello recordemos que:

Teorema 114 La version cldsica del teorema de Green es dada por la identidad

ov / / ou
U dr = uon;ds — | v dx 578
o Ox; a0 o Ox; (578)

que se satisface para todas las funciones u,v en C*(Q), donde n; es la i-ésima
componente de la derivada normal del vector n en la frontera OQ) de un dominio

Q.

Una versién de la Ec. (578) en una dimensién se obtiene usando la formula
de integracién por partes, quedando como

b b
/ wv'dx = [uwv] |° —/ vi'dr, u,v € C'a,b] (579)

como un caso particular de la Ec. (578).

Este resultado es ficilmente generalizable a un resultado usando derivadas
parciales de orden m de funciones u,v € C™(Q) pero remplazamos u por D%
en la Ec. (578) y con |a| = m, entonces se puede mostrar que:

Teorema 115 Otra version del teorema de Green es dado por
/ (D) vdz = (—1)* / uDYvdx —|—/ h(u,v)ds (580)
Q Q o0

donde h(u,v) es una expresion que contiene la suma de productos de derivadas
de u y v de orden menor que m.

Ahora remplazando v en la Ec. (580) por ¢ perteneciente a D(2) y como
¢ = 0 en la frontera 0f) tenemos

/ (D°w) dz = (—1) / wD® ¢z (581)
Q

Q

ya que u es m-veces continuamente diferenciable, esta genera una distribucién
denotada por u, tal que

(u,6) = /Q udz (582)
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o0, como D¢ también pertenece a D(£2), entonces

(u, D*¢@) :/uD"‘qug (583)
Q

ademds, D™u es continua, asi que es posible generar una distribucién regular
denotada por D*u satisfaciendo

(D*u6) = [ (D) o (554)
Q
entonces la Ec. (581) puede reescribirse como
(D*u,) = (~1)*! (u, D*¢), Vo € D(Q). (585)

Definicién 116 La derivada de cualquier distribucion f (-) se define como: La
a—ésima derivada parcial distribucional o derivada generalizada de una dis-
tribucion f es definida por una distribucion denotada por D f, que satisface

(D*f,9) = (=1)*I (1, D*¢), V¢ € D().
Noétese que si f pertenece a C™ (Q) , entonces la derivada parcial distribu-

cional coincide con la derivada parcial a—ésima para |a| < m.

Derivadas Débiles Supdngase que una funcién u (-) es localmente integrable
que genere una distribucién, también denotada por u, que satisface

(0, ¢) = /Q uéds (586)

para toda ¢ € D(2).
Ademas la distribucién u posee derivada distribucional de todos los ordenes,
en particular la derivada D“u es definida por

(D%u,¢) = (=) (u, D*¢), Vo € D(Q). (587)

por supuesto D%u puede o no ser una distribucién regular. Si es una distribucién
regular, entonces es generada por una funcién localmente integrable tal que

(Du, ) = /Q Du(x)  (x) d (588)

y se sigue que la funcién v y D®u estdn relacionadas por

/ Dou (2) 6 (2) dz = (—1)™ / w () D% (z) dz (589)
Q Q
para |a] < m.

Definicién 117 Llamamos a la funcion (o mds precisamente, a la equivalencia
de clases de funciones) D*u obtenida en la Ec. (589), la a—ésima derivada
débil de la funcion u.

Notemos que si u pertenece a C™ (), entonces la derivada D®u coincide
con la derivada cldsica para |a| < m.
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9. Apéndice B

9.1. Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones

Es este trabajo se mostré como proceder para transformar un problema
de ecuaciones diferenciales parciales con valores en la frontera en un sistema
algebraico de ecuaciones y asf poder hallar la solucién resolviendo el sistema de
ecuaciones lineales que se pueden expresar en la forma matricial siguiente

Au=1% (590)

donde la matriz A es bandada (muchos elementos son nulos) y en problemas
reales tiene grandes dimensiones.

Los métodos de resolucién del sistema algebraico de ecuaciones Au = b se
clasifican en dos grandes grupos: los métodos directos y los métodos iterativos.

En los métodos directos la solucién u se obtiene en un nimero fijo de pasos y
s6lo estén sujetos a los errores de redondeo. En los métodos iterativos, se realizan
iteraciones para aproximarse a la solucién u aprovechando las caracteristicas
propias de la matriz A, tratando de usar un menor mimero de pasos que en un
método directo. -

Los métodos iterativos rara vez se usan para resolver sistemas lineales de
dimensién pequena (el concepto de dimensién pequena es muy relativo), ya que
el tiempo necesario para conseguir una exactitud satisfactoria rebasa el que
requieren los métodos directos. Sin embargo, en el caso de sistemas grandes con
un alto porcentaje de elementos cero, son eficientes tanto en el almacenamiento
en la computadora como en el tiempo que se invierte en su solucién. Por ésta
razén al resolver éstos sistemas algebraicos de ecuaciones es preferible aplicar
métodos iterativos tal como gradiente conjugado.

Cabe hacer mencién de que la mayoria del tiempo de computo necesario para
resolver el problema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP), es consumido
en la solucién del sistema algebraico de ecuaciones asociado a la discretizacion,
por ello es determinante elegir aquel método numeérico que minimice el tiempo
invertido en este proceso.

9.1.1. Meétodos Directos

En estos métodos, la solucién u se obtiene en un nimero fijo de pasos y sélo
estdn sujetos a los errores de redondeo. Entre los métodos méds importantes pode-
mos encontrar: Eliminacién Gausiana, descomposiciéon LU, eliminacién bandada
y descomposicién de Cholesky.

Los métodos antes mencionados, se colocaron en orden descendente en cuan-
to al consumo de recursos computacionales y ascendente en cuanto al aumento
en su eficiencia.

Eliminacién Gausiana Tal vez es el método més utilizado para encontrar la
solucién usando métodos directos. Este algoritmo sin embargo no es eficiente,
ya que en general, un sistema de N ecuaciones requiere para su almacenaje
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en memoria de N? entradas para la matriz A, pero cerca de N3/3 + O(N?)
multiplicaciones y N3/3 + O(N?) adiciones para encontrar la solucién siendo
muy costoso computacionalmente.
La eliminacién Gausiana se basa en la aplicaciéon de operaciones elementales
a renglones o columnas de tal forma que es posible obtener matrices equivalentes.
Escribiendo el sistema de N ecuaciones lineales con N incégnitas como

Zaw zj=a), , i=1,2.,N (591)

y si aﬁ) # 0y los pivotes al(szl),i = 2,3, ..., N de las demss filas, que se obtienen
en el curso de los cdlculos, son distintos de cero, entonces, el sistema lineal
anterior se reduce a la forma triangular superior (eliminacién hacia adelante)

N
x; + Z aE;)xj :ang)LH, i=12,..,N (592)
Jj=it+1
donde
k = SN {j=k+1,...,N{
(k 1)
k) _ ki
Ak = =1 D
O
i = k+1,.,N+1{
k k-1 k) (k—1
agj) _ z(J ) _ ()( )}}}

y las incégnitas se calculan por sustitucion hacia atrds, usando las férmulas

(N)

i = N—1,N-2 ..,1
. N .
ro= k- Y alle

j=i+1

En algunos casos nos interesa conocer A1, por ello si la eliminacion se aplica
a la matriz aumentada A | I entonces la matriz A de la matriz aumentada se

convertird en la matriz I y la matriz I de la matriz aumentada serda A™'. Asf,
el sistema Au = b se transformard en u = A~'b obteniendo la solucién de u.

Descomposicién LU Sea U una matriz triangular superior obtenida de A por
eliminacién bandada. Entonces U = éflé, donde L es una matriz triangular

inferior con unos en la diagonal. Las entradas de é_l pueden obtenerse de
los coeficientes m;; definidos en el método anterior y pueden ser almacenados
estrictamente en las entradas de la diagonal inferior de A ya que estas ya fueron

126



eliminadas. Esto proporciona una factorizacion LU de A en la misma matriz A
ahorrando espacio de memoria.

El problema original @ = b se escribe como @ = b y se reduce a la
solucién sucesiva de los sistemas lineales triangulares

Ly=b y Uu=y. (594)

La descomposicién LU requiere también N 3 /3 operaciones aritméticas para
la matriz llena, pero sélo Nb? operaciones aritméticas para la matriz con un
ancho de banda de b siendo esto més econémico computacionalmente.

Nétese que para una matriz no singular 4, la eliminacién de Gausiana (sin
redondear filas y columnas) es equivalente a la factorizacién LU.

Eliminacién Bandada Cuando se usa la ordenacién natural de los nodos,
la matriz A que se genera es bandada, por ello se puede ahorrar considerable
espacio de almacenamiento en ella. Este algoritmo consiste en triangular a la
matriz A por eliminacién hacia adelante operando sélo sobre las entradas dentro
de la banda central no cero. Asi el renglén j es multiplicado por mij = Qi;/a;;
y el resultado es restado al renglén ¢ parai =7+ 1,5+ 2,....

El resultado es una matriz triangular superior U que tiene ceros abajo de
la diagonal en cada columna. Asi, es posible resolver el sistema resultante al
sustituir en forma inversa las incégnitas.

Descomposicién de Cholesky Cuando la matriz es simétrica y definida po-
sitiva, se obtiene la descomposicién LU de la matriz A, asi A = LDU = LDLT
donde D = diag(U) es la diagonal con entradas positivas. La mayor ventaja de
esta descomposicién es que, en el caso en que es aplicable, el costo de cémputo
es sustancialmente reducido, ya que requiere de N3 /6 multiplicaciones y N3/6

adiciones.

9.1.2. Meétodos Iterativos

En estos métodos se realizan iteraciones para aproximarse a la solucién u
aprovechando las caracterfsticas propias de la matriz A, tratando de usar un
menor nimero de pasos que en un método directo, para mds informacién de
estos y otros métodos ver [15] y [24].

Un método iterativo en el cual se resuelve el sistema lineal

Au=b (595)

comienza con una aproximacién inicial u® a la solucién v y genera una sucesién
oo , . . .
de vectores {uk } x—q due converge a u. Los métodos iterativos traen consigo
un proceso que convierte el sistema Au = b en otro equivalente de la forma
4 = Tu + ¢ para alguna matriz fija T y un vector c. Luego de seleccionar el
vector inicial u° la sucesién de los vectores de la solucién aproximada se genera
calculando
k _ oy, k—1 _
uw=Tu"""4+c Vk=1,2,3,.. (596)
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La convergencia a la solucién la garantiza el siguiente teorema cuya solucién
puede verse en [25].

Teorema 118 S HgH < 1, entonces el sistema lineal u. = Tu+c tiene una solu-

cion unica u* y las iteraciones u® definidas por la formula u* = @k’_“rg Vk =

1,2,3,... convergen hacia la solucion exacta w* para cualquier aproximacion li-
0

neal u°.

Notemos que mientras menor sea la norma de la matriz I, més rdpida es la
convergencia, en el caso cuando Hg H €S Menor que uno, Pero cercano a uno, la
convergencia es muy lenta y el nimero de iteraciones necesario para disminuir
el error depende significativamente del error inicial. En este caso, es deseable
proponer al vector inicial 1 de forma tal que se minimo el error inicial. Sin
embargo, la eleccién de dicho vector no tiene importancia si la Hg“ es pequena
ya que la convergencia es rapida.

Como es conocido, la velocidad de convergencia de los métodos iterativos
dependen de las propiedades espectrales de la matriz de coeficientes del sistema
de ecuaciones, cuando el operador diferencial £ de la ecuacién del problema a
resolver es auto-adjunto se obtiene una matriz simétrica y positivo definida y el
nimero de condicionamiento de la matriz A, es por definicién

cond(A) — Jmix ~ (597)

)\mfn o

donde Ansx ¥V Amin €s el méximo y minimo de los eigenvalores de la matriz
A. Si el niimero de condicionamiento es cercano a 1 los métodos numéricos al
solucionar el problema convergerd en pocas iteraciones, en caso contrario se
requerirdn muchas iteraciones. Frecuentemente al usar el método de elemento
finito se tiene una velocidad de convergencia de O (h—12) y en el caso de métodos
de descomposicién de dominio se tiene una velocidad de convergencia de O (%)
en el mejor de los casos, donde h es la méxima distancia de separaciéon entre
nodos continuos de la particién, es decir, que poseen una pobre velocidad de
convergencia cuando h — 0, para més detalles ver [2].

Entre los métodos més usados para el tipo de problemas tratados en el pre-
sente trabajo podemos encontrar: Jacobi, Gauss-Seidel, Richardson, relajaciéon
sucesiva, gradiente conjugado, gradiente conjugado precondicionado.

Los métodos antes mencionados se colocaron en orden descendente en cuanto
al consumo de recursos computacionales y ascendente en cuanto al aumento en
la eficiencia en su desempeno, describiéndose a continuacion:

Jacobi Si todos los elementos de la diagonal principal de la matriz A son
diferentes de cero a;; # 0 para i = 1,2, ...n. Podemos dividir la i—ésima ecuacién
del sistema lineal (595) por a;; para i = 1,2,...n, y después trasladamos todas
las incognitas, excepto x;, a la derecha, se obtiene el sistema equivalente

u=DBu+d (598)
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donde ) B 4
_ b oy an siiA
= Y B_%M_{ 0 sij=i

Las iteraciones del método de Jacobi estdn definidas por la férmula

€T, = Zbijl'g-k_l) +d; (599)
j=1

donde xEO) son arbitrarias (i = 1,2,...n;k = 1,2,....).

También el método de Jacobi se puede expresar en términos de matrices.
Supongamos por un momento que la matriz A tiene la diagonal unitaria, esto
es diag(A) = L. Si descomponemos A = I—B, entonces el sistema dado por la

Ecs. (595) se puede reescribir como
L-Bu=b (600)

Para la primera iteracién asumimos que k=b; entonces la iltima ecuacién se es-
cribe como u = @—i—k. Tomando una aproximacién inicial yo, podemos obtener
una mejor aproximacién remplazando u por la més resiente aproximacién de
u™. Esta es la idea que subyace en el método Jacobi. El proceso iterativo queda
como

Mm—H — @m +E~ (601)

La aplicaciéon del método a la ecuacién de la forma @ = b, con la matriz é
no cero en los elementos diagonales, se obtiene multiplicando la Ec. (595) por

D7t = [diag(A)]_l obteniendo

B=1-D"'A, k=D"b (602)

Gauss-Seidel Este método es una modificacién del método Jacobi, en el cual
una vez obtenido algtin valor de u™*!, este es usado para obtener el resto de los
valores utilizando los valores mas actualizados de u™*!. Asf, la Ec. (601) puede
ser escrita como
’U,;nJrl = Zbiju}"ﬂ + Zb”uyl + kl (603)
j<i j>i
Notemos que el método Gauss-Seidel requiere el mismo nimero de opera-
ciones aritméticas por iteracién que el método de Jacobi. Este método se escribe
en forma matricial como
ﬂm+1 _ @Mﬁl’l +@m +E (604)
donde E y F son las matrices triangular superior e inferior respectivamente.
Este método mejora la convergencia con respecto al método de Jacobi en un
factor aproximado de 2.
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Richardson Escribiendo el método de Jacobi como
um—l—l —um=b— Ay™ (605)

entonces el método Richardson se genera al incorporar la estrategia de sobrerre-
lajacién de la forma siguiente

u" M =" 4w (b— Au™) . (606)
El método de Richardson se define como
u"t = (L —wA) u™ + wb (607)

en la prictica encontrar el valor de w puede resultar muy costoso computacional-
mente y las diversas estrategias para encontrar w dependen de las caracteristicas
propias del problema, pero este método con un valor w éptimo resulta mejor
que el método de Gauss-Seidel.

Relajacién Sucesiva Partiendo del método de Gauss-Seidel y sobrerrelajan-
do este esquema, obtenemos

ulm-‘rl — (1 um +w waum-i-l + Z bmum—i-k (608)
Jj=i+1

y cuando la matriz A es simétrica con entradas en la diagonal positivas, éste
método converge si y s6lo si A es definida positiva y w € (0,2). En la préactica
encontrar el valor de w puede resultar muy costoso computacionalmente y las
diversas estrategias para encontrar w dependen de las caracteristicas propias del
problema.

Gradiente Conjugado El método del gradiente conjugado ha recibido mucha
atencién en su uso al resolver ecuaciones diferenciales parciales y ha sido amplia-
mente utilizado en anos recientes por la notoria eficiencia al reducir considerable-
mente en nimero de iteraciones necesarias para resolver el sistema algebraico
de ecuaciones. Aunque los pioneros de este método fueron Hestenes y Stiefel
(1952), el interés actual arranca a partir de que Reid (1971) lo planteara como
un método iterativo, que es la forma en que se le usa con mayor frecuencia en
la actualidad, esta versién estd basada en el desarrollo hecho en [9].

La idea bésica en que descansa el método del gradiente conjugado consiste en
construir una base de vectores ortogonales y utilizarla para realizar la busque-
da de la solucién en forma més eficiente. Tal forma de proceder generalmente
no serfa aconsejable porqué la construccién de una base ortogonal utilizando el
procedimiento de Gramm-Schmidt requiere, al seleccionar cada nuevo elemento
de la base, asegurar su ortogonalidad con respecto a cada uno de los vectores
construidos previamente. La gran ventaja del método de gradiente conjugado
radica en que cuando se utiliza este procedimiento, basta con asegurar la or-
togonalidad de un nuevo miembro con respecto al dltimo que se ha construido,
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para que automaéticamente esta condicién se cumpla con respecto a todos los
anteriores.

Definicién 119 Una matriz A es llamada positiva definida si todos sus eigen-
valores tienen parte real positiva o equivalentemente, si gT@ tiene parte real
positiva para u € C\ {0} . Notemos en este caso que

A+ A"
QT@ = ET%E >0, conu € R\ {0}.
En el algoritmo de gradiente conjugado (CGM), se toma a la matriz A como
simétrica y positiva definida, y como datos de entrada del sistema
Au=1> (609)

0

el vector de biisqueda inicial u° y se calcula 0 = b — Au, p° = r°, quedando el

método esquemdticamente como:

k41 £P
gt = Apk - pF (610)
£k+1 _ zk . ﬁk+1£k
k .k
okl — r-r
- Akarl .pk:+1
uk-&-l _ uk +ak+1£k+1
fk-+1 _ Ek . ak+1A__pk+1_

Si denotamos {)\i,‘/;}fil como las eigensoluciones de A, i.e. AV; = \;Vj,
1 = 1,2,...,N. Ya que la matriz A es simétrica, los eigenvalores son reales y
podemos ordenarlos por A1 < Ag <. <A ~- Definimos el nimero de condicién
por Cond(A) = Ax /A1 y la norma de la energfa asociada a A por Hy”i =u-Au

i . 1—,/Cond(A) * -
u—u"||, <|lu—u —_— Y .
e =] 4 < flw =2l 4 T (611)

El siguiente teorema nos da idea del espectro de convergencia del sistema
Au = b para el método de gradiente conjugado.

entonces

Teorema 120 Sea k = cond(A) = %\m‘ > 1, entonces el método de gradiente

min

conjugado satisface la é—norm_a del error dado por

|IZZ|| = [(%>j(ﬁ%>—] <2<gﬁ)" 012

donde €™ = u — u™ del sistema Au = b.
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Notemos que para k grande se tiene que

VE=1 2

tal que
ey = 2] exo (2 ) (614)

de lo anterior podemos esperar un espectro de convergencia del orden de O(y/k)
iteraciones, para mayor referencia ver [25].

Definicién 121 Un método iterativo para la solucion de un sistema lineal es
llamado dptimo, si la razén de convergencia a la solucién exacta es independi-
ente del tamano del sistema lineal.

9.2. Precondicionadores

Una via que permite mejorar la eficiencia de los métodos iterativos con-
siste en transformar al sistema de ecuaciones en otro equivalente, en el sentido
de que posea la misma solucién del sistema original pero que a su vez tenga
mejores condiciones espectrales. Esta transformacién se conoce como precondi-
cionamiento y consiste en aplicar al sistema de ecuaciones una matriz conocida
como precondicionador encargada de realizar el mejoramiento del nimero de
condicionamiento.

Una amplia clase de precondicionadores han sido propuestos basados en las
caracteristicas algebraicas de la matriz del sistema de ecuaciones, mientras que
por otro lado también existen precondicionadores desarrollados a partir de las
caracteristicas propias del problema que lo origina, un estudio mds completo
puede encontrarse en [2] y [17].

{Qué es un Precondicionador? De una manera formal podemos decir que
un precondicionador consiste en construir una matriz C, la cudl es una aproxi-
macién en algiin sentido de la matriz A del sistema é_u_ = b, de manera tal que
si multiplicamos ambos miembros del sistema de ecuaciones original por C~*
obtenemos el siguiente sistema o

C'Au=

C™'b (615)

donde el niimero de condicionamiento de la matriz del sistema transformado
C7'A debe ser menor que el del sistema original, es decir

Cond(C™'A) < Cond(A), (616)

dicho de otra forma un precondicionador es una inversa aproximada de la matriz
original
g_l ~ é_l (617)
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que en el caso ideal g_l = é_l el sistema convergeria en una sola iteracién,
pero el coste computacional del cdlculo de éfl equivaldria a resolver el sistema
por un método directo. Se sugiere que C sea una matriz lo méds préxima a A sin
que su determinacién suponga un coste computacional elevado. N
Dependiendo de la forma de platear el producto de g_l por la matriz del
sistema obtendremos distintas formas de precondicionamiento, estas son:

c -1 Au=C 1y Precondicionamiento por la izquierda
AC - Cu=1» Precondicionamiento por la derecha
oA Cou= g,l b Precondicionamiento por ambos lados

si C puede factorizarse como C'=C C. .

El uso de un precondicionador en un método iterativo provoca que se incurra
en un costo de cémputo extra debido a que inicialmente se construye y luego
se debe aplicar en cada iteracién. Teniéndose que encontrar un balance entre el
costo de construccién y aplicacién del precondicionador versus la ganancia en
velocidad en convergencia del método.

Ciertos precondicionadores necesitan poca o ninguna fase de construccion,
mientras que otros pueden requerir de un trabajo substancial en esta etapa.
Por otra parte la mayorfa de los precondicionadores requieren en su aplicacién
un monto de trabajo proporcional al nimero de variables; esto implica que se
multiplica el trabajo por iteracién en un factor constante.

De manera resumida un buen precondicionador debe reunir las siguientes
caracteristicas:

i) Al aplicar un precondicionador C' al sistema original de ecuaciones
Au = b, se debe reducir el nimero de iteraciones necesarias para que
la solucién aproximada tenga la convergencia a la solucién exacta
con una exactitud ¢ prefijada.

ii) La matriz C debe ser facil de calcular, es decir, el costo com-
putacional de la construccién del precondicionador debe ser pequefio
comparado con el costo total de resolver el sistema de ecuaciones
Au=b

iii) El sistema Cz =r debe ser fécil de resolver. Esto debe interpre-
tarse de dos maneras:

a) El monto de operaciones por iteraciéon debido a la aplicacion
del precondicionador C debe ser pequenio o del mismo orden que las
que se requeririan sin precondicionamiento. Esto es importante si se
trabaja en méaquinas secuenciales.

b) El tiempo requerido por iteracién debido a la aplicacién del
precondicionador debe ser pequeinio.

En computadoras paralelas es importante que la aplicacion del precondi-
cionador sea paralelizable, lo cual eleva su eficiencia, pero debe de existir un
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balance entre la eficacia de un precondicionador en el sentido cldsico y su efi-
ciencia en paralelo ya que la mayoria de los precondicionadores tradicionales
tienen un componente secuencial grande.

El método de gradiente conjugado por si mismo no permite el uso de pre-
condicionadores, pero con una pequeinia modificacién en el producto interior usa-
do en el método, da origen al método de gradiente conjugado precondicionado
que a continuacién detallaremos.

9.2.1. Gradiente Conjugado Precondicionado

Cuando la matriz A es simétrica y definida positiva se puede escribir como

IS

uA -

A<=
u

<A (618)

y tomando la matriz gfl como un precondicionador de A con la condicién de
que
uC 'A-u

U -

(S

entonces la Ec. (609) se pude escribir como

C'Au=C"" (620)

donde g_lé es también simétrica y definida positiva en el producto interior
(w,v) = u - Cv, porque

(wCA) = u-Q(C ) (621)

- Av

IS

IS

que por hipdtesis es simétrica y definida positiva en ese producto interior.
La eleccién del producto interior (-, -) quedara definido como

(w,0) =u-C ' Av (622)

por ello las Ecs. (610[1]) y (610[3]), se convierten en

k1 rh oo
e (623)

k. C—l k
k1 P& L
B = S (624)
generando el método de gradiente conjugado precondicionado con precondi-
cionador C ~1. Es necesario hacer notar que los métodos gradiente conjugado y
gradiente conjugado precondicionado sélo difieren en la eleccién del producto
interior.
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Para el método de gradiente conjugado precondicionado, los datos de entrada
son un vector de bisqueda inicial u° y el precondicionador C ~1. Calculandose

" =b— Au, p=C"'r", quedando el método esquemsticamente como:

k -1k
p*-Ap
k
R L
k k
gt et
phtl. O~ pkt1
e
£k+1 — g—lzk Oék+1Apk+1

Algoritmo Computacional del Método Dado el sistema Au = b, con la
matriz A simétrica y definida positiva de dimensién n x n. La entrada al méto-
do sera una eleccién de u® como condicién inicial, € > 0 como la tolerancia
del método, N como el nimero méximo de iteraciones y la matriz de precondi-
cionamiento g_l de dimensién n x n, el algoritmo del método de gradiente
conjugado precondicionado queda como:

r=0b—Au
w=C"'r
v=(C""Tw
=" w}
k=1

Mientras que k< N

Si vl <e  Salir

r=Av
o
t_ n
Zj:l Ujlj
u=u-+ty
r=r—tz
w=C"'r
ﬁ=Z}Ll wgz
Si|lrfl <e  Salir
B8
s=2
e
V= (gfl)Tersv
a=p
k=k+1
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La salida del método serd la solucién aproximada u = (ug,...,u,) y el resi-
dual r = (r1, ..., 7).

En el caso del método sin precondicionamiento, gfl es la matriz identidad,
que para propdsitos de optimizacién sélo es necesario hacer la asignacién de
vectores correspondiente en lugar del producto de la matriz por el vector. En
el caso de que la matriz A no sea simétrica, el método de gradiente conjuga-
do puede extenderse para soportarlas, para mds informacién sobre pruebas de
convergencia, resultados numéricos entre los distintos métodos de solucién del
sistema algebraico Au = b generada por la discretizacién de un problema eliptico
y como extender estos para matrices no simétricas ver [9] y [7].

Teorema 122 Sean A, B y C tres matrices simétricas y positivas definidas en-

tonces
R(CTA) <R (CTB) R (BTA).

Clasificacién de los Precondicionadores En general se pueden clasificar
en dos grandes grupos segin su manera de construccién: los algebraicos o a
posteriori y los a priori o directamente relacionados con el problema continuo
que lo origina.

9.2.2. Precondicionador a Posteriori

Los precondicionadores algebraicos o a posteriori son los més generales, ya
que sélo dependen de la estructura algebraica de la matriz A, esto quiere decir
que no tienen en cuenta los detalles del proceso usado para construir el sis-
tema de ecuaciones lineales Au = b. Entre estos podemos citar los métodos de
precondicionamiento del tipo Jacobi, SSOR, factorizacién incompleta, inversa
aproximada, diagonal 6ptimo y polinomial.

Precondicionador Jacobi El método precondicionador Jacobi es el pre-
condicionador mas simple que existe y consiste en tomar en calidad de pre-
condicionador a los elementos de la diagonal de A

Cij = (626)
0 si i#3.
Debido a que las operaciones de divisién son usualmente mas costosas en

tiempo de cémputo, en la practica se almacenan los reciprocos de la diagonal
de A.

Ventajas: No necesita trabajo para su construccién y puede mejorar
la convergencia.

Desventajas: En problemas con nimero de condicionamiento muy
grande, no es notoria la mejorfa en el nimero de iteraciones.
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Precondicionador SSOR Si la matriz original es simétrica, se puede des-
componer como en el método de sobrerrelajamiento sucesivo simétrico (SSOR)
de la siguiente manera

A=D+L+L" (627)

donde D es la matriz de la diagonal principal y L es la matriz triangular inferior.
La matriz en el método SSOR se define como

Cw) = 2# (lQ + L) (ég) B (ig + é)T (628)

= —w \w= =

en la préctica la informacién espectral necesaria para hallar el valor 6ptimo de
w es demasiado costoso para ser calculado.

Ventajas: No necesita trabajo para su construccién, puede mejorar
la convergencia significativamente.

Desventajas: Su paralelizacién depende fuertemente del ordenamien-
to de las variables.

Precondicionador de Factorizacién Incompleta Existen una amplia clase
de precondicionadores basados en factorizaciones incompletas. La idea consiste
en que durante el proceso de factorizacién se ignoran ciertos elementos dife-
rentes de cero correspondientes a posiciones de la matriz original que son nulos.
La matriz precondicionadora se expresa como C = LU, donde L es la matriz
triangular inferior y U la superior. La eficacia del método depende de cudn
buena sea la aproximacién de gfl con respecto a éfl.

El tipo mds comin de factorizacién incompleta se basa en seleccionar un
subconjunto S de las posiciones de los elementos de la matriz y durante el
proceso de factorizacién considerar a cualquier posicién fuera de éste igual a
cero. Usualmente se toma como S al conjunto de todas las posiciones (i, 7)
para las que A;; # 0. Este tipo de factorizacién es conocido como factorizacion
incompleta LU de nivel cero, ILU(0).

El proceso de factorizacién incompleta puede ser descrito formalmente como
sigue:

Para cada k, sii,j > k:

Aij — AijA;lekj Si (’L,]) )
S = (629)
Ajj Si (4,5) ¢ S
Una variante de la idea bésica de las factorizaciones incompletas lo constituye
la factorizacién incompleta modificada que consiste en que si el producto

Aij — Aij A Ay #0 (630)

y el llenado no estd permitido en la posicién (4, 7), en lugar de simplemente
descartarlo, esta cantidad se le substrae al elemento de la diagonal A;;. Matem4ti-
camente esto corresponde a forzar a la matriz precondicionadora a tener la mis-
ma suma por filas que la matriz original. Esta variante resulta de interés puesto
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que se ha probado que para ciertos casos la aplicacién de la factorizacién incom-
pleta modificada combinada con pequenas perturbaciones hace que el nimero de
condicionamiento espectral del sistema precondicionado sea de un orden inferior.

Ventaja: Puede mejorar el condicionamiento y la convergencia sig-
nificativamente.

Desventaja: El proceso de factorizacién es costoso y dificil de pa-
ralelizar en general.

Precondicionador de Inversa Aproximada El uso del precondicionador
de inversas aproximada se ha convertido en una buena alternativa para los
precondicionadores implicitos debido a su naturaleza paralelizable. Aqui se cons-
truye una matriz inversa aproximada usando el producto escalar de Frobenius.

Sea § C C,, el subespacio de las matrices C donde se busca una inversa
aproximada explicita con un patrén de dispersion desconocido. La formulacién
del problema esta dada como: Encontrar C 0 € S tal que

C, = argminges Hg fiH . (631)

Ademsés, esta matriz inicial C 0 puede ser una inversa aproximada de A en
un sentido estricto, es decir,

lac, -1 =e <. (632)

Existen dos razones para esto, primero, la ecuacién (632) permite asegurar
que C’ no es singular (lema de Banach), y segundo, esta serd la base para
construlr un algoritmo explicito para mejorar C y resolver la ecuaciéon Au = b.

La construccion de C’ se realiza en paralelo independizando el calculo de
cada columna. El algorltmo permite comenzar desde cualquier entrada de la
columna k, se acepta comunmente el uso de la diagonal como primera aproxi-
macién. Sea 7y, el residuo correspondiente a la columna k-ésima, es decir

re=AC, — ¢, (633)

y sea I el conjunto de indices de las entradas no nulas en r, es decir, Z =
{i={1,2,...,n} | ru #£0}.Si L, ={l ={1,2,....,n} | Ciy # 0}, entonces la nue-
va entrada se busca en el conjunto J, = {j € Lf, | Ai; # 0,Vi € Z;.} . En realidad
las unicas entradas consideradas en C), son aquellas que afectan las entradas no
nulas de ;. En lo que sigue, asumimos que Ly U {j} = {if,i5,...,i} } es no
vacio, siendo py el nimero actual de entradas no nulas de C}, y que zgk = j,

para todo j € Ji. Para cada j, calculamos

AC, —e P =1— 3 [det (sz 634
S Ry et B
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donde, para todo k, det (gg) =1y gé‘ es la matriz de Gram de las colum-

nas ¥, %, ...,i’;k de la matriz A con respecto al producto escalar Euclideano;

Qf es la matriz que resulta de remplazar la iltima fila de la matriz Qf por
il Ak o O, con 1 <1 < pg. Se selecciona el indice j que minimiza el
valor de ||AC), —QkHz .

Esta estrategia define el nuevo indice seleccionado ji atendiendo solamente
al conjunto Ly, lo que nos lleva a un nuevo éptimo donde se actualizan todas las
entradas correspondientes a los indices de L. Esto mejora el criterio de (631)
donde el nuevo indice se selecciona manteniendo las entradas correspondientes
a los fndices de Ly. Ast C , S€ busca en el conjunto

Sk ={C) e R" | Cyp, = 0,Vi € L U {jr}},

3 de(m)
2 (¢ ) et () (o)

donde Ql es el vector con entradas no nulas z’,f; (1 <h<l).Cada una de ellas
se obtiene evaluado el determinante correspondiente que resulta de remplazar

la ultima fila del det <gf) por e}, con 1 <1< p.

Evidentemente, los célculos de H&k - ng; y de O} pueden actualizarse
anadiendo la contribucién de la iltima entrada j € Ji a la suma previa de 1 a

pr—1. En la préactica, det (Gk) se calcula usando la descomposicién de Cholesky

=
puesto que Qf es una matriz simétrica y definida positiva. Esto sélo involucra la
factorizacién de la ultima fila y columna si aprovechamos la descomposicién de

gf_l. Por otra parte, det <£;"> / det (Qf) es el valor de la tltima incégnita del

T

sistema ch_ll = (aki;f7aki§7, ...,ak.i;c) necesitdndose solamente una sustitucién
por descenso. Finalmente, para obtener C; debe resolverse el sistema gfyl =¢,
con Qilfl =up, (1 <h<I).

Ventaja: Puede mejorar el condicionamiento y la convergencia sig-
nificativamente y es facilmente paralelizable.

Desventaja: El proceso construccion es algo laborioso.

9.2.3. Precondicionador a Priori

Los precondicionadores a priori son més particulares y dependen para su
construccién del conocimiento del proceso de discretizacion de la ecuacién dife-
rencial parcial, dicho de otro modo dependen més del proceso de construccién
de la matriz A que de la estructura de la misma.

Estos precondicionadores usualmente requieren de més trabajo que los del
tipo algebraico discutidos anteriormente, sin embargo permiten el desarrollo de
métodos de solucién especializados més rapidos que los primeros.
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Veremos algunos de los métodos més usados relacionados con la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales en general y luego nos concentraremos en el
caso de los métodos relacionados directamente con descomposicién de dominio.

En estos casos el precondicionador C no necesariamente toma la forma simple
de una matriz, sino que debe ser visto como un operador en general. De aqui
que C podria representar al operador correspondiente a una version simplificada
del problema con valores en la frontera que deseamos resolver.

Por ejemplo se podria emplear en calidad de precondicionador al operador
original del problema con coeficientes variables tomado con coeficientes cons-
tantes. En el caso del operador de Laplace se podria tomar como precondi-
cionador a su discretizacion en diferencias finitas centrales.

Por lo general estos métodos alcanzan una mayor eficiencia y una conver-
gencia 6ptima, es decir, para ese problema en particular el precondicionador
encontrado serd el mejor precondicionador existente, llegando a disminuir el
nimero de iteraciones hasta en un orden de magnitud. Donde muchos de ellos
pueden ser paralelizados de forma efectiva.

El Uso de la Parte Simétrica como Precondicionador La aplicacién
del método del gradiente conjugado en sistemas no auto-adjuntos requiere del
almacenamiento de los vectores previamente calculados. Si se usa como pre-
condicionador la parte simétrica

(A+47)/2 (636)

de la matriz de coeficientes A, entonces no se requiere de éste almacenamiento
extra en algunos casos, resolver el sistema de la parte simétrica de la matriz A
puede resultar méds complicado que resolver el sistema completo.

El Uso de Métodos Directos Réapidos como Precondicionadores FEn
muchas aplicaciones la matriz de coeficientes A es simétrica y positivo definida,
debido a que proviene de un operador diferencial auto-adjunto y acotado. Esto
implica que se cumple la siguiente relacién para cualquier matriz B obtenida de
una ecuacién diferencial similar -

T

C1 S QT— S Co v_ (637)

=l

donde ¢; y ¢z no dependen del tamano de la matriz. La importancia de es-
ta propiedad es que del uso de B como precondicionador resulta un método
iterativo cuyo nimero de iteraciones no depende del tamano de la matriz.

La eleccién més comiin para construir el precondicionador B es a partir de
la ecuacién diferencial parcial separable. El sistema resultante con la matriz B
puede ser resuelto usando uno de los métodos directos de solucién rapida, como
pueden ser por ejemplo los basados en la transformada rdpida de Fourier.

Como una ilustracion simple del presente caso obtenemos que cualquier ope-
rador eliptico puede ser precondicionado con el operador de Poisson.
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Construccién de Precondicionadores para Problemas Elipticos Em-
pleando DDM Existen una amplia gama de este tipo de precondicionadores,
pero son especificos al método de descomposiciéon de dominio usado, para el
método de subestructuracién, los méds importantes se derivan de la matriz de
rigidez y por el método de proyecciones, el primero se detalla en la seccién (77) y
el segundo, conjuntamente con otros precondicionadores pueden ser consultados

en [11], [5], [4] v [2].

Definicién 123 Un método para la solucion del sistema lineal generado por
métodos de descomposicion de dominio es llamado escalable, si la razén de con-
vergencia no se deteriora cuando el nimero de subdominios crece.

La gran ventaja de este tipo de precondicionadores es que pueden ser 6ptimos
y escalables.
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10. Apéndice C

En el presente capitulo se prestard atencién a varios aspectos necesarios
para encontrar la solucién aproximada de problemas variacionales con valor
en la frontera (VBVP). Ya que en general encontrar la solucién a problemas
con geometria diversa es dificil y en algunos casos imposible usando métodos
analiticos.

En este capitulo se considera el VBVP de la forma

Lu = fq en( (638)
u = g endf)
donde
Lu=—-V-a-Vu+cu (639)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, como un caso particular
del operador elfptico definido por la Ec. (43) de orden 2, con Q C R? un dominio
poligonal, es decir, €2 es un conjunto abierto acotado y conexo tal que su frontera
0N es la unién de un nimero finito de poligonos.

La sencillez del operador £ nos permite facilitar la comprensién de muchas
de las ideas bdsicas que se expondrdn a continuacién, pero tengamos en mente
que esta es una ecuacién que gobierna los modelos de muchos sistemas de la
ciencia y la ingenieria, por ello es muy importante su solucién.

Si multiplicamos a la ecuacion —V -a-Vu+cu = fo porv eV = H} (Q),
obtenemos
—v (V-a-Vu+cu) =vfg (640)

aplicando el teorema de Green (115) obtenemos la Ec. (50), que podemos re-
escribir como

/Q (Vo-a-Vu+ cuw) dz = /Qvfgdz. (641)
Definiendo el operador bilineal
a(u,v) = /Q (Vo-a-Vu+ cw) dz (642)
y la funcional lineal
l(w) =(f,v) = /Qvfndz (643)

podemos reescribir el problema dado por la Ec. (638) de orden 2 en forma
variacional, haciendo uso de la forma bilineal a (-, ) y la funcional lineal [ (-).
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10.1. Triangulacién

El Mallado o triangulacién 75, del dominio €2 es el primer aspecto bésico,
y ciertamente el mds caracteristico, el dominio  C R? es subdividido en E
subdominios o elementos 2. llamados elementos finitos, tal que

E
-

e=1
donde:

e Cada Q. € 7j, es un poligono (rectdngulo o tridngulo) con interior
no vacfo (€2, # @) y conexo.

e Cada €2, € 7}, tiene frontera 91, Lipschitz continua.

e Para cada €;,Q; € 7}, distintos, QN QJ = 0.

e El didmetro h; = Diam(£) de cada Q. satisface Diam(2.) < h
paracadae=1,2,.... F.

e Los vértices de cada (. son llamados nodos, teniendo N de ellos
por cada elemento 2.

Definicién 124 Una familia de triangulaciones Ty, es llamada de forma-reqular
si existe una constante independiente de h, tal que

hx < Cpg, con K €Ty,

donde py es el radio del circulo mds grande contenido en K. El radio hy [pg
es llamado esl aspect ratio de K.

Definicién 125 Una familia de triangulaciones T, es llamada cuasi-uniforme
si esta es de forma-regular y si existe una constante independiente de h, tal que

hx <Ch, con K € Ty,

Una vez que la triangulacién 7; del dominio Q es establecida, se procede
a definir el espacio de elementos finitos P"[k] a través del proceso descrito a
continuacion.

10.2. Interpolacién para el Método de Elementos Finitos

Funciones Base A continuacién describiremos la manera de construir las
funciones base usada por el método de elemento finito. En este procedimiento
debemos tener en cuenta que las funciones base estdn definidas en un subespacio
de V = H' (Q) para problemas de segundo orden que satisfacen las condiciones
de frontera.

Las funciones base deberdn satisfacer las siguientes propiedades:
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i) Las funciones base ¢; son acotadas y continuas, i.e ¢, € C' (Q) .

ii) Existen ¢ funciones base por cada nodo del poligono ., y cada
funcién ¢; es no cero solo en los elementos contiguos conectados por
el nodo 3.

iii) ¢; = 1 en cada i nodo del poligono 2. y cero en los otros nodos.

iv) La restriccién ¢; a Q. es un polinomio, i.e. ¢; € Pr[Q.] para
alguna k > 1 donde P[] es el espacio de polinomios de grado a lo
mas k sobre ..

Decimos que ¢; € Px[€2.] es una base de funciones y por su construccién
es evidente que estas pertenecen a H' (). Al conjunto formado por todas las
funciones base definidas para todo Q. de Q serd el espacio P"[k] de funciones
base, i.e.

Ph[k]:LEJIP’ Q]
k[d¢fe

estas formaran las funciones base globales.

10.3. Meétodo de Elemento Finito Usando Discretizacion
de Rectangulos

Para resolver la Ec. (638), usando una discretizacién con rectdangulos, primero
dividimos el dominio 2 C R? en N, nodos horizontales por Ny nodos verticales,
teniendo E = (N, —1)(N, — 1) subdominios o elementos rectangulares €. tales
que Q@ =UE Q. vy ﬁQ_j # @ si son adyacentes, con un total de N = NN,
nodos.

Donde las funciones lineales definidas por pedazos en ), en nuestro caso
seran polinomios de orden uno en cada variable separadamente y cuya restricciéon

de ¢; a Q. es (bl(»e). Para simplificar los célculos en esta etapa, supondremos que
la matriz 0 1

a=a ( 10 ) , entonces se tiene que la integral del lado izquierdo
de la Ec. (189) queda escrita como

/Q (aV(bi Vo, + c@-qﬁj) dzdy = /Q fad;dzdy (644)

donde

B
I

/Q (aVe; - Vo, + cd;¢;) dudy (645)

E

=¥ /Q (aVe? - Vo +co0!) dady
e=1 e
~ Ja, oxr Oz oy Oy

144

+ c¢§e>¢>§.€)> dady



y el lado derecho como

N
I

| fatydody (646)

E
S [ ool dsdy,
e=17%

Para cada Q. de 2, la submatriz de integrales (matriz de carga local)

(e) 5,4 (e) 5.4
Kij = /Q ﬁ (a [agjc agi +8§; 8;; +c¢§€>¢>§e>> dzdy (647)
tiene la estructura
K K K K
Ky Ky Ky Ky
Ky K Ky Ky
K K9 K K

la cual deberd ser ensamblada en la matriz de carga global que corresponda a
la numeracién de nodos locales del elemento €2, con respecto a la numeracién
global de los elementos en ).

De manera parecida, para cada €. de € se genera el vector de integrales
(vector de carga local)

F, = /Q fao' dwdy (648)

con la estructura

el cual también deberd ser ensamblado en el vector de carga global que cor-
responda a la numeracién de nodos locales al elemento ). con respecto a la
numeracioén global de los elementos de €.

Montando los K;é) en la matriz K y los Fj(e) en el vector F segin la nu-
meracién de nodos global, se genera el sistema Ku,=IF donde uy, serd el vector
cuyos valores serdn la solucién aproximada a la Ec. (638) en los nodos interiores
de ). La matriz K generada de esta forma, tiene una propiedad muy importante,
es bandada y el ancho de banda es de 9 elementos, esto es muy ttil al momento
de soportar la matriz en memoria.

Para implementar numéricamente en cada €2, las integrales

[ (o[ a0
Qe

oxr O oy Oy

+ c¢>§€)¢§e>> dady (649)
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/ fod dedy, (650)
Qe

teniendo en mente el simplificar los cdlculos computacionales, se considera un
elemento de referencia () en los ejes coordenados (g,7) cuyos vértices estdn
el (-1,-1),(1,-1),(1,1) y (—1,1) respectivamente, en el cual mediante una
funcién afin serd proyectado cualquier elemento rectangular €2, cuyos vértices
(@, 58), (@8, 45), (@8, 45) v (21?,5(?) estan tomados en sentido con-
trario al movimiento de las manecillas del reloj como se muetra en la figura

N
[

I z
7 A—
i | §
. T

1 I 2

Figura 9:

mediante la transformacién f(x,y) = L(e,n)+b, quedando dicha transforma-
cién como

(e) _ (e (e) _ (e

r = X2 2$1 e+ B2 23/1 " (651)
(&) _ (e (e) _ (o)

y = Lq 2951 €+y4 22;/177

en la cual la matriz T estd dada por

xé@*x(le) yéﬁ)*yw
= 2 2 652
2~ Y 2y (652)

2 2

s

y el vector b= (b1,bs) es la posicién del vector centroide del rectdngulo €.,
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también se tiene que la transformacién inversa es

T — b — yéﬁ)—y@ y—bo
1 2 e _, (©
@@\ [y w2 —ui”
4 1 1 2
2 NOENC)
Z2 1
2
e = NGENG (653)
2
_ y—by
= (&) __(e) v$ v ©_
z,” —a] x—b;— > +y4 ¥
p) ROENO) 2
2

Entonces las ¢Z(-e) quedan definidas en términos de &SZ como

e = 70— -1 (654)
balem) = (491 -1)
balen) = 71+ +n)
balem) = 70— +n)

y las funciones ¢§e) son obtenidas por el conjunto (bge) (z,y) = ¢;(,m) con (z,y) y

(e,n) relacionadas por la Ec. (651), entonces se tendrian las siguientes integrales

O (e) © o (e)
K@ _ / (a [(‘9@ o N 99, 09;
Qe

g Jxr Oz dy 0Oy

7 0%, 0= 0%, 0n\ (06; 0= 9%, on
= /§Z<la<8£8x+8n8x><858x+877830 +

00,0 | 0600 (99, 0 09, o
Oe dy  On Oy Oe dy  On Oy

+ c¢§e)¢§e>> dzdy (655)

+ c@ﬁy) |J| dedn

donde el indice ¢ y j varia de 1 a 4. En estd tltima usamos la regla de la cadena
y dzdy = |J| dedn para el cambio de variable en las integrales, aquf |J| = det T,

donde T estd dado como en la Ec. (652). Para resolver er fg¢§e)dxdy en cada
Q). se genera las integrales

F = /Q fao\?dxdy (656)
— [ fad; 7] dedy
Q
donde el indice ¢ y j varia de 1 a 4.
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Para realizar el cdlculo numeérico de las integrales en el rectdngulo de refe-
a0 O — O¢i O¢i e e O o
rencia {) = [—1,1] x [—1, 1], debemos conocer 7;;—, —8‘%, o2 o> 2y 52, entonces
realizando las operaciones necesarias a la Ec. (654) obtenemos

3 3
= —f0-m) Fr=-i0-9 (657)
FE=i-n)  G=—i0+9)
d d
FE=i+n)  FE=i(+e)
9 d
Ba=—i+n) Hr=i1-9)
y también
oe (4 —y® oe [ 2(©—2(®
dr 2det T oy — 2det T 658
an yéﬁ)iyﬁe) o _ x(;) 2 ( )
ox 2detT oy 2det T

las cuales deberdn de ser sustituidas en cada KZ-(;) y Fj(e) para calcular las

integrales en el elemento €. Estas integrales se hardn en el programa usando
cuadratura Gaussiana, permitiendo reducir el niimero de calculos al minimo pero
manteniendo el balance entre precisién y nimero bajo de operaciones necesarias
para realizar las integraciones.

Suponiendo que  fue dividido en E elementos, estos elementos generan
N nodos en total, de los cuales Ny son nodos desconocidos y N, son nodos
conocidos con valor 7, entonces el algoritmo de ensamble de la matriz K y el
vector F' se puede esquematizar como:

Kij=(¢;,0;) Vi=12,.,E,j=12,.,F

Fy=(fa,9;) Vi=12,.,FE

Vj = 1, 2, ceey Nd :

bj = bj - ’YiKi,j Vi = 1,2, ...,E

Asi, se construye una matriz global en la cual estdn representados los nodos
conocidos y los desconocidos, tomando sélo los nodos desconocidos de la matriz
K formaremos una matriz é, haciendo lo mismo al vector I formamos el vector
b, entonces la solucién al problema serd la resolucién del sistema de ecuaciones
lineales Axz= b, este sistema puede resolverse usando por ejemplo el método de
gradiente conjugado. El vector z contendrs la solucién buscada en los nodos
desconocidos Ny.
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10.4. Meétodo de Descomposiciéon de Dominio de Sube-
structuracién

La solucién numérica por los esquemas tradicionales de discretizacion tipo
elemento finito y diferencias finitas generan una discretizacién del problema,
la cual es usada para generar un sistema de ecuaciones algebraicos Au = b.
Este sistema algebraico en general es de gran tamafo para problemas reales,
al ser estos algoritmos secuenciales su implantaciéon suele hacerse en equipos
secuenciales y por ello no es posible resolver muchos problemas que involucren
el uso de una gran cantidad de memoria, actualmente para tratar de subsanar
dicha limitante, se usa equipo paralelo para soportar algoritmos secuenciales,
haciendo ineficiente su implantacién en dichos equipos.

Los métodos de descomposicién de dominio son un paradigma natural usado
por la comunidad de modeladores. Los sistemas fisicos son descompuestos en dos
o més subdominios contiguos basados en consideraciones fenomenoldgicas. Estas
descomposiciones basadas en dominios fisicos son reflejadas en la ingenieria de
software del cédigo correspondiente.

Los métodos de descomposicién de dominio permiten tratar los problemas de
tamano considerable, empleando algoritmos paralelos en computadoras secuen-
ciales y/o paralelas. Esto es posible ya que cualquier método de descomposicién
de dominio se basa en la suposicién de que dado un dominio computacional
(1, este se puede particionar -triangular- en E subdominios ;¢ = 1,2,...,. F
entre los cuales no existe traslape. Entonces el problema es reformulado en tér-
minos de cada subdominio (empleando algiin método del tipo elemento finito)
obteniendo una familia de subproblemas de tamano reducido independientes en
principio entre si, que estdn acoplados a través de la solucién en la interfaz de
los subdominios que es desconocida.

En esta seccién se considerardn problemas con valor en la frontera (VBVP)
de la forma

Lu = f enQ (659)
u = g endf)
donde
Lu=—V-g-Vu+cu (660)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, como un caso particular
del operador elfptico definido por la Ec. (43) de orden 2, con Q C R? un dominio
poligonal, es decir, €2 es un conjunto abierto acotado y conexo tal que su frontera
0N es la unién de un nimero finito de poligonos.
Si multiplicamos a la ecuacién —V - a - Vu + cu = fq por v € V = H{ (Q),
obtenemos B
—v (V-a-Vu+cu) =vfg (661)

aplicando el teorema de Green (115) obtenemos la Ec. (50), que podemos re-
escribir como

/ (Vo-ga-Vu+cw)dz = / vfodz. (662)
Q Q
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Definiendo el operador bilineal
a(u,v) = / (Vo-ga-Vu+cw)dz (663)
Q

y la funcional lineal
l(v) = (f,v) = / vfodz (664)
Q

podemos reescribir el problema dado por la Ec. (638) de orden 2 en forma

variacional, haciendo uso de la forma bilineal a (-, ) y la funcional lineal [ (-).
Donde las funciones lineales definidas por pedazos en ). en nuestro caso

seran polinomios de orden uno en cada variable separadamente y cuya restricciéon

de ¢; a Q. es d)z(-e). Para simplificar los calculos en esta etapa, supondremos que
. 1 0 . . L
la matriz g = a ( 0 1 ) , entonces se tiene que la integral del lado izquierdo

de la Ec. (189) queda escrita como

/Q (aVe, - Vo, + c@-qﬁj) dzdy = /Q fad;dzdy (665)

donde

E
I

/Q (a6, - Vo, + c6,0,) dudy (666)
E

S /Q (Vo - Vol + o o”) dudy
e=1 e

s /(e 002 06" | 06 06"
— Ja, Oxr Oz oy Oy

y el lado derecho como

+ c¢§e>¢>§e)> dady

Fy = /Q fao;dxdy (667)

E
S [ ool dsdy,
e=17%

Consideremos el problema dado por la Ec. (659) en el dominio €2, el cual es
subdividido en E subdominios €;, ¢ = 1,2, ..., E sin traslape, también conocida
como malla gruesa 7y, es decir

E
Qiﬂszg Vi£j y ﬁZUQH (668)
i=1
y al conjunto
E
I=[JTi, si%i=02\09 (669)
i=1
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lo llamaremos la frontera interior del dominio §2, denotamos por H al didmetro
H; = Diam(Q;) de cada Q; que satisface Diam(;) < H para cada i =
1,2,..., F, ademds, cada subdominio §2; es descompuesto en una mallado fi-
no 7y de K subdominios mediante una triangulacién €2, de modo que esta sea
conforme, denotamos por h al didmetro h; = Diam(S).) de cada €. que satisface
Diam(§.) < h para cadae=1,2,.., K decadai=1,2,..., E.

Un ejemplo de un dominio 2 y su descomposicién en subdominios §2; y cada
Q; a su vez descompuesto en {2, subdominios se muestra en la figura:

i AN * I -
7 7T 1
-
A _’ // )
/ £y
7 ¢ B
Pl A {
T p
P
T
] 1

Figura 10: Dominio 2 descompuesto en subdominios §2;, con i = 1,2, ...,9.

Sin perdida de generalidad tomemos g = 0 en 02, notemos que siempre es
posible poner el problema de la Ec. (659) como uno con condiciones de frontera
Dirichlet que se nulifiquen mediante la adecuada manipulacién del término del
lado derecho de la ecuacién.

Primeramente sea D C H{ (€2) un espacio lineal de funciones de dimensién
finita IV, en el cual esté definido un producto interior denotado para cada u,v €
D por

u-v = (u,v) (670)

Considerando la existencia de los subconjuntos linealmente indepandientes

BgD,B[ C@],BF CDF~
Br C Dr,Brj C Dr1,Bra C Dra

los cuales satisfacen
B=B;UBr yBF = BryUBrum

el espacio generado por cada uno de los subconjuntos Br y Br es Dr, sin embargo
distinguimos la propiedad de que los miembros de Br tienen soporte local.
Definimos las bases

1 N 1 N 1 N
B] = {wl,...,wl I} ,BFM = {’LUM,...,wMF} y B]“J = {’wJ,...,er}
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de las funcionales lineales ¢, en €.
Entonces definiendo para toda § = 1, ..., K, la matriz de N5 x Ny
All = [<w1w}>} (671)

que s6lo esta definida en cada subespacio (subdominio €25). Entonces, la matriz
virtual él I es dada por la matriz diagonal de la forma

All = - (672)
. II
Ap

donde el resto de la matriz fuera de la diagonal en bloques es cero.
De forma similar definimos

Al = [(wi,wi)], AT = [(wf,wi)] (673)

A" = [(wh, wp)] (674)

para toda § =1, ..., K, obsérvese que como Br = Br; U Brys entonces
AL = [wf, wf)] = [(wf, wf,)] + [(wf,, wi,,)]

T
también que égr = (égl ) . Entonces las matrices virtuales é“ ,é“ y éFF

quedardn definidas como

AIF
Zh“
AT =| 72 (675)
ir
Ay
A=A gAY (676)
y
E
A=y oAT (677)
i=1

donde {ZZEZI é{r} es construida sumando las é{r segtin el orden de los nodos

globales versus los nodos locales.
También consideremos al vector u = (uq,..,ug) el cual puede ser escrito
como u = (ur,ur) donde ur = (u1,...,n; ) ¥ ur = (U1, ...,Ny ) -
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Asi, el sistema virtual

Alup+AMur = by (678)
Aup + Aur = bp
quedando expresado como
[ A ur, Al ur, b,
I : . _ .
L é;l ﬂE é;r EE QE
i ﬂ1 El b_Fl
rI rI . T . _ .
él T éE : + é : - :
- Uy Urg brp

o mds compactamente como Au = b, notemos que las matrices é{r, éfl , él] 'y
él I son matrices bandadas.
Si ahora despejamos uy del la primera ecuacién del sistema dado por la Ec.
(678) obtenemos
-1
ur = (A") " (b — A" ur)

si sustituimos u; en la segunda ecuacién del sistema dado por la Ec. (678)
entonces tenemos

(érr 741“1 (én)*l én") ur = by — ATI (AII)*lﬁ (679)

en la cual los nodos interiores no figuran en la ecuacién y todo queda en funcién
de los nodos de la frontera interior ur.

-1
A la matriz formada por éFF — é” (é”) élr se le conoce como el com-
plemento de Schur global y se le denota como

S — éFF _ éFI (én)—l éIF- (680)

En nuestro caso, como estamos planteado todo en términos de subdominios
Q;, coni=1,..., F, entonces las matrices AFF AFI AI r AI I quedan definidas
de manera 1oca1 asi que procedemos a deﬁmr el complemento de Schur local
como

S

T

-1
= AT - AT (4]) AT (6s1)
adicionalmente definimos

b,:

T

-1
U1 ( 4IT
o éz (éz ) ﬁi'
El sistema dado por la Ec. (679) lo escribimos como

=b (682)

“KD
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y queda definido de manera virtual a partir de

E E
l éi] ur = lei] (683)

i=1

donde |:ZzE:1 él} y [Zil bl} podrian ser construida sumando las S; y b; res-
pectivamente segtin el orden de los nodos globales versus los nodos locales.

El sistema lineal virtual obtenido de esta forma (682) se resuelve eficien-
temente usando el método de gradiente conjugado visto en la seccién (9.1.2),
para ello no es necesario construir la matriz S con las contribuciones de cada S;
co-rrespondientes al subdominio ¢, lo que hacemos es pasar a cada subdominio
el vector ur® correspondiente a la i-ésima iteracién del método de gradiente con-
jugado para que en cada subdominio se evalué E" = élﬂl localmente y con el

resultado se forma el vector ur = Zil @i y se continué con los demds pasos
del método. Esto es ideal para una implementacién en paralelo del método de
gradiente conjugado.

-1
Observacién 126 Notemos que el normalmente las matrices locales él y (éln)

no se construyen, ya que estas serian matrices densas y su construccion es com-
putacionalmente muy costosa. Y como sélo nos interesa el producto Syr, o mas

precisamente [Zi:l ﬁl} yr, entonces si llamamos yr, al vector correspondiente
al subdominio @, entonces tendremos

2= (érr _ém (én)*l ézr) ur. (684)

Para evaluar eficientemente esta expresion, realizamos las siguientes opera-
ciones equivalentes

2l = Ay (685)
22 = (él“] (én)*l éIF> ur,
z = zl—22

la primera y tercera expresion no tienen ningun problema en su evaluacion, para
la sequnda expresion tendremos que hacer

23 = A yr, (686)

con este resultado intermedio, deberiamos calcular

zd= (A7) 23 (687)

-1 . .
pero como no contamos con (AI I ) , entonces multiplicamos la expresion por
éH obteniendo

Anﬁl _ éH @11)—136_3 (688)



al simplificar, tenemos

[+

Hypq = 23. (689)

Esta tltima expresion puede ser resuelta usando Factorizacion LU o Gradi-
ente Conjugado (cada una de estas opciones tiene ventajas y desventajas que
deben ser evaluadas al momento de implementar el cédigo para un problema
particular). Una vez obtenido x3, podremos calcular

22 = é z3 (690)
completando la secuencia de operaciones necesaria para obtener ézﬂ

Una vez resuelto el sistema de la Ec. (683) en el que hemos encontrado la
solucién para los nodos de la frontera interior ur, entonces debemos resolver
localmente los uy, correspondientes a los nodos interiores para cada subespacio
Q;, para esto empleamos

ur, = (A7) (bg, ~ A ur,) (691)

para cada i = 1,2, ..., E/, quedando asf resuelto el problema Au = b tanto en los
nodos interiores uy, como en los de la frontera interior up, correspondientes a
cada subespacio €);.

-1
Observacién 127 En la evaluacion de uy, = (éln) (ﬁl —éi[ru_pi) , esta

-1
nuevamente involucrado <A1[ g > , por ello deberemos de usar el siguiente pro-

cedimiento para evaluar eficientemente esta expresion, realizando las siguientes
operaciones equivalentes

24 = b~ Alur, (692)

A Vo

1

multiplicando por é{ I 4 la ultima expresion, obtenemos

—-1
Aty = 4 (A7) ot o)

=3

simplificando, tenemos
ATy, = 4 (601

esta tltima expresion puede ser resuelta usando Factorizacion LU o Gradiente
Conjugado.

Como se indico en las dos tltimas observaciones, para resolver el sistema
AI Ty = b podemos usar Factorizacién LU, Gradlente Conjugado o cualquier
otro método para resolver sistemas hneales pero deberd de usarse aquel que
proporcione la mayor velocidad en el célculo o que consuma la menor cantidad
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de memoria (ambas condicionantes son mutuamente excluyentes), por ello la
decisién de que método usar deberd de tomarse al momento de tener que resolver
un problema particular en un equipo dado.

Para usar el método de Factorizaciéon LU, se debera primeramente de facto-
rizar la matriz bandada éf T en una matriz LU que es densa (del orden de (Ns)?
por ello consume una gran cantidad de memoria) pero esta operacién sélo se
deberd de realizar una vez por cada subdominio, y para solucionar los diversos
sistemas lineales éf 1 x = b sélo serd necesario evaluar los sistemas

Ly =
Uz = y

IS

(695)

en donde y es un vector auxiliar. Esto proporciona una manera muy eficiente
de evaluar el sistema lineal pero el consumo en memoria para un problema
particular puede ser excesivo.

Por ello si el problema involucra una gran cantidad de nodos interiores y el
equipo en el que se implantara la ejecucién del programa tiene una cantidad de
memoria muy limitada, es recomendable usar el método de Gradiente Conju-
gado, este consume una cantidad de memoria adicional muy pequena y pese a
que no es tan eficiente (dos o tres veces mas lento) como la Factorizacién LU, si
proporciona un buen desempeno versus el obtenido al realizar el célculo directo

de <élH ) 1.

De esta forma, es posible adaptar el cédigo para tomar en cuenta la im-
plementacién de este en un equipo de cémputo en particular y poder sacar el
méximo provecho al método de Subestructuracién en la resolucién de problemas
elipticos de gran envergadura.

En lo que resta del presente trabajo, se asume que el método empleado
para resolver éfl x = b en sus respectivas variantes necesarias para evitar el

-1
célculo de (éf I > es la Factorizaciéon LU, logrando asf el méximo desempeno

en velocidad en tiempo de ejecucion.

El nimero de condicionamiento del complemento de Schur sin precondi-
cionamiento puede ser estimado, para ello:

Definicién 128 Introducimos una norma-L? equivalente sobre I’ mediante

B
lur 7 = 3 lur 2o, -
i=1

Teorema 129 Sea ur la traza de funciones de elemento finito en V" sobre T,
asumimos que los coeficientes de la ecuacion diferencial parcial p;, = 1, i =
1,2,..., FE, y que la malla fina T, y la malla gruesa Ty sea cuasi-uniforme.
Entonces existen dos constantes positivas ¢ y C, independientes de h y H, tal
que

eH ||u|[; < s(ur, ur) < Ch~" fJugf;
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de este modo

k= cond(8) < %

10.5. Implementacién Computacional

A partir de los modelos matematicos y los modelos numéricos en esta seccién
se describe el modelo computacional contenido en un programa de cémputo
orientado a objetos en el lenguaje de programacién C++ en su forma secuencial
y en su forma paralela en C++ u-sando la interfaz de paso de mensajes (MPI)
bajo el esquema maestro-esclavo.

Esto no sélo nos ayudard a demostrar que es factible la construccién del
propio modelo computacional a partir del modelo matemético y numérico para
la solucién de problemas reales. Ademads, se mostrars los alcances y limitaciones
en el consumo de los recursos computacionales, evaluando algunas de las vari-
antes de los métodos numéricos con los que es posible implementar el modelo
computacional y haremos el andlisis de rendimiento sin llegar a ser exhaustivo
esté.

También exploraremos los alcances y limitaciones de cada uno de los métodos
implementados (FEM, DDM secuencial y paralelo) y como es posible optimizar
los recursos computacionales con los que se cuente.

Primeramente hay que destacar que el paradigma de programacién orientada
a objetos es un método de implementacién de programas, organizados como
colecciones cooperativas de objetos. Cada objeto representa una instancia de
alguna clase y cada clase es miembro de una jerarquia de clases unidas mediante
relaciones de herencia, contencién, agregacion o uso.

Esto nos permite dividir en niveles la seméntica de los sistemas complejos
tratando asf con las partes, que son mds manejables que el todo, permitiendo
su extension y un mantenimiento mads sencillo. Asi, mediante la herencia, con-
tencion, agregacion o us6 nos permite generar clases especializadas que manejan
eficientemente la complejidad del problema. La programacién orientada a obje-
tos organiza un programa entorno a sus datos (atributos) y a un conjunto de
interfases bien definidas para manipular estos datos (métodos dentro de clases
reusables) esto en oposicién a los demds paradigmas de programacion.

El paradigma de programacion orientada a objetos sin embargo sacrifica
algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo de recursos com-
putacionales al momento de la ejecucién. Pero en contraste, permite mayor
flexibilidad al adaptar los cédigos a nuevas especificaciones. Adicionalmente,
disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mantenimiento y bisqueda
de errores dentro del cédigo. Esto tiene especial interés cuando se piensa en la
cantidad de meses invertidos en la programacién comparado con los segundos
consumidos en la ejecucién del mismo.

Para empezar con la implementacién computacional, primeramente definire-
mos el problema a trabajar. Este, pese a su sencillez, no pierde generalidad
permitiendo que el modelo mostrado sea usado en muchos sistemas de la inge-
nieria y la ciencia.

157



El Operador de Laplace y la Ecuacién de Poisson Consideramos como
modelo matematico el problema de valor en la frontera (BVP) asociado con
el operador de Laplace en dos dimensiones, el cual en general es usualmente
referido como la ecuacién de Poisson, con condiciones de frontera Dirichlet,
definido en €2 como:

—V?u = fgenQ (696)
u = ggo en 0N

Se toma estd ecuacion para facilitar la comprensién de las ideas bdsicas. Es
un ejemplo muy sencillo, pero gobierna los modelos de muchos sistemas de la
ingenieria y de la ciencia, entre ellos el flujo de agua subterrdnea a través de un
acuifero isotrépico, homogéneo bajo condiciones de equilibrio y es muy usada en
muiltiples ramas de la fisica. Por ejemplo, gobierna la ecuacién de la conduccién
de calor en un sélido bajo condiciones de equilibrio.

En particular consideramos el problema con €2 definido en:

Q=[-1,1] x [0,1] (697)
donde
fo = 2n?n?sin(nrx) * sin(nry) y goq =0 (698)
cuya solucién es
uw(z,y) = sin(nmz) * sin(nmy). (699)

Para las pruebas de rendimiento en las cuales se evalia el desempeno de los
programas realizados se usa n = 10, pero es posible hacerlo con n € N grande.
Por ejemplo para n = 4, la solucién es u(zx, y) = sin(4rz) xsin(4mry), cuya gréfica
se muestra a continuacién:

Figura 11: Solucién a la ecuacién de Poisson para n=4.
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Hay que hacer notar que al implementar la solucién numeérica por el método
del elemento finito y el método de subestructuracién secuencial en un proce-
sador, un factor limitante para su operacion es la cantidad de memoria disponible
en la computadora, ya que el sistema algebraico de ecuaciones asociado a esté
problema crece muy répido (del orden de n?), donde n es el nimero de nodos
en la particién.

En todos los cédlculos de los métodos numeéricos usados para resolver el sis-
tema lineal algebraico asociado se usé una tolerancia mimima de 1x1071°. Ahora,
veremos la implementacién del método de elemento finito secuencial para de-
spués continuar con el método de descomposicién de dominio tanto secuencial
como paralelo y poder analizar en cada caso los requerimientos de cémputo,
necesarios para correr eficientemente un problema en particular.

10.5.1. Meétodo del Elemento Finito Secuencial

A partir de la formulacién del método de elemento finito visto en la seccién
(2.1.2), la implementacién computacional que se desarroll6 tiene la jerarquia de
clases siguiente:

FEM2D Rectingulos FEM2D Tridngulos

FEMZD FEMI1D

A

Resuelve Ax=b Base FEM Geometria

A

Problema

Interpolador Lineal Interpolador Cuadratico

Figura 12: Jerarquia de clases para el método de elemento finito

Donde las clases participantes en FEM2D Rectdngulos son:

La clase Interpolador Lineal define los interpoladores lineales usados
por el método de elemento finito.

La clase Problema define el problema a tratar, es decir, la ecuacién
diferencial parcial, valores de frontera y dominio.
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La clase Base FEM ayuda a definir los nodos al usar la clase Geo-
metria y mantiene las matrices generadas por el método y a partir
de la clase Resuelve Az=B se dispone de diversas formas de resolver
el sistema lineal asociado al método.

La clase FEM2D controla lo necesario para poder hacer uso de la
geometria en 2D y conocer los nodos interiores y de frontera, con
ellos poder montar la matriz de rigidez y ensamblar la solucién.

La clase FEM2D Rectdngulos permite calcular la matriz de rigidez
para generar el sistema algebraico de ecuaciones asociado al método.

Notemos que esta misma jerarquia permite trabajar problemas en una y
dos dimensiones, en el caso de dos dimensiones podemos discretizar usando
rectdngulos o tridngulos, asi como usar varias opciones para resolver el sistema
lineal algebraico asociado a la solucién de EDP.

Como ya se menciono, el método de elemento finito es un algoritmo secuen-
cial, por ello se implementa para que use un solo procesador y un factor limitante
para su operacion es la cantidad de memoria disponible en la computadora, por
ejemplo:

Resolver la Ec. (??) con una particién rectangular de 513 x 513 nodos, genera
262144 elementos rectangulares con 263169 nodos en total, donde 261121 son
desconocidos; asi el sistema algebraico de ecuaciones asociado a este problema
es de dimensién 261121 x 261121.

Usando el equipo secuencial, primeramente evaluaremos el desempeno del
método de elemento finito con los distintos métodos para resolver el sistema
algebraico de ecuaciones, encontrando los siguientes resultados:

Método Iterativo Iteraciones | Tiempo Total
Jacobi 865037 115897 seg.
Gauss-Seidel 446932 63311 seg.
Gradiente Conjugado 761 6388 seg.

Como se observa el uso del método de gradiente conjugado es por mucho
la mejor eleccién. En principio, podriamos quedarnos solamente con el méto-
do de gradiente conjugado sin hacer uso de precondicionadores por los buenos
rendimientos encontrados hasta aqui, pero si se desea resolver un problema con
un gran nimero de nodos, es conocido el aumento de eficiencia al hacer uso de
precondicionadores.

Ahora, si tomamos ingenuamente el método de elemento finito conjunta-
mente con el método de gradiente conjugado con precondicionadores a posteriori
(los m4s sencillos de construir) para resolver el sistema algebraico de ecuaciones,
encontraremos los siguientes resultados:

Precondicionador Iteraciones | Tiempo Total
Jacobi 760 6388 seg.
SSOR 758 6375 seg.
Factorizacién Incompleta 745 6373 seg.
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Como es notorio el uso del método de gradiente conjugado precondicionado
con precondicionadores a posteriori no ofrece una ventaja significativa que com-
pense el esfuerzo computacional invertido al crear y usar un precondicionador
en los cdlculos por el mal condicionamiento del sistema algebraico. Existen tam-
bién precondicionadores a priori para el método de elemento finito, pero no es
costeable en rendimiento su implementacién.

10.5.2. Meétodo de Subestructuracién Secuencial

A partir de la formulacién del método de subestructuracién visto en la sec-
cién (?7?) se generan las matrices locales éZH , éf Z,éim y é?z y con ellas se

—1 -1
construyen él = é?z — A¥ AU) éfz y b = é?l (éf) Ql que

son problemas locales a cada subdominio €2;, con i = 1,2, ..., E. Generando de
manera virtual el sistema lineal Suy, = b a partir de

[i ézl uy = lib] (700)

donde S = [Zil él} yb= [Zf;l bl} podria ser construida sumando las éz y
b; respectivamente segtin el orden de los nodos globales versus los nodos locales
a cada subdominio.

El sistema lineal virtual resultante

ﬁuz Zl_) (701)

es resuelto usando el método de gradiente conjugado visto en la seccién (9.1.2),
para ello no es necesario construir la matriz S con las contribuciones de cada S;
correspondientes al subdominio 7. Lo que hacemos es pasar a cada subdominio
el vector usx’ correspondiente a la i-ésima iteracién del método de gradiente
conjugado para que en cada subdominio se evalué 11_21 = élu_g’ localmente y

con el resultado se forma el vector iy = Zil iix" y se continué con los demds
pasos del método.

La implementacién computacional que se desarroll6 tiene una jerarquia de
clases en la cual se agregan las clases FEM2D Rectdngulos y Geometria, ademéds
de heredar a la clase Problema. De esta forma se rehusé todo el cédigo desa-
rrollado para FEMZ2D Rectdngulos, la jerarquia queda como:

La clase DDM2D realiza la particién gruesa del dominio mediante la
clase Geometria y controla la particién de cada subdominio mediante
un objeto de la clase de FEM2D Rectdngulos generando la particién
fina del dominio. La resolucién de los nodos de la frontera interior
se hace mediante el método de gradiente conjugado, necesaria para
resolver los nodos internos de cada subdominio.
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Geometria DDM 2D FEM2D Rectangulos

A

Problema

<

Interpolador Lineal Interpolador Cuadritico

Figura 13: Jerarquia de clases para el método de subestructuracién secuencial

Asi, el dominio €2 es descompuesto en una descomposicion gruesa de n X m
subdominios y cada subdominio €2; se parte en p x ¢ subdominios, generando la
participacion fina del dominio como se muestra en la figura:

Dominio Q Subdominio Q i

15,9)

Q] "

Figura 14: Descomposicién del dominio 2 en E = n X m subdominios y cada
subdominio €2; en p X ¢ subdominios

El método de descomposicién de dominio se implementé realizando las sigui-
entes tareas:
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A) La clase DDM2D genera la descomposicién gruesa del dominio
mediante la agregacién de un objeto de la clase Geometria (supon-
gamos particionado en n X m subdominios, generando s = n x m
subdominios §2;, i = 1,2, ..., E).

B) Con esa geometria se construyen los objetos de FEM2D Rec-
tangulos (uno por cada subdominio €2;), donde cada subdominio es
particionado (supongamos en p X ¢ subdominios) y regresando las co-
ordenadas de los nodos de frontera del subdominio correspondiente
a la clase DDM2D.

C) Con estas coordenadas, la clase DDM2D conoce a los nodos de
la frontera interior (son estos los que resuelve el método de descom-
posicién de dominio). Las coordenadas de los nodos de la frontera
interior se dan a conocer a los objetos FEM2D Rectdngulos, trans-
mitiendo sélo aquellos que estdn en su subdominio.

D) Después de conocer los nodos de la frontera interior, cada ob-
jeto FEM2D Rectdngulos calcula las matrices é?z,éim,éfz y éZH

necesarias para construir el complemento de Schur local ﬁi = Aizz —

—1
A?l (Af I ) Af ¥ sin realizar comunicacion alguna. Al terminar de
calcular las matrices se avisa a la clase DDM2D de la finalizacién de
los célculos.

E) Mediante la comunicacién de vectores del tamafio del nimero de
nodos de la frontera interior entre la clase DDM2D y los objetos
FEM2D Rectdangulos, se prepara todo lo necesario para empezar el
método de gradiente conjugado y resolver el sistema lineal virtual

[Z?:l éz} Uy = {ZzEzl bz} :

F) Para usar el método de gradiente conjugado, se transmite un
vector del tamano del nimero de nodos de la frontera interior para
que en cada objeto se realicen las operaciones pertinentes y resolver
as{ el sistema algebraico asociado, esta comunicacién se realiza de ida
y vuelta entre la clase DDM2D y los objetos FEM2D Rectdingulos
tantas veces como iteraciones haga el método. Resolviendo con esto
los nodos de la frontera interior us,.

G) Al término de las iteraciones se pasa la solucién uy;, de los nodos

de la frontera interior que pertenecen a cada subdominio dentro de

cada objeto FEM2D Rectdingulos para que se resuelvan los nodos
-1

interiores uy; = (éf I ) <ﬁz - él[ Eu_gi> , sin realizar comunicacién

alguna en el proceso, al concluir se avisa a la clase DDM2D de ello.

I) La clase DDM2D mediante un iltimo mensaje avisa que se con-

cluya el programa, terminado asi el esquema maestro-esclavo secuen-
cial.
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Por ejemplo, para resolver la Ec. (?7?), usando 513 x 513 nodos (igual al
ejemplo de FEM2D Rectdangulos secuencial), podemos tomar alguna de las sigui-
entes descomposiciones:

Nodos
Nodos Elementos Total Nodos
Descomposicién Subdominios Desconocidos
Interiores Subdominio Subdominio
Subdominio
2x2 y 256x256 | 260100 4 65536 66049 65025
dx4 y 128x128 | 258064 16 16384 16641 16129
8x8 y 64x64 254016 64 4096 4225 3969
16x16 y 32x32 | 246016 256 1024 1089 961
32x32 y 16x16 | 230400 1024 256 289 225

Cada una de las descomposiciones genera un problema distinto. Usando el
equipo secuencial y evaluando el desempeno del método de subestructuracion
secuencial se obtuvieron los siguientes resultados:

Particion Nodos Frontera Interior | Iteraciones | Tiempo Total
2x2 y 256x256 1021 139 5708 seg.
4x4 y 128x128 3057 159 2934 seg.

8x8 y 64x64 7105 204 1729 seg.
16x16 y 32x32 15105 264 1077 seg.
32x32 y 16x16 30721 325 1128 seg

Nétese que atin en un solo procesador es posible encontrar una descom-
posicién que desminuya los tiempos de ejecucion (la descomposicién de 2x2 y
256x256 concluye en 5708 seg. versus los 6388 seg. en el caso de FEM2D Rectdn-
gulos), ello es debido a que al descomponer el dominio en miiltiples subdominios,
la complejidad del problema es también disminuida y esto se ve reflejado en la
disminucién del tiempo de ejecucion.

En la dltima descomposicion, en lugar de disminuir el tiempo de ejecucion
este aumenta, esto se debe a que se construyen muchos objetos FEM2D Rectdn-
gulos (1024 en este caso), con los cuales hay que hacer comunicacién resultando
muy costoso computacionalmente.

Finalmente las posibles mejoras de eficiencia para el método de subestruc-
turacién secuencial para disminuir el tiempo de ejecucién son las mismas que
en el caso del método de elemento finito pero ademds se tienen que:

e Encontrar la descomposicién pertinente entre las posibles descom-
posiciones que consuma el menor tiempo de cédlculo.

10.6. Analisis de Convergencia
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11. Apéndice D

11.1. El Cémputo en Paralelo

Los sistemas de cémputo con procesamiento en paralelo surgen de la necesi-
dad de resolver problemas complejos en un tiempo razonable, utilizando las
ventajas de memoria, velocidad de los procesadores, formas de interconexién
de estos y distribucién de la tarea, a los que en su conjunto denominamos ar-
quitectura en paralelo. Entenderemos por una arquitectura en paralelo a un
conjunto de procesadores interconectados capaces de cooperar en la solucién de
un problema.

Asi, para resolver un problema en particular, se usa una o combinacién de
multiples arquitecturas (topologias), ya que cada una ofrece ventajas y desventa-
jas que tienen que ser sopesadas antes de implementar la solucién del problema
en una arquitectura en particular. También es necesario conocer los problemas
a los que se enfrenta un desarrollador de programas que se desean correr en
paralelo, como son: el partir eficientemente un problema en multiples tareas y
como distribuir estas segin la arquitectura en particular con que se trabaje.

11.1.1. Arquitecturas de Software y Hardware

En esta seccién se explican en detalle las dos clasificaciones de computado-
ras m&s conocidas en la actualidad. La primera clasificacion, es la clasificaciéon
clasica de Flynn en dénde se tienen en cuenta sistemas con uno o varios proce-
sadores, la segunda clasificacién es moderna en la que sélo tienen en cuenta los
sistemas con mds de un procesador.

El objetivo de esta seccién es presentar de una forma clara los tipos de
clasificacién que existen en la actualidad desde el punto de vista de distintos
autores, asi como cuéles son las ventajas e inconvenientes que cada uno ostenta,
ya que es comun que al resolver un problema particular se usen una o més
arquitecturas de hardware interconectadas generalmente por red.

Clasificacién de Flynn Clasificacién cldsica de arquitecturas de computado-
ras que hace alusién a sistemas con uno o varios procesadores, Flynn la publicé
por primera vez en 1966 y por segunda vez en 1970.

Esta taxonomia se basa en el flujo que siguen los datos dentro de la méquina
y de las instrucciones sobre esos datos. Se define como flujo de instrucciones al
conjunto de instrucciones secuenciales que son ejecutadas por un dnico proce-
sador y como flujo de datos al flujo secuencial de datos requeridos por el flujo
de instrucciones.

Con estas consideraciones, Flynn clasifica los sistemas en cuatro categorias:

Single Instruction stream, Single Data stream (SISD) Los sistemas
de este tipo se caracterizan por tener un unico flujo de instrucciones sobre
un tunico flujo de datos, es decir, se ejecuta una instruccién detrds de otra.
Este es el concepto de arquitectura serie de Von Neumann donde, en cualquier
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momento, sélo se ejecuta una tunica instruccién, un ejemplo de estos sistemas
son las mdquinas secuenciales convencionales.

Single Instruction stream, Multiple Data stream (SIMD) Estos sis-
temas tienen un tnico flujo de instrucciones que operan sobre miltiples flujos
de datos. Ejemplos de estos sistemas los tenemos en las méquinas vectoriales
con hardware escalar y vectorial.

El procesamiento es sincrono, la ejecucién de las instrucciones sigue siendo
secuencial como en el caso anterior, todos los elementos realizan una misma
instruccién pero sobre una gran cantidad de datos. Por este motivo existird
concurrencia de operacién, es decir, esta clasificacién es el origen de la maquina
paralela.

El funcionamiento de este tipo de sistemas es el siguiente. La unidad de con-
trol manda una misma instruccién a todas las unidades de proceso (ALUs). Las
unidades de proceso operan sobre datos diferentes pero con la misma instruccién
recibida.

Existen dos alternativas distintas que aparecen después de realizarse esta
clasificacién:

= Arquitectura Vectorial con segmentacién, una CPU tnica particionada
en unidades funcionales independientes trabajando sobre flujos de datos
concretos.

= Arquitectura Matricial (matriz de procesadores), varias ALUs idénticas a
las que el procesador da instrucciones, asigna una tnica instruccién pero
trabajando sobre diferentes partes del programa.

Multiple Instruction stream, Single Data stream (MISD) Sistemas
con muiltiples instrucciones que operan sobre un tunico flujo de datos. Este tipo
de sistemas no ha tenido implementacién hasta hace poco tiempo. Los sistemas
MISD se contemplan de dos maneras distintas:

» Varias instrucciones operando simultdneamente sobre un 1nico dato.

» Varias instrucciones operando sobre un dato que se va convirtiendo en
un resultado que serd la entrada para la siguiente etapa. Se trabaja de
forma segmentada, todas las unidades de proceso pueden trabajar de forma
concurrente.

Multiple Instruction stream, Multiple Data stream (MIMD) Sistemas
con un flujo de miiltiples instrucciones que operan sobre muiltiples datos. Estos
sistemas empezaron a utilizarse antes de la década de los 80s. Son sistemas con
memoria compartida que permiten ejecutar varios procesos simultdneamente
(sistema multiprocesador).

Cuando las unidades de proceso reciben datos de una memoria no com-
partida estos sistemas reciben el nombre de MULTIPLE SISD (MSISD). En
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arquitecturas con varias unidades de control (MISD Y MIMD), existe otro ni-
vel superior con una unidad de control que se encarga de controlar todas las
unidades de control del sistema (ejemplo de estos sistemas son las médquinas
paralelas actuales).

11.1.2. Categorias de Computadoras Paralelas

Clasificacién moderna que hace alusion tinica y exclusivamente a los sistemas
que tienen mas de un procesador (i.e maquinas paralelas). Existen dos tipos de
sistemas teniendo en cuenta su acoplamiento:

» Los sistemas fuertemente acoplados son aquellos en los que los proce-
sadores dependen unos de otros.

= Los sistemas débilmente acoplados son aquellos en los que existe poca
interaccién entre los diferentes procesadores que forman el sistema.

Atendiendo a esta y a otras caracteristicas, la clasificacién moderna divide
a los sistemas en dos tipos: Sistemas multiprocesador (fuertemente acoplados)
y sistemas multicomputadoras (débilmente acoplados).

Multiprocesadores o Equipo Paralelo de Memoria Compartida Un
multiprocesador puede verse como una computadora paralela compuesta por
varios procesadores interconectados que comparten un mismo sistema de memo-
ria.

Los sistemas multiprocesadores son arquitecturas MIMD con memoria com-
partida. Tienen un tnico espacio de direcciones para todos los procesadores y
los mecanismos de comunicacion se basan en el paso de mensajes desde el punto
de vista del programador.

Dado que los multiprocesadores comparten diferentes médulos de memoria,
pudiendo acceder a un mismo mddulo varios procesadores, a los multiproce-
sadores también se les llama sistemas de memoria compartida.

Procesador Procesador Procesador

BUS BUS

Memoria

Figura 15: Arquitectura de una computadora paralela con memoria compartida

Para hacer uso de la memoria compartida por méds de un procesador, se
requiere hacer uso de técnicas de seméforos que mantienen la integridad de la
memoria; esta arquitectura no puede crecer mucho en el nimero de procesadores
interconectados por la saturacién réapida del bus o del medio de interconexién.

Dependiendo de la forma en que los procesadores comparten la memoria, se
clasifican en sistemas multiprocesador UMA, NUMA, COMA y Pipeline.

167



Uniform Memory Access (UMA) Sistema multiprocesador con acceso
uniforme a memoria. La memoria fisica es uniformemente compartida por todos
los procesadores, esto quiere decir que todos los procesadores tienen el mismo
tiempo de acceso a todas las palabras de la memoria. Cada procesador tiene su
propia caché privada y también se comparten los periféricos.

Los multiprocesadores son sistemas fuertemente acoplados (tightly-coupled),
dado el alto grado de comparticién de los recursos (hardware o software) y el alto
nivel de interaccién entre procesadores, lo que hace que un procesador dependa
de lo que hace otro.

El sistema de interconexién debe ser rédpido y puede ser de uno de los si-
guientes tipos: bus comuin, red crossbar y red multietapa. Este modelo es conve-
niente para aplicaciones de propdsito general y de tiempo compartido por varios
usuarios, existen dos categorias de sistemas UMA.

» Sistema Simétrico

Cuando todos los procesadores tienen el mismo tiempo de acce-
so a todos los componentes del sistema (incluidos los periféricos),
reciben el nombre de sistemas multiprocesador simétrico. Los proce-
sadores tienen el mismo dominio (prioridad) sobre los periféricos y
cada procesador tiene la misma capacidad para procesar.

= Sistema Asimétrico

Los sistemas multiprocesador asimétrico, son sistemas con proce-
sadores maestros y procesadores esclavos, en donde sélo los primeros
pueden ejecutar aplicaciones y dénde en tiempo de acceso para dife-
rentes procesadores no es el mismo. Los procesadores esclavos (at-
tached) ejecutan cédigo usuario bajo la supervisiéon del maestro, por
lo tanto cuando una aplicacién es ejecutada en un procesador ma-
estro dispondré de una cierta prioridad.

Non Uniform Memory Access (NUMA) Un sistema multiprocesador
NUMA es un sistema de memoria compartida donde el tiempo de acceso varia
segiin donde se encuentre localizado el acceso.

El acceso a memoria, por tanto, no es uniforme para diferentes procesadores,
existen memorias locales asociadas a cada procesador y estos pueden acceder a
datos de su memoria local de una manera més rdpida que a las memorias de
otros procesadores, debido a que primero debe aceptarse dicho acceso por el
procesador del que depende el médulo de memoria local.

Todas las memorias locales conforman la memoria global compartida y fisi-
camente distribuida y accesible por todos los procesadores.

Cache Only Memory Access (COMA) Los sistemas COMA son un

caso especial de los sistemas NUMA. Este tipo de sistemas no ha tenido mucha
trascendencia, al igual que los sistemas SIMD.
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Las memorias distribuidas son memorias cachés, por este motivo es un sis-
tema muy restringido en cuanto a la capacidad de memoria global. No hay
jerarquia de memoria en cada médulo procesador. Todas las cachés forman un
mismo espacio global de direcciones. El acceso a las cachés remotas se realiza a
través de los directorios distribuidos de las cachés.

Dependiendo de la red de interconexién utilizada, se pueden utilizar jerar-
quias en los directorios para ayudar a la localizacién de copias de bloques de
caché.

Procesador Vectorial Pipeline En la actualidad es comiin encontrar en
un solo procesador los denominados Pipeline o Procesador Vectorial Pipeline del
tipo MISD. En estos procesadores los vectores fluyen a través de las unidades
aritméticas Pipeline.

Las unidades constan de una cascada de etapas de procesamiento compuestas
de circuitos que efectiian operaciones aritméticas o 16gicas sobre el flujo de datos
que pasan a través de ellas, las etapas estdn separadas por registros de alta
velocidad usados para guardar resultados intermedios. Asi la informacién que
fluye entre las etapas adyacentes estd bajo el control de un reloj que se aplica a
todos los registros simultdneamente.

Multicomputadoras o Equipo Paralelo de Memoria Distribuida Los
sistemas multicomputadoras se pueden ver como una computadora paralela en
el cual cada procesador tiene su propia memoria local. En estos sistemas la
memoria se encuentra distribuida y no compartida como en los sistemas mul-
tiprocesador. Los procesadores se comunican a través de paso de mensajes, ya
que éstos sélo tienen acceso directo a su memoria local y no a las memorias del
resto de los procesadores.

‘ Memona ‘ ‘ Memoria ‘ Memora

BUS BUS BT

Procesador

‘ RED ‘

‘ Procesador

‘ Procesador

Figura 16: Arquitectura de una computadora paralela con memoria distribuida

La transferencia de los datos se realiza a través de la red de interconexion
que conecta un subconjunto de procesadores con otro subconjunto. La transfe-
rencia de unos procesadores a otros se realiza por miiltiples transferencias entre
procesadores conectados dependiendo del establecimiento de dicha red.

169



Dado que la memoria estd distribuida entre los diferentes elementos de pro-
ceso, estos sistemas reciben el nombre de distribuidos. Por otra parte, estos
sistemas son débilmente acoplados, ya que los médulos funcionan de forma casi
independiente unos de otros. Este tipo de memoria distribuida es de acceso lento
por ser peticiones a través de la red, pero es una forma muy efectiva de tener
acceso a un gran volumen de memoria.

Equipo Paralelo de Memoria Compartida-Distribuida La tenden-
cia actual en las méquinas paralelas es de aprovechar las facilidades de pro-
gramacién que ofrecen los ambientes de memoria compartida y la escalabilidad
de las ambientes de memoria distribuida. En este modelo se conectan entre si
modulos de multiprocesadores, pero se mantiene la visién global de la memoria
a pesar de que es distribuida.

Clusters El desarrollo de sistemas operativos y compiladores del dominio
publico (Linux y software GNU), estdndares para el pase de mensajes (MPI),
conexién universal a periféricos (PCI), etc. han hecho posible tomar ventaja de
los econémicos recursos computacionales de produccién masiva (CPU, discos,
redes).

La principal desventaja que presenta a los proveedores de multicomputa-
doras es que deben satisfacer una amplia gama de usuarios, es decir, deben ser
generales. Esto aumenta los costos de disenos y produccién de equipos, as{ como
los costos de desarrollo de software que va con ellos: sistema operativo, compi-
ladores y aplicaciones. Todos estos costos deben ser anadidos cuando se hace
una venta. Por supuesto alguien que sélo necesita procesadores y un mecanismo
de pase de mensajes no deberia pagar por todos estos anadidos que nunca usaré.
Estos usuarios son los que estdn impulsando el uso de clusters principalmente
de computadoras personales (PC), cuya arquitectura se muestra a continuacién:

Switch

Modol Modo 2 Modo 3 Medon

Figura 17: Arquitectura de un cluster

Los cluster se pueden clasificar en dos tipos segin sus caracteristicas fisicas:

= Cluster homogéneo si todos los procesadores y/o nodos participantes en
el equipo paralelo son iguales en capacidad de cémputo (en la cual es
permitido variar la cantidad de memoria o disco duro en cada procesador).
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= Cluster heterogéneo es aquel en que al menos uno de los procesadores y/o
nodos participantes en el equipo paralelo son de distinta capacidad de
cémputo.

Los cluster pueden formarse de diversos equipos; los méds comunes son los
de computadoras personales, pero es creciente el uso de computadoras multi-
procesador de més de un procesador de memoria compartida interconectados
por red con los demds nodos del mismo tipo, incluso el uso de computadoras
multiprocesador de procesadores vectoriales Pipeline. Los cluster armados con
la configuracién anterior tienen grandes ventajas para procesamiento paralelo:

e La reciente explosion en redes implica que la mayoria de los com-
ponentes necesarios para construir un cluster son vendidos en altos
volimenes y por lo tanto son econdmicos. Ahorros adicionales se
pueden obtener debido a que sélo se necesitard una tarjeta de video,
un monitor y un teclado por cluster. El mercado de los multiproce-
sadores es més reducido y més costoso.

e Remplazar un componente defectuoso en un cluster es relativa-
mente trivial comparado con hacerlo en un multiprocesador, permi-
tiendo una mayor disponibilidad de clusters cuidadosamente disena-
dos.

Desventajas del uso de clusters de computadoras personales para proce-
samiento paralelo:

e Con raras excepciones, los equipos de redes generales produci-
dos masivamente no estdn disenados para procesamiento paralelo
y tipicamente su latencia es alta y los anchos de banda pequenos
comparados con multiprocesadores. Dado que los clusters explotan
tecnologia que sea econdémica, los enlaces en el sistema no son velo-
ces implicando que la comunicacién entre componentes debe pasar
por un proceso de protocolos de negociacién lentos, incrementando
seriamente la latencia. En muchos y en el mejor de los casos (debido
a costos) se recurre a una red tipo Fast Ethernet restringimiento la
escalabilidad del cluster.

e Hay poco soporte de software para manejar un cluster como un
sistema integrado.

e Los procesadores no son tan eficientes como los procesadores usa-
dos en los multiprocesadores para manejar multiples usuarios y/o
procesos. Esto hace que el rendimiento de los clusters se degrade
con relativamente pocos usuarios y/o procesos.

e Muchas aplicaciones importantes disponibles en multiprocesadores
y optimizadas para ciertas arquitecturas, no lo estdn en clusters.

Sin lugar a duda los clusters presentan una alternativa importante para
varios problemas particulares, no sélo por su economfia, si no también porque
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pueden ser disenados y ajustados para ciertas aplicaciones. Las aplicaciones que
pueden sacar provecho de clusters son en donde el grado de comunicacion entre
procesos es de bajo a medio.

Tipos de Cluster

Basicamente existen tres tipo de clusters, cada uno de ellos ofrece ventajas
y desventajas, el tipo méds adecuado para el computo cientifico es del de alto-
rendimiento, pero existen aplicaciones cientificas que pueden usar mds de un
tipo al mismo tiempo.

e Alta-disponibilidad (Fail-over o High-Availability): este tipo de
cluster esta disenado para mantener uno o varios servicios disponibles
incluso a costa de rendimiento, ya que su funcién principal es que el
servicio jamds tenga interrupciones como por ejemplo un servicio de
bases de datos.

e Alto-rendimiento (HPC o High Performance Computing): este tipo
de cluster estd disenado para obtener el maximo rendimiento de la
aplicacién utilizada incluso a costa de la disponibilidad del sistema,
es decir el cluster puede sufrir caidas, este tipo de configuracién esta
orientada a procesos que requieran mucha capacidad de cédlculo.

e Balanceo de Carga (Load-balancing): este tipo de cluster esta di-
senado para balancear la carga de trabajo entre varios servidores,
lo que permite tener, por ejemplo, un servicio de célculo intensivo
multiusuarios que detecte tiempos muertos del proceso de un usuario
para ejecutar en dichos tiempos procesos de otros usuarios.

Grids Son cimulos (grupo de clusters) de arquitecturas en paralelo in-
terconectados por red, los cuales distribuyen tareas entre los clusters que lo
forman, estos pueden ser homogéneos o heterogéneos en cuanto a los nodos
componentes del cimulo. Este tipo de arquitecturas trata de distribuir cargas
de trabajo acorde a las caracteristicas internas de cada cluster y las necesidades
propias de cada problema, esto se hace a dos niveles, una en la parte de progra-
macién conjuntamente con el balance de cargas y otra en la parte de hardware
que tiene que ver con las caracteristicas de cada arquitectura que conforman al
cimulo.

11.2. Meétricas de Desempeno

Las métricas de desempeno del procesamiento de alguna tarea en paralelo es
un factor importante para medir la eficiencia y consumo de recursos al resolver
una tarea con un numero determinado de procesadores y recursos relacionados
de la interconexién de éstos.

Entre las métricas para medir desempeno en las cuales como premisa se
mantiene fijo el tamano del problema, destacan las siguientes: Factor de ace-
leracién, eficiencia y fraccién serial. Cada una de ellas mide algo en particular
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y s6lo la combinacién de estas dan un panorama general del desempeno del
procesamiento en paralelo de un problema en particular en una arquitectura
determinada al ser comparada con otras.

Factor de Aceleracién (o Speed-Up) Se define como el cociente del tiempo
que se tarda en completar el cémputo de la tarea usando un sélo procesador
entre el tiempo que necesita para realizarlo en p procesadores trabajando en

paralelo
T
s = Q (702)
T(p)
en ambos casos se asume que se usard el mejor algoritmo tanto para un solo
procesador como para p procesadores.
Esta métrica en el caso ideal deberia de aumentar de forma lineal al aumento

del nimero de procesadores.

Eficiencia Se define como el cociente del tiempo que se tarda en completar el
cémputo de la tarea usando un solo procesador entre el nimero de procesadores
multiplicado por el tiempo que necesita para realizarlo en p procesadores tra-

bajando en paralelo
T(1) s
e= —-— =—, 703
T(p) »p (703)
Este valor serd cercano a la unidad cuando el hardware se esté usando de

manera eficiente, en caso contrario el hardware sera desaprovechado.

Fracciéon serial Se define como el cociente del tiempo que se tarda en com-
pletar el cémputo de la parte secuencial de una tarea entre el tiempo que se
tarda el completar el cémputo de la tarea usando un solo procesador

T
I=7m (704)
pero usando la ley de Amdahl
T,
T(p) =T+ ?”

y rescribiéndola en términos de factor de aceleracién, obtenemos la forma ope-
rativa del cdlculo de la fraccién serial que adquiere la forma siguiente

» |
\
S 1=

f= . (705)

—_
|
=

Esta métrica permite ver las inconsistencias en el balance de cargas, ya que
su valor debiera de tender a cero en el caso ideal, por ello un incremento en el
valor de f es un aviso de granularidad fina con la correspondiente sobrecarga en
los procesos de comunicacién.
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11.3. Cémputo Paralelo para Sistemas Continuos

Como se mostro en los capitulos anteriores, la solucién de los sistemas conti-
nuos usando ecuaciones diferenciales parciales genera un alto consumo de memo-
ria e involucran un amplio tiempo de procesamiento; por ello nos interesa tra-
bajar en computadoras que nos puedan satisfacer estas demandas.

Actualmente, en muchos centros de cémputo es una préctica comun usar di-
rectivas de compilacién en equipos paralelos sobre programas escritos de forma
secuencial, con la esperanza que sean puestos por el compilador como programas
paralelos. Esto en la gran mayoria de los casos genera cédigos poco eficientes,
pese a que corren en equipos paralelos y pueden usar toda la memoria compar-
tida de dichos equipos, el algoritmo ejecutado continua siendo secuencial en la
gran mayoria del codigo.

Si la arquitectura paralela donde se implemente el programa es UMA de ac-
ceso simétrico, los datos serdn accesados a una velocidad de memoria constante.
En caso contrario, al acceder a un conjunto de datos es comin que una parte de
estos sean locales a un procesador (con un acceso del orden de nano segundos),
pero el resto de los datos deberan de ser accesados mediante red (con acceso del
orden de mili segundos), siendo esto muy costoso en tiempo de procesamiento.

Por ello, si usamos métodos de descomposicién de dominio es posible ha-
cer que el sistema algebraico asociado pueda distribuirse en la memoria local de
multiples computadoras y que para encontrar la solucién al problema se requiera
poca comunicacién entre los procesadores.

Por lo anterior, si se cuenta con computadoras con memoria compartida o que
tengan interconexién por bus, salvo en casos particulares no serd posible explotar
éstas caracteristicas eficientemente. Pero en la medida en que se adecuen los
programas para usar bibliotecas y compiladores acordes a las caracteristicas
del equipo disponible (algunos de ellos sélo existen de manera comercial) la
eficiencia aumentard de manera importante.

La alternativa mas adecuada (en costo y flexibilidad), es trabajar con com-
putadoras de escritorio interconectadas por red que pueden usarse de manera
cooperativa para resolver nuestro problema. Los gastos en la interconexién de
los equipos son minimos (sélo el switch y una tarjeta de red por equipo y cables
para su conexién). Por ello los clusters y los grids son en principio una buena
opcién para la resolucién de este tipo de problemas.

Esquema de Paralelizacién Maestro-Esclavo La implementacién de los
métodos de descomposicién de dominio que se trabajardn serd mediante el es-
quema Maestro-Esclavo (Farmer) en el lenguaje de programacién C++ bajo la
interfaz de paso de mensajes MPI trabajando en un cluster Linux Debian.

Donde tomando en cuenta la implementacién en estrella del cluster, el mo-
delo de paralelismo de MPI y las necesidades propias de comunicacién del pro-
grama, el nodo maestro tendrd comunicacién sélo con cada nodo esclavo y no
existird comunicacion entre los nodos esclavos, esto reducird las comunicaciones
y optimizard el paso de mensajes.

El esquema de paralelizacién maestro-esclavo, permite sincronizar por parte
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del nodo maestro las tareas que se realizan en paralelo usando varios nodos
esclavos, éste modelo puede ser explotado de manera eficiente si existe poca
comunicacién entre el maestro y el esclavo y los tiempos consumidos en realizar
las tareas asignadas son mayores que los periodos involucrados en las comuni-
caciones para la asignacién de dichas tareas. De esta manera se garantiza que la
mayoria de los procesadores estardn trabajando de manera continua y existirdn
pocos tiempos muertos.

Iaestro

FY s

h

Esclavol Esclavo 2 Esclave 3 | ... Esclavo n

Figura 18: Esquema del maestro-esclavo

Un factor limitante en este esquema es que el nodo maestro deberd de aten-
der todas las peticiones hechas por cada uno de los nodos esclavos, esto toma
especial relevancia cuando todos o casi todos los nodos esclavos compiten por
ser atendidos por el nodo maestro.

Se recomienda implementar este esquema en un cluster heterogéneo en donde
el nodo maestro sea mas poderoso computacionalmente que los nodos esclavos.
Si a éste esquema se le agrega una red de alta velocidad y de baja latencia, se le
permitirad operar al cluster en las mejores condiciones posibles, pero este esquema
se verd degradado al aumentar el nimero de nodos esclavos inexorablemente.

Pero hay que ser cuidadosos en cuanto al nimero de nodos esclavos que se
usan en la implementacién en tiempo de ejecuciéon versus el rendimiento general
del sistema al aumentar estos, algunas observaciones posibles son:

e El esquema maestro-esclavo programado en C++ y usando MPI
lanza P procesos (uno para el nodo maestro y P — 1 para los no-
dos esclavos), estos en principio corren en un solo procesador pero
pueden ser lanzados en multiples procesadores usando una directiva
de ejecucién, de esta manera es posible que en una sola maquina
se programe, depure y sea puesto a punto el cédigo usando mallas
pequenas (del orden de cientos de nodos) y cuando este listo puede
mandarse a produccién en un cluster.

e El esquema maestro-esclavo no es eficiente si sélo se usan dos
procesadores (uno para el nodo maestro y otro para el nodo esclavo),
yva que el nodo maestro en general no realiza los célculos pesados y
su principal funcién serd la de distribuir tareas; los cdlculos serdn
delegados al nodo esclavo. En el caso que nos interesa implementar,
el método de descomposicién de dominio adolece de este problema.
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Paso de Mensajes Usando MPI Para poder intercomunicar al nodo ma-
estro con cada uno de los nodos esclavos se usa la interfaz de paso de mensajes
(MPI), una biblioteca de comunicacién para procesamiento en paralelo. MPI
ha sido desarrollado como un estdndar para el paso de mensajes y operaciones
relacionadas.

Este enfoque es adoptado por usuarios e implementadores de bibliotecas, en
la cual se proveen a los programas de procesamiento en paralelo de portabili-
dad y herramientas necesarias para desarrollar aplicaciones que puedan usar el
cémputo paralelo de alto desempeno.

FEl modelo de paso de mensajes posibilita a un conjunto de procesos que
tienen solo memoria local la comunicacién con otros procesos (usando Bus o red)
mediante el envio y recepciéon de mensajes. Por definicién el paso de mensajes
posibilita transferir datos de la memoria local de un proceso a la memoria local
de cualquier otro proceso que lo requiera.

En el modelo de paso de mensajes para equipos paralelos, los procesos se
ejecutan en paralelo, teniendo direcciones de memoria separada para cada pro-
ceso, la comunicacién ocurre cuando una porcién de la direccién de memoria de
un proceso es copiada mediante el envio de un mensaje dentro de otro proceso
en la memoria local mediante la recepcién del mismo.

Las operaciones de envio y recepcién de mensajes es cooperativa y ocurre sélo
cuando el primer proceso ejecuta una operacién de envio y el segundo proceso
ejecuta una operacion de recepcién, los argumentos base de estas funciones son:

e Para el que envia, la direccién de los datos a transmitir y el proceso
destino al cual los datos se enviaran.

e Para el que recibe, debe de tener la direccién de memoria donde
se pondréan los datos recibidos, junto con la direccién del proceso del
que los envio.

Es decir:
Send(dir, lg, td, dest, etiq, com)

{dir,lg,td} describe cudntas ocurrencias lg de elementos del tipo de
dato td se transmitirdn empezando en la direccién de memoria dir.
{des, etiq, com} describe el identificador etq de destino des asociado
con la comunicacién com.

Recuv(dir, mlg, td, fuent, etiq, com, st)
{dir,lg,td} describe cudntas ocurrencias lg de elementos del tipo de
dato td se transmitirdn empezando en la direccién de memoria dir.

{fuent, etiq, com, est} describe el identificador etq de la fuente fuent
asociado con la comunicacién com y el estado st.

El conjunto bésico de directivas (en nuestro caso sélo se usan estas) en C++
de MPI son:
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MPI::Init Inicializa al MPI

MPI::COMM _WORLD.Get_size | Busca el nimero de procesos existentes

MPI::COMM_ WORLD.Get rank | Busca el identificador del proceso

MPI::COMM _ WORLD.Send Envia un mensaje
MPI::COMM_ WORLD.Recv Recibe un mensaje
MPI::Finalize Termina al MPI

Estructura del Programa Maestro-Esclavo La estructura del programa
se realizo para que el nodo maestro mande trabajos de manera sincrona a los
nodos esclavos. Cuando los nodos esclavos terminan la tarea asignada, avisan al
nodo maestro para que se le asigne otra tarea (estas tareas son acordes a la etapa
correspondiente del método de descomposicién de dominio ejecutdndose en un
instante dado). En la medida de lo posible se trata de mandar paquetes de datos
a cada nodo esclavo y que estos regresen también paquetes al nodo maestro, a
manera de reducir las comunicaciones al minimo y tratar de mantener siempre
ocupados a los nodos esclavos para evitar los tiempos muertos, logrando con ello
una granularidad gruesa, ideal para trabajar con clusters.

La estructura bésica del programa bajo el esquema maestro-esclavo codifi-
cada en C++ y usando MPI es:

main(int arge, char *argv(])

{
MPI::Init(arge,argv);
ME id = MPL:COMM WORLD.Get_rank();
MP _np = MPL:COMM_WORLD.Get _size();
if (ME_id == 0) {
// Operaciones del Maestro
} else {
// Operaciones del esclavo con identificador ME_id
}
MPI::Finalize();
}

En este unico programa se deberd de codificar todas las tareas necesarias
para el nodo maestro y cada uno de los nodos esclavos, asi como las formas de
intercomunicacién entre ellos usando como distintivo de los distintos procesos
a la variable MFE _id. Para més detalles de esta forma de programacién y otras
funciones de MPI ver [21] y [6].

Los factores limitantes para el esquema maestro-esclavo pueden ser de dos
tipos, los inherentes al propio esquema maestro-esclavo y al método de descom-
posicién de dominio:
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e El esquema de paralelizacién maestro-esclavo presupone contar
con un nodo maestro lo suficientemente poderoso para atender si-
multdneamente las tareas sincronas del método de descomposicién
de dominio, ya que este distribuye tareas acorde al nimero de sub-
dominios, estas si son balanceadas ocasionaran que todos los proce-
sadores esclavos terminen al mismo tiempo y el nodo maestro tendré
que atender multiples comunicaciones simultdneamente, degradando
su rendimiento al aumentar el nimero de subdominios.

e Al ser sincrono el método de descomposicién de dominio, si un
nodo esclavo acaba la tarea asignada y avisa al nodo maestro, este
no podré asignarle otra tarea hasta que todos los nodos esclavos
concluyan la suya.

Para los factores limitantes inherente al propio esquema maestro-esclavo,
es posible implementar algunas operaciones del nodo maestro en paralelo, ya
sea usando equipos multiprocesador o en més de un nodo distintos a los nodos
esclavos.

Para la parte inherente al método de descomposicién de dominio, la parte
medular la da el balanceo de cargas. Es decir que cada nodo esclavo tenga una
carga de trabajo igual al resto de los nodos. Este balanceo de cargas puede no
ser homogéneo por dos razones:

= Al tener P procesadores en el equipo paralelo, la descomposicién del do-
minio no sea la adecuada.

= Si se tiene una descomposicién particular, esta se implemente en un nimero
de procesadores inadecuado.

Cualquiera de las dos razones generardn desbalanceo de la carga en los no-
dos esclavos, ocasionando una perdida de eficiencia en el procesamiento de un
problema bajo una descomposicién particular en una configuracién del equipo
paralelo especifica, es por esto que en algunos casos al aumentar el nimero de
procesadores que resuelvan la tarea no se aprecia una disminucién del de tiempo
de procesamiento.

El nimero de procesadores P que se usen para resolver un dominio €2 y tener
buen balance de cargas puede ser conocido si aplicamos el siguiente procedimien-
to: Si el dominio 2 se descompone en n X m subdominios (la particién gruesa),
entonces se generardn s = n % m subdominios €2;, en este caso, se tiene un buen
balanceo de cargas si (P — 1) | s. La particién fina se obtiene al descomponer a
cada subdominio €2; en p X g subdominios.

Como ejemplo, supongamos que deseamos resolver el dominio €2 usando 81 x
81 nodos (nodos = n*p+1y nodos = mxq+1), de manera inmediata nos surgen
las siguientes preguntas: jcuales son las posibles descomposiciones validas? y
jen cuantos procesadores se pueden resolver cada descomposicién?. Para este
ejemplo, sin hacer la tabla exhaustiva obtenemos:
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Particion Subdominios | Procesadores
1x2 y 80x40 2 2,3
1x4 v 80x20 5 2,5
1x5 y 80x16 6 2,6
2x1 y 40x80 2 2,3
2x2 vy 40x40 4 2,3,5
2x4 vy 40x20 8 2,3,5,9
2x5 y 40x16 10 2,3,6,11
2x8 y 40x10 16 2,3,5,9,17
4x1 y 20x80 4 2,3,5
4x2 y 20x40 8 2,3,5,9
4x4 y 20x20 16 2,3,5,9,17
4x5 y 20x16 20 2,3,5,6,11,21
5x1 y 16x80 5 2,6
5x2 y 16x40 10 2,3,6,11
5x4 vy 16x20 20 2,3,5,6,11,21
5xH y 16x16 25 2,6,26

De esta tabla es posible seleccionar (para este ejemplo en particular), las
descomposiciones que se adecuen a las necesidades particulares del equipo con
que se cuente. Sin embargo hay que tomar en cuenta siempre el nimero de
nodos por subdominio de la particién fina, ya que un nimero de nodos muy
grande puede que exceda la cantidad de memoria que tiene el nodo esclavo y
un nimero pequeno estaria infrautilizando el poder computacional de los nodos
esclavos. De las particiones seleccionadas se pueden hacer corridas de prueba
para evaluar su rendimiento, hasta encontrar la que menor tiempo de ejecucién
consuma, maximizando asf la eficiencia del equipo paralelo.

Programacién Paralela en Multihilos En una computadora, sea secuen-
cial o paralela, para aprovechar las capacidades crecientes del procesador, el
sistema operativo divide su tiempo de procesamiento entre los distintos proce-
sos, de forma tal que para poder ejecutar a un proceso, el kernel les asigna a
cada proceso una prioridad y con ello una fraccién del tiempo total de proce-
samiento, de forma tal que se pueda atender a todos y cada uno de los procesos
de manera eficiente.

En particular, en la programacion en paralelo usando MPI, cada proceso (que
eventualmente puede estar en distinto procesador) se lanza como una copia del
programa con datos privados y un identificador del proceso tinico, de tal forma
que cada proceso sélo puede compartir datos con otro proceso mediante paso
de mensajes.

Esta forma de lanzar procesos por cada tarea que se desee hacer en paralelo es
costosa, por llevar cada una de ellas todo una gama de subprocesos para poderle
asignar recursos por parte del sistema operativo. Una forma més eficiente de
hacerlo es que un proceso pueda generar bloques de subprocesos que puedan ser
ejecutados como parte del proceso (como subtareas), asi en el tiempo asignado
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se pueden atender a m&ds de un subproceso de manera mads eficiente, esto es
conocido como programacién multihilos.

Los hilos realizaran las distintas tareas necesarias en un proceso. Para ha-
cer que los procesos funcionen de esta manera, se utilizan distintas técnicas
que le indican kernel cuales son las partes del proceso que pueden ejecutarse
simultdneamente y el procesador asignard una fracciéon de tiempo exclusivo al
hilo del tiempo total asignado al proceso.

Los datos pertenecientes al proceso pasan a ser compartidos por los sub-
procesos lanzados en cada hilo y mediante una técnica de seméforos el kernel
mantiene la integridad de estos. Esta técnica de programacién puede ser muy efi-
ciente si no se abusa de este recurso, permitiendo un nivel més de paralelizacién
en cada procesador. Esta forma de paralelizacién no es exclusiva de equipos
multiprocesadores o multicomputadoras, ya que pueden ser implementados a
nivel de sistema operativo.
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