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1. Sistemas Continuos y sus Modelos

Los fundamentos de la fisica macroscépica los proporciona la ‘teoria de los
medios continuos’. En este capitulo, con base en ella se introduce una formu-
lacién clara, general y sencilla de los modelos matematicos de los sistemas con-
tinuos. Esta formulacién es tan sencilla y tan general, que los modelos bési-
cos de sistemas tan complicados y diversos como la atmdsfera, los océanos, los
yacimientos petroleros, o los geotérmicos, se derivan por medio de la aplicacién
repetida de una sola ecuacién diferencial: ‘la ecuacién diferencial de balance’.

Dicha formulacién también es muy clara, pues en el modelo general no hay
ninguna ambigiiedad; en particular, todas las variables y pardmetros que in-
tervienen en él, estdn definidos de manera univoca. En realidad, este modelo
general de los sistemas continuos constituye una realizacién extraordinaria de
los paradigmas del pensamiento matematico. El descubrimiento del hecho de que
los modelos mateméticos de los sistemas continuos, independientemente de su
naturaleza y propiedades intrinsecas, pueden formularse por medio de balances,
cuya idea bédsica no difiere mucho de los balances de la contabilidad financiera,
fue el resultado de un largo proceso de perfeccionamiento en el que concurrieron
una multitud de mentes brillantes.

1.1. Los Modelos

Un modelo de un sistema es un sustituto de cuyo comportamiento es posible
derivar el correspondiente al sistema original. Los modelos mateméticos, en la
actualidad, son los utilizados con mayor frecuencia y también los més versétiles.
En las aplicaciones especificas estdn constituidos por programas de cémputo
cuya aplicacién y adaptacién a cambios de las propiedades de los sistemas es
relativamente facil. También, sus bases y las metodologias que utilizan son de
gran generalidad, por lo que es posible construirlos para situaciones y sistemas
muy diversos.

Los modelos matemadticos son entes en los que se integran los conocimien-
tos cientificos y tecnolégicos, con los que se construyen programas de cémputo
que se implementan con medios computacionales. En la actualidad, la simu-
lacién numeérica permite estudiar sistemas complejos y fenémenos naturales que
serfa muy costoso, peligroso o incluso imposible de estudiar por experimentacién
directa. En esta perspectiva la significacién de los modelos mateméticos en cien-
cias e ingenieria es clara, porqué la modelacién matematica constituye el método
més efectivo de predecir el comportamiento de los diversos sistemas de interés.
En nuestro pafs, ellos son usados ampliamente en la industria petrolera, en las
ciencias y la ingenierfa del agua y en muchas otras.

1.1.1. Fisica Microscépica y Fisica Macroscépica

La materia, cuando se le observa en el dmbito ultramicroscépico, esté for-
mada por moléculas y dtomos. Estos a su vez, por particulas ain mds pequenas
como los protones, neutrones y electrones. La prediccién del comportamiento de



estas particulas es el objeto de estudio de la mecdnica cudntica y la fisica nucle-
ar. Sin embargo, cuando deseamos predecir el comportamiento de sistemas tan
grandes como la atmésfera o un yacimiento petrolero, los cuales estédn formados
por un nimero extraordinariamente grande de moléculas y &tomos, su estudio
resulta inaccesible con esos métodos y en cambio el enfoque macroscopico es
apropiado.

Por eso en lo que sigue distinguiremos dos enfoques para el estudio de la
materia y su movimiento. El primero -el de las moléculas, los dtomos y las
particulas elementales- es el enfoque microscépico y el segundo es el enfoque
macroscopico. Al estudio de la materia con el enfoque macroscépico, se le llama
fisica macroscépica y sus bases tedricas las proporciona la mecénica de los medios
continuos.

Cuando se estudia la materia con este tultimo enfoque, se considera que los
cuerpos llenan el espacio que ocupan, es decir que no tienen huecos, que es la for-
ma en que los vemos sin el auxilio de un microscopio. Por ejemplo, el agua llena
todo el espacio del recipiente donde estd contenida. Este enfoque macroscépico
estd presente en la fisica cldsica. La ciencia ha avanzado y ahora sabemos que la
materia estd llena de huecos, que nuestros sentidos no perciben y que la energia
también estd cuantizada. A pesar de que estos dos enfoques para el andlisis de
los sistemas fisicos, el microscépico y el macroscépico, parecen a primera vista
conceptualmente contradictorios, ambos son compatibles, y complementarios, y
es posible establecer la relacién entre ellos utilizando a la mecénica estadistica.

1.2. Cinematica de los Modelos de Sistemas Continuos

En la teoria de los sistemas continuos, los cuerpos llenan todo el espacio que
ocupan. Y en cada punto del espacio fisico hay una y solamente una particula.
Asi, definimos como sistema continuo a un conjunto de particulas. Adn ms4s,
dicho conjunto es un subconjunto del espacio Euclidiano tridimensional. Un
cuerpo es un subconjunto de particulas que en cualquier instante dado ocupa
un dominio, en el sentido matemadtico, del espacio fisico; es decir, del espacio
Euclidiano tridimensional. Denotaremos por B(t) a la regién ocupada por el
cuerpo B, en el tiempo ¢, donde ¢ puede ser cualquier mimero real.

B B
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Figura 1: Representacién del movimiento de particulas de un cuerpo B, para un
tiempo dado.



Frecuentemente, sin embargo, nuestro interés de estudio se limitard a un
intervalo finito de tiempo. Dado un cuerpo B, todo subdominio B C B, cons-
tituye a su vez otro cuerpo; en tal caso, se dice que B C B es un subcuerpo
de B. De acuerdo con lo mencionado antes, una hipétesis bésica de la teoria
de los sistemas continuos es que en cualquier tiempo ¢ € (—00,00) y en cada
punto x € B de la regién ocupada por el cuerpo, hay una y sélo una particula
del cuerpo. Como en nuestra revisién se incluye no solamente la estdtica (es
decir, los cuerpos en reposo), sino también la dindmica (es decir, los cuerpos
en movimiento), un primer problema de la cinemética de los sistemas continuos
consiste en establecer un procedimiento para identificar a las particulas cuando
estdn en movimiento en el espacio fisico.

Sea X € B, una particula y p(X,t) el vector de la posicién que ocupa, en el
espacio fisico, dicha particula en el instante . Una forma, pero no la unica, de
identificar la particula X es asocidndole la posicién que ocupa en un instante
determinado. Tomaremos en particular el tiempo ¢ = 0, en tal caso p(X,0) = X.

A las coordenadas del vector X = (1,22, x3), se les llama las coordenadas
materiales de la particula. En este caso, las coordenadas materiales de una
particula son las coordenadas del punto del espacio fisico que ocupaba la particu-
la en el tiempo inicial, t = 0. Desde luego, el tiempo inicial puede ser cualquier
otro, si asi se desea. Sea B el dominio ocupado por un cuerpo en el tiempo
inicial, entonces X € B si y solamente si la particula X es del cuerpo. Es decir,
B caracteriza al cuerpo. Sin embargo, debido al movimiento, la regiéon ocupada
por el mismo cambia con el tiempo y serd denotada por B(t).

Formalmente, para cualquier ¢ € (—oo, 00), B(t) se define por

Bt)={zeR’|3X €B tal que z=pX, 1)} (1)

el vector posicién p(X, t) es funcién del vector tridimensional X y del tiempo. Si
fijamos el tiempo ¢, p(X, ) define una transformacién del espacio Euclidiano R3
en si mismo y la Ec. (1) es equivalente a B(t) = p(B,t). Una notacién utilizada
para representar esta familia de funciones es p(-,t). De acuerdo a la hipétesis de
los sistemas continuos: En cualquier tiempo ¢ € (—00,00) y en cada punto z € B
de la regién ocupada por el cuerpo hay una y sélo una particula del cuerpo B
para cada ¢ fijo. Es decir, p(-,t) es una funcién biunivoca, por lo que existe la
funcién inversa p~'(-,t).

Si se fija la particula X en la funcién p(X,t) y se varfa el tiempo ¢, se obtiene
su trayectoria. Esto permite obtener la velocidad de cualquier particula, la cual
es un concepto central en la descripcién del movimiento. Ella se define como la
derivada con respecto al tiempo de la posicién cuando la particula se mantiene
fija. Es decir, es la derivada parcial con respecto al tiempo de la funcién de
posicién p(X,t). Por lo mismo, la velocidad como funcién de las coordenadas
materiales de las particulas, estd dada por

S

V(X,t) =

(X, ). (2)



1.2.1. Propiedades Intensivas y sus Representaciones

En lo que sigue consideraremos funciones definidas para cada tiempo, en
cada una de las particulas de un sistema continuo. A tales funciones se les
llama ‘propiedades intensivas’. Las propiedades intensivas pueden ser funciones
escalares o funciones vectoriales. Por ejemplo, la velocidad, definida por la Ec.
(2), es una funcién vectorial que depende de la particula X y del tiempo t¢.

Una propiedad intensiva con valores vectoriales es equivalente a tres es-
calares, correspondientes a cada una de sus tres componentes. Hay dos formas
de representar a las propiedades intensivas: la representacién Euleriana y la re-
presentacién Lagrangiana. Los nombres son en honor a los mateméticos Leonard
Euler (1707-1783) y Joseph Louis Lagrange (1736-1813), respectivamente. Fre-
cuentemente, el punto de vista Lagrangiano es utilizado en el estudio de los
sélidos, mientras que el Euleriano se usa més en el estudio de los fluidos.

Considere una propiedad intensiva escalar, la cual en el tiempo ¢ toma el
valor ¢(X,t) en la particula X. Entonces, de esta manera se define una funcién
¢ : B — Rl para cada t € (—o00,00) a la que se denomina representacién
Lagrangiana de la propiedad intensiva considerada. Ahora, sea 1(z,t) el valor
que toma esa propiedad en la particula que ocupa la posicién z, en el tiempo t.
En este caso, para cada t € (—00,00) se define una funcién 1 : B(t) — R! a la
cual se denomina representacién Euleriana de la funcién considerada. Estas dos
representaciones de una misma propiedad estdn relacionadas por la siguiente
identidad

(X, 1) = P(p(X, 1),1). (3)

Notese que, aunque ambas representaciones satisfacen la Ec. (3), las fun-

ciones ¢(X,t) y ¥(x,t) no son idénticas. Sus argumentos X y z son vectores

tridimensionales (es decir, puntos de R?); sin embargo, si tomamos X = z, en
general

(X, 1) # (X, 1) (4)

La expresion de la velocidad de una particula dada por la Ec. (2), define a
su representacion Lagrangiana, por lo que utilizando la Ec. (3) es claro que

%(L t) = V(X,1) = v(p(X, 1),1) (5)

donde v(z,t) es la representacién Euleriana de la velocidad. Por lo mismo
vz, t) =V~ (2, 1), 1) (6)

Esta ecuacién tiene la interpretacién de que la velocidad en el punto z del
espacio fisico, es igual a la velocidad de la particula que pasa por dicho punto
en el instante ¢. La Ec. (6) es un caso particular de la relacién

Y(z,t) = op~ " (1), t)

de validez general, la cual es otra forma de expresar la relacién de la Ec. (3) que
existe entre las dos representaciones de una misma propiedad intensiva.



La derivada parcial con respecto al tiempo de la representacién Lagrangiana
¢(X,t) de una propiedad intensiva, de acuerdo a la definicién de la derivada
parcial de una funcién, es la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre
en una particula fija. Es decir, si nos montamos en una particula y medimos a la
propiedad intensiva y luego los valores asi obtenidos los derivamos con respecto
al tiempo, el resultado final es %(%—Q En cambio, si 9(z, t) es la representacion

Euleriana de esa misma propiedad, entonces % es simplemente la tasa de
cambio con respecto al tiempo que ocurre en un punto fijo en el espacio. Tiene
interés evaluar la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en una
particula fija, cuando se usa la representaciéon FEuleriana. Derivando con respecto
al tiempo a la identidad de la Ec. (3) y la regla de la cadena, se obtiene

99X t) _ 9Y o Ipi
o = 5 @0, + ; 9, X)) (X D). (7
Se acostumbra definir el simbolo %%1 por
Dy 81/} 3
Dr = Z; z (8)
0, més brevemente,
Dy oy
Dt~ ot +v-Voy 9)
utilizando esta notacién, se puede escribir
09(X,t) _ Dy oY
=l = 2o = (S v Vo) @0, (10)

Por ejemplo, la aceleracién de una particula se define como la derivada de la
velocidad cuando se mantiene a la particula fija. Aplicando la Ec. (9) se tiene

Dv Oy
D a +v-Vy (11)

una expresién mds transparente se obtiene aplicando la Ec. (9) a cada una de
las componentes de la velocidad. Asi, se obtiene
DVZ‘ . aVi
Dt ot

+v-Vv;. (12)

Desde luego, la aceleracién, en representacién Lagrangiana es simplemente

Ivixn =L xn (13)
gyt T pplieat)



1.2.2. Propiedades Extensivas

En la seccién anterior se consideraron funciones definidas en las particulas de
un cuerpo, mas precisamente, funciones que hacen corresponder a cada particula
y cada tiempo un niimero real, o un vector del espacio Euclidiano tridimensional
R3. En ésta, en cambio, empezaremos por considerar funciones que a cada cuerpo
B de un sistema continuo, y a cada tiempo ¢ le asocia un nimero real o un vector
de R3. A una funcién de este tipo E(B, t) se le llama ‘propiedad extensiva’ cuando
esta dada por una integral

E(B,t) = /B . ¥(z, t)dx. (14)

Observe que, en tal caso, el integrando define una funcién ¥(z,t) y por lo
mismo, una propiedad intensiva. En particular, la funcién ¥(z,t) es la repre-
sentaciéon Euleriana de esa propiedad intensiva. Ademds, la Ec. (14) establece
una correspondencia biunivoca entre las propiedades extensivas y las intensi-
vas, porqué dada la representacién Eulereana t(z,t) de cualquier propiedad
intensiva, su integral sobre el dominio ocupado por cualquier cuerpo, define
una propiedad extensiva. Finalmente, la notaciéon empleada en la Ec. (14) es
muy explicita, pues ahi se ha escrito E(B,t) para enfatizar que el valor de la
propiedad extensiva corresponde al cuerpo B. Sin embargo, en lo que sucesivo,
se simplificara la notacién omitiendo el simbolo B es decir, se escribird E(t) en
vez de E(B,t).

Hay diferentes formas de definir a las propiedades intensivas. Como aqui lo
hemos hecho, es por unidad de volumen. Sin embargo, es frecuente que se le
defina por unidad de masa véase [15]. Es fdcil ver que la propiedad intensiva
por unidad de volumen es igual a la propiedad intensiva por unidad de masa
multiplicada por la densidad de masa (es decir, masa por unidad de volumen),
por lo que es fdcil pasar de un concepto al otro, utilizando la densidad de masa.

Sin embargo, una ventaja de utilizar a las propiedades intensivas por unidad
de volumen, en lugar de las propiedades intensivas por unidad de masa, es que la
correspondencia entre las propiedades extensivas y las intensivas es mds directa:
dada una propiedad extensiva, la propiedad intensiva que le corresponde es
la funcién que aparece como integrando, cuando aquélla se expresa como una
integral de volumen. Ademas, del cédlculo se sabe que

Y(z,t) = lim E(t) _ lim M'

Vol—0 Vol ~ Vol—0 Vol (15)

La Ec. (15) proporciona un procedimiento efectivo para determinar las propie-
dades extensivas experimentalmente: se mide la propiedad extensiva en un volu-
men pequeno del sistema continuo de que se trate, se le divide entre le volumen y
el cociente que se obtiene es una buena aproximacién de la propiedad intensiva.

El uso que haremos del concepto de propiedad extensiva es, desde luego,
l6gicamente consistente. En particular, cualquier propiedad que satisface las
condiciones de la definicién de propiedad extensiva establecidas antes es, por



ese hecho, una propiedad extensiva. Sin embargo, no todas las propiedades ex-
tensivas que se pueden obtener de esta manera son de interés en la mecédnica
de los medios continuos. Una razén bésica por la que ellas son importantes es
porqué el modelo general de los sistemas continuos se formula en términos de
ecuaciones de balance de propiedades extensivas, como se verd méds adelante.

1.2.3. Balance de Propiedades Extensivas e Intensivas

Los modelos matemdticos de los sistemas continuos estdn constituidos por
balances de propiedades extensivas. Por ejemplo, los modelos de transporte de
solutos (los contaminantes transportados por corrientes superficiales o subte-
rraneas, son un caso particular de estos procesos de transporte) se construyen
haciendo el balance de la masa de soluto que hay en cualquier dominio del
espacio fisico. Aqui, el término balance se usa, esencialmente, en un sentido
contable. En la contabilidad que se realiza para fines financieros o fiscales, la
diferencia de las entradas menos las salidas nos da el aumento, o cambio, de
capital. En forma similar, en la mecédnica de los medios continuos se realiza, en
cada cuerpo del sistema continuo, un balance de las propiedades extensivas en
que se basa el modelo.

Ecuacién de Balance Global Para realizar tales balances es necesario, en
primer lugar, identificar las causas por las que las propiedades extensivas pueden
cambiar. Tomemos como ejemplo de propiedad extensiva a las existencias de
maiz que hay en el pafs. La primera pregunta es: ;jqué causas pueden motivar su
variacién, o cambio, de esas existencias?. Un anélisis sencillo nos muestra que
dicha variaciéon puede ser debida a que se produzca o se consuma. También a
que se importe o se exporte por los limites del pafs (fronteras o litorales). Y con
esto se agotan las causas posibles; es decir, esta lista es exhaustiva. Produccién
y consumo son términos similares, pero sus efectos tienen signos opuestos, que
facilmente se engloban en uno solo de esos conceptos. De hecho, si convenimos
en que la produccién puede ser negativa, entonces el consumo es una produccién
negativa.

Una vez adoptada esta convencién, ya no es necesario ocuparnos separada-
mente del consumo. En forma similar, la exportacién es una importacién ne-
gativa. Entonces, el incremento en las existencias AE en un periodo At queda

dado por la ecuacion
AE=P+1 (16)

donde a la produccién y a la importacién, ambas con signo, se les ha representado
por P y I respectivamente.

Similarmente, en la mecdnica de los medios continuos, la lista exhaustiva
de las causas por las que una propiedad extensiva de cualquier cuerpo puede
cambiar, contiene solamente dos motivos:

i) Por produccién en el interior del cuerpo; y

ii) Por importacion (es decir, transporte) a través de la frontera.



Esto conduce a la siguiente ecuacién de “balance global”, de gran generali-
dad, para las propiedades extensivas

dE
— ()= / g(z,t)dz + / q(z,t)dz + / gs(z, t)dz. (17)
dt B(t) aB(t) S(t)

Donde g(z,t) es la generacion en el interior del cuerpo, con signo, de la
propiedad extensiva correspondiente, por unidad de volumen, por unidad de
tiempo. Ademds, en la Ec. (17) se ha tomado en cuenta la posibilidad de que
haya produccién concentrada en la superficie 3(t), la cual estd dada en esa
ecuacion por la ultima integral, donde gs(z,t) es la produccién por unidad de
drea. Por otra parte g(z,t) es lo que se importa o transporta hacia el interior
del cuerpo a través de la frontera del cuerpo 9B(t), en otras palabras, es el
flujo de la propiedad extensiva a través de la frontera del cuerpo, por unidad de
drea, por unidad de tiempo. Puede demostrarse, con base en hipétesis validas
en condiciones muy generales, que para cada tiempo ¢ existe un campo vectorial
7(z,t) tal que

q(z,t) =7(z,t) - n(z,t) (18)

donde n(z,t) es normal exterior a OB(¢). En vista de esta relacién, la Ec. (17)
de balance se puede escribir como

i
Sy = /B ol e+ /8 oo, @ @D /E L@ (9

La relacién (19) se le conoce con el nombre de “ecuacién general de balance
global” y es la ecuacién bédsica de los balances de los sistemas continuos. A la
funcién g(z,t) se le denomina el generacién interna y al campo vectorial 7(z, t)
el campo de flujo.

Condiciones de Balance Local Los modelos de los sistemas continuos estan
constituidos por las ecuaciones de balance correspondientes a una coleccién de
propiedades extensivas. Asi, a cada sistema continuo le corresponde una familia
de propiedades extensivas, tal que, el modelo matematico del sistema estd cons-
tituido por las condiciones de balance de cada una de las propiedades extensivas
de dicha familia.

Sin embargo, las propiedades extensivas mismas no se utilizan directamente
en la formulacién del modelo, en su lugar se usan las propiedades intensivas
asociadas a cada una de ellas. Esto es posible porqué las ecuaciones de balance
global son equivalentes a las llamadas condiciones de balance local, las cuales
se expresan en términos de las propiedades intensivas correspondientes. Las
condiciones de balance local son de dos clases: ’las ecuaciones diferenciales de
balance local’ y ’las condiciones de salto’.

Las primeras son ecuaciones diferenciales parciales, que se deben satisfacer
en cada punto del espacio ocupado por el sistema continuo, y las segundas son
ecuaciones algebraicas que las discontinuidades deben satisfacer donde ocurren;
es decir, en cada punto de X. Cabe mencionar que las ecuaciones diferenciales

10



de balance local son de uso mucho m&ds amplio que las condiciones de salto,
pues estas iltimas solamente se aplican cuando y donde hay discontinuidades,
mientras que las primeras en todo punto del espacio ocupado por el sistema
continuo.

Una vez establecidas las ecuaciones diferenciales y de salto del balance local,
e incorporada la informacién cientifica y tecnoldgica necesaria para completar
el modelo (la cual por cierto se introduce a través de las llamadas ’ecuaciones
constitutivas’), el problema matemédtico de desarrollar el modelo y derivar sus
predicciones se transforma en uno correspondiente a la teoria de la ecuaciones
diferenciales, generalmente parciales, y sus métodos numeéricos.

Las Ecuaciones de Balance Local En lo que sigue se supone que las
propiedades intensivas pueden tener discontinuidades, de salto exclusivamente,
a través de la superficie X(¢). Se entiende por ‘discontinuidad de salto’, una en
que el limite por ambos lados de 3(t) existe, pero son diferentes.

Se utilizara en lo que sigue los resultados matematicos que se dan a conti-
nuacion, ver [8].

Teorema 1 Para cadat > 0, sea B(t) C R? el dominio ocupado por un cuerpo.
Suponga que la ‘propiedad intensiva’ 1 (x,t) es de clase O, excepto a través
de la superficie X(t). Ademds, sean las funciones v(z,t) y vs(z,t) esta ultima
definida para € X(t) solamente, las velocidades de las particulas y la de X(t),
respectivamente. Entonces

d B Y
0t Ju /B@ {E V- (W} dz + /E (v —vy)¢]-ndz.  (20)

Teorema 2 Considere un sistema continuo, entonces, la ’ecuacion de balance
global’ (19) se satisface para todo cuerpo del sistema continuo si y solamente si
se cumplen las condiciones siguientes:
i) La ecuacion diferencial
0
a—lerV-(W):V-erg (21)
vale en todo punto € R3, de la region ocupada por el sistema.
i1) La ecuacion
[(v—uvyg)—1] n=ygs (22)
vale en todo punto x€ 3.
A las ecuaciones (21) y (22), se les llama ’ecuacion diferencial de balance
local’ y ’condicion de salto’, respectivamente.

Desde luego, el caso mds general que se estudiard se refiere a situaciones
dindmicas; es decir, aquéllas en que las propiedades intensivas cambian con el
tiempo. Sin embargo, los estados estacionarios de los sistemas continuos son de
sumo interés. Por estado estacionario se entiende uno en que las propiedades
intensivas son independientes del tiempo. En los estados estacionarios, ademés,
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las superficies de discontinuidad () se mantienen fijas (no se mueven). En este
caso %it =0y vy, = 0. Por lo mismo, para los estados estacionarios, la ecuacién
de balance local y la condicién de salto se reducen a

Ve (w)=V-1+g (23)
que vale en todo punto z€ R? y
[Yv—1] 1= gs (24)

que se satisface en todo punto de la discontinuidad ¥(t) respectivamente.

1.3. Ejemplos de Modelos

Una de las aplicaciones mds sencillas de las condiciones de balance local
es para formular restricciones en el movimiento. Aqui ilustramos este tipo de
aplicaciones formulando condiciones que se deben cumplir localmente cuando un
fluido es incompresible. La afirmacién de que un fluido es incompresible significa
que todo cuerpo conserva el volumen de fluido en su movimiento. Entonces, se
consideraran dos casos: el de un ‘fluido libre’ y el de un ‘fluido en un medio
poroso’. En el primer caso, el fluido llena completamente el espacio fisico que
ocupa el cuerpo, por lo que el volumen del fluido es igual al volumen del dominio
que ocupa el cuerpo, asi

Vi(t) = /B(t) dz (25)

aqui, Vy(t) es el volumen del fluido y B(t) es el dominio del espacio fisico (es
decir, de R?) ocupado por el cuerpo. Observe que una forma més explicita de
esta ecuacion es

Vi) = /B R (26)

porqué en la integral que aparece en la Ec. (25) el integrando es la funcién
idénticamente 1. Comparando esta ecuacién con la Ec. (14), vemos que el vo-
lumen del fluido es una propiedad extensiva y que la propiedad intensiva que le
corresponde es 1) = 1.

Ademads, la hipétesis de incompresibilidad implica

avy
Sl =o (27)

esta es el balance global de la Ec. (19), con g =gs =0y 7 =0, el cual a su vez
es equivalente a las Ecs. (21) y (22). Tomando en cuenta ademds que ¢ = 1, la
Ec. (21) se reduce a

V.-u=0. (28)

Esta es la bien conocida condicién de incompresibilidad para un fluido libre
Ademés, aplicando la Ec. (22) donde haya discontinuidades, se obtiene [v]-n = 0.
Esto implica que si un fluido libre es incompresible, la velocidad de sus particulas
es necesariamente continua.
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El caso en que el fluido se encuentra en un ‘medio poroso’, es bastante
diferente. Un medio poroso es un material sélido que tiene huecos distribuidos
en toda su extensién, cuando los poros estdn llenos de un fluido, se dice que
el medio poroso esta ‘saturado’. Esta situacién es la de mayor interés en la
practica y es también la més estudiada. En muchos de los casos que ocurren
en las aplicaciones el fluido es agua o petréleo. A la fraccién del volumen del
sistema, constituido por la ‘matriz sélida’ y los huecos, se le llama ‘porosidad’
y se le representara por ¢, asf

Volumen de huecos

o(z,t) = lim

29
v—0  Volumen total (29)

aqui hemos escrito ¢(z,t) para enfatizar que la porosidad generalmente es fun-
cién tanto de la posicién como del tiempo. Las variaciones con la posiciéon pueden
ser debidas, por ejemplo, a heterogeneidad del medio y los cambios con el tiem-
po a su elasticidad; es decir, los cambios de presién del fluido originan esfuerzos
en los poros que los dilatan o los encogen.

Cuando el medio esta saturado, el volumen del fluido V; es igual al volumen
de los huecos del dominio del espacio fisico que ocupa, asi

Vi(t) = o(z,t)dzx. (30)
B(t)

En vista de esta ecuacién, la propiedad intensiva asociada al volumen de
fluido es la porosidad ¢(x,t) por lo que la condicién de incomprensibilidad del
fluido contenido en un medio poroso, esta dada por la ecuacién diferencial

% v =0 (31)
ot

Que la divergencia de la velocidad sea igual a cero en la Ec. (28) como
condicién para que un fluido en su movimiento libre conserve su volumen, es
ampliamente conocida. Sin embargo, este no es el caso de la Ec. (31), como
condicién para la conservacién del volumen de los cuerpos de fluido contenidos en
un medio poroso. Finalmente, debe observarse que cualquier fluido incompresible
satisface la Ec. (28) cuando se mueve en el espacio libre y la Ec. (31) cuando se
mueve en un medio poroso.

Cuando un fluido efectia un movimiento en el que conserva su volumen, al
movimiento se le llama ‘isocorico’. Es oportuno mencionar que si bien cierto que
cuando un fluido tiene la propiedad de ser incompresible, todos sus movimientos
son isocoricos, lo inverso no es cierto: un fluido compresible en ocasiones puede
efectuar movimientos isocoricos.

Por otra parte, cuando un fluido conserva su volumen en su movimiento
satisface las condiciones de salto de Ec. (22), las cuales para este caso son

[[p(w—vs)]] -n=0. (32)

En aplicaciones a geohidrologia y a ingenieria petrolera, las discontinuidades
de la porosidad estdn asociadas a cambios en los estratos geolégicos y por esta
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razon estén fijas en el espacio; asi, vy, = 0 y la Ec. (32) se reduce a

([¢n]] - m =0 (33)

o, de otra manera
¢+Un+ = ¢7Un, . (34)

Aqui, la componente normal de la velocidad es v, = v - n y los subindices
m&s y menos se utilizan para denotar los limites por los lado més y menos de
Y, respectivamente. Al producto de la porosidad por la velocidad se le conoce
con el nombre de velocidad de Darcy U, es decir

U=¢v (35)
utilizandola, las Ecs. (33) y (34) obtenemos

Wh-n=0vy U, =U

=ny =n_

(36)

es decir, 1.

La Ec. (34) es ampliamente utilizada en el estudio del agua subterranea (geo-
hidrologia). Ahi, es frecuente que la porosidad ¢ sea discontinua en la superficie
de contacto entre dos estratos geolégicos diferentes, pues generalmente los va-
lores que toma esta propiedad dependen de cada estrato. En tal caso, ¢, # ¢_
por lo que vy, # v,_ necesariamente.

Para mas detalles de la forma y del desarrollo de algunos modelos usados en
ciencias de la tierra, véase [8], [15], [23] y [13].
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2. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Cada una de las ecuaciones de balance da lugar a una ecuacién diferencial
parcial u ordinaria (en el caso en que el modelo depende de una sola variable
independiente), la cual se complementa con las condiciones de salto, en el caso
de los modelos discontinuos. Por lo mismo, los modelos de los sistemas conti-
nuos estdn constituidos por sistemas de ecuaciones diferenciales cuyo nimero es
igual al nimero de propiedades intensivas que intervienen en la formulacién del
modelo bésico.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales se clasifican en elipticas, hiperbdlicas
y parabdlicas. Es necesario aclarar que esta clasificacién no es exhaustiva; es
decir, existen sistemas de ecuaciones diferenciales que no pertenecen a ninguna
de estas categorias. Sin embargo, casi todos los modelos de sistemas continuos,
en particular los que han recibido mayor atencién hasta ahora, si estdn incluidos
en alguna de estas categorias.

2.1. Clasificaciéon

Es importante clasificar a las ecuaciones diferenciales parciales y a los sis-
temas de tales ecuaciones, porqué muchas de sus propiedades son comunes a
cada una de sus clases. Asi, su clasificacién es un instrumento para alcanzar el
objetivo de unidad conceptual. La forma més general de abordar la clasificaciéon
de tales ecuaciones, es estudiando la clasificacién de sistemas de ecuaciones.
Sin embargo, aqui solamente abordaremos el caso de una ecuacién diferencia
de segundo orden, pero utilizando un método de anélisis que es adecuado para
extenderse a sistemas de ecuaciones.

La forma general de un operador diferencial cuasi-lineal de segundo orden
definido en 2 C R? es

9%u 0? 9%u

u
Lu = a(%@/)w + b(%y)m + C(%y)a—yz = F(2,Y, u, Uz, Uy) (37)

para una funcién u de variables independientes x e y. Nos restringiremos al caso
en que a,b y ¢ son funciones sélo de x e y y no funciones de u.

Para la clasificacién de las ecuaciones de segundo orden consideraremos una
simplificacién de la ecuacién anterior en donde F(z,y,u, uy,u,) = 0 y los coe-
ficientes a,b y ¢ son funciones constantes, es decir

0%u 0%u 0%u

a@ +b8w8y+68_y2:0 (38)

en la cual, examinaremos los diferentes tipos de solucién que se pueden obtener
para diferentes elecciones de a,b y ¢. Entonces iniciando con una solucién de la
forma

u(z,y) = f(mz +y) (39)

para una funcién f de clase C? y para una constante m, que deben ser de-
terminadas segun los requerimientos de la Ec. (38). Usando un apostrofe para
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denotar la derivada de f con respecto de su argumento, las requeridas derivadas
parciales de segundo orden de la Ec. (38) son

0*u 2 pn P u " &u "
- = — = 40
Ox2 " Ox0y mr Oy? f (40)
sustituyendo la ecuacién anterior en la Ec. (38) obtenemos
(am® +bm+c) f" =0 (41)

de la cual podemos concluir que f” =06 am? +bm-+c =0 6 ambas. En el caso
de que f” = 0 obtenemos la solucién f = fy + mz + y, la cual es una funcién
lineal de x e y y es expresada en términos de dos constantes arbitrarias, fo y m.
En el otro caso obtenemos

am® +bm+c=0 (42)
resolviendo esta ecuacién cuadrética para m obtenemos las dos soluciones

_ (=b+ Vb — dac) _— (=b— Vb — dac)

2a ’ - 2a

de donde es evidente la importancia de los coeficientes de la Ec. (38), ya que el
signo del discriminante (b? — 4ac) es crucial para determinar el nimero y tipo
de soluciones de la Ec. (42). Asi, tenemos tres casos a considerar:

Caso I. (b* — 4ac) > 0, Ecuacién Hiperbdlica.

La Ec. (42) tiene dos soluciones reales distintas, mi y ms. Asi cualquier
funcién de cualquiera de los dos argumentos mix + y 6 mox + y resuelven a la
Ec. (38). Por lo tanto la solucién general de la Ec. (38) es

w(z,y) = F (miz +y) + G(maz + ) (44)

donde F y G son cualquier funcién de clase C2. Un ejemplo de este tipo de
ecuaciones es la ecuacién de onda, cuya ecuacién canénica es
Pu  0%u

92 o (45)

Caso II. (b* — 4ac) = 0, Ecuacién Parabdlica.

Asumiendo que b # 0y a # 0 (lo cual implica que ¢ # 0). Entonces se tiene
una sola raiz degenerada de la Ec. (42) con el valor de my = 5_5 que resuelve a
la Ec. (38). Por lo tanto la solucién general de la Ec. (38) es

w(z,y) = F (miz +y) + yG(miz + y) (46)

donde F y G son cualquier funcién de clase C?. Si b= 0 y a = 0, entonces la
solucién general es

w(@,y) = F () +yG(x) (47)
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la cual es andloga si b =0y ¢ = 0. Un ejemplo de este tipo de ecuaciones es la
ecuacion de difusién o calor, cuya ecuacién candnica es

82u_@

oz (48)

Caso III. (b? — 4ac) < 0, Ecuacién Eliptica.

La Ec. (42) tiene dos soluciones complejas my y ma las cuales satisfacen que
my es el conjugado complejo de my, es decir, my = mj. La solucién general
puede ser escrita en la forma

w(z,y) = F (miz +y) + G(maz + ) (49)

donde F y G son cualquier funcién de clase C2. Un ejemplo de este tipo de
ecuaciones es la ecuacién de Laplace, cuya ecuacién canénica es

Pu  0%u
2 + 8—’!/2 =0. (50)

Consideremos ahora el caso de un operador diferencial lineal de segundo
orden definido en 2 C R™ cuya forma general es

n

EuZZaU%+Zb¢% +cu (51)
7 i—1 )

i=1 j=1
y consideremos también la ecuacién homogénea asociada a este operador
Lu=0 (52)

ademsds, sea z€ 2 un punto del espacio Euclidiano y V(x) una vecindad de ese
punto. Sea una funcién u definida en V(z) con la propiedad de que exista una
variedad ¥ de dimensién n—1 cerrada y orientada, tal que la funcién u satisface
la Ec. (52) en V(z)\X. Se supone ademds que existe un vector unitario n que
apunta en la direccién positiva (tinico) estd definido en X. Ademds, la funcién
u y sus derivadas de primer orden son continuas a través de X, mientras que los
limites de las segundas derivadas de u existen por ambos lados de X. Sea z€ &
tal que

@] #0 (53

para alguna pareja i,j = 1,...,n. Entonces decimos que la funcién v es una
solucién débil de esta ecuacién en z.

Teorema 3 Una condicidn necesaria para que existan soluciones débiles de la
ecuacion homogénea (52) en un punto z€ ¥ es que

n

ZZaijnmj =0. (54)

i=1 j=1
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Asi, si definimos a la matriz A= (a;;) y observamos que

n

n-A-n= Zzn:aijnmj (55)

i=1 j=1
entonces podemos decir que:

I) Cuando todos los eigenvalores de la matriz A son distintos de
cero y ademés del mismo signo, entonces se dice que el operador es
Eliptico.

II) Cuando todos los eigenvalores de la matriz A son distintos de
cero y ademds n — 1 de ellos tienen el mismo signo, entonces se dice
que el operador es Hiperbdlico.

IIT) Cuando uno y sélo uno de los eigenvalores de la matriz A es
igual a cero, entonces se dice que el operador es Parabdlico.

Para el caso en que n = 2, esta forma de clasificacién coincide con la dada
anteriormente.

2.1.1. Condiciones Iniciales y de Frontera

Dado un problema concreto de ecuaciones en derivadas parciales sobre un
dominio €2, si la solucién existe, esta no es unica ya que generalmente este tiene
un nimero infinito de soluciones. Para que el problema tenga una y sélo una
solucién es necesario imponer condiciones auxiliares apropiadas y estas son las
condiciones iniciales y condiciones de frontera.

En esta seccién sélo se enuncian de manera general las condiciones iniciales
y de frontera que son esenciales para definir un problema de ecuaciones diferen-
ciales:

A) Condiciones Iniciales

Las condiciones iniciales expresan el valor de la funcién al tiempo
inicial t = 0 (¢ puede ser fijada en cualquier valor)

u(z,y,0) =v(z, y)- (56)

B) Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera especifican los valores que la funcién
u(z,y,t) o Vu(z,y,t) tomardn en la frontera 02, siendo de tres
tipos posibles:

1) Condiciones tipo Dirichlet

Especifica los valores que la funcién u(z,y,t) toma en la frontera 02

u(z, y,t) = v(z, y)- (57)
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2) Condiciones tipo Neumann

Aquf se conoce el valor de la derivada de la funcién u(z,y,t) con respecto
a la normal n a lo largo de la frontera 02

Vu(z,y,t)-n="(z,y). (58)

3) Condiciones tipo Robin

Esté condicién es una combinacién de las dos anteriores

oz, y)u(z,y,t) + Bz, y)Vu(z, y,t) - n = ga(z, y) (59)
Vo, ye o

En un problema dado se debe prescribir las condiciones iniciales al problema
y debe de existir alguno de los tipos de condiciones de frontera o combinacién
de ellas en 0€2.

2.1.2. Modelos Completos

Los modelos de los sistemas continuos estdn constituidos por:

e Una coleccién de propiedades intensivas o lo que es lo mismo,
extensivas.

e El conjunto de ecuaciones de balance local correspondientes (dife-
renciales y de salto).

e Suficientes relaciones que liguen a las propiedades intensivas entre
si y que definan a g, 7 y v en términos de estas, las cuales se conocen
como leyes constitutivas.

Una vez que se han planteado las ecuaciones que gobiernan al problema,
las condiciones iniciales, de frontera y mencionado los procesos que intervienen
de manera directa en el fenémeno estudiado, necesitamos que nuestro modelo
sea completo. Decimos que el modelo de un sistema es completo si define un
problema bien planteado. Un problema de valores iniciales y condiciones de
frontera es bien planteado si cumple que:

i) Existe una y sélo una solucién vy,

ii) La solucién depende de manera continua de las condiciones iniciales y de
frontera del problema.

Es decir, un modelo completo es aquél en el cual se incorporan condiciones
iniciales y de frontera que definen conjuntamente con las ecuaciones diferenciales
un problema bien planteado.
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A las ecuaciones diferenciales definidas en 2 C R®

Au = 0 (60)
0%u
ou
E — Au =0

se les conoce con los nombres de ecuacién de Laplace, ecuacién de onda y
ecuacion del calor, respectivamente. Cuando se considera la primera de estas
ecuaciones, se entiende que u es una funcién del vector = = (z1, ..., ), mientras
que cuando se considera cualquiera de las otras dos, u es una funcién del vector
x = (21, ..., Tn,t). Asi, en estos ultimos casos el nimero de variables independi-
entes es n + 1 y los conceptos relativos a la clasificacién y las deméds nociones
discutidas con anterioridad deben aplicarse haciendo la sustitucion n — n+1 e
identificando x,,4+1 = t.

Ecuacién de Laplace Para la ecuacién de Laplace consideraremos condi-
ciones del tipo Robin. En particular, condiciones de Dirichlet y condiciones
de Neumann. Sin embargo, en este tltimo caso, la solucién no es unica pues
cualquier funcién constante satisface la ecuaciéon de Laplace y también % =gy
con gy = 0.

Ecuacién de Onda Un problema general importante consiste en obtener la
solucién de la ecuacién de onda, en el dominio del espacio-tiempo € x [0, ], que
satisface para cada ¢t € (0,t¢] una condicién de frontera de Robin en 99 y las
condiciones iniciales

u(e,0)=wol@) v SHz0)=wlz) Ve (61)

aquf ug(z) y vo(z) son dos funciones prescritas. El hecho de que para la ecuacién
de onda se prescriban los valores iniciales, de la funcién y su derivada con respec-
to al tiempo, es reminiscente de que en la mecdnica de particulas se necesitan
las posiciones y las velocidades iniciales para determinar el movimiento de un
sistema de particulas.

Ecuacién de Calor También para la ecuacién del calor un problema general
importante consiste en obtener la solucién de la ecuacién de onda, en el dominio
del espacio-tiempo 2 x [0, ], que satisface para cada t € (0,¢] una condicién de
frontera de Robin en y ciertas condiciones iniciales. Sin embargo, en este caso
en ellas sélo se prescribe a la funcién

u(z,0) = up(z), Vze. (62)
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3. Anadlisis Funcional y Problemas Variacionales

En este capitulo se detallan los conceptos bésicos de andlisis funcional y
problemas variacionales con énfasis en problemas elipticos de orden par 2m, para
comenzar detallaremos lo que entendemos por un operador diferencial parcial
eliptico de orden par 2m en n variables, para después definir a los espacios de
Sobolev para poder tratar problemas variacionales con valor en la frontera.

En donde, restringiéndonos a problemas elipticos, contestaremos una cuestién
central en la teoria de problemas elipticos con valores en la frontera, y estd se
relaciona con las condiciones bajo las cuales uno puede esperar que el problema
tenga solucién y esta es unica, as{ como conocer la regularidad de la solucién,
para mayor referencia de estos resultados ver [12], [18], [3], [?] v [?].

3.1. Operador Lineal Eliptico

Definicién 4 Entenderemos por un dominio al conjunto 2 C R™ que sea abier-
to y conexo.

Para poder expresar de forma compacta derivadas parciales de orden m o
menor, usaremos la definicién siguiente.

Definicién 5 Sea Z7 el conjunto de todas las n-duplas de enteros no nega-
tivos, un miembro de Z se denota usualmente por a 6 B (por ejemplo o =
(a1, g, ..., ). Denotaremos por |af la suma |a| = ay +as+ ...+ ay, y por D%u
la derivada parcial

dlely
Dfu= Orrdx?...0xp" (63)

ast, si || =m, entonces D*u denota la m-ésima derivada parcial de u.

Sea £ un operador diferencial parcial de orden par 2m en n variables y de
la forma

Lu = Z (—1)ll pe (aap(z)D’u), z€QCR" (64)

]| B]<m

donde 2 es un dominio en R™. Los coeficientes ans son funciones suaves real
valuadas de z.

El operador £ es asumido que aparece dentro de una ecuacién diferencial
parcial con la forma

Lu = f, (65)

donde f pertenece al rango del operador L.

La clasificacién del operador £ depende sélo de los coeficientes de la derivada
més alta, esto es, de la derivada de orden 2m, y a los términos involucrados en
esa derivada son llamados la parte principal del operador £ denotado por Ly y
para el operador (64) es de la forma

Lo = Z aap D Pu. (66)
lal,|B]<m
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Teorema 6 Sea & un vector en R™, y sea £ = £51..£0" v € Z.T. Entonces
i) L es eliptico en x, € Q, si

> aap (o) TP A0 VEA£O; (67)

o], |B]=m

i1) L es eliptico, si es eliptico en todos los puntos de ;
iii) L es fuertemente eliptico, si existe un numero > 0 tal que

D aap (o) €1 = e (68)

lel,|Bl=m

= (E2+..+)%

Para el caso en el cual £ es un operador de 2do orden (m = 1), la notacién
se simplifica, tomando la forma

9 Ju = Ju
Lu=— Z 6_561 (aw(g)a—xj) +Zaj6—xj +agu = f (69)

ij=1 =1

satisfaciéndose en todo punto x, € Q, y para todo § € R™. Aqui

en €.
Para coeficientes adecuados a;j5,a; y ao la condicién para conocer si el oper-
ador es eliptico, es examinado por la condicién

n

> aij(z)sig; A0 VEAO (70)

1,5=1
y para conocer si el operador es fuertemente eliptico, es examinado por la condi-

cién
n

Y ag(@o)&l; > pléf (71)

i,7=1

3.2. Espacios de Sobolev

En esta subseccién detallaremos algunos resultados de los espacios de Sobolev
sobre el conjunto de nimeros reales, en estos espacios son sobre los cuales traba-
jaremos tanto para plantear el problema eliptico como para encontrar la solucién
al problema. Primeramente definiremos lo que entendemos por un espacio L2.

Definicién 7 Una funcion medible u(z) definida sobre Q@ C R™ se dice que
pertenece al espacio L*(Q) si

/Q ju(@)? dz < oo (72)

es decir, es integrable.
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La definicién de los espacios medibles, espacios LP, distribuciones y derivadas
de distribuciones estdn dados en el apéndice, estos resultados son la base para
poder definir a los espacios de Sobolev.

Definicién 8 El espacio de Sobolev de orden m, denotado por H™(2), es definido
H™(Q) = {u| D*u € L*(Q) Va tal que |a| <m}. (73)
El producto escalar (-,-) de dos elementos u y v € H™(Q) esta dado por
(U, ) gm = Z (D%u) (D%v) dz para u,v € H™ (). (74)
Q
la|<m
Nota: Es comtin que el espacio L?(2) sea denotado por H%(S).

Un espacio completo con producto interior es llamado un espacio de Hilbert,
un espacio normado y completo es llamado espacio de Banach. Y como todo
producto interior define una norma, entonces todo espacio de Hilbert es un
espacio de Banach.

Definicién 9 La norma |-|| ym inducida a partir del producto interior (-,-) ym
queda definida por

[ /Q S (D) da. (75)
|| <m

Ahora, con norma ||-|| zm, €l espacio H™(Q) es un espacio de Hilbert, esto
queda plasmado en el siguiente resultado.

Teorema 10 El espacio H™(2) con la norma ||-|| ym es un espacio de Hilbert.

Ya que algunas de las propiedades de los espacios de Sobolev sélo son validas
cuando la frontera del dominio es suficientemente suave. Para describir al con-
junto donde los espacios de Sobolev estdn definidos, es comin pedirle algunas
propiedades y asi definimos lo siguiente.

Definicién 11 Una funcién f definida sobre un conjunto I' C R™ es llamada
Lipschitz continua si existe una constante L > 0 tal que

|f(z) = f(y)| < Llz —y| Va,yel. (76)
Notemos que una funcion Lipschitz continua es uniformemente continua.

Sea 2 C R" (n > 2) un dominio con frontera 9, sea o € 9 y cons-
truyamos la bola abierta con centro en zy y radio e, i.e. B(xg,¢), entonces
definiremos el sistema coordenado (£, ...,&,,) tal que el segmento 9Q N B(zo, €)
pueda expresarse como una funcién

n :f(glw"?énfl) (77)

entonces definimos.
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Definicién 12 La frontera 092 del dominio Q es llamada de Lipschitz si f
definida como en la Ec. (77) es una funcion Lipschitz continua.

El siguiente teorema resume las propiedades més importantes de los espacios
de Sobolev H™ (Q).

Teorema 13 Sea H™(2) el espacio de Sobolev de orden m y sea Q C R™ un
dominio acotado con frontera Lipschitz. Entonces

i) H"(Q) C H™(Q) sir >m

ii) H™(Y) es un espacio de Hilbert con respecto a la norma ||-|| gm

iii) H™(2) es la cerradura con respecto a la norma |||| . del espacio C*=(Q).

De la parte i) del teorema anterior, se puede hacer una importante in-
terpretacion: Para toda v € H™({)) es siempre posible encontrar una funcién
infinitamente diferenciable f, tal que este arbitrariamente cerca de u en el sen-
tido que

lu— fllgo < (78)

para algin € > 0 dado.
Cuando m = 0, se deduce la propiedad H°(Q) = L?(f2) a partir del teorema
anterior.

Corolario 14 FEl espacio L2(Q) es la cerradura, con respecto a la norma L2,
del espacio C*(1).

Otra propiedad, se tiene al considerar a cualquier miembro de u € H™ (),
este puede ser identificado con una funcién en C™ (), después de que posible-
mente sean cambiados algunos valores sobre un conjunto de medida cero, esto
queda plasmado en los dos siguientes resultados.

Teorema 15 Sean X y Y dos espacios de Banach, con X CY. Sea f: X - Y
tal que f (u) = u. Si el espacio X tiene definida la norma ||-||x y el espacio Y
tiene definida la norma |-||y , decimos que X estd inmersa continuamente en
Y s

If @y = llully < Klullx (79)

para alguna constante K > 0.

Teorema 16 (Inmersion de Sobolev)

Sea Q C R™ un dominio acotado con frontera 0 de Lipschitz. Si (m — k) >
n/2, entonces toda funcién en H™(Q) pertenece a C*(Q), es decir, hay un miem-
bro que pertenece a C*(Q). Ademds, la inmersion

H™(Q) c Ck(@Q) (80)

es continua.
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3.2.1. Trazas de una Funcién en H™ ().

Una parte fundamental en los problemas con valores en la frontera definidos
sobre el dominio 2, es definir de forma tnica los valores que tomars la funcién
sobre la frontera 0f), en este apartado veremos bajo que condiciones es posible
tener definidos de forma tnica los valores en la frontera 02 tal que podamos
definir un operador ¢r (-) continuo que actué en Q tal que tr (u) = ujpq-

El siguiente lema nos dice que el operador ¢r (-) es un operador lineal continuo
de C* () a C(99), con respecto a las normas ||-[| 1) ¥ [ 12 (a0) -

Lema 17 Sea Q un dominio con frontera 02 de Lipschitz. La estimacion
l[tr (Wl 200y < C llull g o (81)
se satisface para toda funcién u € C* (ﬁ) , para alguna constante C' > 0.
Ahora, para el caso tr (-) : H! (Q) — L? (92), se tiene el siguiente teorema.

Teorema 18 Sea Q2 un dominio acotado en R™ con frontera 02 de Lipschitz.
Entonces:
i) Eriste un tinico operador lineal acotado tr (-) : H* (Q) — L% (09), tal que

[t ()l 2(00) < Cllullga) (82)

con la propiedad que siu € C* (ﬁ) , entonces tr (u) = u |gq .
ii) El rango de tr (-) es denso en L? (09).

El argumento anterior puede ser generalizado para los espacios H™ (Q), de
hecho, cuando m > 1, entonces para toda u € H™ () tenemos que

D% € H' (Q) para |a| <m —1, (83)

por el teorema anterior, el valor de D%u sobre la frontera estd bien definido y
pertenece a L? (Q), es decir

tr (D) € L2(Q),  |o| <m —1. (84)

Ademsds, si u es m-veces continuamente diferenciable, entonces D*u es al menos
continuamente diferenciable para |a] <m —1y

tr (D“u) = (Du) |agq - (85)

3.2.2. Espacios H" (92).

Los espacio HJ* (£2) surgen comuinmente al trabajar con problemas con valor
en la frontera y serdn aquellos espacios que se nulifiquen en la frontera del
dominio, es decir
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Definicién 19 Definimos a los espacios Hf* () como la cerradura, en la nor-
ma de Sobolev ||| ym , del espacio CF* () de funciones con derivadas continuas
del orden menor que m, todas las cuales tienen soporte compacto en €, es de-
cir HJ* () es formado al tomar la union de CJ* () y de todos los limites de
sucesiones de Cauchy en C§* () que no pertenecen a C§" ().

Las propiedades bdsicas de estos espacios estdn contenidas en el siguiente

resultado.

Teorema 20 Sea ) un dominio acotado en R™ con frontera 0Q) suficientemente
suave y sea HJ*(Q) la cerradura de C3° () en la norma ||-|| ym , entonces

a) H'(Q2) es la cerradura de Cg° () en la norma ||| gm ;

b) HY' () C H™(Q);

c) Si w e H™(Q) pertenece a HJ*(2), entonces

D% =0, sobre 99, |a] <m — 1. (86)

Teorema 21 (Desigualdad de Poincaré-Friedrichs)
Sea Q0 un dominio acotado en R™. Entonces existe una constante C' > 0 tal
que

/|u|2da:§ C’/|Vu|2dx (87)
Q Q

para toda u € H} (Q).

Introduciendo ahora una familia de semi-normas sobre H™ (€2) (una semi-
norma |-| satisface casi todos los axiomas de una norma excepto el de positivo
definido), de la siguiente forma:

Definicién 22 La semi-norma ||, sobre H™ (), se define como

m

2, = Y [ D) da. (88)

m
lal=m &

Esta es una semi-norma, ya que |u|,, = 0 implica que D*u = 0 para |o| = m,
lo cual no implica que u = 0.

La relevancia de esta semi-norma est4 al aplicar la desigualdad de Poincaré-

Friedrichs ya que es posible demostrar que |-|; es de hecho una norma sobre
H} (Q).

Corolario 23 La semi-norma ||, es una norma sobre H} (), equivalente a la
norma estandar ||-|| g1 -

Es posible extender el teorema anterior y su corolario a los espacios H{" (€2)
para cualquier m > 1, de la siguiente forma:
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Teorema 24 Sea ) un dominio acotado en R™. Entonces existe una constante
C > 0 tal que
lullZ2 < Clul; (89)

m

para toda v € HJ (), ademds, ||, es una norma sobre HJ" () equivalente a

la norma estandar ||-|| gm -

m

Definicién 25 Sea 2 un dominio acotado en R™. Definimos por H=™ () al es-
pacio de todas las funcionales lineales acotadas sobre HJ" (2) , es decir, H™™ (Q)
serd el espacio dual del espacio HJ* (Q) .

Teorema 26 ¢ serd una distribucion de H=™ () si y sdlo si q puede ser ex-
presada en la forma
qg= > D% (90)

lal<m

donde q., son funcionales en L? (£2).

Algunos Comentarios y Precisiones Sea (2 un dominio tal que la frontera
00 es suficientemente suave (considerando sélo frontera Lipschitz continua),
entonces existe un operador v, : H' (Q) — L? () lineal y continuo, tal que
Yov = tr (v) sobre dQ para toda v suave (por ejemplo v € C! (ﬁ)), un anélisis
més profundo muestra que tomando las trazas de todas las funciones de H! (£2)
uno no obtiene el espacio completo de L? (€2), sélo obtiene un subespacio de
este. Tenemos entonces

H' () C vy (H' () C L*(6Q) = H° (99) (91)

donde cada inclusién es estricta.

Finalmente reconocemos que el espacio v, (H 1 (Q)) pertenece a la familia
de espacios H® (09) y corresponde exactamente a el valor de s = 1/2. De tal
forma que

HY2 (99) =~ (H' (9)) (92)

con

91l zr1/200) = veHl(gl)ﬂg N 0]l 1.0 (93)

de forma similar, se ve que las trazas de las funciones en H? () pertenecen a
el espacio H?® (0f2) para s = 3/2, por lo tanto tenemos que

H2 (09) = v (H* () (94)

nf 0]l g2 e - (95)

HQHH3/2(BQ) = veH2(§%) ¥ Yov=g

Esto puede generalizarse a las trazas de derivadas de orden alto. Por ejemplo,

si la frontera 02 es suficientemente suave, podemos definir %I a0 €H 12 (6Q)

para v € H? (Q).
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Por otro lado, para ejemplificar algunos casos de H{j* notemos que
Hy(Q) = {v|veH" (Q),v),, =0} (96)

ov
Hg(Q) = {”L}|”U€H2(Q),v|8Q Oy%laﬂO}.

Ademds, en algunas ocasiones necesitamos considerar funciones que se nulifican
en alguna parte de la frontera, supongamos que 02 = DUN, donde D es frontera
tipo Dirichlet y N es frontera tipo Neumann y D NN = (), entonces podemos
definir

Hyp Q) ={v|veH (Q),v, =0} (97)

y donde tenemos que Hg () C Hy () € H' ().

3.2.3. Espacios H (div,)

Definicién 27 Sea Q un dominio acotado en R™. Definimos a (L? (Q))n al
espacto
(L*(2))" = {grad H' ()} @ {rot H} (Q)}. (98)

Definicién 28 Sea Q un dominio acotado en R™. Definimos por H (div, Q) al
espacio
H (div, Q) = {g|g€ (L))", divge L2 (Q)}. (99)

Definicién 29 La norma ”'”?{(div,Q) de H (div, ), se define como

il gy = Ml + i gl - (100)

Cuando H (div, Q) es equipada con la norma HH%,( div, €l correspondiente
producto interior se convierte en un espacio de Hilbert.

Notemos que, si 2 es un dominio acotado en R™, con frontera suave 0f),
si n es un vector normal a 9§ y sea ¢ € H (div,(2), entonces los vectores de
H (div, ) admiten una norma de la traza sobre 0€2. Esta norma de la traza g-n

pertenece a H~/2 (09Q) y esto se sigue de la formula de integracién por partes

/Qg - grad vdz + /Q div qudz = (v,q - E>H1/2(89)XH71/2(89) (101)

para toda ¢ € H (div, Q) y cualquier v € H* (Q2) . Pudiendo escribir formalmente
fan vq - nds en lugar del producto dual <v,g . @> .

Lema 30 Sea g € H (div,Q), podemos definir q - ny,, € H'/2(0Q) y por la
formula de Green

/ div qudx + / q- grad vdz = (v,q-n) (102)
Q Q

para toda v € H* ().
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Lema 31 La traza del operador ¢ € H (div,Q) — q-n,, € H=12(09) es
suprayectivo.

Sea € un dominio con frontera suave 92, ademas supongamos que es frontera
tipo Neumann N = 0, entonces podemos definir

Hon (div, Q) = {q| q € H (div,Q),(v,q-n) =0,Yv € Hy p (2)}.  (103)

este espacio contiene funciones del espacio H (div, Q) cuyas trazas normales se
nulifican en la frontera V.

Definicién 32 Un subespacio importante de H (div, Q) es N° (div,Q), que se
define como

N (div,Q) = {q | g € H (div,), div g=0}. (104)

Lema 33 El operador de traza normal ¢ — q -1, €s una forma suprayectiva
NO (div, Q) sobre {p | p€ H™1/2(09), (u, 1) =0} .

3.3. Formulas de Green y Problemas Adjuntos

Una cuestién central en la teorfa de problemas elipticos con valores en la
frontera se relaciona con las condiciones bajo las cuales uno puede esperar una
lnica solucién a problemas de la forma

Lu = fo enQCR” (105)
Bou =40
Biu= g
. en 0f)
Bm—lu = Ggm—1

donde L es un operador eliptico de orden 2m, de forma

Lu= Y (DD 3 ags@)D’u|, zeQcR (106)

lo|<m |Bl<m

donde los coeficientes a,g son funciones de z suaves y satisfacen las condiciones
B8

para que el operador sea eliptico, el conjunto By, By, ..., By,—1 de operadores de

frontera son de la forma

Bju = Z b D = g, (107)
loe| <q;

y constituyen un conjunto de condiciones de frontera que cubren a L. Los coe-
ficientes bgj ) son asumidos como funciones suaves.
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En el caso de problemas de segundo orden la Ec. (107) puede expresarse
como una sola condicién de frontera

Bu = Z Jaa +cu=g en 0. (108)
j_

Antes de poder ver las condiciones bajo las cuales se garantice la existencia
y unicidad es necesario introducir el concepto de formula de Green asociada con
el operador L£*, para ello definimos:

Definicién 34 Con el operador dado como en la Ec. (106), denotaremos por
L* al operador definido por

Cu= Y (DD 3 aga(@)D’u (109)

loe|<m |B]<m
y nos referiremos a L* como el adjunto formal del operador L.

La importancia del adjunto formal es que si aplicamos el teorema de Green
(87) a la integral

/ vLudzx (110)
Q

/Uﬁuc@:/uﬁ*vdz—i—/ F(u,v)ds (111)
Q Q o9

en la cual F(u,v) representa términos de frontera que se nulifican al aplicar el
teorema ya que la funcién v € Hg (Q). Si £ = L*; i.e. ang = aga el operador es
llamado de manera formal el auto-adjunto.

En el caso de problemas de segundo orden, dos sucesivas aplicaciones del
teorema de Green (87) y obtenemos, para ¢y j fijos

_/ % (a”gu>dag = —Aﬂvaijg—;ni@—i—/a”gu g;id (112)
ou ov
— /39 [vaija—xjni - uaija—xinj} ds
7/ ui (a"ﬁ> dz.
o Ox; \ "ox;) "

Pero sumando sobre i y j, obtenemos de la Ec. (111)

—_ Z o ( () ‘9”‘> (113)

i,j=1 i

obtenemos

- ou v
F(u,v) = — Z a;j (va—xjni - uﬁ—xlnj) (114)

4,j=1
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tal que £ es formalmente el auto-ajunto si a;; = a;;.

Para hacer el tratamiento més simple, restringiremos nuestra atencién al
problema homogéneo, es decir, en el cual gg, g1, ..., gm—1 = 0 (esta no es una re-
striccién real, ya que se puede demostrar que cualquier problema no-homogéneo
con condiciones de frontera puede convertirse en uno con condiciones de frontera
homogéneo de una manera sistemdtica), asumiremos también que € es suave y
la frontera OS2 de €2 es de clase C'*°.

Asi, en lo que resta de la seccién, daremos los pasos necesarios para poder
conocer bajo que condiciones el problema eliptico con valores en la frontera del
tipo

Lu = fq enQCR"” (115)
Bou=0

Blu =0
. en 0N

Bmflu =0

donde el operador £ y Bj; estan dados como en (106) y (107), con s > 2m
tiene solucién y esta es unica. Para ello, necesitamos adoptar el lenguaje de la
teoria de operadores lineales, algunos resultados clave de algebra lineal estan
detallados en el apéndice.

Primeramente denotemos N (B;) al espacio nulo del operador de frontera
B;j : H* (Q) — L* (), entonces

N(Bj) ={ue H?(Q) | Bju=0 en 00} (116)

para j=0,1,2,....m— 1.
Adicionalmente definimos al dominio del operador £, como el espacio

D(L) = H*(Q)NN(By)N..NN(Bp-1) (117)
= {ueH*(Q)|Bju=0en0Q,j=0,1,..,m—1}.

Entonces el problema eliptico con valores en la frontera de la Ec. (115) con

s > 2m, puede reescribirse como, dado £ : D(£) — H*~2™ (), hallar u que
satisfaga

Lu=fq enQ. (118)

Lo primero que hay que determinar es el conjunto de funciones fq en H5~2™ (Q)
para las cuales la ecuacién anterior se satisface, i.e. debemos identificar el rango
R(L) del operador L. Pero como nos interesa conocer bajo que condiciones la
solucién w es tnica, entonces podemos definir el nicleo N (L) del operador £
como sigue

NL) = {ueDL)|Lu=0} (119)
= {ueH Q)| Lu=0 enQ,Bju=0endQN,j=0,1,..,m—1}.
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Si el N(L) # {0}, entonces no hay una unica solucién, ya que si ug es una
solucién, entonces ug + w también es solucién para cualquier w € N (L), ya que

L (ug +w) = Lug + Lw = Lug = fq. (120)

Asi, los elementos del niicleo N(£) de £ deberén ser excluidos del dominio D(L£)
del operador £, para poder asegurar la unicidad de la solucién u.

Si ahora, introducimos el complemento ortogonal N(£)* del niicleo N (L)
del operador £ con respecto al producto interior L2, definiéndolo como

N(L)t ={veD(L)| (v,w) =0 Vw e N(L)}. (121)
De esta forma tenemos que
D(L)=N(L)® N(L)* (122)

i.e. para toda u € D(L), u se escribe como u = v +w donde v € N(L)*+ y
w € N(L). Ademas N(L)NN(L)*+ = {0}.

De forma similar, podemos definir los espacios anteriores para el problema
adjunto

L'v = fo enQCR" (123)
B*u=0
Biu=0
. en 0N}
B _ju=0
y definimos
DLy = H(Q)NNB)N..NN(B;_1) (124)

= {ueHS(Q)|B;uzoen(‘?(l,jzo,l,..,m—l}.

Entonces el problema eliptico con valores en la frontera de la Ec. (115) con
s > 2m, puede reescribirse como, dado £* : D(L*) — H*~2™ (Q), hallar u que
satisfaga

L'u= fq en Q. (125)
Definiendo para el operador L£*
N(L£*) = {ueD(L")|Lw=0} (126)

= {uEHS(QHE*u:O enQ,B;u:OenaQ,j:0,1,..,m—1}.

N(LYE ={ve D(LY) | (v,w)p. =0 Vw € N(L*)}. (127)

Asi, con estas definiciones, es posible ver una cuestién fundamental, esta es,
conocer bajo que condiciones el problema eliptico con valores en la frontera de
la Ec. (115) con s > 2m tiene solucién y esta es tnica, esto queda resuelto en el
siguiente teorema cuya demostracién puede verse en [3] y [12].
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Teorema 35 Considerando el problema eliptico con valores en la frontera de
la Ec. (115) con s > 2m definido sobre un dominio 2 acotado con frontera OS2
suave. Entonces

i) Existe al menos una solucion si y sélo si f € N(L*)*, esto es, si

(f,0) 2 =0 Vo€ N(LY). (128)

ii) Asumiendo que la solucion u eriste, esta es unica siu € N(L)*, esto es,
St
(u,w) 2y =0 Yw e N(L). (129)

iii) Si existe una dnica solucidn, entonces existe una tinica constante C > 0,
independiente de u, tal que

[ull o < ClIf Nl gro-2m - (130)

Observacién 36 i) El teorema afirma que el operador L es un operador suprayec-
tivo de D(L) sobre el subespacio de funciones en H*~?™ que satisface (129).
Ademds el operador L es inyectivo si el dominio es restringido al espacio de
funciones que satisfagan a (128).

it) La parte (i) del teorema puede interpretarse como un resultado de reg-
ularidad, en el sentido en que se muestra

we H72™(Q) si f € H* (Q). (131)
Asi, formalmente podemos definir el adjunto formal de la siguiente manera

Definicién 37 Sea £ un Operador Diferencial, decimos que un operador L*
es su adjunto formal si satisface la siguiente condicidn

wlu —ul*w =V -2 (u, w) (3.1)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal. Aqui D(u,w) es una
funcional bilineal que representa términos de frontera.

Ejemplos de Operadores Adjuntos Formales A continuacién se muestra
mediante ejemplos el uso de la definicién de operadores adjuntos formales y la
parte correspondiente a términos de frontera [?].

A) Operador de la derivada de orden cero

La derivada de orden cero de una funcién u es tal que

d"u
es decir, n = 0, sea el operador
Lu=u (133)
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de la definicién de operador adjunto tenemos que
wlu =ul*w+ V- D (u,w)
entonces el término izquierdo es
wlu = wu

de aquf
wl*w = uw

por lo tanto el operador adjunto formal es
Lfw=w
nétese que el operador es auto-adjunto.

Operador de la derivada de primer orden

La derivada de primer orden en términos del operador es

Eu:c%

dz
de la definicién de operador adjunto tenemos
wlu =ulw+ V-2 (u,w)

desarrollando el lado izquierdo

du
Lu = —
wlu we
_ d(weu) ud (cw)
B dz dz
_ d(wcu) ucd—w
N dz dx
por lo tanto, el operador adjunto formal es
dw
L' = —c—
w e

y los términos de frontera son
D (u, w) = weu

Operador Eliptico

El operador eliptico més sencillo es el Laplaciano

0 ou
Lu=—Nu= _axi (a%)
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de la ecuacién del operador adjunto formal tenemos

0 ou
wly = fwa—xi (8_331> (144)
0 ou ou Jw
- 7(9.%‘1' <UJ 8.%‘1) + 821}1' 8.%‘1'
ou

_ 0 n 0 ow B 0 (ow
0 ow B ou B 0 [ ow
entonces, el operador adjunto formal es

. 0 (ow
Liw = fuaxi ((‘9:51-) (145)

es decir, el operador es autoadjunto. Notemos que la funcién bilineal
D(u,w) es

ow ou

Q(u,w):uaxi —waxi.

(146)

Consideremos el operador diferencial eliptico més general de segundo or-
den
Lu=—-V-(a Vu)+V-(bu)+cu (147)

de la definicién de operador adjunto formal tenemos que
wlu = ul*w~+ V- D (u, w) (148)
desarrollando el lado derecho de la ecuacién anterior
wly = w(-V-(a-Vu)+V-(bu)+ cu) (149)
= —wV-(a-Vu)+wV - (bu) + wcu

aplicando la igualdad de divergencia a los dos primeros sumandos se tiene
que la ecuacién anterior es

wluy = —V-(wg Vu)+a- Vu-Vw+ V- (wbu) (150)
—bu - Vw + weu
V- (wg - Vu) + V- (ugVw) —uV - (a

-Vw) + V- (whu)
—bu - Vw 4+ weu
= V. [g(quwau)] + V- (wbu) — uV - (g'Vw)

—bu - Vw + weu
reordenando términos se tiene

wlu = —uV-(a-Vw)—ub- Vw+ucw + (151)
V- g (uVw —wVu) + (whu)]
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por lo tanto, el operador adjunto formal es
L'w=-V-(a - Vw)—b-Vw+cw (152)

y el término correspondiente a valores en la frontera es

D (u,w) =g - (uVw —wVu) + (whu) . (153)
La ecuacién bi-arménica
Consideremos el operador diferencial bi-armdnico
Lu =A%y (154)
entonces se tiene que
wlu = ul*w~+ V- D (u, w) (155)

desarrollemos el término del lado derecho
wlu = wA’u (156)
= wV - (VAu)
utilizando la igualdad de divergencia
V- (sV)=sV-V+V- Vs (157)

tal que s es funcién escalar y V' vector, entonces sea w = sy VAu =1V,
se tiene

wV - (VAu) (158)
= V- (wVAu) — VAu - Vw

ahora sea s = Au y V = Vw, entonces

V- (wVAu) — VAu - Vw (159)
= V- (wVAu)+ AuV - Vw — V- (AuVw)
= AwV -Vu+ V. (wVAu - AuVw)

sea s = Aw y V = Vu, entonces

AwV -Vu+V - (wVAu — AuVw) (160)
V- (AwVu) — Vu -V (Aw) + V- (wVAu — AuVw)
= —Vu-V(Aw)+ V- (wVAu+ AwVy — AuVw)

por ultimo sea s =u y V = V (Aw) y obtenemos

—Vu -V (Aw) + V- (wVAu + AwVu — AuVw) (161)
= uV-(V(Aw)) = V- (uV (Aw)) + V - (wWVAu + AwVu — AuVw)
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reordenando términos
wlu = uA?*w + V - (wVAu + AwVu — AuVw — uVAw) (162)
entonces se tiene que el operador adjunto formal es
Lw = A%w (163)
y los términos de frontera son

D (u,w) = wVAuU 4+ AwVy — AuVw — uVAw. (164)

3.4. Adjuntos Formales para Sistemas de Ecuaciones

En esta seccién trabajaremos con funciones vectoriales [?]; para ello necesi-
tamos plantear la definicién de operadores adjuntos formales para este tipo de
funciones.

Definicién 38 Sea L un operador diferencial, decimos que un operador L* es
su adjunto formal si satisface la siguiente condicidn

wLu—uLw=V-2D(uuw) (165)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal. Aqui D(u,w) repre-
senta términos de frontera.

Por lo tanto se puede trabajar con funciones vectoriales utilizando operadores
matriciales.

A) Operador diferencial vector-valuado con elasticidad estdtica

Sea

Lu=-V-C:Vu (166)

[l

de la definicién de operador adjunto formal tenemos que
wlLu=uLl'w+V- -2 (uuw) (167)

para hacer el desarrollo del término del lado derecho se utilizard notacién
indicial, es decir, este vector wLu tiene los siguientes componentes

7] Oup\\ .
—Ww; <8—ZL‘J (Ciqua—xq)> ;1= 1,2,3 (168)

utilizando la igualdad de divergencia tenemos

7] Ouy
(i (Com ) e

B Ouy, Ow; 7] Ouyp
= Ciipg Oy Ox;  Ox, (wlczm 8xq>

0 ow; 0 ow; 0 Ouyp
= 3 (st ) ~ g (Comr) 3y (mCim?)
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reordenado términos tenemos que la ecuacion anterior es

J

9 I e Bt e
Ox; TP O P19z, Ox; \ P 0x;

en notacién simbdlica tenemos que

wéggV-(Q:VM>+V~<g-g:VMM'Q:Vg> (171)
por lo tanto el operador adjunto formal es
L'w=-V- <g : Vw) (172)
y los términos de frontera son
Dww)=u-C:Vw—w-C:Vu (173)
El operador de elasticidad es auto-adjunto formal.
Métodos Mixtos a la Ecuacién de Laplace
Operador Laplaciano
Lu=Au=f (174)

escrito en un sistema de ecuaciones se obtiene

I -

consideraremos campos vectoriales de 4 dimensiones, estos son denotados
por :

w={pu} v = {g.0) (176)
ahora el operador diferencial vector-valuado es el siguiente
_ I =V p
oo e o ] m
_ |- Vu
= Vop
entonces
el Ve
o[ [¢ T[]

utilizando la definicién de operador adjunto

wlu = ulw + V- D (u, w) (179)
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haciendo el desarrollo del término izquierdo se tiene que
1 =V P
Ile 0[] o

5% ]

= gp—qV-u+wV-p

w - |

2l 28Ik

aqui se utiliza la igualdad de divergencia en los dos términos del lado
derecho y obtenemos

q@p—qV-u+wV-p (181)
= Q+UV'Q*V'(QU) -p-Vu+V-: (wg)
= p(g—Vw)+uV-q+ V- (wp—ugq)
si se agrupa los dos primeros términos en forma matricial, se tiene

p(q—Vw)+uV-q+ V- (wp—ug) (182)

s

] {t_]—ww } +V - (wp — ug)

{ﬂ{vl BW'L%]*V'(WBUQ)

por lo tanto, el operador adjunto formal es
N - 1 -V q
Lw = [v- 0}{10] (183)
_ q—Vuw
= Vg
y el término correspondiente a valores en la frontera es

D (u,w) = wp — ug. (184)

Problema de Stokes

El problema de Stokes es derivado de la ecuaciéon de Navier-Stokes, la
cual es utilizada en dindmica de fluidos viscosos. En este caso estamos
suponiendo que el fluido es estacionario, la fuerza gravitacional es nula y
el fluido incompresible. Entonces el sistema de ecuaciones a ser considerado
es

-V-u = 0

se considerard un campo vectorial de 4 dimensiones. Ellos serdn denotados
por
U={up} y W={wq} (186)

39



ahora el operador diferencial vector-valuado es el siguiente

w-[ 5 V]2 (157)

el desarrollo se hard en notacién indicial, entonces tenemos que

_ | —wAu+wVp
WLU = { V- u (188)
usando notacién indicial se obtiene
u;  Op 0?u; ap
w; ( Dyre +(‘9a:¢) = —sza > +wig - (189)
— _ — (w; _
; dxj O3 ; o oz
8wZ + 9 0 (wip)
Pow; T oz VP

desarrollando la primera suma como la derivada de dos funciones se tiene
02 wZ ow;
— 1
~Sug + S (van) (190
; Gscj ! 8xj p 8901- 8:61 iP
reordenando términos tenemos

2 .
_Z ‘9 Owi _ Owi (191)

Ox;
Zi u%fw% +i(w. )
r 8.Z‘j l(‘)xj l(‘)xj (‘9% P

Ahora consideremos la ecuacién 2 en Ec. (188), tenemos

—qV-u (192)

en notacién indicial se tiene

Ou; Ou;
T8 - o o

- Z axz Za (qui)
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en la ecuacion anterior se utilizo la igualdad de divergencia, entonces agru-
pando las ecuaciones Ec. (191) y Ec. (193) se tiene

0%u;  Op Ou;
P — 194
v . (‘9:1:? ox; Z ox; (194)
- _ Zu% _ % 4
B - ' (91’3 p 61’1
J
Z 0 ow; ou; n 0 (wip) +
0z; \ " ox;  V0w; ) " 0w P
0q 0
Z * Oz, B ox (qui)
ordenando los términos tenemos
0%w; 0q ow;
- i i T 1
Zj:u (‘9:1:? +;u ox; p@xi (195)
+ ; 8_% <Ul 8£L‘j W 8$J) + (‘9951- (U)zp) B ; 8.%‘1' (QUl)
escribiendo la ecuacion anterior en notacién simbdlica, se obtiene
—uAw +uVqg—pV-w+ V- (uVw — wVu + wp — uq) (196)
por lo tanto, el operador adjunto formal es
* o _A v w
23]
y el término de valores de frontera es
D (u,w) = uVw — wVu + wp — ug. (198)

3.5. Problemas Variacionales con Valor en la Frontera

Restringiéndonos ahora en problemas elipticos de orden 2 (problemas de
orden mayor pueden ser tratados de forma similar), reescribiremos este en su
forma variacional. La formulacién variacional es mas débil que la formulacién
convencional ya que esta demanda menor suavidad de la solucién u, sin embar-
go cualquier problema variacional con valores en la frontera corresponde a un
problema con valor en la frontera y viceversa.

Ademads, la formulacién variacional facilita el tratamiento de los problemas
al usar métodos numeéricos de ecuaciones diferenciales parciales, en esta seccién
veremos algunos resultados clave como es la existencia y unicidad de la solucién
de este tipo de problemas, para mayores detalles, ver [3] y [12].
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Si el operador L estd definido por
Lu=—-V-a-Vu+cu (199)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, el problema queda escrito
como

~V.a-Vut+cu = fo enQ (200)
u = g en .
Si multiplicamos a la ecuacion —V -g-Vu+cu = fo porv eV = H} (Q),

obtenemos
—v (V-a-Vu+cu) =vfg (201)

aplicando el teorema de Green (87) obtenemos la Ec. (112), que podemos re-
escribir como

/Q (Vo-a-Vu+cw)dz = /Qvfgdz. (202)
Definiendo el operador bilineal
a(u,v) = /Q (Vo-a-Vu+ cw) dz (203)
y la funcional lineal
l(v) = (f,v) = /Q vfodz (204)

podemos reescribir el problema dado por la Ec. (105) de orden 2, haciendo uso
de la forma bilineal a (-, -) y la funcional lineal [ (-).

Entonces entenderemos en el presente contexto un problema variacional con
valores de frontera (VBVP) por uno de la forma: hallar una funcién v que
pertenezca a un espacio de Hilbert V = HE (Q) y que satisfaga la ecuacién

a(u,v) = (f,v) (205)

para toda funcién v € V donde a (-, -) es una forma bilineal y [ (+) es una funcional
lineal.

Definicién 39 Sea V' un espacio de Hilbert y sea |||\, la norma asociada a
dicho espacio, decimos que una forma bilineal a (-,-) es continua si existe una
constante M > 0 tal que

la (u,v)] < M lully [[vlly,  Vu,veV (206)
y es V-eliptico si existe una constante o > 0 tal que
a(v,v) >all} VeV (207)

donde ||-||,, es la norma asociada al espacio V.
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Esto significa que una forma V — eliptico es una que siempre es no negativa
y toma el valor de 0 sélo en el caso de que v = 0, i.e. es positiva definida.

Notemos que el problema (200) definido en V = Hg () reescrito como el
problema (205) genera una forma bilineal V-eliptico cuyo producto interior sobre
V' es simétrico y positivo definido ya que

a(v,v) >alvl} >0, YweV,u#0 (208)
reescribiéndose el problema (205), en el cual debemos encontrar u € V' tal que
a(u,v) = (f,v) — a(uo,v) (209)

donde up = g en 052, para toda v € V.
Entonces, la cuestién fundamental, es conocer bajo que condiciones el pro-
blema anterior tiene solucién y esta es unica, el teorema de Lax-Milgram nos
da las condiciones bajo las cuales el problema (200) reescrito como el proble-

ma (205) tiene solucién y esta es unica, esto queda plasmado en el siguiente
resultado.

Teorema 40 (Laz-Milgram)

Sea V' un espacio de Hilbert y sea a(-,-) : V xV — R una forma bilineal
continua V-eliptico sobre V. Ademds, sea I (-) : V — R una funcional lineal
continua sobre V. Entonces

i) El VBVP de encontrar u € V que satisfaga

a(u,v) = (f,v),YveV (210)

tiene una y sdlo una solucion;
i1) La solucion depende continuamente de los datos, en el sentido de que

1
lully < = ey (211)

donde ||-||\,. es la norma en el espacio dual V* de V y o es la constante de la
definicion de V -eliptico.

M34s especificamente, considerando ahora V' un subespacio cerrado de H™ ()
las condiciones para la existencia, unicidad y la dependencia continua de los
datos queda de manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema 41 Sea V' un subespacio cerrado de H™(Q), sea a(-,-) : V xV = R
una forma bilineal continua V -eliptico sobre V y seal(-) : V. — R una funcional
lineal continua sobre V. Sea P un subespacio cerrado de V' tal que

a(u+pv+p) =a(u,v) Yu,veV yppeP. (212)

También denotando por @ el subespacio de V' consistente de las funciones or-
togonales a P en la norma L?; tal que

Q:{v€V|/Qupd§:0 VpeP}, (213)
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y asumiendo que a (-,-) es Q-eliptico: existe una constante o > 0 tal que

a(g,q) > allgly parageQq, (214)

la norma sobre Q) serd la misma que sobre V. Entonces
i) Existe una tnica solucion al problema de encontrar u € Q tal que

a(u,v) ={,v), YveV (215)
st y sdlo si las condiciones de compatibilidad
(I,p)=0 parape P (216)

se satisfacen.
i1) La solucion u satisface

lullg < o™ 2l - (217)
(dependencia continua de los datos).

Otro aspecto importante es la regularidad de la solucién, si la solucién u al
VBVP de orden 2m con f € H*2™({) donde s > 2m, entonces u pertenecers
a H*(Q)) y esto queda de manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema 42 Sea Q2 C R™ un dominio suave y sea u € V la solucion al VBVP
a(u,v)=(fv), veV (218)
donde V.C H™(Q). Si f € H*™2™(Q) con s > 2m, entonces u € H*(Q) y la

estimacion
ullgre < C N fllgps-2m (219)

se satisface.
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4. Meétodos de Solucién Aproximada para EDP

Ya que en general encontrar la solucién a problemas con geometria diversa
es dificil y en algunos casos imposible usando métodos analiticos. En el presente
capitulo se prestard atencién a varios aspectos necesarios para encontrar la solu-
cién aproximada de problemas variacionales con valor en la frontera (VBVP).

En este capitulo se considera el VBVP de la forma

Lu = fq enQ (220)
u = g endf)
donde
Lu=—V-g-Vu+cu (221)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, como un caso particular
del operador eliptico definido por la Ec. (105) de orden 2, con 2 C R? un
dominio poligonal, es decir, 2 es un conjunto abierto acotado y conexo tal que
su frontera 02 es la unién de un nuimero finito de poligonos.

La sencillez del operador £ nos permite facilitar la comprensién de muchas
de las ideas bésicas que se expondrdn a continuacién, pero tengamos en mente
que esta es una ecuacién que gobierna los modelos de muchos sistemas de la
ciencia y la ingenierfa, por ello es muy importante su solucién.

Si multiplicamos a la ecuacién —V -a-Vu +cu = fq porv eV = H} (Q),
obtenemos
—v(V-a-Vu+cu) =vfg (222)

aplicando el teorema de Green (87) obtenemos la Ec. (112), que podemos re-
escribir como

/ (Vo-a-Vu+cw)dz = / vfodz. (223)
Q Q

Definiendo el operador bilineal
a(u,v) = / (Vo-a-Vu+ cw) dz (224)
Q

y la funcional lineal

lw) ={f,v) = / vfodz (225)

Q

podemos reescribir el problema dado por la Ec. (220) de orden 2 en forma
variacional, haciendo uso de la forma bilineal a (-, ) y la funcional lineal [ (-).

4.1. Meétodo Galerkin

La idea bésica detrds del método Galerkin es, considerando el VBVP, en-
contrar u € V = H} () que satisfaga

a(u,v) = (f,v) YveV (226)
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donde V' es un subespacio de un espacio de Hilbert H (por conveniencia nos
restringiremos a espacios definidos sobre los nimeros reales).

El problema al tratar de resolver la Ec. (226) estd en el hecho de que el
espacio V es de dimension infinita, por lo que resulta que en general no es posible
encontrar el conjunto solucién. En lugar de tener el problema en el espacio V,
se supone que se tienen funciones linealmente independientes ¢, ¢, ..., p5 €n
V y definimos el espacio V" a partir del subespacio dimensionalmente finito de
V' generado por las funciones ¢,, es decir,

V" = Generado{¢,}~,, V"cCV. (227)

El indice h = 1/N es un pardametro que estard entre 0 y 1, cuya magnitud da
alguna indicacién de cuan cerca V" esta de V, h se relaciona con la dimensién
de V. Y como el niimero N de las funciones base se escoge de manera que sea
grande y haga que h sea pequeno, en el limite, cuando N — oo, h — 0.

Después de definir el espacio V", es posible trabajar con V" en lugar de V
y encontrar una funcién uy que satisfaga

a(up,vp) = (fyon) Yo, € VI (228)

Esta es la esencia del método Galerkin, notemos que uy, y v son sélo com-
binaciones lineales de las funciones base de V", tales que

N N
up =Y i y vn=) dig; (229)
i=1 j=1

donde vy, es arbitraria, como los coeficientes de d; y sin perdida de generalidad
podemos hacer vy, = ¢,. Asi, para encontrar la solucién uy, sustituimos las Ecs.
(229) en la Ec. (228) y usando el hecho que a (+,-) es una forma bilineal y I (-)
es una funcional lineal se obtiene la ecuacién

N
a(¢i7¢j) Ci = <f7¢_]> (230)
=1
0 mds concisamente, como
N
Y Kije;—F;=0 j=1,2,..N (231)
=1
en la cual
Kij=a(¢;,0;) v Fj={(f9;) (232)

notemos que tanto K;; y F; pueden ser evaluados, ya que ¢;, a(-,-) y {(-) son
conocidas.
Entonces el problema se reduce a resolver el sistema de ecuaciones lineales

N
Y Kiei—Fy, j=1,2,..N (233)
i=1
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0 mds compactamente

Kuy=F (234)

en la cual K y F son la matriz y el vector cuyas entradas son K;; y Fj res-
pectivamente. Una vez que el sistema es resuelto, la solucién aproximada uy, es
encontrada.

Notemos que la forma bilineal a (-, -) define un producto interior sobre V,
si a(-,) es simetrica y V—eliptica, entonces las propiedades de linealidad y
simetria son obvias, mientras que la propiedad de V —eliticidad de a (-, ) es por

a(v,v) > alu]|* >0 Vo #£0, (235)

ademds, si a (-,-) es continua, entonces la norma |[v||, = a(v,v) generada por
este producto interior es equivalente a la norma estandar sobre V', tal que si V
es completa con respecto a la norma estandar, esta también es completa con
respecto a la norma ||v||,.

Por otro lado, si el conjunto de funciones base {d)i}f-vzl se eligen de tal for-
ma que sean sean ortogonales entre si, entonces el sistema (231) se simplifica
considerablemente, ya que

Kij=a(¢;¢;) =0 sii#j (236)
Kiic;=F, 6 ¢ =F/K. (237)

Asf, el problema (220) definido en V" = H} (Q) reescrito como el problema
(226) genera una forma bilineal V"-eliptica cuyo producto interior sobre V" es
simétrico y positivo definido ya que

a(vp,on) > allopllin >0, Yo, € Vv, £0 (238)

reescribiéndose el problema (228) como el problema aproximado en el cual debe-
mos encontrar uy, € V* C V tal que

a (un,vn) = (f,vn) — a(uo,vp) (239)

donde 1y = g = 0 en 0%, para toda v, € V", es decir
/ (Vvh a-Vup + cuhvh) dxdy = / favndxdy (240)
Q Q

para todo vy, € V.

Entonces, el problema (220) al aplicarle el método Galerkin obtenemos (223),
el cual podemos reescribirlo como (240). Aplicando el teorema de Lax-Milgram
(40) a este caso particular, tenemos que este tiene solucién unica y esta depende
continuamente de los datos.

Como un caso particular del teorema de Lax-Milgram (40) tenemoe el sigui-
ente resultado
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Teorema 43 Sea V" un subespacio de dimension finita de un espacio de Hilbert
V, seaa(--): VP x Vh — R una forma bilineal continua y V -eliptica, y 1 () :
V" — R una funcional lineal acotada. Entonces existe una tnica funcion uy €
V" tal que satisface

a (up,vp) = (I op) Yo, € VP (241)

Ademds, sil(-) es de la forma

(I, vn) :/anvhdg (242)

con f € L?(Q), entonces
1
Junlly < < 1l (243)

donde « es la constante en (235).

El siguiente resultado nos da una condicién suficiente para que la aproxi-
macién uy, del método Galerkin converja a la solucién u del problema dado por
la Ec. (226), para més detalle véase [12] y [3].

Teorema 44 Sea V' un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert, y sea la
forma bilineal a (-,-) : VI x V" — R continua V -eliptica y sea | (-) una funcional
lineal acotada. Entonces existe una constante C, independiente de h, tal que

— <(C inf — 244
Hu Uh”vf uhlgw ”u 'UhHV ( )

donde u es solucion de (226) y up, es solucion de (239), consecuentemente, una
condicion suficiente para que la aproximacion up del método Galerkin converge
a la solucion u del problema dado por la Ec. (226) es que exista una familia
{V"} de subespacios con la propiedad de que

inf — 0 do h— 0. 245
Jinf fu=willy =0 cuando h— (245)

4.1.1. EIl Método de Residuos Pesados

Este método se basa en el método Galerkin, y se escogen subespacios U" y
V' de tal manera que la dimensién dim U" = dim V" = N, eligiendo las bases
como

N
{qﬁi}f\[:l para U" y {1/Jj}j:1 para V" (246)
entonces
N N
up = Zci@- y U = ijwj (247)
i=1 j=1

donde los coeficientes b; son arbitrarios ya que vy, es arbitraria.
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Sustituyendo esta ultima expresién Ec. (247) en
(Lup — fyon) =0 (248)

se obtienen N ecuaciones simultaneas
N
E Kijci = Fj COIlj = 1,...,N
i=1

en la cual en la cual K y F son la matriz y el vector cuyas entradas son

donde (-, -) representa el producto interior asociado a L2. A la expresién
T(up) = Lup, — f (249)

se le llama el residuo; si uy, es la solucién exacta, entonces por supuesto el residuo
se nulifica.

4.1.2. Meétodo de Elemento Finito

El método Finite Elements Method (FEM) provee una manera sistemdtica
y simple de generar las funciones base en un dominio con geometria 2 poli-
gonal. Lo que hace al método de elemento finito especialmente atractivo sobre
otros métodos, es el hecho de que las funciones base son polinomios definidos
por pedazos (elementos £2;) que son no cero sélo en una pequenia parte de £,
proporcionando a la vez una gran ventaja computacional al método ya que las
matrices generadas resultan bandadas ahorrando memoria al implantarlas en
una computadora.

Asi, partiendo del problema aproximado (240), se elegird una familia de espa-
cios V" (h € (0,1)) definido por el procedimiento de elementos finitos (descritos
en las subsecciones siguientes en el caso de interpoladores lineales, para otros
tipos de interpoladores, ver [15]), teniendo la propiedad de que V" se aproxima
a V cuando h se aproxima a cero en un sentido apropiado, esto es, por supuesto
una propiedad indispensable para la convergencia del método Galerkin.

Mallado del dominio El Mallado o triangulacién 7; del dominio 2 es el
primer aspecto bdsico, y ciertamente el mds caracteristico, el dominio Q C R?
es subdividido en E subdominios o elementos (). llamados elementos finitos, tal

que
E
a-Jao
e=1

donde:



e Cada Qe € 7, es un poligono (rectangulo o tridngulo) con interior
no vacfo (€ # 0) y conexo.

e Cada (). € 7}, tiene frontera 9. Lipschitz continua.
e Para cada ;,; € 7}, distintos, SOL- N QJ = (.

e El didmetro h; = Diam(S).) de cada Q. satisface Diam(Q.) < h
paracadae=1,2,.... F.

e Cualquier cara de cualquier elemento ; € 7}, en la triangulacién
es también un subconjunto de la frontera 92 del dominio 2 o una
cara de cualquier otro elemento ; € 7}, de la triangulacién, en este
dltimo caso €2; y £2; son llamados adyacentes.

e Los vértices de cada €2, son llamados nodos, teniendo N de ellos
por cada elemento 2.

Una vez que la triangulacién 7; del dominio ) es establecida, se procede
a definir el espacio de elementos finitos P"[k] a través del proceso descrito a
continuacion.

Funciones Base A continuacién describiremos la manera de construir las
funciones base usada por el método de elemento finito. En este procedimiento
debemos tener en cuenta que las funciones base estdn definidas en un subespacio
de V = H' (Q) para problemas de segundo orden que satisfacen las condiciones
de frontera.

Las funciones base deberan satisfacer las siguientes propiedades:

o Las funciones base ¢; son acotadas y continuas, i.e ¢, € C' ().

e Existen ¢ funciones base por cada nodo del poligono €., y cada
funcién ¢; es no cero solo en los elementos contiguos conectados por
el nodo 4.

e ¢, =1 en cada ¢ nodo del poligono €2, y cero en los otros nodos.

e La restriccién ¢, a €. es un polinomio, i.e. ¢, € P[] para alguna
k > 1 donde P[] es el espacio de polinomios de grado a lo més k
sobre (2.

Decimos que ¢; € Px[€2.] es una base de funciones y por su construccién
es evidente que estas pertenecen a H' (). Al conjunto formado por todas las
funciones base definidas para todo Q. de © serd el espacio P"[k] de funciones
base, i.e.

estas formardn las funciones base globales.
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Solucién aproximada Para encontrar la solucién aproximada elegimos el
espacio P [k] de funciones base, como el espacio de funciones lineales ¢; definidas
por pedazos de grado menor o igual a k (en nuestro caso k = 1), entonces el
espacio a trabajar es

V" = Generado {¢; € P"[k] | ¢;(z) =0en o0} . (250)

La solucién aproximada de la Ec. (240) al problema dado por la Ec. (220)
queda en términos de

[ (V01090 = cors) dady = [ fooydeay (251)
si definimos el operador bilineal
Ky =a(0n0)) = [ (Voray Vo, —cog)dedy (252
y la funcional lineal

F=(f.6,) = /Q fod;dudy (253)

entonces la matriz i = [Kj;], los vectores u = (u1,...,un) y F = (F1,..., Fy)
definen el sistema lineal (que es positivo definido)

Ku=F (254)

donde u ser4 el vector solucién a la Ec. (254) cuyos valores serdn la solucién al
problema dado por la Ec. (240) que es la solucién aproximada a la Ec. (220) en
los nodos interiores de €.

Un Caso mds General Sea el operador eliptico (caso simétrico) en el dominio
Q, y el operador definido por

Lu = fo enQ\X (255)
u = g endf)
[uy, = Jo
lan - Vuly, = Ji

donde

Lu=-V Vu+ cu (256)

. Q .
conjuntamente con una particién [| = {4, ..., g} de Q. Multiplicando por la
funcién w obtenemos

wlu = —wV - a-Vu+ cwu = wfo (257)

entonces si w(z) es tal que [w] = 0 (es decir w es continua) y definimos
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E
a(u,w) = Z/ (Vu-ga-Vw+ cwu) dz (258)
i=1 /8
tal que a (u, w) define un producto interior sobre
H (Q)=H' Q)@ H () ®... 0 H ().

Entonces, reescribimos la Ec. (257) como

E
a(u,w) = /wadg + Z/asz way, - Vuds (259)
i=1
= / wfgdg—i—/ wa,, - Vuds — / w [ay, - Vuly, ds.
Q 9Q by

Sea ug(x) una funcién que satisface las condiciones de frontera y Jy una
funcién que satisface las condiciones de salto, tal que

i) ug(x) = g(x) en 09
i) fuo ()l = Jo

y sea u(x) = ug(z) + v(z). Entonces u(z) satisface la Ec. (258) si y sélo si
v(x) satisface

a(u,w) = /wagdgf (ug, w) f/Zledg (260)

para toda w tal que w(z) = 0 en 9. Sea {¢,;} una base de un subespacio de
dimensién finita V" definido como

Vi={¢; | ¢; € C* (Q),Vi,p; =0en 9y ¢, € C°(Q)}. (261)

La solucién por elementos finitos de (260) se obtiene al resolver el sistema
lineal

Ku=F (262)
donde
Kij = a (6, 9) (263)
y
Fj = /Q%fndi*a(uoﬁj) */Z'Jl‘zsjdﬁ (264)

esta solucidn seréd la solucién en los nodos interiores de €.
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4.2. Meétodo de Penalizacion Interior

En la década de los 70s se desarrollo el método de Interior Penalty (IP) de
forma independiente del método Galerkin para ecuaciones elipticas y parabdlicas
resultando en dos métodos independientes en los que se usan elementos finitos
discontinuos, y un nimero grande de variantes se han introducido y estudiado.
Las penalizaciones fueron primeramente introducidas en el método de Elemen-
tos finitos como una forma de imponer condiciones de frontera tipo Dirichlet
débiles m&ds que incorporarlas a las condiciones de frontera dentro del espacio
de elementos finitos [?].

Sea 2 un dominio y sea el operador eliptico

—Au = f enQ (265)
u = 0 en 9

claramente

/Vu-Vvdg—/ —Uds—/fvdx (266)
Q o0 On

para toda funcién de prueba v suficientemente suave. Puesto que u se nulifica
en la frontera, tenemos también que B(u,v) = [ fvdz donde

B(u,v) :/Vu.Vvdg—/ %vds—/ %uc@—i—/ nuvds (267)
Q 19} o0

an on Q on

para cualquier funcién de peso 7. El método entonces determina una solu-
cién aproximada u; en un subespacio de elementos finitos de H' (Q) tal que
B(up,vn) = [ fupdz para todo vy, en el mismo espacio. Notemos que el segundo
término de la forma bilineal B surge para asegurar que el método es consistente.
El tercer término fue adicionado para que el problema discreto sea simétrico (y
de manera que el método es verdaderamente variacional -la solucién discreta
minimiza B(u,u)/2 — [ fu sobre el espacio de elementos finitos). Finalmente el
dltimo término es el término de penalizacion, el cual es necesario para garantizar
la estabilidad.

Se muestra que si 7 es tomado como C/h donde h es el tamano del elemen-
to y C es una constante suficientemente grande, entonces la solucién discreta
converge a la solucién exacta con orden éptimo en H' y L2.

Un método de penalidad diferente para imponer condiciones de frontera
tipo Dirichlet no incluye cualquiera de los términos segundo o tercero en la
Ec.(267), y usa como peso de penalizacién h~? para alguna o > 0. A causa de
la omisién del término de consistencia, el método y su andlisis incluyen un error
de consistencia.

Otra interesante posibilidad es la de incluir todos los términos en la Ec.(267)
pero cambiando el signo del tercer término en B. La forma bilineal ya no serd
simétrica, pero tiene una propiedad coercitiva favorable, a saber, B(u,u) >
S |Vu|2 , no importando cual n > 0 se escoja.
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5. Meétodos de Elementos Finitos Mixtos e Hibri-
dos

En algunas circunstancias es usual aproximar una ecuacién diferencial par-
cial, en algiin dominio 2 el cual es a su ves descompuesto en subdominios Qg
no traslapados, ya sea por que los métodos numéricos usados sean de diferente
espacio dimensional y/o por que las mallas no sean iguales en los diferentes
subdominios.

El distintivo de estos métodos de aproximacién es que, en principio, la solu-
cién aproximada puede no ser continua en la seccién de unién en las interfaces
del subdominio. Es por ello que la aproximacién Galerkin no puede ser usada
para este tipo de problemas, ya que el espacio de dimensién finita usado hecho
de funciones discontinuas no es un subespacio de H!(f2).

Las alternativas para este tipo de problemas consisten en dar una nueva
formulacién débil del problema el cual sea compatible con los espacios usados

Qg de manera independiente. Esto se puede hacer mediante los métodos mixtos
e hibridos [?].

5.1. Meétodos Mixtos

Sea 2 C R™ un dominio y se el operador eliptico

—Au = f enQ (268)
u = 0 en 9N

donde el dominio ) de asume como un dominio poligonal y f es una funcién
dada en L?(12). Para obtener la formulacién débil sobre la cual la discretizacién
se basa, reescribimos el anterior problema como sigue

c=Vu, V-oc=—f en{) (269)

uw=0 en 0N

Entonces la Ec.(269) nos lleva directamente al siguiente problema silla: En-
contrar (o,u) € L% ()" x HE () tal que

(0,7)0.0 — (1, V)y o =0, V1 e L*(Q)" (270)

- (avvv)O,Q = *(f,”l}),v v E H& (Q)

estas ecuaciones pueden ser tratadas en el esquema general de problemas con
punto silla con los espacios

X=L*Q)", M=H(Q (271)

a(o,7)=(0,7)q: b(r,0) =—(1,Vv)gq
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las formas lineales son continuas, donde a es L?—eliptica. Para checar la condi-
cién inf-sup, usaremos la desigualdad de Friedrichs Ec.(21): Dada v € H} (Q),
consideremos el cociente que aparece en la condicién para 7 = —Vv € L? ()"

b(r,v — (1, Vv)oa ~ (Vo, V)g g 1
(r.v) _ e T o [ Pl PR 14
1o I71lo Vol ¢

Entonces ¢ proviene de la desigualdad de Friedrichs y depende solamente de
, el problema de punto silla dado por la Ec.(270) es estable.

Es fécil construir elementos finitos adecuados para una triangulacién 7y, sin
perdida de generalidad, consideremos el dominio 2 C R?, el cual es subdividido
en F subdominios o elementos {2, llamados elementos, tal que

E
a=Jo (273)

e=1
donde:

e Cada Qe € 7, es un poligono (rectangulo o tridngulo) con interior
no vacio (€2, # () y conexo.

e Cada Q. € 7, tiene frontera 02, Lipschitz continua.
e Para cada ;,2; € 7j, distintos, Ql N QJ‘ = 0.

e El didgmetro h; = Diam(S).) de cada Q. satisface Diam(Q.) < h
paracadae=1,2,.... F.

e Cualquier cara de cualquier elemento 2; € 7}, en la triangulacién
es también un subconjunto de la frontera 92 del dominio 2 o una
cara de cualquier otro elemento Q; € 7}, de la triangulacién, en este
ultimo caso €; y €; son llamados adyacentes.

e Los vértices de cada €. son llamados nodos, teniendo N de ellos
por cada elemento 2.

Elijamos k£ > 1, y definimos los conjuntos
Xy, = (MY"=1{0, € L2(Q)" | o)y € Pooy para T € T} (274)
M, = MI&O = {wn € H(Q) | Uh|, € Py paraT €Ty} .

notemos que sélo las funciones en M}, son continuas. Ya que VM, C X}, pode-
mos verificar la condicién inf-sup de la misma forma que para problemas con-
tinuos.

El problema de punto silla con pares diferentes del tipo

H (div,Q) = {r € L*(Q)" | div 7 € L* (Q)} (275)
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con la norma del operador de divergencia

gy = (1713 + v 712) (276)
Buscamos (o,u) € H (div, Q) x L*(Q) tal que
(0,7)o0+ (divT,u)g o =0, V1 € H (div, Q) (277)
(div o,v)g.q = —(f, )00, Vo € L ().
Para aplicar la teoria general, tenemos los espacios
X = H (div,Q), M = L*(Q) (278)

a(o,7)=(0,7T)pq> b(r,v) = (div 7,v)4 o

claramente la forma lineal es continua. Entonces ya que la div 7 = 0 para 7 en
el nicleo de V, tenemos que

a(r,7) = |Irllg = 17l + Idiv 71§ = 1717 (aiv.c) - (279)

Esto establece la elipticidad de a sobre el niicleo. Ademés, para v € L? dada,
existe w € C§° (Q) con [[v —wlly o < i [vllg0- Sea § =inf {z1,2 € Q} y

T1(x) = /:lw(t,xz,...,wn)dt (280)

Ti(z) = 0, para ¢ > 0.
Entonces obviamente div 7 = 8T = w, y el mismo argumento se aplica para
la desigualdad de Friedrich dada por ||7'H0 < c¢||lwl|, . Por ello

b(r,v) (w,v).0
1T gy — A+ ) lwlloq — 2( c)

o]l (281)

y asi la condicién inf-sup es satisfecha.

A primera vista, aparentemente la solucién existe sélo si u € L2. Sin embar-
go, u € H} (Q), y entonces C° ()" C H (div, ), la primera ecuacién de la
Ec.(277) dice que en particular que

o7+
ALy - —/ o;7idz, para 7; € C§° (). (282)
axi Q
Por lo tanto u posee una derivada débil 8“ = 04, y como u € H(Q).
Ahora, la Ec.(277) junto con la formula de Green y Vu = o implica
/ u-Tods = / Vu - rdz +/ div Tudx (283)
a0 Q Q

= /a'td:c+/div7udx:0
Q Q
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ya que se satisface para toda 7 € C* (Q)", tenemos que u = 0 sobre la frontera
en el sentido mds general. i.e. de hecho u € H} (Q2).

En el caso estandar la condicién natural de frontera es g—:}‘ = 0, pero aqui la
condicién natural de frontera es u = 0.

Notemos que la Ec.(270) caracteriza la solucién del problema variacional

%(U,U)O—(f,u) ~ min (284)
Vu—oc = 0

donde el multiplicador de Lagrange coincide con o, y puede ser eliminado de la
ecuacion, por otro lado la Ec.(277) suge del problema variacional

1
5(0,0)0 — min (285)

dive+f = 0

en este caso, el multiplicador de Lagrange coincide con u de la Ec.(269).

Algunas veces la Ec.(270) con X = L? y M = H} es llamado método primal
mixto, mientras la Ec.(277) con X = H (div) y M = L? es llamado el método
mixto dual. El dual del problema variacional mixto estd relacionado con la
estimacion del error.

Teorema 45 (Prager y Synge)

Sea o € H (div) ,v € H} (Q) y asumase que div o + f = 0. Ademds, sea u
una solucion de la ecuacion de Poisson Au = —f con condiciones de frontera
cero. Entonces

2 2 2
lu —vl|] + ||grad v —ol|; = ||grad v —o||; . (286)

Los Elementos de Raviar-Thomas Los elementos de Riviart y Thomas
son adecuados para el problema de punto silla dado por la Ec.(277). Sea k >
0,9 C R?, y supéngase una triangulacién regular 7;, y tal que

Xy = RT}, = {7’ e L*(Q)?| 7, = (Z;) +er (;) (287)

ap,br,cr € Py para T € Ty, 7 - v es continuo sobre la frontera inter-elemento}
M, = M*(T;,) = {ve L*(Q) | v, € P, para T € Ty, } (288)

la continuidad de la componente normal sobre la frontera asegura la conforma-
bilidad X, C H (div, ).

Por conveniencia, consideramos elementos de Riviart-Thomas sélo para k =
0. La construccién depende estrechamente de las siguientes aseveraciones. Las
funciones en (P;)? que tienen la forma

()
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estdn caracterizadas por el hecho de que n-p es constante en cada linea axz+ Sy =
cte siempre que n sea ortogonal a la linea. Por lo tanto, dado un tridngulo 7', la
componente normal es constante y puede ser preescrita sobre cada borde de T,
formalmente, el elemento de Riviart-Thomas es la tripleta

(T, (P +z- Py, nip(zi)) (290)

con ¢ =1,2,3 con z; en el punto medio de cada borde .

La resolubilidad del problema de interpolacion es facilmente verificada, dado
un vértice a; de T, podemos hallar un vector v; € R? tal que es las proyecciones
sobre las normales de los bordes adyacentes tienen valores preescritos. Ahora
determinamos p € (P;)? tal que

p(a;) =v;, coni=1,2,3 (291)

es la forma intermedia p € (Pl)2 que las componentes normales son lineales en
cada borde del tridngulo. Ellas son planos constantes, ya que por construccién
llegan al mismo valor en ambos vértices del borde. De este modo las funciones
construidas necesariamente pertenecen a un conjunto especifico de (P1)2 .

Un operador de Interpolacién Sea k > 0 y T un tridangulo. Definimos

pp: HY(T) — RT}, (T) (292)
por

[ @ pra)-npds =0 (293)
para todo px € Py y cada borde e € 0T y

[a=pr0)-pido=0 (204)

para todo py_1 € P2, (si k> 1).

Dada una triangulacién 7 sobre €, definimos p, : H' () — RT}, localmente

por
(Po®)), = pr(47) (295)
para toda T € 7.

Nos restringimos al caso cuando £ = 0. Recordando que la componente
normal de v € RTj es constante sobre cada borde. La Ec.(293) expresa que
coincide con el valor promedio del componente normal de la funcién dada. Esto
se satisface por la solucién del problema de interpolacién.

Del teorema de la integral de Gauss se conluye que

/ div(q— prq)de =Y [ (¢— prq) - nds =0. (296)
T ecdT vV ¢

por otro lado, los elementos de Riviart-Thomas son lineales por pedazos y a =div
prq es constante sobre T. Por la Ec.(296) « es el valor promedio de div v sobre
T. Por lo tanto « es la constante con la menor desviaciéon de div ¢q. Tal que se
ha establecido la siguiente propiedad para k = 0.
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Propiedad Minimal Dada una triangulacién 7 sobre §2. Sea IIj, la L? —proyec-
cién sobre M*. Entonces tenemos que para todo ¢ € H' ()

div (g — prq) = Ixdiv ¢ (297)
esta ecuacion es llamada la propiedad del diagrama conmutativo

H Q) & 12(0)
pol T . (298)
RT, & Mk

Lema 46 La funcion
div: RTy — M° (299)

es suprayectiva.

Lema 47 Sea 7}, sea una triangulacion reqular del dominio ). Entonces
— , <ch inf ||divqg—oplg- 300
lg = padllsr(aiv.0y < chlaly +  inf ldiv g —wvnll (300)

Ahora la estimacién del error de la solucién por elementos finitos de la
Ec.(269)

- , - <clh h inf — . (301
o= sy + 1 =l <  (Rlol, + Al + inf 17 = fuly ) - (300

Implementacién y Postprocesamiento En principio, la discretizacién ge-
nera un sistema indefinido de ecuaciones. Puede ser llevado a un sistema positivo
definido mediante un procedimiento.

Para ello se elige los gradientes que pertenezcan al subespacio de H (div, () ,
primeramente admitimos gradientes en L2 (Q)z, y después explicitamente se
requiere div oy, € L? (). Equivalentemente, requerimos que los componentes
normales opn no existan saltos sobre los bordes. Para lograr esto, forzamos la
continuidad de opn sobre los bordes mediante una restriccién explicita. Esto
introduce a los multiplicadores de Lagrange.

La aproximacion de las funciones para o no requieren condiciones de con-
tinuidad, y en cada funcién base tiene soporte sobre un sélo tridngulo. Si eli-
minamos las variables asociadas por condensacién estdtica, las ecuaciones resul-
tantes son dispersas como antes del proceso de eliminacién. En adicién, hemos
eludido la costosa construccién de la base de elementos de Raviart-Thomas.

Una ventaja adicional es que los multiplicadores de Lagrange pueden ser
considerados como una aproximacién por elementos finitos de u sobre los bordes.

Normas Dependientes de la Malla para los Elementos de Riviart-
Thomas El célculo de elementos finitos con elementos de Riviart-Thomas
puede ser analizada desde el esquema de método mixto primal, i.e. con el par
H'(Q), L% (). Ya que la componente tangencial de las funciones en la Ec.(287)
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pueden tener saltos en la frontera entre elementos, en este contexto los elementos
no son conformes y necesitamos normas que dependan de la malla

1/2
ITllon = <||T||§ +hY |Tn||§,e> (302)
ecl'y,
1/2
oy = (Z olie+h" Y |[[U]]||§,e>
Tely, eel'y

donde T'y, = U (0T N Q) es el conjunto de fronteras entre elementos. Sobre los
bordes de T}, el salto [[v]] de v y la componente normal 7 - n de 7 estdn bien
definidas. Né6tese que ambas 7-n y [[v]] cambian de signo si la orientacién de los
bordes se toman en sentido contrario. Por lo tanto, el producto es independiente
de la orientacion.
La continuidad de la forma bilineal a (-, -) es obvia. La coercitividad se sigue
de
I7llo < Clirllo (303)

para toda 7 € RT}, el cual es obtenido por el escalamiento del argumento estan-
dar. La forma bilineal b (-.-) es reescrita por el uso de la formula de Green

b(rw)=-— Z / 7 - grad vdz + / [[v]] Tnds (304)
Ter, T Tn
ahora, la continuidad con respecto a la norma dada por la Ec.(302) es inmediata.

Lema 48 La condicion inf-sup es

b(r,v)
sup
rerty, ITllon

> Bloly (305)

para todo v € MF se satisface con la constante 8 > 0 la cual depende solamente
de k y de la forma del pardmetro de la triangulacion Tp,.

Comportamiento Débil de los Métodos Mixtos En el método primal
mixto dado por la Ec.(270) genera una forma débil de la forma cuadratica
a(,-),seau, € M C H () y o € Xj, C L?(Q) la solucién del método mixto

(0 T)og — (T:Vun)y g =0, V1 e Xy (306)
—(oh, VV)g o = —(f,v), Yv € My,

si B, = VM, C X, entonces la primera ecuacién implica o, = Vuy, y la
Ec.(306) es equivalente al cldsico tratamiento de la ecuacién de Poisson con el
espacio de elementos finitos M}, siendo este caso poco interesante.

El caso més interesante es cuando Ej, ¢ Xj. Sea P, : L?(Q) — X}, la
proyeccién ortogonal sobre X},. La primera ecuacién en la Ec.(306) se lee

on = P, (Vup) (307)
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y la segunda
(P Vup, Vo) o = (f,v) (308)

para toda v € Mj,.
Esta es la ecuacién débil para el problema de minimizacién relajado

%/ [Pthh]zdxf/ fvp, — min (309)
Q Q

vp €My,

sélo la parte de el gradiente que se proyecta sobre X} contribuye a la energia
en la formulacién variacional. El grado de debilidad es fijada por la eleccién de
el espacio destino de la proyeccién.

Otra caracterizacién de las ecuaciones variacionales dada por la Ec.(306)
puede ser reescrita en la forma en la cual genera ecuaciones lineales con una
matriz positiva definida. Escogemos un subespacio Ej, del complemento orto-
gonal L? con respecto a X, tal que

VM, CXhEDEh. (310)

El método mixto dado por la Ec.(306) es equivalente a la formulacién varia-
cional

(Vup, v”)o,ﬁ + (&n, VU)(),Q = (f, 1))07Q (311)

para toda v € M y
(Vun, Mo+ Ennoq =0 (312)

para toda n € Ey, si el espacio Ej, es enriquecido con gradientes que satisfacen
la Ec.(310). Aqui la relajacién de la forma variacional y de la proyeccién P, son
definidas por Ej, i.e por el complemento ortogonal del espacio destino.

La estabilidad del método mixto puede establecerse por el enriquecimiento de
elementos y se muestra que la estabilidad no depende de la eleccién del espacio
Ey.

Lema 49 Los espacios X, y My, satisfacen la condicion inf-sup con la constante
B >0 si y sdlo si satisface la desigualdad fuerte de Cauchy

(Vun, in)o g < /1 - 52 Vorlly 1741l (313)

para todo vy, € My yny, € Ej.

5.2. Meétodos Hibridos

Sea € un dominio, consideremos el caso en el cual el dominio es dividido en
dos subdominios €27 y s por una frontera interior suave I". Consideramos el
caso de un problema con condiciones de frontera tipo Dirichlet con coeficiente
variable a (x), donde a (x) es discontinuo sobre I'. La formulacién variacional
de este problema es:
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Encontrar u € H} (Q) tal que

/ ay (z) grad u - grad vdx +/
Q

as (z) grad u - grad vdx = / fodz  (314)
Qo Q

para toda v € H} (Q). Definiendo u; = U, ¥ u2 = u|, , la interpretacién
formal del problema dado por la Ec.(314) queda en la forma

—div (aq (z) grad uy) = f, en
—div (ag (z) grad uz) = f, en Oy (315)
Ul|rno, — 0, U2|rroa, — 0

U = ug, sobre (316)
8u1 GUQ

15—

— T
oy al@ng 0, sobre

donde m1 y ne son las normales exteriores en I' a los subdominios €7 y €5
respectivamente. La condicién de continuidad dada por la Ec.(316) esta implici-
tamente contenida en la formulacién variacional. Un importante caso especial
se tiene cuando a; (z) = a2 (z) = 1, que tiene el siguiente resultado.

Sea u una solucién del problema de Dirichlet

—Au=f
{ wn =0 (317)

donde I' es la frontera interna de los subdominios 7 y €25 del dominio 2 . En-
tonces el problema anterior es equivalente a buscar la solucién u de el problema

*Aul = f, en Ql
—Aug = f, en Qy (318)

Ullrnoa, = 0, U2|rnog, = 0

u; = wug, sobreT (319)
8u1 8uz
— +—5— = 0, sobre I’
(9711 anz ) SOPIE

para mostrar este resultado es necesario definir propiedades de las derivadas
O O . .
normales a—;ﬁ y Wig sobre T'. Esto requiere de alguna regularidad de f, por

ejemplo f € L? (Q).

Método de Descomposicién de Dominio para el Problema Dirichlet
Consideraremos ahora el problema de Laplace con condiciones de frontera sobre

el dominio €2, sea el problema de minimizacién definido sobre Hg (2) y donde
f€L?(Q) es dada

. 1 / 2 /
inf = grad v|"dx — [ fudx 320
veH ()2 Jo | | Q (320)
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2

2
el Qv | —grad v-grad v. Este problema tiene una

Oz + Oxa
tinica solucién u caracterizada porque u € H} (Q) y

donde |grad v|* =

/ grad u - grad vdz = / fvdx (321)
Q Q

para toda v € H} (Q).
Si u es solucién, entonces satisface, en el sentido de distribuciones

{ —Au=f, en Q

w20 (322)

el cual es un problema estdndar de Dirichlet. Si H{ (Q) es remplazado por
H&) p (€), entonces del problema dado por la Ec.(322) se convierte en un pro-
blema mixto

—Au=f,en
u, =0 323
oo = (323)
on|N —

en el cual tendremos condiciones de frontera tipo Dirichlet en D y condiciones
de frontera tipo Neumann en N. En particular para N = I', tendremos un
problema de Neumann. Notemos que el problema de minimizacién dado por
la Ec.(320) sobre H' (Q) en lugar de H} () pudiendo definir a u salvo una
constante aditiva, y requerimos las condiciones de compatibilidad fQ fdx =0,
que pueden ser necesarias de la Ec.(321), tomando v =1 en .

Denotando por H~1/2(I") al espacio dual de H'/?(T) y tomando

ge HY2(T) (324)

entonces, consideramos la funcional

%/ |grad v|” dx —/ fodx — (g, v) (325)
Q Q

donde (-, -) denota la dualidad entre H~1/2(T") y H'/? (I") , en algunas ocaciones
se suele escribir esto como [ gvds en lugar de (g,v) . Minimizando la Ec.(325)
sobre Hy 1, (€2) genera el problema

—Au=f,en
U, =0 (326)
Ju  _
on|N — 9

cuando D = () la solucién es definida salvo una constante aditiva y podemos
elegir f y g tal que [, fdz — [ gds = 0.

Consideremos el problema dado por la Ec. (326) en el dominio €2, el cual es
subdividido en E subdominios §2;, i = 1, ..., E' sin traslape, es decir

E
Qiﬂszg Yi#£j y QZUQZ, (327)
i=1
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y al conjunto
E

I=[JTs i % =002;\00 (328)
i=1
lo llamaremos la frontera interior del dominio §2, denotamos por H al didmetro
H; = Diam(Q;) de cada Q; que satisface Diam();) < H para cada i =
1,2,..., F, ademss, cada subdominio §2; es descompuesto en una mallado fi-
no 75 de K subdominios mediante una triangulacién Q. de modo que esta sea
conforme, denotamos por h al didmetro h; = Diam/(2.) de cada Q. que satisface
Diam(Q.) < h paracadae=1,2,..., K decadai=1,2,...,.F.
Entonces el método de descomposiciéon de dominio para el problema de
Dirichlet es reescrito como la funcional

J(U): { / lgrad v|” dw—/Q fvdx} (329)

i=1

introduciendo el espacio funcional
X(Q)={v|velL?Q),vq, € H HH1 (330)

podemos extender J(v) sobre X (). Por otra parte H} (£2) es un subespacio
cerrado de X () y podemos considerar v € H} (Q)” como una restriccién
lineal sobre v € X (2) . Esta restriccién ﬁja que sobre e;; = 02; N 0N tenemos,
en H—1/? (eij) que u; = uj, donde u; = wuy, . Aplicando un procedimiento
en el cual se imponen restricciones mediante los Multiplicadores de Lagrange
adecuadamente elegidos en H~*/? (e;;) , pero es mejor introducir ¢ € H (div, Q)
y usar como multiplicadores la traza normal de g sobre 0f);. Esto genera el
problema de punto silla

inf sup { / |grad v|” dxf/ q.ﬂivdsf/ fvdsc} (331)
vEX (D) qEH div,Q) 1 Q; Q;

i=

para los cuales se tienen las siguientes condiciones de optimizacién: para ¢ =
1,..., B, encontra u; € H' (€;) tal que

/ grad u; - grad v;dz :/ f’Uile'+/ p.n,;v;ds (332)
Q oM a0

para toda v; € H' ()

E
Z/em q.n;uids =0 (333)
=17 0%

para todo ¢ € H (div,(2), esta tltima condicién expresa la continuidad de u
en la interfase e;; y la condicién u), = 0. La condicién dada por la Ec.(332)
muestra que u; es solucién en §2; del problema de Neumann

{ —Au; = f, en

gzl = p.n;, en 0Q; (334)
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la resolucién de este problema requiere una condicién de compatibilidad (hacer

v; = 1 en la Ec.(332))
/ p.n;ds + / fdxz =0 (335)
DQI', Qi,

sobre cada subdominio §2;. Esta condicién puede ser escrita como
/ (div p+ f) dz = 0. (336)
Q;

De la Ec.(335) tenemos que el multiplicador p.n puede ser visto como la
derivada normal de u. En efecto, cuando el equilibrio se alcanza, tenemos en las
interfases

8ui o o (‘9uj

=N, = —pPn. =
8ni B_l Q_J 8nj

(337)

y u; = uj. Un adecuado levantamiento de p en cada €; para tener div p+ f =0
siempre se puede hacer por las Ecs.(335) y (336).

Dual del Problema del método de Descomposiciéon de Dominio Con-
siderando el dual del problema de la formulacién de punto silla anterior. Primera-
mente un comentario, si tomamos el infimo sobre la parte constante de v € X (£2)
sobre cada €2; tenemos una restriccién a la Ec.(336) sobre p. Es por lo tanto
posible suponer div p + f = 0, esto puede ser hecho por las modificaciones a p
que es interna a €2; (esto es, no es necesario modificar p.n;) y es transparente la
formulacién de la Ec.(331). Escribimos

/ q.n;vds = / div qudz +/ ggrad vdzx (338)
a0~ Q; - Q"

y obtenemos de la Ec.(331)

su inf rad v;|” dx — / rad vzdx} 339
div q+1} 0 vIEHl(Q )/R { / |g | Q; q 8 ( )

de esta tltima ecuacion, es evidente obtener que P, =P,
= =lo

grad u; = P (Bz) (340)
donde P es el operador proyeccién en (L? (QZ)) sobre grad(H" (€;)) , donde
(L* ()" = {grad H' ()} & {rot H ()} (341)

de la cual v; puede ser eliminado y reescribir el problema dual

sup — 22/ )P dx (342)

g€ H(div,Q) y div g+f=0
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el cual se puede reescribir como
.1 2
inf - / |lg|” da (343)
2 Q

para todo ¢ € {g e (L2 (Ql))2 |divg+f= O} , en esta tltima ecuacién se ve
que el operador proyeccién no es necesario.

Método Dual Hibrido Ahora consideremos el problema dual a la Ec.(343),
esto es,

1 2
inf = dx 344
geH (div,Q) y div g+f=02 /Q }(—]} (344)

aplicando el principio de la descomposicién de dominio a este problema, intro-
ducimos

Y (Q) = {g g, €H (dz’v,Qi)} ~ 1 iv. ) (345)

asi, H (div,{2) es ahora un subespacio cerrado de Y () caracterizado por

E
Z/Q (p.n;) vds = 0 (346)
=1/

para toda v € H} (Q).
Entonces podemos transformar la Ec.(344) en un problema de punto silla

E
1 2
inf sup {—/ q.| dx +/ q,.ﬁzvds} 347
9€Y(Q) yeHl(0) ; 2 Ja, 17 o0, (347)
bajo las restricciones locales
div ¢ + f = 0, sobre €, (348)

la ventaja de esta formulacién es que es facil encontrar g, que satisfaga la
Ec.(348).
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6. Apéndice A

En este apéndice se dardn algunas definiciones que se usan a lo largo del
presente trabajo, asi como se detallan algunos resultados generales de algebra
lineal y andlisis funcional (en espacios reales) que se anuncian sin demostracién
pero se indica en cada caso la bibliografia correspondiente donde se encuentran
estas y el desarrollo en detalle de cada resultado.

6.1. Nociones de Algebra Lineal

A continuacién detallaremos algunos resultados de dlgebra lineal, las de-
mostraciones de los siguientes resultados puede ser consultada en [20].

Definicién 50 Sea V' un espacio vectorial y sea f(-) : V. — R, f es llamada
funcional lineal si satisface la condicion

flav+ pw) = af(v) + Bf(w) Yo,weV y a,feR. (349)

Definicién 51 Si V' es un espacio vectorial, entonces el conjunto V* de todas
las funcionales lineales definidas sobre V' es un espacio vectorial llamado espacio
dual de V.

Teorema 52 Si {v1,...,u,} es una base para el espacio vectorial V, entonces
existe una unica base {vi,...,vx} del espacio vectorial dual V* llamado la base
dual de {v1,...,v,} con la propiedad de que V;* = 0;5. Por lo tanto V' es isomorfo
aV*.

Definicién 53 Sea D C V un subconjunto del espacio vectorial V. El nulo de
D es el conjunto N (D) de todas las funcionales en V* tal que se nulifican en
todo el subconjunto D, es decir

N((D)={feV*|f(v)=0 YuveD}. (350)

Teorema 54 Sea V un espacio vectorial y V* el espacio dual de V, entonces
a) N (D) es un subespacio de V*
b) Si M C V es un subespacio de dimension m, V tiene dimension n, en-
tonces N (M) tiene dimension n —m en V*.

Corolario 55 SiV =L ® M (suma directa) entonces V* = N (L) ® N (M).

Teorema 56 SeanV y W espacios lineales, siT () : V. — W es lineal, entonces
el adjunto T* de T es un operador lineal T* : W* — V* definido por

T* (w*) () = w* (Tw). (351)

Teorema 57 Si H es un espacio completo con producto interior, entonces H* =
H.

67



Definicién 58 SiV es un espacio vectorial con producto interior y T (+): V —
V' es una transformacion lineal, entonces existe una transformacion asociada a
T llamada la transformacion auto-adjunta T™ definida como

(Tu,v) = {u, T"v) . (352)

Definicién 59 Sea V' un espacio vectorial sobre los reales. Se dice que una
funcion 7 (-,-) : VXV — R es una forma bilineal sobre V| si para toda ©,y,z € V
ya,B €R se tiene

T(az+By,2) = ar(z,z)+B7(y,2) (353)
T(x,ay+Bz) = ar(z,y)+ 67(,2).

Definicién 60 Si 7 (-,-) es una forma bilineal sobre V, entonces la funcion
gr () : V. — R definida por

g¢-(z) =7 (z,x) VeV (354)
se le llama la forma cuadrdtica asociada a T.

Notemos que para una forma cuadratica g, (-) se tiene que ¢, (az) = ||’ ¢, (z)
VreVyacekR

Definicién 61 Sea V C R™ un subespacio, P € R™ x R"

6.2. o-Algebra y Espacios Medibles

A continuacién detallaremos algunos resultados conjuntos de espacios o-
algebra, conjuntos de medida cero y funciones medibles, las demostraciones de
los siguientes resultados puede ser consultada en [22] y [3].

Definicién 62 Una o-algebra sobre un conjunto Q0 es una familia & de subcon-
juntos de Q que satisface

m geé

n Si,, €& entonces G Y, €&

n=1

= Si1 € € entonces ¢Y° € €.

Definicién 63 Si 2 es un espacio topoldgico, la familia de Borel es el conjunto
o-algebra mds pequenio que contiene a los abiertos del conjunto €.

Definicién 64 Una medida pv sobre ) es una funcién no negativa real valuada
cuyo dominio es una o-algebra £ sobre Q) que satisface

" pn(2)=0y
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= Si {1y, } es una sucesion de conjuntos ajenos de & entonces

u@J%)}jmm» (355)

n=1 n=1

Teorema 65 Fuziste una funcion de medida p sobre el conjunto de Borel de R
llamada la medida de Lebesge que satisface p([a,b]) = b — a.

Definicién 66 Una funcion f : Q — R es llamada medible si f~1 (U) es un
congunto medible para todo abierto U de ).

Definicién 67 Sea E C Q un conjunto, se dice que el conjunto E tiene medida
cero si p(E) = 0.

Teorema 68 Si a es una medida sobre el espacio X y B es una medida sobre
el espacio Y, podemos definir una medida p sobre X XY con la propiedad de
que (A x B) =« (A) B (B) para todo conjunto medible A€ X y BeY.

Teorema 69 (Fubini)
Si f (z,y) es medible en X XY entonces

[ t@win=[ [1@ydsia= [ [1@ydas @0

XXY

en el sentido de que cualquiera de las integrales existe y son iguales.

Teorema 70 Una funcion f es integrable en el sentido de Riemann en 2 si y
sélo si el conjunto de puntos donde f (x) es no continua tiene medida cero.

Observacién 71 Sean f y g dos funciones definidas en §2, decimos que f y
g son iguales salvo en un conjunto de medida cero si f(x) # g(x) sdlo en un
conjunto de medida cero.

Definicién 72 Una propiedad P se dice que se satisface en casi todos lados,
st existe un conjunto E con p(E) =0 tal que la propiedad se satisface en todo
punto de E°.

6.3. Espacios [

Las definiciones y material adicional puede ser consultada en [12], [18] v [3].

Definicién 73 Una funcién medible f (+) (en el sentido de Lebesgue) es llamada
integrable sobre un conjunto medible Q) C R™ si

/ |f|dz < oo. (357)
Q
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Definicién 74 Sea p un nidmero real con p > 1. Una funcién u(-) definida
sobre Q C R™ se dice que pertenece al espacio LP(§2) si

/ |u(z)|? dz (358)
es integrable.
Al espacio L?(2) se le llama cuadrado integrable.

Definicién 75 La norma L?(Q) se define como

lull 20y = (/ lu(z |dx) < 00 (359)

y el producto interior en la norma L*()) como

(00) 1y = [ w0l (360)

Definicién 76 Sip — oo, entonces definimos al espacio L () como el espacio
de todas las funciones medibles sobre ) C R™ que sean acotadas en casi todo )
(excepto posiblemente sobre un conjunto de medida cero), es decir,

L2(Q) = {u | Ju(z)] < k} (361)
definida en casi todo ), para algin k € R.

6.4. Distribuciones

La teoria de distribuciones es la base para definir a los espacios de Sobolev, ya
que permiten definir las derivadas parciales de funciones no continuas, pero esta
es coincidente con las derivadas parciales cldsica si las funciones son continuas,
para mayor referencia de estos resultados ver [12], [18] y [3]

Definicién 77 Sea Q C R™ un dominio, al conjunto de todas las funciones
continuas definidas en Q0 se denotardn por C°(), o simplemente C(L2).

Definicién 78 Sea u una funcién definida sobre un dominio € la cual es no
cero sélo en los puntos pertenecientes a un subconjunto propio K C €. Sea K
la clausura de K. Entonces K es llamado el soporte de w. Decimos que u tiene
soporte compacto sobre ) si su soporte? es compacto. Al conjunto de funciones
continuas con soporte compacto se denota por Cy(£2).

Definicién 79 Sea Z7! el conjunto de todas las n-duplas de enteros no nega-
tivos, un miembro de Z se denota usualmente por a 6 B (por ejemplo o =
(a1, g, ..., ). Denotaremos por |af la suma |a) = ay +as+ ...+ ay, y por D*u
la derivada parcial

dlely
Dfu= Orr .0z (362)

ast, si || =m, entonces D*u denota la m-ésima derivada parcial de u.
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Definicién 80 Sea C™(Q) el conjunto de todas las funciones D*u tales que
sean funciones continuas con |a] =m. Y C°°(Q) como el espacio de funciones
en el cual todas las derivadas existen y sean continuas en €.

Definicién 81 Fl espacio D(QY) serd el subconjunto de funciones infinitamente
diferenciales con soporte compacto, algunas veces se denota también como C§° ().

Definicién 82 Una distribucion sobre un dominio 2 C R™ es toda funcional
lineal continua sobre D(Q).

Definicién 83 El espacio de distribuciones es el espacio de todas las funcionales
lineales continuas definidas en D(Q), denotado como D*(Q), es decir el espacio
dual de D(R).

Definicién 84 Un funcion f () es llamada localmente integrable, si para todo
subconjunto compacto K C ) se tiene

/ I (2)] dz < o (363)
K

Ejemplo de una distribucién es cualquier funcién f (-) localmente integrable
en (). La distribucién F asociada a f se puede definir de manera natural como
F :D(2) — R como

(F,¢) = /Q fodx (364)

con ¢ € D(Q).
Si el soporte de ¢ es K C €, entonces

e

la integral es finita y (F, ¢) tiene sentido. Bajo estas circunstancias F' es llamada
una distribucién generada por f.

Otro ejemplo de distribuciones es el generado por todas las funciones con-
tinuas acotadas, ya que estas son localmente integrables y por lo tanto generan
una distribucion.

|<F,¢>|‘/Qf¢dx

< sup |¢| [ [f(z)|dx (365)
reK Q

Definicién 85 Si una distribucion es generada por funciones localmente inte-
grables es llamada una distribucion reqular. Si una distribucion no es generada
por una funcion localmente integrable, es llamada distribucion singular (ejemplo
de esta es la delta de Dirac).

Es posible definir de manera natural en producto de una funcién y una
distribucién. Especificamente, si 2 C R™, u pertenece a C*°(Q), y si f (+) es una
distribucién sobre §2, entonces entenderemos u f por la distribucién que satisface

((wf), d) = (f,ud) (366)
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para toda ¢ € D(Q2). Notemos que la anterior ecuacién es una generalizacién de
la identidad

/ [u(z) f (z)] ¢ (z) dz = / f (@) [u(z) ¢ ()] da (367)
Q Q
la cual se satisface si f es localmente integrable.

Derivadas de Distribuciones Funciones como la delta de Dirac y la Hea-
viside no tienen derivada en el sentido ordinario, sin embargo, si estas funciones
son tratadas como distribuciones es posible extender el concepto de derivada de
tal forma que abarque a dichas funciones, para ello recordemos que:

Teorema 86 La version cldsica del teorema de Green es dada por la identidad

ov / / ou
U dr = uon;ds — | v dx 368
o Ox; a0 o Ox; (368)

que se satisface para todas las funciones u,v en C*(Q), donde n; es la i-ésima
componente de la derivada normal del vector n en la frontera OQ) de un dominio

Q.

Una versién de la Ec. (368) en una dimensién se obtiene usando la formula
de integracién por partes, quedando como

b b
/ wv'dx = [uwv] |° —/ vi'dr, u,v € C'a,b] (369)

como un caso particular de la Ec. (368).

Este resultado es ficilmente generalizable a un resultado usando derivadas
parciales de orden m de funciones u,v € C™(Q) pero remplazamos u por D%
en la Ec. (368) y con |a| = m, entonces se puede mostrar que:

Teorema 87 Otra version del teorema de Green es dado por
/ (D) vdz = (—1)* / uDYvdx —|—/ h(u,v)ds (370)
Q Q o0

donde h(u,v) es una expresion que contiene la suma de productos de derivadas
de u y v de orden menor que m.

Ahora remplazando v en la Ec. (370) por ¢ perteneciente a D(2) y como
¢ = 0 en la frontera 0f) tenemos

/ (D°w) dz = (—1) / wD® ¢z (371)
Q

Q

ya que u es m-veces continuamente diferenciable, esta genera una distribucién
denotada por u, tal que

(u,6) = /Q udz (372)
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o0, como D¢ también pertenece a D(£2), entonces

<u,D°‘¢>:/uD"‘¢dz (373)
Q

ademds, D™u es continua, asi que es posible generar una distribucién regular
denotada por D*u satisfaciendo

(D*u6) = [ (D) o (374)
Q
entonces la Ec. (371) puede reescribirse como
(D*u,) = (~1)*! (u, D*¢), Vo € D(Q). (375)

Definicién 88 La derivada de cualquier distribucion f(-) se define como: La
a—ésima derivada parcial distribucional o derivada generalizada de una dis-
tribucion f es definida por una distribucion denotada por D f, que satisface

(D*f,9) = (=1)*I (1, D*¢), V¢ € D().
Noétese que si f pertenece a C™ (Q) , entonces la derivada parcial distribu-

cional coincide con la derivada parcial a—ésima para |a| < m.

Derivadas Débiles Supdngase que una funcién u (-) es localmente integrable
que genere una distribucién, también denotada por u, que satisface

(0, ¢) = /Q uéds (376)

para toda ¢ € D(2).
Ademas la distribucién u posee derivada distribucional de todos los ordenes,
en particular la derivada D“u es definida por

(D%u,¢) = (=) (u, D*¢), Vo € D(Q). (377)

por supuesto D%u puede o no ser una distribucién regular. Si es una distribucién
regular, entonces es generada por una funcién localmente integrable tal que

(Du, ) = /Q Du(x)  (x) d (378)

y se sigue que la funcién v y D®u estdn relacionadas por

/ Dou (2) 6 (2) dz = (—1)™ / w () D% (z) dz (379)
Q Q
para |a] < m.

Definicién 89 Llamamos a la funcion (o mds precisamente, a la equivalencia
de clases de funciones) D*u obtenida en la Ec. (379), la a—ésima derivada
débil de la funcion u.

Notemos que si u pertenece a C™ (), entonces la derivada D®u coincide
con la derivada cldsica para |a| < m.
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7. Apéndice B

7.1. Soluciéon de Grandes Sistemas de Ecuaciones

Es este trabajo se mostré como proceder para transformar un problema
de ecuaciones diferenciales parciales con valores en la frontera en un sistema
algebraico de ecuaciones y asf poder hallar la solucién resolviendo el sistema de
ecuaciones lineales que se pueden expresar en la forma matricial siguiente

Ay = (380)

donde la matriz A es bandada (muchos elementos son nulos) y en problemas
reales tiene grandes dimensiones.

Los métodos de resolucién del sistema algebraico de ecuaciones Au = b se
clasifican en dos grandes grupos: los métodos directos y los métodos iterativos.

En los métodos directos la solucién u se obtiene en un nimero fijo de pasos y
s6lo estén sujetos a los errores de redondeo. En los métodos iterativos, se realizan
iteraciones para aproximarse a la solucién u aprovechando las caracteristicas
propias de la matriz A, tratando de usar un menor mimero de pasos que en un
método directo. -

Los métodos iterativos rara vez se usan para resolver sistemas lineales de
dimensién pequena (el concepto de dimensién pequena es muy relativo), ya que
el tiempo necesario para conseguir una exactitud satisfactoria rebasa el que
requieren los métodos directos. Sin embargo, en el caso de sistemas grandes con
un alto porcentaje de elementos cero, son eficientes tanto en el almacenamiento
en la computadora como en el tiempo que se invierte en su solucién. Por ésta
razén al resolver éstos sistemas algebraicos de ecuaciones es preferible aplicar
métodos iterativos tal como gradiente conjugado.

Cabe hacer mencién de que la mayoria del tiempo de computo necesario para
resolver el problema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP), es consumido
en la solucién del sistema algebraico de ecuaciones asociado a la discretizacion,
por ello es determinante elegir aquel método numeérico que minimice el tiempo
invertido en este proceso.

7.1.1. Meétodos Directos

En estos métodos, la solucién u se obtiene en un nimero fijo de pasos y sélo
estdn sujetos a los errores de redondeo. Entre los métodos méds importantes pode-
mos encontrar: Eliminacién Gausiana, descomposiciéon LU, eliminacién bandada
y descomposicién de Cholesky.

Los métodos antes mencionados, se colocaron en orden descendente en cuan-
to al consumo de recursos computacionales y ascendente en cuanto al aumento
en su eficiencia.

Eliminacién Gausiana Tal vez es el método més utilizado para encontrar la
solucién usando métodos directos. Este algoritmo sin embargo no es eficiente,
ya que en general, un sistema de N ecuaciones requiere para su almacenaje
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en memoria de N? entradas para la matriz A, pero cerca de N3/3 + O(N?)
multiplicaciones y N3/3 + O(N?) adiciones para encontrar la solucién siendo
muy costoso computacionalmente.
La eliminacién Gausiana se basa en la aplicaciéon de operaciones elementales
a renglones o columnas de tal forma que es posible obtener matrices equivalentes.
Escribiendo el sistema de N ecuaciones lineales con N incégnitas como

Zaw zj=a), , i=1,2.,N (381)

y si aﬁ) # 0y los pivotes al(szl),i = 2,3, ..., N de las demss filas, que se obtienen
en el curso de los cdlculos, son distintos de cero, entonces, el sistema lineal
anterior se reduce a la forma triangular superior (eliminacién hacia adelante)

N
zi+ Y alzi=al),,, i=1,2,.N (382)
Jj=it+1
donde
ko= CN{j=k+1,...,N{
(k 1)
T
Ak = =1 D
e,
i = k+1,.,N+1{
k k-1 k) (k-1
agj) _ z(J ) _ ()( )}}}

y las incégnitas se calculan por sustitucion hacia atrds, usando las férmulas

(V)

an = ahus (383)
i = N—1,N-2,..,1
vo= ol Y Al

j=i+1

En algunos casos nos interesa conocer A1, por ello si la eliminacion se aplica
a la matriz aumentada A | I entonces la matriz A de la matriz aumentada se

convertird en la matriz I y la matriz I de la matriz aumentada serda A™'. Asf,
el sistema Au = b se transformard en u = A~'b obteniendo la solucién de u.

Descomposicién LU Sea U una matriz triangular superior obtenida de A por
eliminacién bandada. Entonces U = éflé, donde L es una matriz triangular

inferior con unos en la diagonal. Las entradas de é_l pueden obtenerse de
los coeficientes m;; definidos en el método anterior y pueden ser almacenados
estrictamente en las entradas de la diagonal inferior de A ya que estas ya fueron
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eliminadas. Esto proporciona una factorizacion LU de A en la misma matriz A
ahorrando espacio de memoria.

El problema original @ = b se escribe como @ = b y se reduce a la
solucién sucesiva de los sistemas lineales triangulares

Ly=b y Uu=y. (384)

La descomposicién LU requiere también N 3 /3 operaciones aritméticas para
la matriz llena, pero sélo Nb? operaciones aritméticas para la matriz con un
ancho de banda de b siendo esto més econémico computacionalmente.

Nétese que para una matriz no singular 4, la eliminacién de Gausiana (sin
redondear filas y columnas) es equivalente a la factorizacién LU.

Eliminacién Bandada Cuando se usa la ordenacién natural de los nodos,
la matriz A que se genera es bandada, por ello se puede ahorrar considerable
espacio de almacenamiento en ella. Este algoritmo consiste en triangular a la
matriz A por eliminacién hacia adelante operando sélo sobre las entradas dentro
de la banda central no cero. Asi el renglén j es multiplicado por mij = Qi;/a;;
y el resultado es restado al renglén ¢ parai =7+ 1,5+ 2,....

El resultado es una matriz triangular superior U que tiene ceros abajo de
la diagonal en cada columna. Asi, es posible resolver el sistema resultante al
sustituir en forma inversa las incégnitas.

Descomposicién de Cholesky Cuando la matriz es simétrica y definida po-
sitiva, se obtiene la descomposicién LU de la matriz A, asi A = LDU = LDLT
donde D = diag(U) es la diagonal con entradas positivas. La mayor ventaja de
esta descomposicién es que, en el caso en que es aplicable, el costo de cémputo
es sustancialmente reducido, ya que requiere de N3 /6 multiplicaciones y N3/6

adiciones.

7.1.2. Meétodos Iterativos

En estos métodos se realizan iteraciones para aproximarse a la solucién u
aprovechando las caracterfsticas propias de la matriz A, tratando de usar un
menor nimero de pasos que en un método directo, para mds informacién de
estos y otros métodos ver [15] y [24].

Un método iterativo en el cual se resuelve el sistema lineal

Au=b (385)

comienza con una aproximacién inicial u® a la solucién v y genera una sucesién
oo , . . .
de vectores {uk } x—q due converge a u. Los métodos iterativos traen consigo
un proceso que convierte el sistema Au = b en otro equivalente de la forma
4 = Tu + ¢ para alguna matriz fija T y un vector c. Luego de seleccionar el
vector inicial u° la sucesién de los vectores de la solucién aproximada se genera
calculando
k _ oy, k—1 _
uw=Tu"""4+c Vk=1,2,3,.. (386)
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La convergencia a la solucién la garantiza el siguiente teorema cuya solucién
puede verse en [25].

Teorema 90 Si HgH < 1, entonces el sistema lineal u = Tu+c tiene una solu-

cion unica u* y las iteraciones u® definidas por la formula u* = Zuk’_“rg Vk =

1,2,3,... convergen hacia la solucion exacta w* para cualquier aproximacion li-
0

neal u°.

Notemos que mientras menor sea la norma de la matriz I, més rdpida es la
convergencia, en el caso cuando Hg H €S Menor que uno, Pero cercano a uno, la
convergencia es muy lenta y el nimero de iteraciones necesario para disminuir
el error depende significativamente del error inicial. En este caso, es deseable
proponer al vector inicial 1 de forma tal que se minimo el error inicial. Sin
embargo, la eleccién de dicho vector no tiene importancia si la Hg“ es pequena
ya que la convergencia es rapida.

Como es conocido, la velocidad de convergencia de los métodos iterativos
dependen de las propiedades espectrales de la matriz de coeficientes del sistema
de ecuaciones, cuando el operador diferencial £ de la ecuacién del problema a
resolver es auto-adjunto se obtiene una matriz simétrica y positivo definida y el
nimero de condicionamiento de la matriz A, es por definicién

cond(A) — Jmix ~ (387)

)\mfn o

donde Ansx ¥V Amin €s el méximo y minimo de los eigenvalores de la matriz
A. Si el niimero de condicionamiento es cercano a 1 los métodos numéricos al
solucionar el problema convergerd en pocas iteraciones, en caso contrario se
requerirdn muchas iteraciones. Frecuentemente al usar el método de elemento
finito se tiene una velocidad de convergencia de O (h—12) y en el caso de métodos
de descomposicién de dominio se tiene una velocidad de convergencia de O (%)
en el mejor de los casos, donde h es la méxima distancia de separaciéon entre
nodos continuos de la particién, es decir, que poseen una pobre velocidad de
convergencia cuando h — 0, para més detalles ver [2].

Entre los métodos més usados para el tipo de problemas tratados en el pre-
sente trabajo podemos encontrar: Jacobi, Gauss-Seidel, Richardson, relajaciéon
sucesiva, gradiente conjugado, gradiente conjugado precondicionado.

Los métodos antes mencionados se colocaron en orden descendente en cuanto
al consumo de recursos computacionales y ascendente en cuanto al aumento en
la eficiencia en su desempeno, describiéndose a continuacion:

Jacobi Si todos los elementos de la diagonal principal de la matriz A son
diferentes de cero a;; # 0 para i = 1,2, ...n. Podemos dividir la i—ésima ecuacién
del sistema lineal (385) por a;; para i = 1,2,...n, y después trasladamos todas
las incognitas, excepto x;, a la derecha, se obtiene el sistema equivalente

u=DBu+d (388)
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donde ) B 4
_ b oy an siiA
= Y B_%M_{ 0 sij=i

Las iteraciones del método de Jacobi estdn definidas por la férmula

€T, = Zbijl'g-k_l) +d; (389)
j=1

donde xEO) son arbitrarias (i = 1,2,...n;k = 1,2,....).

También el método de Jacobi se puede expresar en términos de matrices.
Supongamos por un momento que la matriz A tiene la diagonal unitaria, esto
es diag(A) = L. Si descomponemos A = I—B, entonces el sistema dado por la

Ecs. (385) se puede reescribir como
L-Bu=b (390)

Para la primera iteracién asumimos que k=b; entonces la iltima ecuacién se es-
cribe como u = @—i—k. Tomando una aproximacién inicial yo, podemos obtener
una mejor aproximacién remplazando u por la més resiente aproximacién de
u™. Esta es la idea que subyace en el método Jacobi. El proceso iterativo queda
como

Mm—H — @m +E~ (391)

La aplicaciéon del método a la ecuacién de la forma @ = b, con la matriz é
no cero en los elementos diagonales, se obtiene multiplicando la Ec. (385) por

D7t = [diag(A)]_l obteniendo

B=1-D"'A, k=D"b (392)

Gauss-Seidel Este método es una modificacién del método Jacobi, en el cual
una vez obtenido algtin valor de u™*!, este es usado para obtener el resto de los
valores utilizando los valores mas actualizados de u™*!. Asf, la Ec. (391) puede
ser escrita como
’U,;nJrl = Zbiju}"ﬂ + Zb”uyl + kl (393)
j<i j>i
Notemos que el método Gauss-Seidel requiere el mismo nimero de opera-
ciones aritméticas por iteracién que el método de Jacobi. Este método se escribe
en forma matricial como
ﬂm+1 :@mﬁl*l +@m +E (394)
donde E y F son las matrices triangular superior e inferior respectivamente.
Este método mejora la convergencia con respecto al método de Jacobi en un
factor aproximado de 2.
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Richardson Escribiendo el método de Jacobi como
um—l—l —um=b— Ay™ (395)

entonces el método Richardson se genera al incorporar la estrategia de sobrerre-
lajacién de la forma siguiente

u" M =" 4w (b— Au™) . (396)
El método de Richardson se define como
u"t = (L —wA) u™ + wb (397)

en la prictica encontrar el valor de w puede resultar muy costoso computacional-
mente y las diversas estrategias para encontrar w dependen de las caracteristicas
propias del problema, pero este método con un valor w éptimo resulta mejor
que el método de Gauss-Seidel.

Relajacién Sucesiva Partiendo del método de Gauss-Seidel y sobrerrelajan-
do este esquema, obtenemos

ulm-‘rl — (1 um +w waum-i-l + Z bmum—i-k (398)
Jj=i+1

y cuando la matriz A es simétrica con entradas en la diagonal positivas, éste
método converge si y s6lo si A es definida positiva y w € (0,2). En la préactica
encontrar el valor de w puede resultar muy costoso computacionalmente y las
diversas estrategias para encontrar w dependen de las caracteristicas propias del
problema.

Gradiente Conjugado El método del gradiente conjugado ha recibido mucha
atencién en su uso al resolver ecuaciones diferenciales parciales y ha sido amplia-
mente utilizado en anos recientes por la notoria eficiencia al reducir considerable-
mente en nimero de iteraciones necesarias para resolver el sistema algebraico
de ecuaciones. Aunque los pioneros de este método fueron Hestenes y Stiefel
(1952), el interés actual arranca a partir de que Reid (1971) lo planteara como
un método iterativo, que es la forma en que se le usa con mayor frecuencia en
la actualidad, esta versién estd basada en el desarrollo hecho en [9].

La idea bésica en que descansa el método del gradiente conjugado consiste en
construir una base de vectores ortogonales y utilizarla para realizar la busque-
da de la solucién en forma més eficiente. Tal forma de proceder generalmente
no serfa aconsejable porqué la construccién de una base ortogonal utilizando el
procedimiento de Gramm-Schmidt requiere, al seleccionar cada nuevo elemento
de la base, asegurar su ortogonalidad con respecto a cada uno de los vectores
construidos previamente. La gran ventaja del método de gradiente conjugado
radica en que cuando se utiliza este procedimiento, basta con asegurar la or-
togonalidad de un nuevo miembro con respecto al dltimo que se ha construido,
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para que automaéticamente esta condicién se cumpla con respecto a todos los
anteriores.

Definicién 91 Una matriz A es llamada positiva definida si todos sus eigen-
valores tienen parte real positiva o equivalentemente, si gT@ tiene parte real
positiva para u € C\ {0} . Notemos en este caso que

A+ A"
QT@ = ET%E >0, conu € R\ {0}.
En el algoritmo de gradiente conjugado (CGM), se toma a la matriz A como
simétrica y positiva definida, y como datos de entrada del sistema
Au=1> (399)

0

el vector de biisqueda inicial u° y se calcula 0 = b — Au, p° = r°, quedando el

método esquemdticamente como:

k41 £P
gt = Apk - pF (400)
£k+1 _ zk . ﬁk+1£k
k .k
okl — r-r
- Akarl .pk:+1
uk-&-l _ uk +ak+1£k+1
fk-+1 _ Ek . ak+1A__pk+1_

Si denotamos {)\i,‘/;}fil como las eigensoluciones de A, i.e. AV; = \;Vj,
1 = 1,2,...,N. Ya que la matriz A es simétrica, los eigenvalores son reales y
podemos ordenarlos por A1 < Ag <. <A ~- Definimos el nimero de condicién
por Cond(A) = Ax /A1 y la norma de la energfa asociada a A por Hy”i =u-Au

i . 1—,/Cond(A) * w0
u—u"||, <|lu—u —_— Y .
e =] 4 < flw =2l 4 T (401)

El siguiente teorema nos da idea del espectro de convergencia del sistema
Au = b para el método de gradiente conjugado.

entonces

Teorema 92 Sea k = cond(A) = %m“ > 1, entonces el método de gradiente

min

conjugado satisface la é—now_na del error dado por

|IZZ|| = [(%>j(ﬁ%>—] <2<gﬁ)" 102

donde €™ = u — u™ del sistema Au = b.

80



Notemos que para k grande se tiene que

_ﬁﬁ ~1- (403)

tal que
ey = 2] exo (2 ) (404)

de lo anterior podemos esperar un espectro de convergencia del orden de O(y/k)
iteraciones, para mayor referencia ver [25].

Definicién 93 Un método iterativo para la solucién de un sistema lineal es lla-
mado dptimo, st la razén de convergencia a la solucion evacta es independiente
del tamamno del sistema lineal.

7.2. Precondicionadores

Una via que permite mejorar la eficiencia de los métodos iterativos con-
siste en transformar al sistema de ecuaciones en otro equivalente, en el sentido
de que posea la misma solucién del sistema original pero que a su vez tenga
mejores condiciones espectrales. Esta transformacién se conoce como precondi-
cionamiento y consiste en aplicar al sistema de ecuaciones una matriz conocida
como precondicionador encargada de realizar el mejoramiento del nimero de
condicionamiento.

Una amplia clase de precondicionadores han sido propuestos basados en las
caracteristicas algebraicas de la matriz del sistema de ecuaciones, mientras que
por otro lado también existen precondicionadores desarrollados a partir de las
caracteristicas propias del problema que lo origina, un estudio mds completo
puede encontrarse en [2] y [17].

{Qué es un Precondicionador? De una manera formal podemos decir que
un precondicionador consiste en construir una matriz C, la cudl es una aproxi-
macién en algiin sentido de la matriz A del sistema é_u_ = b, de manera tal que
si multiplicamos ambos miembros del sistema de ecuaciones original por C~*
obtenemos el siguiente sistema o
C'Au=

C™'b (405)

donde el niimero de condicionamiento de la matriz del sistema transformado
C7'A debe ser menor que el del sistema original, es decir

Cond(C™'A) < Cond(A), (406)

dicho de otra forma un precondicionador es una inversa aproximada de la matriz
original
g_l ~ é_l (407)
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que en el caso ideal g_l = é_l el sistema convergeria en una sola iteracién,
pero el coste computacional del cdlculo de éfl equivaldria a resolver el sistema
por un método directo. Se sugiere que C sea una matriz lo méds préxima a A sin
que su determinacién suponga un coste computacional elevado. N
Dependiendo de la forma de platear el producto de g_l por la matriz del
sistema obtendremos distintas formas de precondicionamiento, estas son:

c -1 Au=C 1y Precondicionamiento por la izquierda
AC - Cu=1» Precondicionamiento por la derecha
oA Cou= g,l b Precondicionamiento por ambos lados

si C puede factorizarse como C'=C C. .

El uso de un precondicionador en un método iterativo provoca que se incurra
en un costo de cémputo extra debido a que inicialmente se construye y luego
se debe aplicar en cada iteracién. Teniéndose que encontrar un balance entre el
costo de construccién y aplicacién del precondicionador versus la ganancia en
velocidad en convergencia del método.

Ciertos precondicionadores necesitan poca o ninguna fase de construccion,
mientras que otros pueden requerir de un trabajo substancial en esta etapa.
Por otra parte la mayorfa de los precondicionadores requieren en su aplicacién
un monto de trabajo proporcional al nimero de variables; esto implica que se
multiplica el trabajo por iteracién en un factor constante.

De manera resumida un buen precondicionador debe reunir las siguientes
caracteristicas:

i) Al aplicar un precondicionador C' al sistema original de ecuaciones
Au = b, se debe reducir el nimero de iteraciones necesarias para que
la solucién aproximada tenga la convergencia a la solucién exacta
con una exactitud ¢ prefijada.

ii) La matriz C debe ser facil de calcular, es decir, el costo com-
putacional de la construccién del precondicionador debe ser pequefio
comparado con el costo total de resolver el sistema de ecuaciones
Au=b

iii) El sistema Cz =r debe ser fécil de resolver. Esto debe interpre-
tarse de dos maneras:

a) El monto de operaciones por iteraciéon debido a la aplicacion
del precondicionador C debe ser pequenio o del mismo orden que las
que se requeririan sin precondicionamiento. Esto es importante si se
trabaja en méaquinas secuenciales.

b) El tiempo requerido por iteracién debido a la aplicacién del
precondicionador debe ser pequeinio.

En computadoras paralelas es importante que la aplicacion del precondi-
cionador sea paralelizable, lo cual eleva su eficiencia, pero debe de existir un
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balance entre la eficacia de un precondicionador en el sentido cldsico y su efi-
ciencia en paralelo ya que la mayoria de los precondicionadores tradicionales
tienen un componente secuencial grande.

El método de gradiente conjugado por si mismo no permite el uso de pre-
condicionadores, pero con una pequeinia modificacién en el producto interior usa-
do en el método, da origen al método de gradiente conjugado precondicionado
que a continuacién detallaremos.

7.2.1. Gradiente Conjugado Precondicionado

Cuando la matriz A es simétrica y definida positiva se puede escribir como

IS

uA -

A<=
u

<A (408)

y tomando la matriz gfl como un precondicionador de A con la condicién de
que
uC 'A-u

U -

(S

entonces la Ec. (399) se pude escribir como

C'Au=C"" (410)

donde g_lé es también simétrica y definida positiva en el producto interior
(w,v) = u - Cv, porque

(wCA) = u-Q(C ) (a11)

- Av

IS

IS

que por hipdtesis es simétrica y definida positiva en ese producto interior.
La eleccién del producto interior (-, -) quedara definido como

(w,0) =u-C ' Av (412)

por ello las Ecs. (400[1]) y (400[3]), se convierten en

k1 rh oo
e (413)

k. C—l k
k1 P& L
B = S (414)
generando el método de gradiente conjugado precondicionado con precondi-
cionador C ~1. Es necesario hacer notar que los métodos gradiente conjugado y
gradiente conjugado precondicionado sélo difieren en la eleccién del producto
interior.
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Para el método de gradiente conjugado precondicionado, los datos de entrada
son un vector de bisqueda inicial u° y el precondicionador C ~1. Calculandose

" =b— Au, p=C"'r", quedando el método esquemsticamente como:

k -1k
p*-Ap
k
R L
k k
gt et
phtl. O~ pkt1
e
£k+1 — g—lzk Oék+1Apk+1

Algoritmo Computacional del Método Dado el sistema Au = b, con la
matriz A simétrica y definida positiva de dimensién n x n. La entrada al méto-
do sera una eleccién de u® como condicién inicial, € > 0 como la tolerancia
del método, N como el nimero méximo de iteraciones y la matriz de precondi-
cionamiento g_l de dimensién n x n, el algoritmo del método de gradiente
conjugado precondicionado queda como:

r=0b—Au
w=C"'r
v=(C""Tw
=" w}
k=1

Mientras que k< N

Si vl <e  Salir

r=Av
o
t_ n
Zj:l Ujlj
u=u-+ty
r=r—tz
w=C"'r
ﬁ=Z}Ll wgz
Si|lrfl <e  Salir
B8
s=2
e
V= (gfl)Tersv
a=p
k=k+1
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La salida del método serd la solucién aproximada u = (ug,...,u,) y el resi-
dual r = (r1, ..., 7).

En el caso del método sin precondicionamiento, gfl es la matriz identidad,
que para propdsitos de optimizacién sélo es necesario hacer la asignacién de
vectores correspondiente en lugar del producto de la matriz por el vector. En
el caso de que la matriz A no sea simétrica, el método de gradiente conjuga-
do puede extenderse para soportarlas, para mds informacién sobre pruebas de
convergencia, resultados numéricos entre los distintos métodos de solucién del
sistema algebraico Au = b generada por la discretizacién de un problema eliptico
y como extender estos para matrices no simétricas ver [9] y [7].

Teorema 94 Sean A, B y C tres matrices simétricas y positivas definidas en-

tonces
R(CTA) <R (CTB) R (B7A).

Clasificacién de los Precondicionadores En general se pueden clasificar
en dos grandes grupos segin su manera de construccién: los algebraicos o a
posteriori y los a priori o directamente relacionados con el problema continuo
que lo origina.

7.2.2. Precondicionador a Posteriori

Los precondicionadores algebraicos o a posteriori son los més generales, ya
que sélo dependen de la estructura algebraica de la matriz A, esto quiere decir
que no tienen en cuenta los detalles del proceso usado para construir el sis-
tema de ecuaciones lineales Au = b. Entre estos podemos citar los métodos de
precondicionamiento del tipo Jacobi, SSOR, factorizacién incompleta, inversa
aproximada, diagonal 6ptimo y polinomial.

Precondicionador Jacobi El método precondicionador Jacobi es el pre-
condicionador mas simple que existe y consiste en tomar en calidad de pre-
condicionador a los elementos de la diagonal de A

Cij = (416)
0 si i#3.
Debido a que las operaciones de divisién son usualmente mas costosas en

tiempo de cémputo, en la practica se almacenan los reciprocos de la diagonal
de A.

Ventajas: No necesita trabajo para su construccién y puede mejorar
la convergencia.

Desventajas: En problemas con nimero de condicionamiento muy
grande, no es notoria la mejorfa en el nimero de iteraciones.
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Precondicionador SSOR Si la matriz original es simétrica, se puede des-
componer como en el método de sobrerrelajamiento sucesivo simétrico (SSOR)
de la siguiente manera

A=D+L+L" (417)

donde D es la matriz de la diagonal principal y L es la matriz triangular inferior.
La matriz en el método SSOR se define como

Cw) = % (lQ + L) (ég) B (ég + é)T (418)

= —w \w= =

en la préctica la informacién espectral necesaria para hallar el valor 6ptimo de
w es demasiado costoso para ser calculado.

Ventajas: No necesita trabajo para su construccién, puede mejorar
la convergencia significativamente.

Desventajas: Su paralelizacién depende fuertemente del ordenamien-
to de las variables.

Precondicionador de Factorizacién Incompleta Existen una amplia clase
de precondicionadores basados en factorizaciones incompletas. La idea consiste
en que durante el proceso de factorizacién se ignoran ciertos elementos dife-
rentes de cero correspondientes a posiciones de la matriz original que son nulos.
La matriz precondicionadora se expresa como C = LU, donde L es la matriz
triangular inferior y U la superior. La eficacia del método depende de cudn
buena sea la aproximacién de gfl con respecto a éfl.

El tipo mds comin de factorizacién incompleta se basa en seleccionar un
subconjunto S de las posiciones de los elementos de la matriz y durante el
proceso de factorizacién considerar a cualquier posicién fuera de éste igual a
cero. Usualmente se toma como S al conjunto de todas las posiciones (i, 7)
para las que A;; # 0. Este tipo de factorizacién es conocido como factorizacion
incompleta LU de nivel cero, ILU(0).

El proceso de factorizacién incompleta puede ser descrito formalmente como
sigue:

Para cada k, sii,j > k:

Aij — AijA;lekj Si (’L,]) )
S = (419)
Ajj Si (4,5) ¢ S
Una variante de la idea bésica de las factorizaciones incompletas lo constituye
la factorizacién incompleta modificada que consiste en que si el producto

Aij — Aij A Ay #0 (420)

y el llenado no estd permitido en la posicién (4, 7), en lugar de simplemente
descartarlo, esta cantidad se le substrae al elemento de la diagonal A;;. Matem4ti-
camente esto corresponde a forzar a la matriz precondicionadora a tener la mis-
ma suma por filas que la matriz original. Esta variante resulta de interés puesto
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que se ha probado que para ciertos casos la aplicacién de la factorizacién incom-
pleta modificada combinada con pequenas perturbaciones hace que el nimero de
condicionamiento espectral del sistema precondicionado sea de un orden inferior.

Ventaja: Puede mejorar el condicionamiento y la convergencia sig-
nificativamente.

Desventaja: El proceso de factorizacién es costoso y dificil de pa-
ralelizar en general.

Precondicionador de Inversa Aproximada El uso del precondicionador
de inversas aproximada se ha convertido en una buena alternativa para los
precondicionadores implicitos debido a su naturaleza paralelizable. Aqui se cons-
truye una matriz inversa aproximada usando el producto escalar de Frobenius.

Sea § C C,, el subespacio de las matrices C donde se busca una inversa
aproximada explicita con un patrén de dispersion desconocido. La formulacién
del problema esta dada como: Encontrar C 0 € S tal que

0, = argminges [AC - 1] (421)

Ademsés, esta matriz inicial C 0 puede ser una inversa aproximada de A en
un sentido estricto, es decir,

lac, -1 =e <. (422)

Existen dos razones para esto, primero, la ecuacién (422) permite asegurar
que C’ no es singular (lema de Banach), y segundo, esta serd la base para
construlr un algoritmo explicito para mejorar C y resolver la ecuaciéon Au = b.

La construccion de C’ se realiza en paralelo independizando el calculo de
cada columna. El algorltmo permite comenzar desde cualquier entrada de la
columna k, se acepta comunmente el uso de la diagonal como primera aproxi-
macién. Sea 7y, el residuo correspondiente a la columna k-ésima, es decir

re=AC, — ¢, (423)

y sea I el conjunto de indices de las entradas no nulas en r, es decir, Z =
{i={1,2,...,n} | ru #£0}.Si L, ={l ={1,2,....,n} | Ciy # 0}, entonces la nue-
va entrada se busca en el conjunto J, = {j € Lf, | Ai; # 0,Vi € Z;.} . En realidad
las unicas entradas consideradas en C), son aquellas que afectan las entradas no
nulas de ;. En lo que sigue, asumimos que Ly U {j} = {if,i5,...,i} } es no
vacio, siendo py el nimero actual de entradas no nulas de C}, y que z’;k = j,

para todo j € Ji. Para cada j, calculamos

AC, —e P =1— 3 [det (sz 424
S Ry et B
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donde, para todo k, det (gg) =1y gé‘ es la matriz de Gram de las colum-

nas ¥, %, ...,i’;k de la matriz A con respecto al producto escalar Euclideano;

Qf es la matriz que resulta de remplazar la dltima fila de la matriz Qf por
il Ak o O, con 1 <1 < pg. Se selecciona el indice j que minimiza el
valor de ||AC), —QkHz .

Esta estrategia define el nuevo indice seleccionado ji atendiendo solamente
al conjunto Ly, lo que nos lleva a un nuevo éptimo donde se actualizan todas las
entradas correspondientes a los indices de L. Esto mejora el criterio de (421)
donde el nuevo indice se selecciona manteniendo las entradas correspondientes
a los fndices de Ly. Ast C , S€ busca en el conjunto

Sk ={C) e R" | Cyp, = 0,Vi € L U {jr}},

3 de(m)
2 (¢ ) et () 1)

donde Ql es el vector con entradas no nulas z’,f; (1 <h<l).Cada una de ellas
se obtiene evaluado el determinante correspondiente que resulta de remplazar

la ultima fila del det <gf) por e}, con 1 <1< p.

Evidentemente, los célculos de H&k - ng; y de O} pueden actualizarse
anadiendo la contribucién de la iltima entrada j € Ji a la suma previa de 1 a

pr—1. En la préactica, det (Gk) se calcula usando la descomposicién de Cholesky

=
puesto que Qf es una matriz simétrica y definida positiva. Esto sélo involucra la
factorizacién de la ultima fila y columna si aprovechamos la descomposicién de

gf_l. Por otra parte, det <£;"> / det (Qf) es el valor de la tltima incégnita del

T

sistema ch_ll = (aki;f7aki§7, ...,ak.i;c) necesitdndose solamente una sustitucién
por descenso. Finalmente, para obtener C; debe resolverse el sistema gfyl =¢,
con Qilfl =up, (1 <h<I).

Ventaja: Puede mejorar el condicionamiento y la convergencia sig-
nificativamente y es facilmente paralelizable.

Desventaja: El proceso construccion es algo laborioso.

7.2.3. Precondicionador a Priori

Los precondicionadores a priori son més particulares y dependen para su
construccién del conocimiento del proceso de discretizacion de la ecuacién dife-
rencial parcial, dicho de otro modo dependen més del proceso de construccién
de la matriz A que de la estructura de la misma.

Estos precondicionadores usualmente requieren de més trabajo que los del
tipo algebraico discutidos anteriormente, sin embargo permiten el desarrollo de
métodos de solucién especializados més rapidos que los primeros.
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Veremos algunos de los métodos més usados relacionados con la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales en general y luego nos concentraremos en el
caso de los métodos relacionados directamente con descomposicién de dominio.

En estos casos el precondicionador C no necesariamente toma la forma simple
de una matriz, sino que debe ser visto como un operador en general. De aqui
que C podria representar al operador correspondiente a una version simplificada
del problema con valores en la frontera que deseamos resolver.

Por ejemplo se podria emplear en calidad de precondicionador al operador
original del problema con coeficientes variables tomado con coeficientes cons-
tantes. En el caso del operador de Laplace se podria tomar como precondi-
cionador a su discretizacion en diferencias finitas centrales.

Por lo general estos métodos alcanzan una mayor eficiencia y una conver-
gencia 6ptima, es decir, para ese problema en particular el precondicionador
encontrado serd el mejor precondicionador existente, llegando a disminuir el
nimero de iteraciones hasta en un orden de magnitud. Donde muchos de ellos
pueden ser paralelizados de forma efectiva.

El Uso de la Parte Simétrica como Precondicionador La aplicacién
del método del gradiente conjugado en sistemas no auto-adjuntos requiere del
almacenamiento de los vectores previamente calculados. Si se usa como pre-
condicionador la parte simétrica

(A+47)/2 (426)

de la matriz de coeficientes A, entonces no se requiere de éste almacenamiento
extra en algunos casos, resolver el sistema de la parte simétrica de la matriz A
puede resultar méds complicado que resolver el sistema completo.

El Uso de Métodos Directos Réapidos como Precondicionadores FEn
muchas aplicaciones la matriz de coeficientes A es simétrica y positivo definida,
debido a que proviene de un operador diferencial auto-adjunto y acotado. Esto
implica que se cumple la siguiente relacién para cualquier matriz B obtenida de
una ecuacién diferencial similar -

T

C1 S QT— S C2 v_ (427)

=l

donde ¢; y ¢z no dependen del tamano de la matriz. La importancia de es-
ta propiedad es que del uso de B como precondicionador resulta un método
iterativo cuyo nimero de iteraciones no depende del tamano de la matriz.

La eleccién més comiin para construir el precondicionador B es a partir de
la ecuacién diferencial parcial separable. El sistema resultante con la matriz B
puede ser resuelto usando uno de los métodos directos de solucién rapida, como
pueden ser por ejemplo los basados en la transformada rdpida de Fourier.

Como una ilustracion simple del presente caso obtenemos que cualquier ope-
rador eliptico puede ser precondicionado con el operador de Poisson.
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Construccién de Precondicionadores para Problemas Elipticos Em-
pleando DDM Existen una amplia gama de este tipo de precondicionadores,
pero son especificos al método de descomposiciéon de dominio usado, para el
método de subestructuracién, los méds importantes se derivan de la matriz de
rigidez y por el método de proyecciones, el primero se detalla en la seccién (77) y
el segundo, conjuntamente con otros precondicionadores pueden ser consultados

en [11], [5], [4] v [2].

Definicién 95 Un método para la solucion del sistema lineal generado por
métodos de descomposicion de dominio es llamado escalable, si la razén de con-
vergencia no se deteriora cuando el nimero de subdominios crece.

La gran ventaja de este tipo de precondicionadores es que pueden ser 6ptimos
y escalables.
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8. Apéndice C

En el presente capitulo se prestard atencién a varios aspectos necesarios
para encontrar la solucién aproximada de problemas variacionales con valor
en la frontera (VBVP). Ya que en general encontrar la solucién a problemas
con geometria diversa es dificil y en algunos casos imposible usando métodos
analiticos.

En este capitulo se considera el VBVP de la forma

Lu = fq enQ (428)
u = g endf)
donde
Lu=~-V-a-Vu+cu (429)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, como un caso particular
del operador eliptico definido por la Ec. (105) de orden 2, con 2 C R? un
dominio poligonal, es decir, {2 es un conjunto abierto acotado y conexo tal que
su frontera 0f2 es la unién de un nidmero finito de poligonos.

La sencillez del operador £ nos permite facilitar la comprensién de muchas
de las ideas bésicas que se expondrdn a continuacién, pero tengamos en mente
que esta es una ecuacién que gobierna los modelos de muchos sistemas de la
ciencia y la ingenieria, por ello es muy importante su solucién.

Si multiplicamos a la ecuacion —V -a-Vu+cu = fo porv eV = H} (Q),
obtenemos
—v (V-a-Vu+cu) =vfg (430)

aplicando el teorema de Green (87) obtenemos la Ec. (112), que podemos re-
escribir como

/Q (Vo-a-Vu+ cuw) dz = /Qvfgdz. (431)
Definiendo el operador bilineal
a(u,v) = /Q (Vo-a-Vu+ cw) dz (432)
y la funcional lineal
lv) =(f,v) = /Q vfodzx (433)

podemos reescribir el problema dado por la Ec. (428) de orden 2 en forma
variacional, haciendo uso de la forma bilineal a (-, ) y la funcional lineal [ (-).
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8.1. Triangulacién

El Mallado o triangulacién 75, del dominio €2 es el primer aspecto bésico,
y ciertamente el mds caracteristico, el dominio  C R? es subdividido en E
subdominios o elementos 2. llamados elementos finitos, tal que

E
-

e=1
donde:

e Cada Q. € 7j, es un poligono (rectdngulo o tridngulo) con interior
no vacfo (€2, # @) y conexo.

e Cada €2, € 7}, tiene frontera 91, Lipschitz continua.

e Para cada €;,Q; € 7}, distintos, QN QJ = 0.

e El didmetro h; = Diam(£) de cada Q. satisface Diam(2.) < h
paracadae=1,2,.... F.

e Los vértices de cada (. son llamados nodos, teniendo N de ellos
por cada elemento 2.

Definicién 96 Una familia de triangulaciones T;, es llamada de forma-reqular
si existe una constante independiente de h, tal que

hx < Cpg, con K € Ty,

donde py es el radio del circulo mds grande contenido en K. El radio hy [pg
es llamado esl aspect ratio de K.

Definicién 97 Una familia de triangulaciones Ty, es llamada cuasi-uniforme si
esta es de forma-regular y si existe una constante independiente de h, tal que

hx <Ch, con K € Ty,

Una vez que la triangulacién 7; del dominio Q es establecida, se procede
a definir el espacio de elementos finitos P"[k] a través del proceso descrito a
continuacion.

8.2. Interpolacién para el Método de Elementos Finitos

Funciones Base A continuacién describiremos la manera de construir las
funciones base usada por el método de elemento finito. En este procedimiento
debemos tener en cuenta que las funciones base estdn definidas en un subespacio
de V = H' (Q) para problemas de segundo orden que satisfacen las condiciones
de frontera.

Las funciones base deberdn satisfacer las siguientes propiedades:
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i) Las funciones base ¢; son acotadas y continuas, i.e ¢, € C' (Q) .

ii) Existen ¢ funciones base por cada nodo del poligono ., y cada
funcién ¢; es no cero solo en los elementos contiguos conectados por
el nodo 3.

iii) ¢; = 1 en cada i nodo del poligono 2. y cero en los otros nodos.

iv) La restriccién ¢; a Q. es un polinomio, i.e. ¢; € Pr[Q.] para
alguna k > 1 donde P[] es el espacio de polinomios de grado a lo
mas k sobre ..

Decimos que ¢; € Px[€2.] es una base de funciones y por su construccién
es evidente que estas pertenecen a H' (). Al conjunto formado por todas las
funciones base definidas para todo Q. de Q serd el espacio P"[k] de funciones
base, i.e.

Ph[k]:LEJIP’ Q]
k[d¢fe

estas formaran las funciones base globales.

8.3. Meétodo de Elemento Finito Usando Discretizaciéon de
Rectangulos

Para resolver la Ec. (428), usando una discretizacién con rectdngulos, primero
dividimos el dominio 2 C R? en N, nodos horizontales por Ny nodos verticales,
teniendo E = (N, —1)(N, — 1) subdominios o elementos rectangulares €. tales
que Q@ =UE Q. vy ﬁQ_j # @ si son adyacentes, con un total de N = NN,
nodos.

Donde las funciones lineales definidas por pedazos en ), en nuestro caso
seran polinomios de orden uno en cada variable separadamente y cuya restricciéon
de ¢; a Q. es (bl(»e). Para simplificar los célculos en esta etapa, supondremos que

10
0 1
de la Ec. (251) queda escrita como

la matriz ¢ = a , entonces se tiene que la integral del lado izquierdo

/Q (aV(bi Vo, + c@-qﬁj) dzdy = /Q fad;dzdy (434)

donde

B
I

[ (@Vo:- V0, + co0,) dudy (435)

E

=¥ /Q (aVe? - Vo +co0!) dady
e=1 e
~ Ja, oxr Oz oy Oy
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y el lado derecho como

N
I

| fatydody (436)

E
S [ ool dsdy,
e=17%

Para cada Q. de 2, la submatriz de integrales (matriz de carga local)

(e) 5,4 (e) 5.4
Kij = /Q ﬁ (a [agjc agi +8§; 8;; +c¢§€>¢>§e>> dzdy (437)
tiene la estructura
K K K K
Ky Ky Ky Ky
Ky K Ky Ky
K K9 K K

la cual deberd ser ensamblada en la matriz de carga global que corresponda a
la numeracién de nodos locales del elemento €2, con respecto a la numeracién
global de los elementos en ).

De manera parecida, para cada €. de € se genera el vector de integrales
(vector de carga local)

F, = /Q fao' dwdy (438)

con la estructura

el cual también deberd ser ensamblado en el vector de carga global que cor-
responda a la numeracién de nodos locales al elemento ). con respecto a la
numeracioén global de los elementos de €.

Montando los K;é) en la matriz K y los Fj(e) en el vector F segin la nu-
meracién de nodos global, se genera el sistema Ku,=IF donde uy, serd el vector
cuyos valores serdn la solucién aproximada a la Ec. (428) en los nodos interiores
de ). La matriz K generada de esta forma, tiene una propiedad muy importante,
es bandada y el ancho de banda es de 9 elementos, esto es muy ttil al momento
de soportar la matriz en memoria.

Para implementar numéricamente en cada €2, las integrales

[ (o[ a0
Qe

oxr O oy Oy

+ c¢>§€)¢§e>> dady (439)
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/ fod dedy, (440)
Qe

teniendo en mente el simplificar los cdlculos computacionales, se considera un
elemento de referencia () en los ejes coordenados (g,7) cuyos vértices estdn
el (-1,-1),(1,-1),(1,1) y (—1,1) respectivamente, en el cual mediante una
funcién afin serd proyectado cualquier elemento rectangular €2, cuyos vértices
(@, 58), (@8, 45), (@8, 45) v (21?,5(?) estan tomados en sentido con-
trario al movimiento de las manecillas del reloj como se muetra en la figura

N
[

I z
7 A—
i | §
. T

1 I 2

Figura 2:

mediante la transformacién f(x,y) = L(e,n)+b, quedando dicha transforma-
cién como

(e) _ (e (e) _ (e

r = X2 2$1 e+ B2 23/1 " (441)
(&) _ (e (e) _ (o)

y = Lq 2951 €+y4 22;/177

en la cual la matriz T estd dada por

xé@*x(le) yéﬁ)*yw
= 2 2 442
2~ Y 2y (442)

2 2

s

y el vector b= (b1,bs) es la posicién del vector centroide del rectdngulo €.,
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también se tiene que la transformacién inversa es

T — b — yéﬁ)—y@ y—bo
1 2 e _, (©
@@\ [y w2 —ui”
4 1 1 2
2 NOENC)
Z2 1
2
e = o (443)
2
_ y—by
= (&) __(e) v$ v ©_
z,” —a] x—b;— > +y4 ¥
p) ROENO) 2
2

Entonces las ¢Z(-e) quedan definidas en términos de &SZ como

e = 70— -1 (144)
balem) = (491 -1)
balen) = 71+ +n)
balem) = 70— +n)

y las funciones ¢§e) son obtenidas por el conjunto (bge) (z,y) = ¢;(,m) con (z,y) y

(e,n) relacionadas por la Ec. (441), entonces se tendrian las siguientes integrales

O (e) © o (e)
K@ _ / (a [(‘9@ o N 99, 09;
Qe

g Jxr Oz dy 0Oy

7 0%, 0= 0%, 0n\ (06; 0= 9%, on
= /§Z<la<8£8x+8n8x><858x+877830 +

00,0 | 0600 (99, 0 09, o
Oe dy  On Oy Oe dy  On Oy

+ c¢§e>¢§e>> dzdy (445)

+ c@ﬁy) |J| dedn

donde el indice ¢ y j varia de 1 a 4. En estd tltima usamos la regla de la cadena
y dzdy = |J| dedn para el cambio de variable en las integrales, aquf |J| = det T,

donde T estd dado como en la Ec. (442). Para resolver er fg¢§e)dxdy en cada
Q). se genera las integrales

F = /Q fao\?dxdy (446)
— [ fad; 7] dedy
Q
donde el indice ¢ y j varia de 1 a 4.
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Para realizar el cdlculo numeérico de las integrales en el rectdngulo de refe-
a0 O — O¢i O¢i e e O o
rencia {) = [—1,1] x [—1, 1], debemos conocer 7;;—, —8‘%, o2 o> 2y 52, entonces
realizando las operaciones necesarias a la Ec. (444) obtenemos

9 9
G- —il-m Gr=—il-2) (447)
FE=d0om) Ge=—i(4o)
d d
FE=i+n)  FE=i(+e)
9 9
Ba— (14 F=i1-9
y también
oe [y —y© oe [ 2(©—2(®
dr 2det T oy — 2det T 148
an yéﬁ)iyﬁe) o _ x(;) 2 ( )
ox 2detT oy 2det T

las cuales deberdn de ser sustituidas en cada KZ-(;) y Fj(e) para calcular las

integrales en el elemento €. Estas integrales se hardn en el programa usando
cuadratura Gaussiana, permitiendo reducir el niimero de calculos al minimo pero
manteniendo el balance entre precisién y nimero bajo de operaciones necesarias
para realizar las integraciones.

Suponiendo que  fue dividido en E elementos, estos elementos generan
N nodos en total, de los cuales Ny son nodos desconocidos y N, son nodos
conocidos con valor 7, entonces el algoritmo de ensamble de la matriz K y el
vector F' se puede esquematizar como:

Kij=(¢;,0;) Vi=12,.,E,j=12,.,F

Fy=(fa,9;) Vi=12,.,FE

Vj = 1, 2, ceey Nd :

bj = bj - ’YiKi,j Vi = 1,2, ...,E

Asi, se construye una matriz global en la cual estdn representados los nodos
conocidos y los desconocidos, tomando sélo los nodos desconocidos de la matriz
K formaremos una matriz é, haciendo lo mismo al vector I formamos el vector
b, entonces la solucién al problema serd la resolucién del sistema de ecuaciones
lineales Axz= b, este sistema puede resolverse usando por ejemplo el método de
gradiente conjugado. El vector z contendrs la solucién buscada en los nodos
desconocidos Ny.
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8.4. Meétodo de Elemento Finito Usando Discretizacion de
Tridangulos

Para resolver la Ec. (220), usando una discretizacién con tridngulos, primero
dividimos el dominio  C R? en N, nodos horizontales por N, nodos verticales,
teniendo E = 2(N, — 1)(IV, — 1) subdominios o elementos tridngulares €. tales
que Q@ =UE Q. vy ﬁQ_j # @ si son adyacentes, con un total de N = NN,
nodos.

Donde las funciones lineales definidas por pedazos en {2, en nustro caso seréan
polinomios de orden uno en cada variable separadamente y cuya restriccién de

¢; a €l es (bz(-e). Para simplificar los cdlculos en esta etapa, supondremos que la

matriz g = a (1) (1) , entonces se tiene que la integral del lado izquierdo de
la Ec. (251) queda escrita como
/ (an)i Vo, + c¢i¢j) dxdy = / fa¢;dxdy (449)
Q Q
donde
Ky = [ (aVo, Vo, + oo, dady (150)
Q

E
_ Zl /Q ﬁ (Vo - Vol + o o”) dudy

.S (e 06 96,” 099 06,
— Ja, Oxr Oz oy Oy

y el lado derecho como

+ c¢§e>¢>§e)> dady

B~ [ foodudy (451)

E
-y / fad!® dudy.
e=17%

Para cada Q. de  la submatriz de integrales (matriz de carga local)

e) 9p'®) (© 96T
_ 96 961 9p(®) 09 oo
Ry = /Qﬁ (a l or O + oy O +eg; ¢ | dedy (452)

tiene la estructura

B kS k)
) wd ud
el
la cual deberd ser ensamblada en la matriz de carga global que corresponda a

la numeracién de nodos locales del elemento 2. con respecto a la numeracién
global de los elementos en ).
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De manera parecida, para cada 2. de €2 se genera el vector de integrales
(vector de carla gocal)

F = /Q fao\?dzdy (453)

con la estructura

el cual también deberd ser ensamblado en el vector de carga global que cor-
responda a la numeriaciéon de nodos locales al elemento ). con respecto a la
numeracion global de los elementos de Q.

Montando los Kfje ) en la matriz Ky los Fj(e) en el vector F segin la nu-
meracién de nodos global, se genera el sistem@zﬁ donde uy, serd el vector
cuyos valores serdn la solucién aproximada a la Ec. (220) en los nodos interiores
de €. La matriz K generada de esta forma, tiene una propiedad muy importante,
es bandada y el ancho de banda es de 7 elementos, esto es muy ttil al momento

de soportar la matriz en memoria.

Para implementar numéricamente en cada €2, las integrales

[ (o[t oo e
o or Oz dy 0Oy

+ c¢§€>¢§e>> dzdy (454)

/ fad® drdy
Qe

teniendo en mente el simplificar los cédlculos computacionales se considera a
un elemento de referencia  en los ejes coordenados (g,7) cuyos vertices es-
tan en (0,0),(1,0) y (0,1) y en el cual mediante un mapeo afin serd proyectado
caulquier elemento triangular €, cuyos vertices (2, y\), (25, 15, (2, 4§
estdn tomados en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj
como se muetra en la figura mediante la transformacién f(e,n) = T(e,n)+b,
quedando dicha transformaciéon como -

z=291—c—n) +2lPe 42y
_ @ CYNNC (455)
y=y (I—e—n)+yy etyz'n
y en la cual la matriz T estd dada por
(e a0 .
- (e) _, (e (e) _, (e
Yo Yi Ys Y1

(e)
b= ( e ) (457)
Y1
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donde b es un vector constante



k
Yiq :
7
34(0,1)
J
I; T

0

(1,0

1 2 ¢

Figura 3:

también se tiene que la transformacién inversa es

S 2295 (557 = 417) (2 =217) = (28 = of) (y—i?)] (a58)
1= g [0 ) (ol - () (0ot

donde

Loal? gy
Ao, =|det | 1 i 49 1]. (459)
1 xge) yée)

Entoces las (;Sz(-e) quedan definidas en términos de (ESI como

P1(em) = l—e—n (460)
Pole,n) =
(253(5777) = 7n

entoces las funciones (;Sz(-e) son obtenidas por el conjunto d)z(-e) (z,y) = ¢;(,n) con
(z,y) y (g,n) relacionadas por la Ec. (455), entonces se tendrian las siguientes
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integrales

() (e) (M) (e)
kl(j) — / (a la¢z (bj + (9(251 ¢J
Qe

ox O dy Oy

_ 06, 0e 06, 0n) (990 09; 0n
= /§2<[‘1<agax+anax><agax+anax +

(%@ﬁ%@) (%a_ﬁi@)

+ c¢§€>¢>§e)> dxdy (461)

Os Jy  On Oy Oe Oy  On Oy

donde el indice 7 y j varia de 1 a 3. En estd iltima usamos la regla de la cadena
y dzdy = |J| dedn para el cambio de variable en las integrales, aqui |J| = det T,

donde T estd dado como en la Ec. (456). Para resolver er fg¢§e)dxdy en cada
Q. se genera las integrales

F9 = /Q fao\?dxdy (462)

/ fad; || dedn
Q

donde el indice ¢ y j varia 1 a 3.
Para realizar el cdlculo numérico de las integrales en el triangulo de ref-
ia O O¢i  O¢i Qe Qe On | On ;
erencia (2, debemos conocer %=, B a0 0y ox Y oy entonces realizando las
operaciones necesarias a las Ec. (460) obtenemos

99 9
99 _ _ 90, _ _
9e = 1 S =1 (463)
99 _ 1 99, _
Oe on
|
Oe on
y también
0 MONMO 0 () —a()
ox 24q, Oy —  2Aq,
©°, @ 2(&) (& (464)
on Ys I o _ Py 1
ox 2Aq, oy 2Aq,

las cuales deberdn de ser sustituidas en cada Kfje ) y Fj(e) para calcular las

integrales en el elemento ().

Suponiendo que 2 fue dividido en E elementos, estos elementos generan
N nodos en total, de los cuales Ny son nodos desconocidos y N, son nodos
conocidos con valor v, entonces el algoritmo de ensamble de la matriz K y el
vector F' se puede esquematizar como:

Kij=(¢i,0;) Yi=12,..,FE,j=12..F

Fy = (fa,9;) Vi=12,.,FE

Vi=1,2,....,Ngq:
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bj = bj - 'YiKi,j Vi = 1,2, ,E

Asi, se construye una matriz global en la cual estan representados los nodos
conocidos y los desconocidos, tomando sélo los nodos desconocidos de la matriz
K formaremos una matriz A, haciendo lo mismo al vector £ formamos el vector
b, entonces la solucién al problema sera la resolucién del sistema de ecuaciones
lineales Az= b, este sistema puede resolverse usando por ejemplo el método de
gradiente conjugado. El vector z contendrd la solucién buscada en los nodos
desconocidos Ny.
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