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Proyecto de Tesis Doctoral
Computación en Paralelo: Nuevas Formulaciones de Métodos

Precondicionados de Subestructuración

Antecedentes:
Una característica del método de elemento finito (FEM) y de muchos otros

métodos numéricos para ecuaciones diferenciales parciales es el uso -después de
que la partición del domino del problema ha sido introducida- de las funciones de
base y funciones de peso definidas por tramos, i.e. ellas son definidas separadamente
en cada uno de los subdominios de la partición. Pero como las funciones son
definidas independientemente en cada uno de los subdominos de la partición y, sobre
la frontera común de dos subdominos, los límites de uno y otro lado no
necesariamente coinciden.

Por lo consiguiente, una teoría general y sistemática del método de elemento finito
debe de ser reformulada en espacios de funciones en los cuales las funciones de
peso y base puedan ser totalmente discontinuas a través de la frontera interior. Dicha
teoría puede ser incluida en el método de Galerkin discontinuo (dG) y nos permite
movernos suavemente sin interrupciones del método de elemento finito estándar
-basado en funciones continuas definidas por tramos- al método de Galerkin
discontinuo.

La mayoría de los métodos FEM que existen en el presente usan funciones
definidas por tramos con cierto grado de continuidad; típicamente, para una ecuación
elíptica de segundo orden las funciones son tomadas del espacio de Sobolev H1,
en el cual las funciones son continuas con posibles discontinuidades en la derivada
de primer orden [2]. Pese a que el método dG, originalmente fue introducido con el
propósito de tratar sistemas hiperbólicos de ecuaciones, su alcance ha sido
expandido considerablemente durante los últimos años al tratar la solución numérica
de la ecuación de Navier-Stokes [3], [4] y [5].

En la actualidad, uno de los más populares procedimientos en los que se aplica la
formulación dG combinado métodos híbridos y variantes con multiplicadores de
Lagrange -este es un procedimiento debido a Brezzi y Fortin [6]-, y la formulación
variacional hibrida con continuidad débil es el método de enriquecimiento discontinuo
(DEM) [7-11].

Por otro lado, en los métodos Trefftz-Herrera [12-16] también se han usado
extensivamente las funciones discontinuas para construir la solución apro-ximada de
las ecuaciones diferenciales parciales. Ello es necesario por que al aplicar la solución
analítica no se satisface ninguna condición de unión a través de los elementos de la
frontera interior.

Farhat y sus colaboradores han tratado de forma extensiva el problema de
Helmhotz usando el método DEM en cual se aplica como enriquecedor, un sistema



completo de ondas planas, las cuales constituyen un sistema analítico C-completo
[17] -también llamado T-completo o TH-completo-, él y sus colaboradores fueron los
primeros en desarrollarlo en [18], otros tipos de sistema de enriquecimiento se
propusieron en [19] y [20]. Por lo anterior, es que el método Trefftz-Herrera es
extensamente usado por la comunidad [15], teniendo una profunda conexión con
algunos métodos dG, tales como DEM; en particular la estructura que es introducida
por Jirousek en el método Trefftz-Herrera en [12] y [13], juega esencialmente el
mismo papel que el de los multiplicadores de Lagrange en DEM [16].

Una queja constante en el uso del método DEM es el incremento en el número de
grados de libertad que el interpolador de Lagrange genera [11], y el mismo fenómeno
ocurre debido a la estructura introducida al método Trefftz [16]. En esta conexión, una
importante implicación de la aproximación hecha en el trabajo de Herrera [1]: "La
teoría de ecuaciones diferenciales parciales formulada en espacios de funciones en
los cuales las funciones de peso y base puedan ser totalmente discontinuas permite
eludir la introducción de los multiplicadores de Lagrange, en el caso del método dG, y
la estructura introducida en el caso del método Trefftz-Herrera".

Así, cuando las ecuaciones diferenciales parciales son formuladas en funciones
discontinuas definidas por tramos, los problemas bien planteados son problemas de
valor en la frontera con saltos prescritos (BVPJ), en los cuales las condiciones de
frontera son complementadas por adecuadas condiciones de salto, que satisfacen los
cruces en la frontera interior asociados con la partición del dominio. Un resultado
mostrado en el trabajo de Herrera [1], muestra que para problemas elípticos de orden
2m, con m ≥ 1, el BVPJ satisface existencia si y sólo si el problema estándar de valor
en la frontera suave lo satisface. por lo tanto, este resultado esencialmente reduce el
problema de establecer condiciones para la existencia de la solución para el problema
de valores en la frontera con saltos preescritos a un problema con valores en la
frontera estándar.

Por lo tanto, al trabajar con funciones discontinuas definidas por tramos, podemos
disminuir de manara significativa el número de grados de libertad con respecto a los
métodos más comúnmente usados como son DEM y TH.

Objetivos:
Se desarrollará una metodología que permitirá unificar conceptos de métodos

numéricos para la resolución de ecuaciones diferenciales parciales elípticas
mostrando cómo problemas de valores en la frontera con saltos preescritos pueden
formularse como un problema con valores en la frontera estándar. Derivando y
mostrando como construir las funciones de peso y de prueba de forma tal que sean
funciones definidas por tramos, las cuales sean totalmente discontinuas y no usen a
los multiplicadores de Lagrange.

También se hará un análisis comparativo entre los métodos TH y DEM mostrando



las ventajas de TH sobre DEM.
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Unidad Teórica A: Estudio de los métodos Trefftz-Herrera, Galerkin Discontinuo y
Discontinuo Enriquecido para el tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales
elípticas (problema de Helmholtz).

Introducción:

De acuerdo a la teoría general de métodos de descomposición de dominio (DDM),
estos métodos se clasifican en dos grandes categorías: métodos directos y métodos
indirectos (o Trefftz-Herrera). Estos métodos han recibido una amplia atención
recientemente principalmente por su facilidad de uso en conjunción con el cómputo de
alto desempeño en la modelación de sistemas continuos, ya que estos métodos
proveen una de las formas más eficientes de paralelizar los algoritmos necesarios
para resolver un número cada vez más creciente de problemas.

Algunas de las formulaciones más conocidas de los métodos de descomposición
de domino están basadas en un análisis de las condiciones de transmisión entre las
interfaces del subdominio, los cuales usan al operador de Steklov-Poincaré. Nos
interesa el estudio sistemático de algunas de las mejores formulaciones de métodos
de descomposición de domino que se basen en la aplicación del operador de
Steklov-Poincaré. Estos métodos están basados en una aproximación especial de las
formulas de Green aplicable a funciones discontinuas.

Usando una clase particular de espacios de Sobolev, es posible introducir
problemas con valor en la frontera con saltos preescritos en la frontera interior.
Aplicando a estos espacios de Sobolev las formulas de Green, las cuales contienen
funciones discontinuas, se establece un marco general para los métodos indirectos.

El concepto unificador básico de la teoría, consiste en interpretar los métodos de
descomposición de dominio como procedimientos para obtener información acerca de
la solución en la frontera interior la cual separa el subdominio de cada uno de los
otros, suficiente para definir problemas bien planteados en cada uno de los
subdominios - referidos como problemas locales-. De esta manera, la solución puede
ser reconstruida al resolver cada uno de los problemas locales exclusivamente.

Objetivos:

Conocer y manejar e implementar los métodos Trefftz-Herrera, Galerkin
Discontinuo y Discontinuo Enriquecido para el tratamiento de ecuaciones diferenciales
parciales elípticas y desarrollar las implementaciones computacionales respectivas



para medición del rendimiento de los distintos métodos numéricos tomando como
problema particular al problema de Helmholtz.

Plan de Trabajo:

 Conocer y Manejar al método Trefftz-Herrera para el tratamiento de
ecuaciones diferenciales parciales elípticas.
 Conocer y Manejar al método Galerkin Discontinuo para el tratamiento de
ecuaciones diferenciales parciales elípticas.
 Conocer y Manejar al método Discontinuo Enriquecido para el
tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales elípticas.
 Implementar computacionalmente a los métodos anteriores para resolver
el problema de Helmholtz
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Unidad Teórica B: Estudio de los métodos de elementos finitos mixtos e híbridos
para el tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales elípticas (problema de
Helmholtz).

Introducción:

En algunas circunstancias es usual aproximar una ecuación diferencial parcial, en
algun dominio  el cual es a su ves descompuesto en subdominios E no
traslapados, ya sea por que los métodos neméricos usados sean de diferente espacio
dimensional y/o por que las mallas no sean iguales en los diferentes subdominios.

El distintivo de estos métodos de aproximación es que, en principio, la solución
aproximada puede no ser continua en la sección de unión en las interfaces del
subdominio. Es por ello que la aproximación Galerkin no puede ser usada para este
tipo de problemas, ya que el espacio de dimensión finita usado hecho de funciones
discontinuas no es un subespacio de H1.

Las alternativas para este tipo de problemas consisten en dar una nueva
formulación débil del problema el cual sea compatible con los espacios usados E de
manera independiente.esto se puede hacer mediante los métodos mixtos e híbridos.

Objetivos:

Conocer y manejar e implementar los métodos de elementos finitos mixtos e
híbridos para el tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales elípticas y
desarrollar las implementaciones computacionales respectivas para medición del
rendimiento de los distintos métodos numéricos tomando como problema particular al
problema de Helmholtz.

Plan de Trabajo:

 Conocer y Manejar al método de elementos finitos mixtos para el
tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales elípticas.
 Conocer y Manejar al método de elementos finitos híbridos para el
tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales elípticas.
 Implementar computacionalmente a los métodos anteriores para resolver
el problema de Helmholtz
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Unidad Teórica C: Estudio del método de funciones discontinuas definidas por
tramos para el tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales elípticas.

Introducción:

Una queja constante en el uso del método Discontinuo Enriquecido es el
incremento en el número de grados de libertad que el interpolador de Lagrange
genera [28], y el mismo fenómeno ocurre debido a la estructura introducida al método
Trefftz [33]. En esta conexión, una importante implicación de la aproximación hecha
en el trabajo de Herrera [xx]: "La teoría de ecuaciones diferenciales parciales
formulada en espacios de funciones en los cuales las funciones de peso y base
puedan ser totalmente discontinuas permite eludir la introducción de los
multiplicadores de Lagrange, en el caso del método dG, y la estructura introducida en
el caso del método Trefftz-Herrera".

Así, cuando las ecuaciones diferenciales parciales son formuladas en funciones
discontinuas definidas por tramos, los problemas bien planteados son problemas de
valor en la frontera con saltos prescritos (BVPJ), en los cuales las condiciones de
frontera son complementadas por adecuadas condiciones de salto, que satisfacen los
cruces en la frontera interior asociados con la partición del dominio. Un resultado
mostrado en el trabajo de Herrera [xx], muestra que para problemas elípticos de
orden 2m, con m ≥ 1, el BVPJ satisface existencia si y sólo si el problema estándar de
valor en la frontera suave lo satisface. por lo tanto, este resultado esencialmente
reduce el problema de establecer condiciones para la existencia de la solución para el
problema de valores en la frontera con saltos preescritos a un problema con valores
en la frontera estándar.

Por lo tanto, al trabajar con funciones discontinuas definidas por tramos, podemos
disminuir de manara significativa el número de grados de libertad con respecto a los
métodos más comúnmente usados como son DEM y TH.

Objetivos:

Conocer y manejar el método de funciones discontinuas definidas por tramos para
el tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales elípticas.

Plan de Trabajo:



 Conocer y Manejar al método de método de funciones discontinuas
definidas por tramos para el tratamiento de ecuaciones diferenciales
parciales elípticas.
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Trabajo de Investigación A: Resolución del problema de Helmholtz con el método de
de funciones discontinuas definidas por tramos sin el uso de multiplicadores de
Langrange.



Antecedentes:

Una queja constante en el uso del método DEM es el incremento en el número de
grados de libertad que el interpolador de Lagrange genera [28], y el mismo fenómeno
ocurre debido a la estructura introducida al método Trefftz [33]. En esta conexión, una
importante implicación de la aproximación hecha en el trabajo de Herrera [xx]: "La
teoría de ecuaciones diferenciales parciales formulada en espacios de funciones en
los cuales las funciones de peso y base puedan ser totalmente discontinuas permite
eludir la introducción de los multiplicadores de Lagrange, en el caso del método dG, y
la estructura introducida en el caso del método Trefftz-Herrera".

Así, cuando las ecuaciones diferenciales parciales son formuladas en funciones
discontinuas definidas por tramos, los problemas bien planteados son problemas de
valor en la frontera con saltos prescritos (BVPJ), en los cuales las condiciones de
frontera son complementadas por adecuadas condiciones de salto, que satisfacen los
cruces en la frontera interior asociados con la partición del dominio. Un resultado
mostrado en el trabajo de Herrera [xx], muestra que para problemas elípticos de
orden 2m, con m ≥ 1, el BVPJ satisface existencia si y sólo si el problema estándar de
valor en la frontera suave lo satisface. por lo tanto, este resultado esencialmente
reduce el problema de establecer condiciones para la existencia de la solución para el
problema de valores en la frontera con saltos preescritos a un problema con valores
en la frontera estándar.

Por lo tanto, al trabajar con funciones discontinuas definidas por tramos, podemos
disminuir de manara significativa el número de grados de libertad con respecto a los
métodos más comúnmente usados como son DEM y TH.

Objetivos:

Se desarrollará una metodología que permitirá unificar conceptos de métodos
numéricos para la resolución de ecuaciones diferenciales parciales elípticas
mostrando como problemas de valores en la frontera con saltos preescritos pueden
formularse como un problema con valores en la frontera estándar. Derivando y
mostrando como construir las funciones de peso y de prueba de forma tal que sean
funciones definidas por tramos, las cuales sean totalmente discontinuas y no usen a
los multiplicadores de Lagrange.



Plan de Actividades:

 Conocer y Manejar el método de de funciones discontinuas definidas por
tramos.
 Implementar computacionalmente el método de de funciones
discontinuas definidas por tramos para resolver el problema de Helmholtz.
 Evaluar el rendimiento del método de de funciones discontinuas definidas
por tramos con respecto a los métodos Trefftz-Herrera, Galerkin
Discontinuo y Discontinuo Enriquecido.
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