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MOTIVACIMOTIVACI ÓÓN  N  
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MOTIVACIMOTIVACIÓÓNN……

La modelación de sistemas continuos en la Ingeniería y la 
Ciencia está basada en la solución numérica de sistemas de 
ecuaciones diferenciales parciales.

La solución de los sistemas que gobiernan tales modelos 
tienen un gran número de grados de libertad y a pesar de los 
constantes avances en cómputo, un solo procesador no puede 
resolver dichos problemas. 

Por ello, un recurso indispensable es el cómputo en paralelo, 
que en conjunción con el desarrollo de los métodos de 
descomposición de dominio permiten atacar problemas que 
involucren un gran número de grados de libertad.



5

MOTIVACIMOTIVACIÓÓN N ……

En la actualidad los métodos de descomposición de dominio 
se dividen en dos grandes grupos, los de dominios 
yuxtapuesto y los de dominios ajenos, nosotros trabajaremos 
sobre estos últimos por presentar los mejores rendimientos al 
usar el cómputo en paralelo para los problemas que nos 
interesan.

Los métodos más usados, se basan en resolver problemas 
locales sobre los subdominios pero en la frontera común de 
los mismos estas son discontinuas y mediante el uso de los 
multiplicadores de Lagrange se logra empatar dichas 
soluciones para generar una solución continua. 
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OBJETIVOS  OBJETIVOS  
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OBJETIVOS OBJETIVOS 

Desarrollar un método de descomposición de dominio que:

– No use multiplicadores de Lagrange

– Sea una formulación unificadora de las formulaciones 
del tipo subestructuración

– Quede expresado de forma matricial explícita en 
términos de matrices de Schur exclusivamente 

– Sea aplicable a problemas Elípticos y Parabólicos tanto 
lineales como no lineales
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CONTEXTO GENERAL  CONTEXTO GENERAL  
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CLASIFICACICLASIFICACIÓÓN  DE LOS MN  DE LOS MÉÉTODOS TODOS 
DE DESCOMPOSICIDE DESCOMPOSICIÓÓN DE DOMINION DE DOMINIO

•• MMéétodos de Dominios Yuxtapuestos  todos de Dominios Yuxtapuestos  

•• MMéétodos de Dominios Ajenostodos de Dominios Ajenos
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MMéétodos de Dominios Ajenostodos de Dominios Ajenos
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MMÉÉTODOS DE DESCOMPOSICITODOS DE DESCOMPOSICIÓÓN N 
DE DOMINIO TIPO DE DOMINIO TIPO 

SUBESTRUTURACISUBESTRUTURACIÓÓN N 

•• Complemento de SchurComplemento de Schur

•• FiniteFinite ElementElementTearingTearingandandInterconnectingInterconnecting(FETI)(FETI)

•• FiniteFinite ElementElementTearingTearingandandInterconnectingInterconnectingDualDual--Primal Primal 
(FETI(FETI--DP)  DP)  
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NODOS DE FRONTERA INTERIOR 
EN EL COMPLEMENTO DE SCHUR
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COMPLEMENTO DE SCHUR COMPLEMENTO DE SCHUR 
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NODOS EN FETI

Nodo

Nodo Primal:
1 grado de libertad

Nodo Dual:
2 ó más
grados de libertad

Grado de libertad
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NODOS DE FRONTERA INTERIOR 
EN FETI
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MMÉÉTODO FETI TODO FETI 
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MMÉÉTODO FETI TODO FETI 
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NODOS DE FRONTERA INTERIOR 
EN FETI-DP
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MMÉÉTODO FETITODO FETI--DP DP 
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MMÉÉTODO FETITODO FETI--DP DP 
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Definiendo en cada subdominio ,  matrices
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MMÉÉTODO FETITODO FETI--DPDP
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ΩΩΩΩ

∂Ω∂Ω∂Ω∂Ω

FUNCIONES DEFINIDAS POR 
PEDAZOS 
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ESPACIOS DE SOBOLEV DE FUNCIONES 

DEFINIDAS POR PEDAZOS 
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ΩΩΩΩ
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MMÉÉTODOS ITERATIVOS DE TODOS ITERATIVOS DE 

DOMINIOS AJENOS  DOMINIOS AJENOS  
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FÓRMULAS DE GREEN-HERRERA 
y otras propiedades 
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ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN 
en funciones discontinuas
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FUNCIONES ARMÓNICAS
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FORMULACIÓN CON ARMÓNICAS 
discontinuas
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SUBESPACIOS DE ARMÓNICAS
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RESUMEN GEOMÉTRICO 

21D

22D

11D

12D

Producto Interior de Energía

( ) 12 22,

Propiedad : En las funciones armónicas la funcional bilineal, 

G u w  es simétrica y "silla" : positiva en D  y negativa en D

w Au•
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MMÉÉTODOS SINGLETODOS SINGLE--TRIPTRIP



33

( )

( )

( )

0

12

1
12

1

0

                    ,

0

ALGORITMO 1.- Basado en problemas de Dirichlet j . 
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ALGORITMO 2.- Basado en problemas de Neumann j . 

Busq

Γ

ΓΓ

Γ

=

∈

= − ∀ ∈

=

∫
i

( )
�

22

0
12                    ,

ue u D  tal que                          

w
G u w j dx, w D  

nΓΓ

∈

∂= ∀ ∈
∂∫

i



34

MMÉÉTODOS DE ROUNDTODOS DE ROUND--TRIPTRIP
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DOS SISTEMAS DE 
COORDENADAS 

11 12 11 11 12 12

21 22 21 21 22 22

,
                

,

                   

Toda función armónica u D puede escrbirse de dos maneras :  

u u u  con u D    y   u D   

u u u  con u D   y   u D

TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 

∈
= + ∈ ∈

 = + ∈ ∈

12 21 12 12 22 11 22

12 21 12 22 22 11

        

              

            

22

: D D , , = 1,2

PROPIEDADES :  Las transformaciones 

: D D    y   : D D

son simétricas y positivas definidas. Además : 

   y   

αβ αβσ α β

σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ

→

→ →

= Ι − = Ι − 22 12 
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TRANSFORMACIÓN DE 
COORDENADAS 

12

21 21 22 22

                

OBSERVACIONES  

"Problemas de Dirichlet" : Cuando u D  la obtención  

de u D  y u D  requiere resolver un

                 problema de Dirichlet.   

"Problemas de Neumann" : Cuando u

∈
∈ ∈

∈ 22

11 11 12 12

D  la obtención  

de u D  y u D  requiere resolver un

                 problema de Neumann.   

∈ ∈
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MÉTODOS NEUMANN-NEUMANN Y 
FETI  

12 12 21 12 21

22 22 12 22 12  

Método Neumann - Neumann  

      u D    y   u u

Método FETI  

      u D    y u u

σ σ σ

σ σ σ

∈ =

∈ =
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EL NEUMANN-NEUMANN 
CONSISTE DE UN DIRICHLET 
SEGUIDO DE UN NEUMANN     

( )

12 21 12 22

12 22

12 22 22 22

:

Porque   

         

Además

Cuando u D  Dirichlet da u 

Y  u se obtiene por Neumann u D    

σ σ σ σ

σ
σ σ σ

= Ι −

∈
∈
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EL FETI CONSISTE DE UN 
NEUMANN 

SEGUIDO DE UN DIRICHLET      

( )

22 11 22 12

22 12

22 12 12 12

:

Porque   

         

Además

Cuando u D  Neumann da u 

Y  u se obtiene por Dirichlet u D    

σ σ σ σ

σ
σ σ σ

= Ι −

∈
∈
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TEORTEORÍÍA UNIFICADA SIN A UNIFICADA SIN 

MULTIPLICADORES DE MULTIPLICADORES DE 

LAGRANGE LAGRANGE 
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GENERACIÓN DE LA MATRIZ “A”

Nodo

Nodo Primal:
1 grado de libertad

Nodo Dual:
2 ó más
grados de libertad

Grado de libertad
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GENERACIÓN DE LA MATRIZ “A”
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REPRESENTACIÓN MATRICIAL

 0 0
        ,

 0 0

,

 

Matriz original A  y de ella se deriva otra

 

A A
                   A

A A

A A     
L     R

A A    

                     A L R  

Π Π Π ∆

∆Π ∆∆

Π Π Π ∆

∆Π ∆∆

 
≡  
 

   
≡ ≡   
   

= +
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ESPACIOS DE VECTORES 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

:

:

                         

:

El espacio total de vectores es D

El espacio de los vectores continuos es D

La matriz a D D  es la proyección en D

 

La matriz j D D  es : 

j I a   

NOTACIÓN

        

 

     

Ω

Ω

Ω → Ω Ω

Ω → Ω

≡ −

ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

� �       u au    y    u ju≡ ≡
i⌢
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FÓRMULAS GREEN-HERRERA 

PARA MATRICES
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⌢
� �
⌢

� �
⌢ ⌢

� �
⌢

                                   

:

A L R 

w Lu u Lw u R w w Ru y w Ru w R u w R u 

    

Fórmula de Green - Herrera para matrices  

w Lu u R w w R u u Lw w R u u R w

Aquí  

                 

∗

= +

− = − = +

− + = − +

i i

i i i i

� �i i i i i i i	 
� �

⌢
� �� �i i i i i i	 
	 
� � � �

⌢
 R a R mientras que R j R    ≡ ≡

i

� �
	 
� �
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FORMULACIÓN MATRICIAL 
DEL PROBLEMA 

� �

( ) ( )

                      
                      

                
T

El problema original toma la forma 

Lu R u R u f

Además, por Green - Herrera 

L R j aR L R j aR   

i.e. la matriz es simétrica.

Entonces el probl

+ − =

+ − = + −

� �
	 
� �

( )                T

ema original queda escrito como 

L aR R j u f     + − =
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ESPACIO DE VECTORES ARMESPACIO DE VECTORES ARMÓÓNICOSNICOS

� �

{ }

0

           
                0

                      

El problema original se transforma en 
                    Lu       

               R u R u f
   

Se define  el espacio   

D u Lu , 
 

Γ

=

− =

≡ =

i

� �
	 
� �
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DOS SISTEMAS DE COORDENADAS 

{ } � �{ }

⌢ { }

{ }

{ }

11 12

21 12

11 12 11 12

21 22 21 22

   

0 0

   

0 0

  

, 0

, 0

Primer Sistema de Coordenadas

D u D u , D u D u  

Segundo Sistema de Coordenadas

     D u D R u , D u D R u  

 

Propiedades de los Sistema de 
D D D  D D

 
D D D  D D

≡ ∈ = ≡ ∈ =

 
≡ ∈ = ≡ ∈ = 
 

= + = ∩

= + = ∩

i

i

� �
	 
� �

Coordenadas
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TEORTEORÍÍA UNIFICADA DE MA UNIFICADA DE MÉÉTODOS TODOS 

DUALDUAL --PRIMALPRIMAL



51

MÉTODOS SINGLE-TRIP 

• Método del complemento de Schur 

• Método FETI sin precondicionar

MÉTODOS ROUND-TRIP 

• Método del Neumann-Neumann

• Método FETI 
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MÉTODOS SINGLE-TRIP 

• Método del complemento de Schur 

• Método FETI sin precondicionar

2

aSu f=
△ △

2

1 1 1S ju S jS f− − −= −△ △
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MÉTODOS ROUND-TRIP 

• Método del Neumann-Neumann

• Método FETI 

2

1 1aS aSu aS f− −=△ △

2

1 1 1 1S jS ju S jS jS f− − − −= −△ △
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EL CEL CÓÓMPUTO PARALELO MPUTO PARALELO 
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LOS LOS DDMDDM EN LA COMPUTACIEN LA COMPUTACIÓÓN EN N EN 
PARALELO PARALELO 

Dificultades del CDificultades del Cóómputo en Paralelo: La coordinacimputo en Paralelo: La coordinacióón de los n de los 
mmúúltiples procesadores y la transmisiltiples procesadores y la transmisióón de la informacin de la informacióón n 
entre ellos entre ellos 

CaracterCaracteríísticas de los DDM: El msticas de los DDM: El méétodo, genera una serie de todo, genera una serie de 
tareas, las cuales se asignan a cada  procesador; y en gran tareas, las cuales se asignan a cada  procesador; y en gran 
medida son independientes y por eso mismo, la informacimedida son independientes y por eso mismo, la informacióón n 
que se requiere transmitir entre ellos es muy poca que se requiere transmitir entre ellos es muy poca 

Ventajas de los DDM: Minimizan las necesidades de Ventajas de los DDM: Minimizan las necesidades de coordicoordi--
nacinacióón y tambin y tambiéén las de transmisin las de transmisióón de informacin de informacióón n 
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LOS LOS DDMDDM EN LA COMPUTACIEN LA COMPUTACIÓÓN EN N EN 
PARALELO PARALELO 

Ventajas del uso de Clusters de PC´s
•La construcción y puesta en marcha de un cluster es 
barata.
•Reemplazar componentes defectuosos y escalar el 
cluster es sencillo.

Cluster (Bajo Esquema Maestro-Esclavo)
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COMPUTACICOMPUTACIÓÓN EN PARALELO N EN PARALELO 

A partir de los modelos matemA partir de los modelos matemááticos y los modelos numticos y los modelos numééricos ricos 
se desarrollarse desarrollaráá el modelo computacional contenido en un el modelo computacional contenido en un 
programa de cprograma de cóómputo orientado a objetos en el lenguaje de mputo orientado a objetos en el lenguaje de 
programaciprogramacióón C++ en su forma secuencial y en su forma n C++ en su forma secuencial y en su forma 
paralela en C++ usando la interfaz de paso de mensajes (MPI) paralela en C++ usando la interfaz de paso de mensajes (MPI) 
bajo el esquema maestrobajo el esquema maestro--esclavo.esclavo.

Esto no sEsto no sóólo nos ayudarlo nos ayudaráá a demostrar que es factible la a demostrar que es factible la 
construcciconstruccióón del propio modelo computacional a partir del n del propio modelo computacional a partir del 
modelo matemmodelo matemáático y numtico y numéérico para la solucirico para la solucióón de problemas n de problemas 
reales. Ademreales. Ademáás, se mostrars, se mostraráá los alcances y limitaciones en el los alcances y limitaciones en el 
consumo de los recursos computacionales, evaluando algunas consumo de los recursos computacionales, evaluando algunas 
de las variantes de los mde las variantes de los méétodos numtodos numééricos con los que es ricos con los que es 
posible implementar el modelo computacional y haremos el posible implementar el modelo computacional y haremos el 
ananáálisis de rendimiento.lisis de rendimiento.
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COMPUTACICOMPUTACIÓÓN EN PARALELO N EN PARALELO 

TambiTambiéén exploraremos los alcances y limitaciones de cada uno n exploraremos los alcances y limitaciones de cada uno 
de los mde los méétodos implementados y como es posible optimizar los todos implementados y como es posible optimizar los 
recursos computacionales con los que se cuente.recursos computacionales con los que se cuente.

Hay que destacar que el paradigma de programaciHay que destacar que el paradigma de programacióón n 
orientada a objetos es un morientada a objetos es un méétodo de implementacitodo de implementacióón de n de 
programas, organizados como colecciones cooperativas de programas, organizados como colecciones cooperativas de 
objetos. Cada objeto representa una instancia de alguna clase objetos. Cada objeto representa una instancia de alguna clase 
y cada clase es miembro de una jerarquy cada clase es miembro de una jerarquíía de clases unidas a de clases unidas 
mediante relaciones de herencia, contencimediante relaciones de herencia, contencióón, agregacin, agregacióón o uso.n o uso.
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COMPUTACICOMPUTACIÓÓN EN PARALELO N EN PARALELO 

Esto nos permite dividir en niveles la semEsto nos permite dividir en niveles la semáántica de los sistemas ntica de los sistemas 
complejos tratando ascomplejos tratando asíí con las partes, que son mcon las partes, que son máás manejables s manejables 
que el todo, permitiendo su extensique el todo, permitiendo su extensióón y un mantenimiento mn y un mantenimiento máás s 
sencillo. Assencillo. Asíí, mediante la herencia, contenci, mediante la herencia, contencióón, agregacin, agregacióón o n o 
ususóó nos permite generar clases especializadas que manejan nos permite generar clases especializadas que manejan 
eficientemente la complejidad del problema. eficientemente la complejidad del problema. 

La programaciLa programacióón orientada a objetos organiza un programa n orientada a objetos organiza un programa 
entorno a sus datos (atributos) y a un conjunto de interfases entorno a sus datos (atributos) y a un conjunto de interfases 
bien definidas para manipular estos datos (mbien definidas para manipular estos datos (méétodos dentro de todos dentro de 
clases clases reusablesreusables) esto en oposici) esto en oposicióón a los demn a los demáás paradigmas de s paradigmas de 
programaciprogramacióón.n.
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AVANCES Y TRABAJO POR AVANCES Y TRABAJO POR 

HACERHACER
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AVANCES
• Se a coadyuvado en el desarrollo de una formulación 

unificadora que no usa multiplicadores de Lagrange de la 
cual se obtienen expresiones matriciales explícitas en 
términos de matrices de Schur exclusivamente

• Se ha desarrollado la implementación secuencial y paralela 
de los métodos de descomposición de dominio:
– Complemento de Schur
– FETI y FETI-DP

• Se está desarrollando la implementación secuencial de los 
métodos Single-Trip
– Complemento de Schur
– FETI sin precondicionar
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AVANCES
• Se está desarrollando la implementación secuencial de los 

métodos Round-Trip
– Neumann-Neumann

– FETI
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POR HACER

• Implementación paralela de los métodos Single-Trip
– Complemento de Schur

– FETI sin precondicionar

• Implementación  paralela de los métodos Round-Trip
– Neumann-Neumann

– FETI

• Implementación de los métodos cuando el Ker(S) no es 
trivial
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POR HACER

• Comparación de los métodos desarrollados con los 
métodos más usados como FETI y FETI-DP 

• Aplicar el método desarrollado a problemas Elípticos y 
Parabólicos, tanto lineales como no lineales
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CONCLUSIONESCONCLUSIONES
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• Se ha desarrollado una teoría unificadora

• Se simplifica las formulaciones que unifica

• Se obtienen expresiones matriciales explícitas en términos 
de matrices de Schur exclusivamente 

• Los algoritmos se pueden derivan directamente del 
planteamiento matricial, independientemente de la 
ecuación diferencial parcial o sistema que lo origina y del 
número de dimensiones del problema original
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• Libertad para elegir nodos duales y primales, 
resultando de esta elección en diferentes 
precondicionadores  a priori para ese problema en 
particular

• El método desarrollado:
– Es aplicable a problemas Elípticos y Parabólicos, tanto 

lineales como no lineales

– Reduce el esfuerzo de programación

– Reduce el esfuerzo computacional al momento de 

ejecución


