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1 Introduccion

Para muchas personas en Ciencias e Ingenierfas, las mateméticas aplicadas
son principalmente ffsica matemadtica. La fisica matemdtica es principal-
mente ecuaciones diferenciales. La solucién numérica de ecuaciones diferen-
ciales se reduce al dlgebra lineal. Por lo tanto, el corazén de las matematicas
aplicadas es el dlgebra lineal.

Si bien, hay mucho de verdad en el resumen anterior. El &lgebra lin-
eal es muy importante y gran parte de las matematicas aplicadas dependen
en ultima instancia de soluciones eficientes de grandes sistemas lineales. El
eslabén mas débil del argumento puede ser el primero: las mateméticas apli-
cadas son mucho mds que la fisica matemadtica. La fisica matemética no ha
decaido, pero otras dreas han crecido. Aun asi, las dreas de las matematicas
aplicadas fuera de la fisica matemadtica y fuera de las ecuaciones diferenciales
a menudo dependen criticamente del dlgebra lineal.

Sin duda recomendarfa que alguien interesado en las matematicas apli-
cadas se familiarice con el dlgebra lineal numérica. Si quieres ser un experto
en ecuaciones diferenciales, optimizacién o en muchos otros campos, nece-
sitas estar al menos familiarizado con el dlgebra lineal numérica si vas a
calcular algo. Como senala Stephen Boyd en su clase de optimizacién con-
vexa, muchos de los avances en optimizacién de los iltimos 20 anos tienen
en su nicleo avances en el dlgebra lineal numérica. Los algoritmos mejorados
han acelerado la solucién de sistemas muy grandes mas que la ley de Moore.

Puede parecer cuestionable decir que el dlgebra lineal estd en el corazén
de las matemaéticas aplicadas porque es lineal. ;Qué pasa con las aplicaciones
no lineales, como las ecuaciones diferenciales parciales no lineales? Las ecua-
ciones diferenciales no lineales conducen a ecuaciones algebraicas no lineales
cuando se discretizan. Pero estos sistemas no lineales se resuelven mediante
iteraciones de sistemas lineales, por lo que volvemos al dlgebra lineal.

En el estudio de los sistemas continuos -sistemas fisicos macroscépicos-,
tales como los yacimientos petroleros, la atmésfera, los campos electromag-
néticos, los océanos, el aparato circulatorio de los seres humanos, la corteza
terrestre y muchos otros sistemas de interés en Ciencia y en Ingenierfa, al
modelarse contienen un gran nimero de grados de libertad'.

Los sistemas lineales densos méds grandes que se estdn resolviendo en la

'El niimero de grados de libertad en un sistema fisico se refiere al nimero minimo de
nimeros reales que es necesario especificar para determinar completamente el estado fisico.
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actualidad en un sélo equipo de cémputo son de orden n = 10° y los futuros
sistemas informaéticos a exaescala podréan abordar problemas ain mayores. El
andlisis del error de redondeo muestra que la solucién calculada satisface un
limite de error hacia atrds por componentes que, bajo supuestos favorables,
es de orden nyu, dénde p es el redondeo unitario de la aritmética de punto
flotante: p = 1076 para doble precisién y u = 1078 para precisién simple.
Este limite de error hacia atras no puede garantizar ninguna estabilidad para
la solucién de precisiéon simple de los problemas més grandes de hoy y sugiere
una pérdida de la mitad de los digitos en el error hacia atrds para precisiéon
doble.

La aritmética de punto flotante de media precisién ahora estd disponible
en Hardware, tanto en el formato IEEE binary16 como en el formato bfloat16,
y se utiliza cada vez mads en el aprendizaje automético y en el cémputo cien-
tifico en general. Para el cdlculo del producto interno de dos n-vectores el
limite de error hacia atrds es nuevamente de orden nu, y este limite ex-
cede 1 por n > 864 para ambos formatos de precisiéon media, lo que sugiere
una pérdida potencialmente completa de estabilidad numérica. Sin embargo,
productos internos con n > 864 se utilizan con éxito en céalculos de precision
media en la préctica.

Los limites de error a los que me he referido son limites superiores y,
por lo tanto, limitan el peor de los casos sobre todos los posibles errores de
redondeo. Su objetivo principal es revelar posibles inestabilidades en lugar
de proporcionar estimaciones de error realistas. Sin embargo, necesitamos
conocer los limites de lo que podemos calcular y, para las aplicaciones de
misién critica, debemos poder garantizar un calculo exitoso.

., Podemos entender el comportamiento de los algoritmos de dlgebra lineal
a escala extrema y en aritmética de punto flotante de baja precisién?

En gran medida, la respuesta es si si aprovechamos tres caracterfsticas
diferentes para obtener limites de error m&s pequenos.

Algoritmos Bloqueados muchos algoritmos se implementan en forma
bloqueada. Por ejemplo, un producto interior 7 y de dos n-vectores x y y
se puede calcular como

si = a((i—1Db+1):ib)Ty((i — 1)b+1:ib),i=1:k,
S = S1+8+ ...+ Sk

dénde n = kb y b < n es el tamano del bloque. El producto interior se ha
partido en k£ productos internos mas pequenos de tamano b, que se calculan de

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 5 Antonio Carrillo Ledesma
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forma independiente y luego se suman. Muchos algoritmos de dlgebra lineal
se bloquean de forma andloga, donde el bloqueo se realiza en submatrices con
b filas 0 b columnas (o ambas). Un andlisis cuidadoso del andlisis de errores
muestra que un algoritmo bloqueado tiene un limite de error alrededor de un
factor de b mds pequeno que el del algoritmo desbloqueado correspondiente.
Los tamanos de bloque préacticos para algoritmos matriciales suelen ser 128
0 256, por lo que el bloqueo trae una reduccién sustancial de los limites de
€error.

De hecho, uno puede hacerlo incluso mejor que un limite de error de orden
(n/b)p. Calculando la suma s = sy + s3 + ... + 55, con un método de suma
m4s preciso, la constante de error se reduce atin més a by + O(u?) (este es el
método FABsum de Blanchard et al. (2020)).

Caracteristicas Arquitecténicas los procesadores Intel x86 admiten
un formato de precisién extendido de 80 bits con un significado de 64 bits, que
es compatible con el especificado en el estandar IEEE. Cuando un compilador
usa este formato con registros de 80 bits para acumular sumas y productos
internos, estd trabajando efectivamente con un redondeo unitario de 2754 en
vez de 2753 para precisién doble, dando limites de error més pequeiios en un
factor de hasta 2! = 2048.

Algunos procesadores Intel y AMD tienen una operacién fusionada de
multiplicacién y suma (FMA), que calcula una multiplicacién y una suma
combinadas = + yz con un error de redondeo en lugar de dos. Esto da como
resultado una reduccién en los limites de error por un factor 2.

Las operaciones FMA de bloques de precisiéon mixta D = C' + AB, con
matrices A, B,C' y D de tamano fijo, estdn disponibles en las unidades de
procesamiento tensorial de Google, las GPU NVIDIA y en la arquitectura
ARMv8-A. Para entradas de precisién media, estos dispositivos pueden pro-
ducir resultados de calidad de precisién simple, lo que puede proporcionar un
aumento significativo en la precisién cuando los bloques FMA se encadenan
para formar un producto matricial de dimensién arbitraria.

Limites probabilisticos los limites del error de redondeo en el peor
de los casos sufren el problema de que no se pueden alcanzar para la mayoria
de los conjuntos de datos especificos y es poco probable que se alcancen casi
por completo. Stewart (1990) senalé que:

Para ser realistas, debemos eliminar lo improbable. Lo que

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 6 Antonio Carrillo Ledesma
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queda es necesariamente un enunciado probabilistico.

Theo Mary y Nick Higham han desarrollado recientemente un analisis
de error de redondeo probabilistico, que hace suposiciones probabilisticas
sobre los errores de redondeo y deriva limites que se mantienen con cierta
probabilidad. La caracteristica clave de los limites es que son proporcionales a
/1 cuando un limite correspondiente en el peor de los casos es proporcional
any. En la forma més general del analisis (Connolly, Higham y Mary, 2021),
se supone que los errores de redondeo son independientes de la media y de
media cero, donde la independencia media es un supuesto mas débil que la
independencia.

Poniendo las Piezas Juntas las diferentes caracteristicas que hemos
descrito se pueden combinar para obtener limites de error significativamente
mds pequenos. Si usamos un algoritmo bloqueado con tamano de bloque
b < n luego, en un producto interno, el limite de error estandar de orden nu

se reduce a un limite probabilistico de orden ( n/ b) 14, que es una reduc-

cién significativa. Los bloques FMA y los registros de precisién extendidos
proporcionan reducciones adicionales.

Por ejemplo, para un sistema lineal de orden 107 resuelto en precisién
simple con un tamano de bloque de 256, el limite de error probabilistico es
de orden 107 versus lpara el limite estdndar del peor de los casos. Si se
utiliza FABsum, el limite se reduce atin més.

Los autores concluyen que podemos resolver con éxito problemas de dlge-
bra lineal de mayor tamano y menor precisién de lo que sugiere el anélisis de
error de redondeo estdndar. Sin embargo, los limites a priori siempre seran
pesimistas. Se deben calcular los residuos a posteriori o los errores hacia
atrds (segun el problema) para evaluar la calidad de una solucién numérica.

En el caso de los modelos matemadticos de los sistemas continuos, estos
son sistemas de ecuaciones diferenciales, las cuales son parciales -con valores
iniciales y condiciones de frontera- para casi todos los sistemas de mayor in-
terés en la Ciencia y la Ingenierfa. Salvo por los problemas més sencillos,
no es posible obtener por métodos analiticos las soluciones de tales ecua-
ciones, que son las que permiten predecir el comportamiento de los sistemas
continuos y realizar las simulaciones requeridas.

La capacidad para formular los modelos matemdticos de sistemas con-
tinuos complicados y de gran diversidad, es sin duda una contribucién fun-
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damental para el avance de la Ciencia y sus aplicaciones, tal contribucién
quedaria incompleta y, debido a ello, serfa poco fecunda, si no se hubiera de-
sarrollado simultdneamente su complemento esencial: los métodos numéricos
y la computacién electrénica.

Sin embargo, la solucién numérica y las simulaciones computacionales de
problemas concomitantes en Ciencias e Ingenierfas han llevado al limite nues-
tra actual capacidad de prediccion, por la gran cantidad de grados de libertad
que necesitan nuestros modelos para tratar de representar a la realidad.

Con el desarrollo de nuevas herramientas numéricas y computacionales,
la diversidad y complejidad de problemas que pueden ser tratados de forma
satisfactoria y eficiente es impresionante. Pero hay que destacar, que todavia
hay una gama de problemas que hasta la fecha no es posible resolver sa-
tisfactoriamente o con la precisiéon deseada -como la prediccion climética a
largo plazo o simulacién de recuperacién mejorada en yacimientos petroleros,
entre otros-.

La solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales por los esque-
mas tradicionales -tipo Diferencias Finitas (que trataremos brevemente en
el apéndice), Volumen Finito y Elemento Finito- reducen el problema a la
generacién y soluciéon de un -cada vez més grande- sistema algebraico de
ecuaciones. La factorizacién directa de sistemas de gran escala O(10°%) con
toda su eficacia, no es, en general, una opcioén viable, y el uso de métodos
iterativos bdsicos resultan en una convergencia bastante lenta con respecto a
otras formas de solucién.

El desarrollo de métodos numéricos para sistemas algebraicos grandes no
densos, es central en el desarrollo de cédigos eficientes para la solucién de
problemas en Ciencia e Ingenierfa, actualmente cuando se necesita implemen-
tar una solucién computacional, se dispone de bibliotecas optimizadas® para
la solucién de sistemas lineales que pueden correr en ambientes secuenciales
y/o paralelos. Estas bibliotecas implementan métodos algebraicos robustos
para muchos problemas précticos, pero sus discretizaciones no pueden ser
construidas por sélo técnicas algebraicas simples, tales como aproximaciones
a la inversa o factorizaciéon incompleta.

En la actualidad, los sistemas computacionales paralelos son ubicuos. En
ellos es posible encontrar méds de una unidad de procesamiento, conocidas

2Como pueden ser las bibliotecas ATLAS (http://math-atlas.sourceforge.net)
y HYPRE (https://computation.llnl.gov/projects/hypre-scalable-linear-solvers-multigrid-
methods) entre muchas otras.
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como Ntcleo (Core). El niimero de Cores es creciente conforme avanza la
tecnologfa, esto tiene una gran importancia en el desarrollo eficiente de al-
goritmos que resuelvan sistemas algebraicos en implementaciones paralelas.
Actualmente la gran mayoria de los algoritmos desarrollados son algoritmos
secuenciales y su implantacién en equipos paralelos no es 6ptima, pero es
una practica comin usar diversas técnicas de pseudoparalelizacién -a veces
mediante la distribucién de una gran matriz en la memoria de los multiples
Cores y otras mediante el uso de directivas de compilacién-, pero la eficiencia
resultante es pobre y no escalable a equipos masivamente paralelos por la
gran cantidad de comunicacién involucrada en la solucién.

1.1 Computadoras Actuales

La computadora (también conocida como ordenador) actual es una maquina
digital programable que ejecuta una serie de comandos para procesar los
datos de entrada, obteniendo convenientemente informacién que posterior-
mente se envia a las unidades de salida. Una computadora estd formada fisi-
camente por numerosos circuitos integrados y varios componentes de apoyo,
extensién y accesorios, que en conjunto pueden ejecutar tareas diversas con
suma rapidez y bajo el control de un programa (Software).

La constituyen dos partes esenciales, el Hardware, que es su estructura
fisica (circuitos electrénicos, cables, gabinete, teclado, etc.), y el Software,
que es su parte intangible (programas, datos, informacién, documentacion,
etc.).

Con respecto al Hardware®, se encuentra compuesto por una serie de
dispositivos, clasificados segin la funcién que estos desempenen. Dicha clasi-
ficacién se compone de:

3En Debian GNU/Linux podemos instalar la aplicacién Ishw para conocer los distintos
componentes de la computadora, mediante:

# apt install Ishw

Asi, para ver de forma resumida los dispositivos que componen la computadora usamos:
# Ishw -short

Si necesitamos més detalle usamos:

# lshw

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 9 Antonio Carrillo Ledesma
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e Los dispositivos de entrada son todos aquellos que permiten la entrada
de datos a una computadora. Estos dispositivos (periféricos), son los
que permiten al usuario interactuar con la computadora. Ejemplos:
teclado, Mouse (ratén), micréfono, Webcam, Scanner, etc.

e Los dispositivos de salida, son todos aquellos que permiten mostrar la
informaciéon procesada por la computadora. Ejemplos: monitor, im-
presora, auriculares, altavoces, etc.

e Los dispositivos de comunicacién son aquellos que permiten la comu-
nicacién entre dos o mds computadoras. Ejemplos: Modem, Router,
placa de red, Bluetooth, etc.

e Los dispositivos de almacenamiento, son todos aquellos que permiten
almacenar datos en el ordenador. Ejemplos: disco duro, Pendrive,
Diskette, CD y DVD, etc.

e Los dispositivos de computo, son aquellos encargados de realizar las
operaciones de control necesarias, sobre el resto de los dispositivos la
computadora.

La unidad central de procesamiento (Central Processing Unit CPU) se
comunica a través de un conjunto de circuitos o conexiones llamada Bus
de datos o canal de datos. El bus conecta la CPU a los dispositivos de
almacenamiento, los dispositivos de entrada y los de salida.

En la actualidad, una computadora puede tener una CPU de 32 o de 64*
bits para describir anchura de registros, Bus de direcciones, Bus de datos o

4;Por qué se llama x86 a la de 32 bits y x64 a la de 64 bits?

Por pereza. El término adecuado para la arquitectura de 64 bits basada en las tecnologfas
desarrolladas por Intel y AMD desde 1976 es x86-64, que es como la llamé AMD cuando
la desarrollé.

El término "x86" se acuné porque Intel denominé 8086 a la primera CPU que utilizaba
esta microarquitectura. Era una CPU de 16 bits con un conjunto de instrucciones similar al
anterior Intel 8085 de 8 bits, por lo que Intel le dio un nimero més alto. A principios de los
anos 90, a los desarrollos posteriores de la 8086 se les asignaron niimeros que terminaban
en "86": 80186, 80286, 80386 y 80486. En la mayoria de los casos, se omitié la parte "80"
y toda la familia de CPU se denominé "x86", por razones obvias. Con lo que habria sido
el 80586, Intel eliminé los nimeros porque no podian registrarlos como marca, asi que
nacié la marca "Pentium", que primero significaba quinta generacién, pero luego como
una simple marca.

Cuando Intel pasé a los 32 bits con el conjunto de instrucciones x86 con el 386 en
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instrucciones. Es decir que la cantidad de bits nos permite diferenciar el tipo
de CPU que tiene nuestro equipo.

La CPU, el sistema operativo, el Software en general y los Drivers se
basan en una misma arquitectura, pero que tenga m&s o menos bits puede
ser significativo en la experiencia del usuario.

En la actualidad, la mayorfa de ordenadores cuentan con CPU de 64°
bits. Ahora bien, todavia hay equipos algo antiguos que cuentan con la
arquitectura de 32 bits, por lo que sigue coexistiendo en el mercado y el
sector hace desarrollos también pensando en sus capacidades.

Desde el punto de vista funcional es una maquina que posee, al menos,

1985, no cambiaron la marca de nada, pero cuando AMD extendié x86 a 64 bits, lo
comercializaron como x86-64. Muchos desarrolladores de Software lo llamaron "AMD64"
en su lugar, ya que AMD lo desarroll6. Intel no estaba dispuesto a hacer eso, asi que
lo llamaron "EMT64" cuando adoptaron las extensiones de 64 bits de AMD después del
fracaso de Itanium. Al final, la mayoria de la gente simplemente lo llamé "x64", aunque
esto no tiene ningtin sentido.

%; Alguna empresa ha fabricado una CPU de 128 bits?

Si alguien quiere fabricar una CPU de 128 bits, puede utilizar el diseno RISC-V, que
admite nicleos de 32, 64 y 128 bits. No hay problema, solo se necesita un diseno adecuado
y listo. Muchos dicen que el beneficio de una CPU (ntcleo) de 64 bits es la enorme
memoria direccionable, 64 bits en comparacién con los 32 bits de los niicleos de 32 bits.
iPero eso no es cierto!. Todos los micleos de 64 bits (excepto los muy especiales) tienen
un bus de direcciones de 52 o 56 bits. Windows y Linux utilizan internamente un espacio
de direccionamiento de a lo mds 48 bits. No hay necesidad de memoria fisica de 64 bits
porque hoy en dia no es posible tenerla (teéricamente hasta 16 Exabytes).

Algo similar ocurre con los nicleos de 128 bits. Como la memoria no es importante,
lo dnico que queda es la matemdtica de 128 bits. La pregunta es: ;quién necesita la
matemadtica de 128 bits? En 1978, el 8086 tenia un coprocesador matematico, el 8087,
que admitia tipos de punto flotante de 80 bits. Hoy en dia, es similar, pero el tipo
méximo admitido sigue siendo de 64 bits que tiene aproximadamente 16 digitos decimales
de precisién con un rango del orden de 1.7 x 1073%® a 1.7 x 103%%, el niimero de 32 bits que
tiene 14 digitos decimales de precisién con un rango del orden de 3.4 x 10738 a 3.4 x 1038,
Ademds, existe el nimero de 80 bits que tiene 18 digitos decimales de precisiéon con un
rango del orden de 3.4 x 107409 a 1.1 x 10409,

En algunos compiladores existen 128 bits de datos, pero no existe matemaética de Hard-
ware, sino que se implementa en Software. Se necesitan tipos tan grandes en muy pocas
circunstancias.

Lo que importa hoy en dia es la paralelizacién, el procesamiento de multiples tipos en
paralelo. Durante mucho tiempo, x86 ha tenido AVX512, que es un motor matemé&tico de
512 bits (reemplazé al 8087), pero es capaz de trabajar con tipos de 8 a 64 bits en paralelo,
por ejemplo, 8 operaciones matemadticas en paralelo utilizando FP64 (punto flotante de 64
bits).
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una unidad central de procesamiento, unidad de memoria (Random Access
Memory RAM ;| Read Only Memory ROM y Caché) y dispositivos de en-
trada/salida (periféricos). Los periféricos de entrada permiten el ingreso
de datos, la CPU se encarga de su procesamiento (operaciones aritmético-
légicas) y los dispositivos de salida los comunican a los medios externos. Es
asf, que la computadora recibe datos, los procesa y emite la informacién
resultante, la que luego puede ser interpretada, almacenada, transmitida a
otra mdquina o dispositivo o sencillamente impresa; todo ello a criterio de
un operador o usuario y bajo el control de un programa de computacion.

CPU la Unidad Central de Proceso (Central Processing Unit CPU) es
aquella parte del procesador que se encarga de ejecutar las diversas acciones
que ordenemos al dispositivo que debe llevar a cabo. La CPU es el com-
ponente bésico dentro de todo dispositivo inteligente, ya que practicamente
cualquier proceso que se ordene al sistema pasa por él. Con el paso del
tiempo, ademads, su eficiencia y calidad ha alcanzado grandes cotas, aunque
tecnologfas al alza como las NPU han supuesto un mayor salto cualitativo
que el de aumentar la potencia bruta de la CPU.

GPU, para el procesamiento gréafico la Unidad de Procesamiento
Gréfico (Graphics Processing Unit GPU) es el apartado que se dedica a las
acciones de mayor peso: las de componente grafico. De este modo, acciones
como la ejecucion de videojuegos, o la edicién y renderizado de videos, se lle-
van a cabo a través de la GPU del sistema. La calidad del teléfono, ordenador
u otro dispositivo inteligente, suele ir supeditada a menudo a la calidad de
su GPU, que dependerd de la banda de precio del aparato en cuestiéon. Eso
si, si los otros componentes no tienen la misma calidad, se puede producir el
temido cuello de botella.

En los smartphones, la GPU ya va integrada en los procesadores, pero
en los PC’s, como AMD y NVIDIA se muestran como marcas especializadas
en las GPUs. Cuentan con todo tipo de gamas y también poseen un amplio
abanico de precios, un valor siempre directamente proporcional a la calidad
y capacidad de sus gréficas, y a su vigencia en el mercado.

NPU, redes neuronales en tu dispositivo la Unidad de Proce-
samiento Neuronal (Neural Processing Unit NPU), a diferencia de la GPU,
que cuenta con un funcionamiento paralelo al de la CPU, puede encargarse de
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funciones similares a las de la CPU, pero lo hace de un modo mucho mas efi-
ciente. Impulsada por Inteligencia Artificial, una NPU" es capaz de priorizar
procesos para ejecutarlos de un modo exponencialmente mas veloz y con un
consumo mucho menor. En méviles, se usa especialmente para mejorar el
procesado de fotograffas, aunque participa en muchos otros procesos.

Ademis, esta arquitectura todavia tiene anos de progreso por delante, a
diferencia de la CPU y la GPU, cuyas mejoras ya son de cardcter més leve
y basadas en aumentar la potencia bruta. La tecnologia NPU, en cambio,
lleva menos tiempo entre nosotros y todavia tiene mucho margen de mejora
para ofrecer un rendimiento cada vez mas poderoso.

Desde la llegada de los procesadores de mds de un nicleo a PC, como
consecuencia de la imposibilidad de hacerlos escalar en potencia solo por
velocidad de reloj, la forma de entender los diferentes chips cambié. Han
pasado ya dos décadas de dicho cambio y ante la inminente salida de los Chips
disgregados o por Chiplets al mercado de masas, no estd de més recordar la
organizacién mds comuin en el mundo del Hardware en todo este tiempo.

{Qué es un SoC? las siglas SoC significan System on a Chip y hace
referencia a todo chip que tiene la mayoria de componentes integrados en una
misma pieza de silicio sin llegar a ser un microcontrolador. Se trata de la pieza
de Hardware més usada por el hecho de que a dfa de hoy todo procesador para
PC, teléfono mévil, consola de videojuegos, televisor o incluso servidores, es
un SoC y pese a las diferencias entre ellos, todos tienen una organizacién
comun.

En realidad, todas las CPU actuales son SoC, ya que se trata de "varias
CPU" disenadas para funcionar alrededor de un elemento de intercomuni-
cacion central. Este se encarga de interconectar los diferentes elementos
entre si y de darles acceso a interfaces externas.

Por ejemplo, con la memoria RAM (u otros), a la que esta asociado el con-
trolador de memoria que comparten todos sus elementos o a los periféricos, y
a los cuales se puede acceder directamente con una serie de interfaces especi-
ficas, o a través de un Chipset externo encargado de gestionar los diferentes
periféricos y componentes.

6Para muestra, la compaiifa Cerebras con su procesador WSE-3 aglutina 4 billones de
transistores, tiene una superficie de 46,225 mm?, integra nada menos que 900,000 ntcleos
optimizados para IA y es capaz de entrenar hasta 24,000 millones de pardametros, lo que
también equivaldria a un rendimiento maximo de TA de 125 petaflops.
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En PC, debido a que la comunicacién con los periféricos se hace a través
del uso de direcciones de memoria de la RAM principal, los componentes
relacionados con esta se encuentran subordinados al controlador de memoria.
Por lo que son una pieza més conectada a la parte central.

. Qué es una APU y en qué se diferencia de un SoC? las siglas
APU significan Accelerated Processor Unit y fue usada por AMD cuando
sus CPU e iGPU (o GPU integrada, la veremos a continuacién) no traian
consigo ningun sistema de gestién de E/S (entrada y salida). Sin embargo,
la cosa empez6 a cambiar ya con la arquitectura "Carrizo" que fue el nombre
clave de los iltimos SoC antes del lanzamiento de los AMD Ryzen, donde se
incorporaron varias interfaces de periféricos directamente en la CPU.

A dia de hoy todo es un SoC, lo que ocurre es que, en sobremesa, las torres
tienen tanta conectividad y capacidad de expansién que se suele emplear un
Chipset, y lo mismo ocurre en estaciones de trabajo y servidores, pero no en
el resto. Y es que si hablamos de un Chip para un PC portétil, una consola
o un movil, entonces al no existir tantas interfaces para periféricos y otros
componentes, entonces estds se pueden integrar en un mismo chip.

En realidad, el término APU es més bien comercial de AMD y al dia de
hoy se utiliza como sinénimo de SoC, pero se puede resumir en que una APU
carece de cualquier gestion de periféricos y requiere de un Chip externo para
ello. Mientras que un SoC tiene las especificaciones minimas en ese aspecto,
pese a ser también ampliables. Para simplificar la idea, un SoC es una APU
mas completa.

(1IGPU qué es y cudles son sus caracteristicas concretas frente
a una dGPU? las siglas iGPU corresponden a integrated GPU, y hace
referencia a todo componente de este tipo que se encuentre integrado en una
APU o un SoC. Por lo que se trata de procesadores graficos de potencia
limitada que se pueden ver lastrados en velocidad de reloj por el problema
del ahogamiento termal (Thermal Throttling) que se produce cuando muchas
partes comparten el mismo espacio fisico.

Si bien, es posible llegar a ciertos niveles de rendimiento que son acepta-
bles de cara a reproducir las escenas en 3D a tiempo real en los videojuegos,
y otras tareas de cardcter profesional donde se usa una tarjeta grafica, estas
se ven cuanto menos limitadas:

El hecho de tener que compartir espacio en el mismo Chip con los diferen-
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tes niicleos de la CPU produce que esta no pueda alcanzar la misma velocidad
de reloj que se alcanzaria siendo un Chip aparte e independiente.

En PC, debido a que como la memoria RAM usa DDR o LPDDR, el ancho
de banda es pequeno y hemos de partir del hecho de que el rendimiento de
todo Chip grafico, incluido una iGPU, depende del ancho de banda que se le
puede otorgar con dicha memoria RAM.

Los SoC con iGPU actuales tienen un tamano fijo, definido este por la
cantidad de pines soportados por la interfaz con la placa base. Esto limita el
tamano, no solo del Chip, sino también de la grafica integrada en el mismo.

iGPU en consolas de videojuegos al contrario de lo que ocurre con
los PC, las consolas de videojuegos no tienen que seguir una serie de normas
respecto a sus componentes. Para empezar, no ven el tamano de sus chips
limitados por un estandar de placa base, dado que son productos tinicos y
exclusivos. Esto les permite tener el tamano que quieran, incluso m&s que
una CPU convencional para PC, lo que les permite tener una iGPU en su
SoC mucho més avanzada.

El otro punto es la memoria utilizada, ya que la de las tarjetas graficas
también se usan como memoria principal. Esta da el ancho de banda nece-
sario para que la iGPU alcance cierto nivel de rendimiento, pero su latencia
es mucho més alta que la RAM convencional de PC que estd més optimizada
en ese aspecto, por lo que el rendimiento de su CPU suele ser mds bajo que
su equivalente para ordenador.

{Qué es una dGPU en un PC o portatil? las dGPU, o GPU de-
dicadas, no son otra cosa que las GPU de toda la vida, pero la particularidad
es que también son SoC, ya que tiene varios nicleos, especializados en tareas
graficas, alrededor de una interfaz central y compartiendo todos ellos un
mismo acceso a memoria.

Sin embargo, carecen de nticleos de CPU en su interior, de ahf a que no se
les llame APU o SoC, por el hecho de que de existir estos elementos pasarian
a ser una iGPU. Por lo tanto, su principal particularidad de las dGPU es
que tienen su propia memoria RAM (SDRAM para ser concretos) la cual
suele rodear estos Chips, ya sea en forma de tarjeta gréfica o soldados en la
placa de los ordenadores portétiles. A esta la llamamos VRAM y es de uso

exclusivo de la dGPU o GPU.
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Los equipos de cémputo los podemos clasificar” por:

e Equipos méviles: estos equipos buscan un equilibrio entre su capaci-
dad de computo versus el rendimiento energético de sus baterfas -para
operar el mayor tiempo posible sin recargarse- y su peso, entre estos
equipos destacan las Laptops, Notebook, Netbook, Ultrabook, tabletas,
teléfonos inteligentes, etc.

e Equipos de escritorio: estos equipos al estar permanentemente conec-
tados a la corriente eléctrica pueden tener un mayor ntimero de com-
ponentes y disponen de una mejor capacidad disipacién de calor por lo
que pueden contener una mayor cantidad componentes, como discos,
RAM o tarjetas de video y el tamano, peso o consumo energético no es
un inconveniente.

e Servidores: son equipos que suelen atender a mmiltiples usuarios si-
multdneamente y disponen de gran cantidad de Cores, RAM, disco y
son interconectados por red de alta velocidad con otros servidores para
atender las crecientes necesidades de los centros de datos los cuales
deben estar permanentemente en operacién. Generalmente los equipos
son montados en Racks con otras decenas de equipos, por lo que su
arquitectura se ve limitada a una moderada generaciéon de calor por
parte de sus componentes ya que su sistema de ventilacién es por aire
para todo el Rack.

e Estaciones de trabajo: son equipos individuales disenados para atender
cargas computacionales intensas, por lo que requieren Hardware mas
complejo y potente como puede ser muiltiples tarjetas de video (con
decenas de miles de Cores gréficos) , discos (con cientos de Terabytes),
gran cantidad de RAM (pueden llegar a superar el Terabyte) y sistema
de refrigeracion por aire o liquido, etc.

e Computo intensivo: son equipos interconectados por red de alta ve-
locidad con procesadores y tarjetas gréficas dedicadas para el célculo
numérico que soportan cargas intensas por largos periodos de tiempo,

"El ordenador del Apollo 11, el Block II, funcionaba a una velocidad de 2 MHz y tenia
2 KB de memoria RAM y 32 KB de memoria ROM. Para ponerlo en contexto, el chip de
un cargador USB-C moderno es 563 veces mds potente que la computadora que se usé en
el Apollo 11, al menos en términos de potencia bruta.
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los mas comunes son los que forman parte de los Cluster que llegan a
tener millones de cores.

FLOPS Una medida relativamente objetiva para analizar el rendimiento de
un dispositivo suele ser medir sus operaciones de punto flotante por segundo
o més conocidas como FLOPS®. Hay que tener en cuenta que la medicién de
FLOPS es muy compleja porque las diferentes operaciones en punto flotante
llevan diferentes cantidades de tiempo para ejecutarse. Y no todo el mundo
utiliza las mismas operaciones para establecer los célculos.

Por ejemplo, una divisién simple como 1/5, toma significativamente menos
tiempo que el cdlculo del logaritmo de 5. Por eso, se establecié el algoritmo
de Linpack como un estdndar representativo con el que poder medir todos
los sistemas bajo el mismo baremo de FLOPS-.

Es importante senalar que el algoritmo de Linpack utiliza el formato
en punto flotante de doble precisién (64 bits’ que tiene aproximadamente
16 digitos decimales de precisién con un rango del orden de 1.7 x 1073% a
1.7x 103%). Sin embargo, como veremos la mayorfa de los valores que dan los
fabricantes son con precisién simple (32 bits que tiene 14 digitos decimales
de precisién con un rango del orden de 3.4 x 1073® a 3.4 x 10%®). Ademés,

8El Cray-1 fue puesto marcha en 1975 y utilizaba una CPU a 80 MHz y llevaba integrada
una unidad SIMD de 64 bits de precisién de punto flotante, lo cual fue un salto de gigante
que permitié un salto de los 3 MFLOPS de potencia del CDC 6600 a los 160 MFLOPS en
el Cray-1.

9;Por qué no hay un procesador de 128 bits, si los hay de 64 y 32 bits?

En gran medida, esto se reduce a la cuestién de qué se entiende realmente por "proce-
sador de 64 bits". Al inicio de las computadoras electrénicas, un "procesador de 8 bits"
tenia registros de 8 bits, pero la mayoria tenia direccionamiento de 16 bits (y la Unidad de
Aritmética y Légica ALU a veces tenia 4 bits, por lo que cuando se anadian dos registros
de 8 bits, la CPU a menudo lo hacia en dos pasos, afiadiendo los 4 bits inferiores y luego
anadiendo por separado los 4 bits superiores més el acarreo de los 4 inferiores).

Hoy en dfa, hemos invertido un poco esa situacién: un procesador de "64 bits" (mds o
menos) tiene direccionamiento de 64 bits, pero tiene registros de 128 bits, 256 bits y, en
algunos casos, incluso de 512 bits. Pero como los usos de nimeros mayores a 64 bits son
bastante raros, esos registros mas grandes se usan normalmente para realizar operaciones
en una cantidad de operandos mdas pequenos con una sola instruccién. Por lo tanto, en
lugar de una ALU que tiene la mitad del tamano de un registro y realiza una sola operacion
en miiltiples ciclos de reloj, tenemos una ALU que tiene entre 2 y 4 veces el tamafio de un
registro normal y realiza multiples operaciones en un solo ciclo de reloj.

Dependiendo de cémo prefieras ver las cosas, podrias argumentar razonablemente que
una CPU actual de "64 bits" es en realidad una CPU de 128 bits, 256 bits o incluso 512
bits.
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los valores que dan los fabricantes suelen ser teéricos y en la practica suelen
ser inferiores debido a otros factores limitantes como la frecuencia de reloj o
la velocidad de las memorias ROM y RAM.

Por tanto, aunque todos hemos acabado midiendo el rendimiento en
FLOPS, no es una medida absoluta de la potencia del CPU ni de una GPU.
Por ejemplo para algunos dispositivos tenemos:

Mbéviles El SoC Snapdragon 821 que monta una GPU Adreno 530 tiene
una potencia de 519.2 gigaFLOPS (0.52 TFLOPS), y los Chips Apple A9X
del iPad Pro alcanzan los 345.6 gigaFLOPS (0.35 TFLOPS), todos ellos
medidos con precisién simple de 32-bits.

CPU

e Intel Xeon W-3245: 1.4 TFLOPS

e Intel Core 19-9900X: 1.2 TFLOPS
e AMD Ryzen 9 3950X: 1.1 TFLOPS

Los procesadores de gama media-alta rondan el medio TFLOPS:

e AMD Ryzen 7 3700X: 546.0 GFLOPS - 0.55 TFLOPS
e Intel Core 19-9900: 499.0 GFLOPS - 0.50 TFLOPS
e AMD Ryzen 5 3600X: 461.0 GFLOPS - 0.46 TFLOPS

Tarjetas Graficas Ojo: La tabla estd ordenada por los valores en pre-
cisién simple (32-bit) primer columna

GPU FP32 TFLOPS FP64 TFLOPS

TITAN V 13.8 6.9

Radeon RX Vega 64 12.7 0.8

GeForce GTX 1080 Ti 11.3 0.4

GeForce GTX 1080 8.9 0.3

Radeon R9 Fury X 8.6 0.5

Radeon HD 7990 7.8 1.9

GeForce GTX 1070 6.5 0.2

Radeon RX 480 5.8 0.4
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GeForce GTX 690 5.6 0.2

Radeon R9 290X 5.6 0.7

GeForce GTX 780 Ti 5.3 0.2

Radeon HD 6990 5.1 1.3

GeForce GTX 980 4.9 0.15

Radeon RX 470 4.9 0.3

Radeon R9 290 4.8 0.6

GeForce GTX Titan 4.7 1.5

GeForce GTX 1060 4.4 0.14

Radeon HD 7970 GHz 4.3 1.1

GeForce GTX 780 4.1 0.17

Radeon R9 280X 4.0 1.0

Radeon R9 280 3.3 0.83

GeForce GTX 680 3.1 0.13

Radeon HD 7950 2.9 0.71

Como podemos ver, las tarjetas graficas de Nvidia, normalmente, tienen
una potencia muy alta en precisién simple, pero muy mala en precisién doble.
La precision simple es la que se usa en los juegos, pero la precisiéon doble es la
que se utiliza en los cédlculos complejos cientificos y en el minado de muchas
criptomonedas.

Consolas Todas ellos son en valores de precisién simple (32-bit)

e PlayStation 4: 1.3 TFLOPS

e Xbox One: 1.8 TFLOPS

PlayStation 4 Pro: 4.2 TFLOPS

Nintendo Switch: entre 0.4 y 0.5 TFLOPS

e PlayStation 5 promete una GPU con 10.28 TFLOPS
e La Xbox Series X promete una GPU de 12 TFLOPS

SuperCémputo Hace pocos se publico la 64° edicién del ranking «Top
500» (noviembre del 2024) que clasifica los Clusters con mayor rendimiento
del mundo. Esta lista se basa en la medida del rendimiento de los sistemas
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utilizando la prueba de referencia LINPACK, que calcula la velocidad a la
que un sistema puede resolver un conjunto de ecuaciones lineales.

Y en esta nueva edicién, los Clusters que ocuparon los primeros tres
lugares son:

e El sistema El Capitan del Laboratorio Nacional Lawrence Livermore,
en California, EE.UU., es el nuevo sistema nimero 1 del TOP500. El
sistema HPE Cray EX255a ha obtenido 1.742 exaflop/s en el bench-
mark HPL. El Capitan tiene 11,039,616 niicleos y estd basado en proce-
sadores AMD EPYC(TM) de 4% generacién con 24 niicleos a 1.8 GHz y
aceleradores AMD Instinct(TM) MI300A. Utiliza la red Cray Slingshot
11 para la transferencia de datos y alcanza una eficiencia energética de
60.3 Gigaflops/vatio.

e Frontier es ahora el sistema niimero 2 del TOP500. Este sistema HPE
Cray EX fue el primer sistema estadounidense con un rendimiento su-
perior a un exaflop/s. Estd instalado en el Laboratorio Nacional Oak
Ridge (ORNL) en Tennessee, EE.UU., donde se utiliza para el Depar-
tamento de Energia (DOE). Actualmente ha alcanzado 1.353 Exaflop/s
utilizando 8,699,904 niucleos. La arquitectura HPE Cray EX combina
CPUs AMD EPYC(TM) de tercera generacién optimizadas para HPC
e TA, con aceleradores AMD Instinct(TM) 250X y una interconexién
Slingshot-11.

e Aurora es actualmente el nimero3 con una puntuacién HPL preliminar
de 1.012 Exaflop/s. Estd instalado en Argonne Leadership Computing
Facility, Illinois, EE. UU., donde también se opera para el Departa-
mento de Energia (DOE). Este nuevo sistema de Intel se basa en HPE
Cray EX - Intel Exascale Compute Blades. Utiliza procesadores Intel
Xeon CPU Max Series, aceleradores Intel Data Center GPU Max Series
y una interconexién Slingshot-11.

Para poner en contexto los avances en este campo, en el ano 2004 IBM
era duena y senora del mundo de la supercomputacion, su espectacular Blue-
Gene/L dominaba la lista TOP 500. Aquel monstruo contaba con 32,768
procesadores PowerPC 440 a 700 MHz y 16 TB de memoria. 20 anos des-
pués una sola NVIDIA GeForce RTX 4090 con 24 GB de memoria GDDR6X
es mdas potente que esa supercomputadora -lo es al menos en rendimiento
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bruto-, BlueGene/L contaba en ese momento con un rendimiento de 70.72
TFLOPS, pero la propia NVIDIA dejaba claro en el lanzamiento de sus RTX
4090 que estas tarjetas graficas contaban con una potencia de 83 TFLOPS.

Es més, cuatro RTX 4090 con soporte FP8 logran también rivalizar con
la supercomputadora méas potente de 2009. Y eso sin apretarle las tuercas
a las RTX 4090: en noviembre de 2022 es precisamente lo que hicieron en
Wecftech y lograron que la RTX 4090 se convirtiera en la primera tarjeta
grafica del mundo en alcanzar los 100 TFLOPS.

Esa comparacion es como decimos real en esa potencia de cédlculo en
bruto, pero también es cierto que en esa y otras supercomputadoras se tenian
mecanismos especiales de comunicacién entre procesadores o de transferencia
de datos, algo para lo que las GPUs actuales, atin siendo sobresalientes, no
estdn tan optimizadas.

{Coémo Trabaja una Computadora? Todas las computadoras sean de
uno o mas procesadores ejecutan los programas realizando los siguientes pa-
SOs:

1. Se lee una instruccién
2. Se decodifica la instruccién

3. Se encuentra cualquier dato asociado que sea necesario para procesar
la instruccién

4. Se procesa la instruccién

5. Se escriben los resultados

Esta serie de pasos, simple en apariencia, se complican debido a la jerar-
quia de memoria RAM, en la que se incluye la memoria Caché, la memoria
principal y el almacenamiento no volatil como pueden ser los discos duros
o de estado sélido (donde se almacenan las instrucciones y los datos del
programa), que son mas lentos que el procesador en si mismo. Con mucha
frecuencia, el paso (3) origina un retardo muy largo (en términos de ciclos
del procesador) mientras los datos llegan en el bus de la computadora.

Durante muchos anos, una de las metas principales del diseno microin-
formadtico ha sido la de ejecutar el mayor niimero posible de instrucciones en
paralelo, aumentando asf la velocidad efectiva de ejecucién de un programa.
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No obstante, estas técnicas han podido implementarse en Chips semicon-
ductores cada vez mds pequenos a medida que la fabricacién de estos fue
progresando y avanzando, lo que ha abaratado notablemente su costo.

El procesador es el cerebro de un ordenador. No hay que olvidar otros
componentes como la memoria, el almacenamiento o la tarjeta grafica de-
dicada, desde luego, pero el procesador estd un escalafén por encima en la
jerarquia.

Piensa que, si cambiamos el procesador en dos equipos con la misma
memoria, almacenamiento o tarjeta grafica, el comportamiento puede variar
notablemente. Sin embargo, para un mismo procesador, los cambios en el
resto de componentes no impactan de forma tan directa en la experiencia de
uso de un equipo.

. Qué es una CPU? Antes de nada, vamos a definir exactamente lo que
es una CPU o un procesador. Como bien indican sus siglas en inglés (Central
Processing Unit) es la unidad de procesamiento -puede ser Intel, AMD, ARM,
etc- encargada de interpretar las instrucciones de un Hardware haciendo uso
de distintas operaciones aritméticas y matemadticas. Caracteristicas princi-
pales de un procesador:

e Frecuencia de reloj. Este primer término hace referencia a la velocidad
de reloj que hay dentro del propio procesador. Es un valor que se mide
en Mhz o Ghz y es basicamente la cantidad de potencia que alberga
la CPU. La mayorfa de ellas cuentan con una frecuencia base -para
tareas béasicas- y otra turbo que se utiliza para procesos més exigentes
-con un aumento en el consumo de energia y por ende un aumento en
la temperatura del procesador, requiriendo sistemas de disipacion de
calor eficientes-.

e Consumo energético. Es normal que nos encontremos con CPU ’s donde
su consumo energético varfa notablemente. Es un valor que se muestra
en vatios (W) y como es obvio, aquellos procesadores de gama superior,
serdn m&s propensos a consumir més energia. Ante esto, es importante
contar con un eficiente sistema de enfriamiento ademds de contar con
una fuente de alimentacion acorde a la potencia requerida por el proce-
sador, la tarjeta gréfica y sus respectivos sistemas de enfriamiento.

e Nimero de niicleos. Con el avance de la tecnologia, ya es posible en-
contrar tanto procesadores de Intel como de AMD que cuentan ya con
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decenas de niicleos. Estos cores son los encargados de llevar a cabo
multitud de tareas de manera simultdnea.

e Numero de hilos. Si un procesador tiene Hyperthreading en el caso
de Intel o SMT (Simultaneous Multi-Threading) en el caso de AMD,
significa que cada uno de los micleos es capaz de realizar dos tareas
de manera simultdnea, lo que se conoce como hilos de proceso. Por
lo tanto, un procesador de cuatro nicleos fisicos con Hyperthreading
tendrfa ocho hilos de proceso, y serfa capaz de ejecutar ocho 6rdenes al
mismo tiempo -los hilos no tienen las mismas capacidades de un core
real y en muchos casos su uso merma el rendimiento del CPU, pero los
sistemas operativos los reconocen como si fueran cores reales-'.

e Memoria Caché. A la hora de "recordar" cualquier tarea, el propio
ordenador hace uso de la memoria RAM. Sin embargo no es eficiente
este proceso y por tanto es necesario que utilice la memoria Caché de
la CPU para paliar esta deficiencia. El Caché se caracteriza porque se
llega a ella de forma maés rédpida y puede ser tipo L1, L2 y L3.

e Zoécalo. Es el tipo de conector con pines o Socket al que se conecta
la placa base. Por ejemplo, las tltimas de Intel suelen tener el Socket
LGA 1200, mientras que las de AMD con Ryzen son AM4.

e Red. Si bien la red es un recurso indispensable en un equipo de cém-
puto, en el caso de equipos paralelos la velocidad de la red es el mayor
cuello de botella en cuanto a rendimiento, por ello es necesario usar
redes de alto desempeno como las de InfiniBand con un alto costo
econémico pero de alto desempeno que pueden llegar al orden de cien-
tos de Gigabytes por segundo.

Nuevos Procesadores la creciente demanda de dispositivos de cém-
puto ha generado una gran variedad de procesadores, los podemos clasificar
como:

e Procesador compuesto por miiltiples niicleos de alta eficiencia -con un
consumo energético reducido- que sacrifican potencia de procesamiento

0El AMD EPYC 9845 de 160 nticleos y 320 hilos a una frecuencia de 2,00 GHz basada
en Zen 5c, este se acompana de 640 MB de caché L3.
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en aras de extender la carga ttil de las baterfas de los dispositivos
moviles.

e Procesador compuesto por miiltiples nicleos de alto rendimiento que
pueden estar al tope de su capacidad sin generar excesivo calor y son
especialmente usados en servidores y en computo intensivo.

e Procesadores compuestos por miiltiples niicleos de alto rendimiento que
pueden ajustar su velocidad de reloj de manera dindmica para tratar
cargas de trabajo pesadas por un cierto tiempo -pues generan gran
cantidad de calor-, por lo que requieren un sistema eficiente de enfria-
miento, son ideales para estaciones de trabajo.

e Procesadores compuestos por miiltiples niicleos hibridos que en lugar
de tener un unico tipo de nicleo multipropésito, estos Chips cuen-
tan con dos grupos de nicleos. El primero de ellos, compuesto por
muiltiples nticleos de alta eficiencia, se encarga de procesar las tareas
mas livianas o en segundo plano que deba realizar un procesador, todo
ello, con un consumo energético menor. El otro grupo, compuesto
por multiples niicleos de alto rendimiento, sigue una dindmica opuesta,
Su consumo ener-gético es superior, pero unicamente entran en fun-
cionamiento cuando la tarea en cuestién requiere un extra de proce-
samiento.

Para gestionar esta divisién de niicleos hibridos, se ha integrado un "Thread
Director", un elemento que se encarga de determinar qué micleo procesa cada
tarea. Las companias, ademds, ha modificado cémo funciona la caché de sus
procesadores:

e Cada nicleo de rendimiento tiene su propia caché L2.

e Cada cluster de nicleos de eficiencia tiene una "piscina" de memoria
L2 comtin, de la que beben todos los niicleos que sean participes.

e Tanto los nicleos de rendimiento como los de eficiencia tienen acceso a
una "piscina" de memoria L3 comin para todos ellos.

Otros de los cambios que impactardn en el desempeno de las CPUs es el
aumento de velocidad y una mayor cantidad de memoria Caché, compatibi-
lidad con memorias DDR6 y con la interfaz PCle 6.0.
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PClIe PCI Express (Peripheral Component Interconnect Express), abre-
viado como PCle, es una tecnologia de conexiéon de Hardware utilizada para
la comunicacioén de alta velocidad entre diferentes componentes de un equipo
informdtico. Este estdndar se ha convertido en la interfaz més habitual para
la conexién de tarjetas de expansién, como tarjetas gréficas que sirven para
correr juegos, tarjetas de sonido, tarjetas de red y dispositivos de almace-
namiento de alta velocidad.

Una de las ventajas destacadas de PCI Express es su arquitectura de
canales independientes, que permiten la transferencia simultdnea de datos
en ambos sentidos. Cada carril tiene una tasa de transferencia especifica,
medida en gigabits por segundo (Gbps), y la capacidad de un slot PCle
se expresa como el nimero de carriles que tiene. Esto se traduce en un
ancho de banda total mayor, lo que facilita la conexién de dispositivos que
requieren altas tasas de transferencia, como las tarjetas gréficas modernas o
los dispositivos de almacenamiento de tltima generacion.

Los diferentes tipos de ranuras de PCI Express segin su tamano PCle
X1 carriles 1, pines 18, PCle x4 carriles 4, pines 32, PCle x8 carriles 8, pines
49, PClIe x16 Carriles 16, pines 82.

Adicionalmente, también es interesante fijarse en las diferentes versiones
que se han ido lanzando desde que PCle se lanz6 al mercado:

e PCle 1.0 ancho banda 8 GB/s, velocidad de transferencia 2.5 GT/s
e PCle 2.0 ancho banda 16 GB/s, velocidad de transferencia 5 GT/s
e PCle 3.0 ancho banda 32 GB/s, velocidad de transferencia 8 GT/s

PCle 4.0 ancho banda 64 GB/s, velocidad de transferencia 16 GT/s

PCle 5.0 ancho banda 128 GB/s, velocidad de transferencia 32 GT/s

PCle 6.0 ancho banda 256 GB/s, velocidad de transferencia 64 GT/s

Caracteristicas Arquitecténicas los procesadores Intel x86 admiten
un formato de precisién extendido de 80 bits con un significado de 64 bits, que
es compatible con el especificado en el estandar IEEE. Cuando un compilador
usa este formato con registros de 80 bits para acumular sumas y productos
internos, estd trabajando efectivamente con un redondeo unitario de 274 en
vez de 2753 para precisién doble, dando limites de error més pequeiios en un
factor de hasta 2! = 2048.
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Algunos procesadores Intel y AMD tienen una operacién fusionada de
multiplicacién y suma (FMA), que calcula una multiplicacién y una suma
combinadas x + yz con un error de redondeo en lugar de dos. Esto da como
resultado una reduccion en los limites de error por un factor 2.

Las operaciones FMA de bloques de precisién mixta D = C' + AB, con
matrices A, B,C' y D de tamano fijo, estdn disponibles en las unidades de
procesamiento tensorial de Google, las GPU NVIDIA y en la arquitectura
ARMv8-A. Para entradas de precisién media, estos dispositivos pueden pro-
ducir resultados de calidad de precisién simple, lo que puede proporcionar un
aumento significativo en la precisién cuando los bloques FMA se encadenan
para formar un producto matricial de dimensién arbitraria.

Meltdown y Spectre El tres de enero del 2018 se dio a conocer al
publico, que 6 meses antes se habfan detectado dos distintos fallos en los
procesadores de los equipos de cémputo, comunicaciones y redes de internet
que usamos. Esto para dar tiempo a los desarrolladores de procesadores y
de sistemas operativos de implementar estrategias para mitigar el problema.
Estos son problemas de diseno de los procesadores de Intel, AMD, IBM
POWER y ARM, esto significa que procesos con privilegios bajos -aquellos
que lanzan las aplicaciones de usuarios convencionales- podian acceder a la
memoria del Kernel del sistema operativo'!.

Un ataque que explota dicho problema permitiria a un Software malicioso
espiar lo que estdn haciendo otros procesos y también espiar los datos que
estdn en esa memoria en el equipo de cémputo (o dispositivo mévil) atacado.
En méquinas y servidores multiusuario, un proceso en una maquina virtual
podria indagar en los datos de los procesos de otros procesos en ese servidor
compartido.

Ese primer problema, es en realidad solo parte del desastre. Los datos
actuales provienen especialmente de un grupo de investigadores de seguridad
formados por expertos del llamado Project Zero'? de Google. Ellos han
publicado los detalles de dos ataques (no son los tnicos'®) basados en estos

'En GNU/Linux, el Kernel (si usamos una versién actualizada) nos indica las fallas del
procesador a las que es vulnerable, usando:

$ cat /proc/cpuinfo
$ Iscpu

2https://googleprojectzero.blogspot.com/
3Entre las distintas vulnerabilidades detectadas y sus variantes resaltan: Meltdown
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fallos de diseno. Los nombres de esos ataques son Meltdown y Spectre. Y
en un sitio Web dedicado a describir estas vulnerabilidades destacan que
"aunque los programas normalmente no tienen permiso para leer datos de
otros programas, un programa malicioso podria explotar Meltdown, Spectre
y apropiarse de secretos almacenados en la memoria de otros programas".
Como revelan en su estudio, la diferencia fundamental entre ambos es que
Meltdown permite acceder a la memoria del sistema, mientras que Spectre
permite acceder a la memoria de otras aplicaciones para robar esos datos.

Ya que Meltdown y Spectre son problemas de diseno en los procesadores,
no es posible encontrar solucién por Hardware para los procesadores exis-
tentes y dado que constantemente aparecen nuevas formas de explotar dichos
fallos, la tinica manera de mantener el equipo de cémputo, comunicaciones
y redes de internet a salvo es mediante Software que debe implementar las
soluciones en los sistemas operativos. En particular en el Kernel de Linux se
trabaja en parchar en cada versién del Kernel todos los fallos reportados, por
esto y por otra gama de fallos e inseguridades es necesario mantener siempre
el sistema operativo y sus aplicaciones actualizadas.

Como se habia comentado anteriormente, estos problemas de diseno afec-
tan a todos los procesadores Intel, AMD, IBM POWER y ARM. Eso incluye
basicamente a todos los procesadores que estan funcionando al dfa de hoy'*
en nuestros equipos, ya que estos procesadores llevan produciéndose desde
1995. Afecta a una amplia gama de sistemas.

En el momento de hacerse ptiblica su existencia se inclufan todos los dis-
positivos que no utilizasen una versién convenientemente parcheada de 10S,
GNU/Linux, MacOS, Android, Windows y Android. Por lo tanto, muchos
servidores y servicios en la nube se han visto impactados, asi como poten-
cialmente la mayorfa de dispositivos inteligentes y sistemas embebidos que
utilizan procesadores con arquitectura ARM (dispositivos méviles, televisores

(AC, DE, P, SM, SS, UD, GP, NM, RW, XD, BR, PK, BND), Spectre (PHT, BTB, RSB,
STL, SSB, RSRE), PortSmash, Foreshadow, Spoiler, ZombieLoad (1 y 2), Kaiser, RIDL,
Plundervolt, LVI, Take a Way, Collide+Probe, Load+Reload, LVI-LFB, MSD, CSME,
RYZENFALL (1, 2, 3, 4), FALLOUT (1, 2, 3) , CHIMERA (FW, HW), MASTERKEY
(1, 2, 3), SWAPGS, ITLB_Multihit, SRBDS, L1TF, etc. Mds informacién en:

https://cve.mitre.org
https://meltdownattack.com/

14G0lo en el afio 2021 se detectaron 16 vulnerabilidades en procesadores INTEL y 31 en
los procesadores AMD.
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inteligentes y otros), incluyendo una amplia gama de equipo usado en redes.
Se ha considerado que una solucién basada unicamente en Software para
estas fallas alenta los equipos de computo entre un 20 y un 40 por ciento
dependiendo de la tarea que realizan y el procesador del equipo.

Memoria RAM La memoria RAM (Random Access Memory) o memoria
de acceso aleatorio es un componente fisico de nuestro ordenador, general-
mente instalado sobre la misma placa base. La memoria RAM es extraible
y se puede ampliar mediante médulos de distintas capacidades.

La funcién de la memoria RAM es la de cargar los datos e instrucciones
que se ejecutan en el procesador. Estas instrucciones y datos provienen del
sistema operativo, dispositivos de entrada y salida, de discos duros y todo lo
que estd instalado en el equipo.

En la memoria RAM se almacenan todos los datos e instrucciones de los
programas que se estdn ejecutando, estas son enviadas desde las unidades
de almacenamiento antes de su ejecucién. De esta forma podremos tener
disponibles todos los programas que ejecutamos. Se llama memoria de acceso
aleatorio porque se puede leer y escribir en cualquiera de sus posiciones de
memoria sin necesidad de respetar un orden secuencial para su acceso.

De forma general existen o han existido dos tipos de memorias RAM.
Las de tipo asincrono, que no cuentan con un reloj para poder sincronizarse
con el procesador. Y las de tipo sincrono que son capaces de mantener la
sincronizaciéon con el procesador para ganar en eficacia y eficiencia en el
acceso y almacenamiento de informacién en ellas. Veamos cuales existen de
cada tipo.

Memorias de Tipo Asincrono o DRAM las primeras memorias
DRAM (Dinamic RAM) o RAM dindmica eran de tipo asincrono. Se de-
nomina DRAM por su caracteristica de almacenamiento de informacién de
forma aleatoria y dindmica. Su estructura de transistor y condensador hace
que para que un dato quede almacenado dentro una celda de memoria, serd
necesario alimentar el condensador de forma periédica.

Estas memorias dindmicas eran de tipo asincrono, por lo que no existia un
elemento capaz de sincronizar la frecuencia del procesador con la frecuencia
de la propia memoria. Esto provocaba que existiera menor eficiencia en la
comunicacién entre estos dos elementos.
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Memorias de Tipo Sincrono o SDRAM a diferencia de las ante-
riores esta memoria RAM dindmica cuenta con un reloj interno capaz de
sincronizar esta con el procesador. De esta forma se mejoran notablemente
los tiempos de acceso y la eficiencia de comunicaciéon entre ambos elementos.
Actualmente todos nuestras computadoras cuentan con este tipo de memo-
rias operando en ellos. Las principales tipos de memoria son: DDR, DDR2,
DDR3, DDR4 y la nueva DDR5. Donde las tasas de transferencia (GB/s)
son: DDR (2.1 - 3.2), DDR2 (4.2 - 6.4), DDR3 (8.5 - 14.9), DDR4 (17 - 25.6)
y DDR5 (38.4 - 51.2).

Aparte las caracteristicas propias de cada una de las diferentes memorias
DDR, la caracterfstica mds importante es que, por ejemplo, en la memoria
DDRA4 cuatro cores pueden acceder simultdneamente a ella y en la DDR5
Seran cinco cores.

Caché L1, L2 y L3 La memoria Caché es otra de las especificaciones
importantes de los procesadores, y sirve de manera esencial de la misma
manera que la memoria RAM: como almacenamiento temporal de datos. No
obstante, dado que la memoria Caché estd en el procesador en si, es mucho
més rapida y el procesador puede acceder a ella de manera mas eficiente, asf
que el tamano de esta memoria puede tener un impacto bastante notable en
el rendimiento, especialmente cuando se realizan tareas que demandan un
uso intensivo del CPU como en el cémputo de alto desempeno o cémputo
cientifico.
La Caché se divide en diferentes jerarquias de acceso:

e La Caché L1 es el primer sitio donde la CPU buscard informacion,
pero también es la mds pequena y la mds rdpida, a veces para mayor
eficiencia, la Caché L1 se subdivide en L1d (datos) y L1i (instrucciones),
actualmente los procesadores modernos en cada core tiene su propio
cache de datos e instrucciones.

e La Caché L2 suele ser mds grande que la L1 pero es algo més lenta.
Sin embargo, por norma general es la que mayor impacto tiene en el
rendimiento, este también estd incluido en cada core.

e La Caché L3 es mucho més grande que las anteriores, y generalmente
se comparte entre todos los niicleos del procesador (a diferencia de las
anteriores, que normalmente van ligadas a cada core). Este tercer nivel
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es en el que buscard el procesador la informacién tras no encontrarla
en la L1 y L2, por lo que su tiempo de acceso es todavia mayor.

Para poner en contexto la relevancia de la memoria Caché, supongamos
que el acceso a los datos de la memoria Caché L1 por el procesador es de
dos ciclos de reloj, el acceso a la memoria Caché L2 es de 6 ciclos de reloj, el
acceso a la memoria Caché L3 es de 12 ciclos y el acceso a la RAM es de 32
ciclos de reloj.

Ademis supongamos que la operacién suma y resta necesitan de 2 ciclos
de reloj para completar la operacién una vez que cuente con los datos in-
volucrados en dicha operacién, que la multiplicacién requiere 4 ciclos de reloj
para completar la operacion, la divisién necesita 6 ciclos de reloj para com-
pletar la operacién y estamos despreciando el tiempo necesario para poner
los datos del Caché L1 a los registros del procesador para poder iniciar el cél-
culo, asi también despreciamos el tiempo requerido para sacar el resultado
de los registros del procesador al Caché L1.

Esto nos da una idea del nimero méximo tedrico de operaciones basicas
que un procesador puede realizar por segundo dependiendo de la velocidad
de reloj de la CPU'".

Si nosotros necesitamos hacer la multiplicacién de una matriz A es de
tamafio n X n por un vector u de tamafio n y guardar el resultado en el
vector [ de tamano n. Entonces algunos escenarios son posibles:

1. Si el coédigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y la
matriz A, los vectores u y f caben integramente en el Caché L1 de
datos, entonces el procesador estars siendo utilizado de forma éptima
al hacer los cédlculos pues no tendrd tiempos muertos por espera de
datos.

2. Si el cédigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y los
vectores u y f caben integramente en el Caché L1 de datos pero la
matriz A estd dispersa entre los Cachés L1 y L2, entonces el proce-
sador estard teniendo algunos tiempos muertos mientras carga la parte
que necesita de la matriz del Caché L2 a L1 para hacer los cédlculos y

5Por ejemplo en un procesador AMD Ryzen 9 3900X con 12 Cores (2 Threads por
Core) por procesador emulando un total de 24 Cores, corre a una frecuencia base de 3,340
MHz, con una frecuencia minima de 2,200 MHz y méxima de 4,917 Mhz, con Caché L1d
de 384 KiB, L1i de 384 KiB, Caché L2 de 6 MiB y Caché L3 de 64 MiB.
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utilizado de forma 6ptima el procesador mientras no salga del Caché
L1.

3. Si el c6digo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y los
vectores v y f caben integramente en el Caché L1 de datos pero la
matriz A estd dispersa entre los Cachés L1, L2 y L3, entonces el proce-
sador estard teniendo muchos tiempos muertos mientras carga la parte
que necesita de la matriz del Caché L3 y L2 a L1 para hacer los cdlculos
resultando en mediana eficiencia en el uso del procesador.

4. Si el codigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y los
vectores u y f caben fntegramente en los Cachés L3, L2 y L1 pero
los datos de la matriz A esté dispersa entre la RAM y los Cachés L3,
L2 y L1, entonces el procesador estard teniendo un exceso de tiempos
muertos mientras carga la parte que necesita de la matriz de la RAM a
los Cachés L3, L2 y L1 para hacer los cdlculos resultando en una gran
pérdida de eficiencia en el uso del procesador.

Ademss, debemos recordar que la computadora moderna nunca dedica
el cien por ciento del CPU a un solo programa, ya que los equipos son mul-
titarea'® y multiusuario'” por lo que la conmutacién de procesos (que se
realiza cada cierta cantidad de milisegundos) degrada atin mds la eficiencia
computacional de los procesos que demandan un uso intensivo de CPU'%,

16 Cuentan con la capacidad para ejecutar varios procesos simulténeamente en uno o mas
procesadores, para ello necesitan hacer uso de la conmutaciéon de tareas, es decir, cada
cierto tiempo detiene el programa que estd corriendo y guardan sus datos, para poder
cargar en memoria otro programa y sus respectivos datos y asf reiniciar su ejecucién por
un periodo determinado de tiempo, una vez concluido su tiempo de ejecucién se reinicia
la conmutacién de tareas con otro proceso.

17Se refiere a todos aquellos sistemas operativos que permiten el empleo de sus proce-
samientos y servicios al mismo tiempo. Asi, el sistema operativo cuenta con la capacidad
de satisfacer las necesidades de varios usuarios al mismo tiempo, siendo capaz de gestionar
y compartir sus recursos en funcién del nimero de usuarios que estén conectados a la vez.

18 Actualmente existen una gran cantidad de distribuciones de GNU/Linux que vienen
muy optimizadas intentando conseguir la mejor desenvoltura de su arquitectura y confi-
guraciones de serie. En el caso de la configuracién por omisién de Debian GNU/Linux
y Ubuntu, estdn pensadas para que sean lo mds robusta posible y que se use en todas
las circunstancias imaginables, por ello estdn optimizadas de forma muy conservadora
para tener un equilibrio entre eficiencia y consumo de energia. Pero es posible agregar
uno o mas Kernels GNU/Linux generados por terceros que contenga las optimizaciones
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Last Level Cache se le llama Last Level Cache siempre al tltimo nivel
de Caché de una CPU, existen dos tipos:

e Last Level Cache Estéandar.

e Victim Cache.

Una Victim Cache no actia como la Caché de ultimo nivel de una CPU,
sino que en ese caso lo hace el peniltimo nivel y en la Victim Cache acaban
los tltimos datos descartados de la Caché y que han sido volcados en la RAM,
los cuales son copiados en la Victim Cache para poder acceder a ellos més
rapido.

Smart Cache la Smart Cache (o Caché) es esencialmente L3 pero opti-
mizada por Intel para ser mas eficiente a la hora de compartir la informacién
en los nicleos de la CPU. A efectos préacticos, se comporta de igual manera
que la Caché L3.

Disco Son dispositivos no voldtiles (los hay del orden de hasta 32 TB y con-
tinuamente incrementan su capacidad'’), lo que significa que retienen datos

necesarias para hacer méds eficiente y competitivo en cuestiones de gestiéon y ahorro de
recursos del sistema.

Hay varias opciones del Kernel GNU/Linux optimizado (Liquorix viene optimizado para
multimedia y Juegos, por otro lado XanMod tiene uno para propdsito general, otro aplica-
ciones criticas en tiempo real y otro més para calculos intensivos) de las tltimas versiones
estable del Kernel.

YDurante afios la tecnologfa mas popular entre los fabricantes ha sido la PMR (Per-
pendicular Magnetic Recording), también conocida como CMR (Conventional Magnetic
Recording). A esta tecnologia luego se le sumé la variante SMR (Shingled Magnetic
Recording), que lograba aumentar la densidad de grabacién, pero lo hacfa sacrificando
velocidad de transferencia y fiabilidad de las operaciones.

Western Digital ha creado la tecnologia ePMR, (energy-assisted Perpendicular Magnetic
Recording) que permite ofrecer mayores densidades de grabacién y, segiin este fabricante,
mejorar la fiabilidad de las escrituras y evitar asi los sacrificios que habia que hacer con
SMR (en los ultimos tiempos han aparecido unidades de 20 a 32 TB basadas en dicha
tecnologia).

Mi4s interesante ain es el sistema de grabacion MAMR (Microwave-Assisted Magnetic
Recording) que hace uso de microondas para calentar el medio de almacenamiento y asf
lograr mejorar densidad de grabacion y fiabilidad de lecturas y escrituras. Hace afios ya
prometian que gracias a esta tecnologfa contarfamos con unidades de 40 TB en 2025, pero
parece que dicho logro ain tardard en llegar.
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incluso cuando no tienen energfa. La informacién almacenada permanece
segura e intacta a menos que el disco duro sea destruido o interferido. La
informacion se almacena o se recupera de manera aleatoria en lugar de ac-
ceso secuencial. Esto implica que se puede acceder a los bloques de datos en
cualquier momento sin necesidad de pasar por otros bloques de datos.

Actualmente, podemos agrupar los discos duros disponibles en cuatro
tipos:

Parallel Advanced Technology Attachment (PATA)

Serial ATA (SATA)

Interfaz de sistema de computadora pequena (SCSI)

Adjunto de tecnologia avanzada paralela

Unidades de estado sélido (SSD)
En promedio, las velocidades méximas de los discos actuales son:

Disco SATA3 de 5,400 RPM, Lectura: 102 MB/s, Escritura: 96 MB/s

Disco SATA3 de 7,200 RPM, Lectura: 272 MB/S, Escritura: 200 MB/s

Disco SSD SATA, Lectura 550 MB/s, Escritura 520 MB/s

Disco SSD NVMe, Lectura 6,600 MB/s, Escritura 5,500 MB/s

Disco SSD PCI 5.0, Lectura 13,000 MB/s, Escritura 12,000 MB/s
e Unidad Flash USB*’ 2.0, 35 MB/s

Esta otra opcién es una alternativa a las microondas, pero en HAMR (Heat-Assisted
Magnetic Recording) el proceso de calentar el medio de almacenamiento lo realiza un laser.
Toshiba prometié lanzar unidades de mds de 32 TB en 2024, mientras que Seagate también
queria ofrecer esa capacidad de forma inminente para luego dar el salto a unidades de 40
TB e incluso a los 100 TB que plantean para 2030. Ahi es donde probablemente entre en
accion la evolucién de HAMRA+, que tratara de exprimir atin més la densidad de grabacion.

20Los colores en los puertos USB son: USB 1.X blanco (12 Mbps), USB 2.X Negro (480
Mbps), USB 3.0 Azul oscuro (5 Gbps), USB 3.1 Azul claro (10 Gbps), USB 3.2 Rojo
(20 Gbps). En el caso del USB de color Amarillo, esté es un puerto de carga atin con el
dispositivo apagado.
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e Unidad Flash USB 3.0 0 3.1 gen 1, 5 Gbit/s
e Unidad Flash USB 3.0 0 3.1 gen 2, 10 Gbit/s
e Unidad Flash USB 3.2 gen 2x2, 20 Gbit/s

Disco de Estado Sélido SSD  Estos son los tiltimos avances en tecnologia
de almacenamiento que tenemos en la industria de las computadoras. Son
totalmente diferentes de las otras unidades en que no consisten en partes
moéviles. Tampoco almacenan datos utilizando magnetismo. En su lugar,
hacen uso de la tecnologia de memoria flash, circuitos integrados o disposi-
tivos semiconductores para almacenar datos de forma permanente, al menos
hasta que se borren. Estas son algunas de sus ventajas.

e Acceso a datos mads rdpido
e Menos susceptible a los golpes
e Menores tiempos de acceso y latencia

e Menos consumo de energia

Los SSD actuales estdn disponibles tanto en versiones SATA como en
versiones M.2, U.2 y en formato de tarjeta PCI Express 4.0. Los tres 1iltimos
hacen uso del protocolo NVMe y la interfaz PCI Express 4.0 x4, lo que les
permite superar los 6,600 MB/s de velocidades de lectura y escritura, frente a
los 550 MB/s que suelen alcanzar como maximo las unidades SATA. La nueva
versién PCI 5.0 ofrece un ancho de banda de 32 GT/s el doble de PCI 4.0,
permitiendo discos SSD con 13,000 MS/s de velocidad de lectura secuencial y
realizar hasta 2,500K operaciones por segundo de lectura aleatoria y tamano
maximo 15.36 TB a un precio exorbitante.

Tarjetas microSD Cuando compramos una tarjeta microSD para ampliar
el almacenamiento de nuestro Smartphone, cdmara, tableta o cualquier otro
dispositivo electrénico la mayoria de la gente normalmente solo se fija en la
capacidad de almacenamiento. Ahora bien, ;qué significan todas esas etique-
tas y nombres que llevan adscritas las microSD? ;Cudl es la diferencia entre
una microSDXC y una microSDHC? ;Es mejor una UHS-I o una UHS-II?
. Qué quiere decir que una tarjeta es Al y V30?7 A continuacién, intentamos
aclarar toda esta nomenclatura.
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Lo primero que tenemos que tener claro es que cuando analizamos una
tarjeta micro SD existen multitud de factores que limitan su velocidad y
capacidad de almacenamiento. Su rendimiento depende de factores como el
tipo de tarjeta que estamos usando, su clase, y otros detalles como el tipo de
bus o el nimero de operaciones que puede realizar por segundo.

Tipos de tarjetas microSD actualmente existen 4 generaciones dis-
tintas de tarjetas de memoria microSD. Cuanto més modernas sean, mayores
velocidades y almacenamiento podran ofrecer:

e Tarjetas micro SD (Secure Digital): Estas son las memorias de primera
generacién. Las desarrollé el fabricante SanDisk y fueron las primeras

en utilizar el formato de 15 x 11 x 1 milfmetros. Su capacidad méxima
es de 32 GB.

e Tarjetas micro SDHC (Secure Digital High Capacity): Tarjetas de se-
gunda generacién. Cuentan con un bus de datos mejorado que permite

alcanzar velocidades superiores, aunque su capacidad méxima sigue
siendo de 32 GB.

e Tarjetas micro SDXC (Secure Digital Extended Capacity): Estas micro
SD utilizan un sistema de archivos exFAT y su velocidad de transferen-
cia puede llegar hasta los 312 MB/s. Su capacidad de almacenamiento
puede llegar hasta los 2 TB y es el tipo de tarjeta mas comin utilizado
a dfa de hoy.

e Tarjetas micro SDUC: Estas son las tarjetas de memoria mas moder-
nas y punteras. Utilizan el sistema de archivos exFAT y permiten
almacenar entre 2 TB y 128 TB de datos.

Evidentemente con esto no es suficiente. Si queremos tener una idea
aproximada de la velocidad de la micro SD tendremos que fijarnos en aspectos
como la clase y tipo de bus que emplea.

La clase es una caracteristica que nos indica la velocidad de transferencia
de datos minima de la tarjeta de memoria. Actualmente hay 4 tipos de clase
diferentes:

e Clase 2: Velocidad minima de 2 MB/s

e Clase 4: Velocidad minima de 4 MB/s

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 35 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

e Clase 6: Velocidad minima de 6 MB/s

e Clase 10: Velocidad minima de 10MB/s

Hoy en dfa la mayorfa de tarjetas micro SD son de clase 10, ya que son
capaces de transferir méds de 10 MB/s y superan esa cifra ficilmente.

El bus determina la velocidad de la interfaz de la tarjeta de memoria, y
nos puede servir como indicativo para conocer la rapidez con la que se pueden
leer y escribir los datos:

e Bus estdandar: Su velocidad de transferencia alcanza hasta los 12.5
MB/s. Es el tipo de bus utilizado en tarjetas de clase 2, 4 y 6.

e Bus de alta velocidad (High Speed): Se utiliza en tarjetas de clase 10
y alcanza una velocidad de hasta 25 MB/s.

e Bus Ultra High Speed (UHS): Estos son los buses con la interfaz mas
rapida, y existen varios tipos:

— UHS-I: Hay dos tipos de buses UHS-I. Por un lado, tenemos el
UHS-I clase 1 (U1) que alcanza velocidades de 50 MB/s. Y luego
tenemos el UHS-I clase 3 (U3) que llega hasta los 104 MB/s.

— UHS-II: Alcanza velocidades de transferencia hasta 312 MB/s.

— UHS-III: Velocidades de transferencia de datos que alcanzan hasta
los 624 MB/s.

e SD-Express: Este es el tipo de bus més potente de todos, llegando
hasta los 985 MB/s.

Como referencia, te interesard saber que actualmente la mayoria de tar-
jetas micro SD de gama media utilizan un bus UHS-I de clase 3 (U3) con
velocidades de lectura de hasta 104 MB/s.

Otro factor importante es la velocidad de lectura y escritura aleatoria
(IOPS) u operaciones por segundo que puede realizar una tarjeta. Este dato
determina el rendimiento minimo en la lectura y escritura aleatoria de la SD:

e Clase de rendimiento de aplicaciéon Al: Las tarjetas Al tienen una
velocidad minima de lectura aleatoria de 1,500 IOPS, y una velocidad
minima de escritura aleatoria de 500 IOPS.
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e (lase de rendimiento de aplicacién A2: Las tarjetas A2 ofrecen veloci-
dades superiores, con 4,000 IOPS de lectura y 2,000 IOPS de escritura.

Normalmente con una tarjeta Al es més que suficiente para tareas del dia
a dfa, aunque si necesitamos un rendimiento superior, por ejemplo, para eje-
cutar aplicaciones desde la SD o jugar a videojuegos, las tarjetas A2 ofrecen
un mejor rendimiento.

La velocidad de escritura aleatoria (Al y A2) es un dato relevante para
los Smartphones y tabletas, pero si tenemos una cdmara de grabacién, una
Action camera o un Dron, la caracteristica en la que nos tenemos que fijar
es en el Velocidad de escritura secuencial (sistema V) que utiliza (en inglés,
Video Speed Class). O dicho de otra forma, en su velocidad de escritura
secuencial.

Esta caracteristica nos indica la cantidad de datos que se pueden grabar
en la micro SD de forma constante sin bajar de una velocidad minima. Esto
resulta esencial cuando queremos grabar videos en alta y ultra-alta definicién:

e V30 (Video Speed Class 30): Velocidad de escritura minima de 30
MB/s

e V60 (Video Speed Class 60): Velocidad de escritura minima de 60
MB/s

e V90 (Video Speed Class 90): Velocidad de escritura minima de 90
MB/s

Por ejemplo, si vamos a grabar video en resoluciéon 4K directamente en
la tarjeta micro SD, es necesario que la velocidad V sea lo maximo posible,
especialmente si vamos a utilizar un amplio BitRate con bajos niveles de
compresion, o calidades superiores como el 8K.

Cintas Magnéticas En el ano 2010, se comunicé que todos los datos uti-
lizados para el proyecto del satélite Nimbus se recuperaron de cintas que en
ese momento tenfan 46 anos. A partir de dicho comunicado se extendié el
uso de la cinta magnética para almacenamiento de datos en todo el mundo.

En un mundo altamente digital, la cinta magnética es una de las pocas
tecnologias que utiliza senales analégicas para mover parte de los datos, en
su esencia, la cinta se parece mucho a un HDD, utiliza materiales de base
magnética, pero en este caso, la cinta es literalmente una base de material
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generalmente nailon que tiene un revestimiento magnético. Y en lugar de
un disco giratorio, la cinta entra, estd enhebrada. Puede parecer una cinta
VHS, pero es mucho més robusta.

La cinta se mueve linealmente hacia la unidad de cinta y hacia el cartucho
de cinta. Para escribir, el cabezal de la cinta toma senales electrénicas y
crea un mini campo magnético que puede cambiar la polaridad del material
de la pelicula para formar un patrén de ceros y unos. Una vez que los
datos se escriben en la cinta, no se pueden cambiar (pero se pueden borrar
y reescribir).

La inmutabilidad y las capacidades de encriptacién de la cinta, asi como
la simplicidad de crear un espacio para almacenarla en una béveda hacen
de la cinta un arma clave para asegurar que los datos sobrevivan frente al
Ransomware. Uno de los grandes productores de cintas en la actualidad es
IBM, los cuales argumentan que esta funcién hace que la cinta sea el medio
ideal para almacenar datos de archivo a los que no es necesario acceder con
frecuencia.

La cinta también puede servir como una copia de seguridad y de versiones
fuera de linea de archivos importantes o confidenciales que son resistentes
a los ataques cibernéticos. Los tipos de datos que permanecen en la cinta
abarcan registros financieros, registros médicos, informacién de identificacién
personal y documentos que forman parte de una retencién legal de multiples
gobiernos.

Una sola cinta mide aproximadamente 3 pulgadas por 3 pulgadas y 3/4 de
pulgada de grosor. Es més pequeno que una unidad de disco duro (HDD),
pero pesa alrededor de 0.6 kilogramos. Un cartucho puede almacenar 18
Terabytes de datos sin comprimir y 45 Terabytes comprimidos. IBM esta
trabajando para duplicar esta capacidad en la proxima generacion de la tec-
nologia. En cuanto a la velocidad de recuperacién, se obtiene un flujo de
datos de una unidad de cinta de 1,000 Megabits por segundo, comprimidos.

Una biblioteca de cintas puede variar en tamano desde algo que puede
poner en su escritorio hasta algo que es del tamano de un refrigerador pequeno
(alrededor de 8 pies cuadrados). La pequefia biblioteca del tamano de un
refrigerador tiene capacidad para 1584 cartuchos. IBM promociona que su
biblioteca Diamondback sera la biblioteca de cintas més densa del mercado.
Podra contener 69 Petabytes de informacién mientras ocupa menos de 8 pies
cuadrados de espacio.

La cinta magnética supera al disco duro y al flash en cuanto a longevidad,
costo financiero y costo de huella de carbono, pero pierde en velocidad de
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acceso. Las cintas no son recomendables para poner datos de produccién en
vivo o incluso copias de seguridad, pero son perfectas para cualquier informa-
cién a la que se acceda con poca frecuencia y que deba conservarse durante
mucho tiempo, como registros médicos o datos de archivo.

Es conocido que muchas empresas han usado y seguirdn usando cinta mag-
nética en sus operaciones, entre las que destacan las hiperescalas (empresas
que han crecido tanto que ofrecen sus propias infraestructuras o tienen datos
masivos como resultado de su infraestructura) siempre necesitan muchas for-
mas diferentes de tecnologia para manejar la variedad de datos que ingresan
a sus sistemas para alimentar una gama de servicios. Entre otras destacan:
Bancos, Gobiernos, Milicia y organizaciones como CERN, asf como corpora-
ciones como Amazon, Google, Meta, Baidu, Alibaba y Tencent.

Tarjeta Grafica La tarjeta grifica o tarjeta de video es un componente
que viene integrado en la placa base de la computadora o se instala aparte
para ampliar sus capacidades. Concretamente, esta tarjeta estd dedicada al
procesamiento de datos relacionados con el video y las imdgenes que se estdn
reproduciendo en la computadora.

Procesador Grafico GPU el corazén de la tarjeta grafica es la GPU
o Unidad de procesamiento gréfico, un circuito muy complejo que integra
varios miles de millones de transistores diminutos y puede tener desde uno a
miles de micleos (ya es comiin encontrar computadoras personales con tarjeta
de 10496 cores y 24 GB de GRAM) que tienen capacidad de procesamiento
independiente. De la cantidad y capacidad de estos nicleos dependerd la
potencia.

Asi como los procesadores centrales de las CPU, estdn disenados con
pocos nicleos pero altas frecuencias de reloj, las GPU tienden al concepto
opuesto, contando con grandes cantidades de niicleos con frecuencias de reloj
relativamente bajas. Luego tienes la memoria gréfica de acceso aleatorio o
GRAM., que son Chips de memoria que almacenan y transportan informacion
entre si. Esta memoria no es algo que vaya a determinar de forma importante
el rendimiento méximo de una tarjeta grafica, aunque si no es suficiente puede
acabar lastrando y limitando la potencia de la CPU.

La idea de usar esa potencia para otros menesteres se denomina GPGPU
(General Purpose Computation on Graphics Processing Units) o GPU Com-
puting. En el momento en el que las tarjetas graficas permiten que se pro-
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gramen funciones sobre su Hardware se empieza a hacer uso de GPGPU. Al
principio era necesario utilizar los lenguajes enfocados a la visualizacién en
pantalla (como OpenGL) para realizar otros célculos no relacionados con los
graficos. Esto implicaba el uso de funciones muy poco flexibles, originalmente
disenadas para otros fines, lo que hacfa que la labor de programar para tal
fin fuese realmente tediosa y complicada.

Para facilitar el empleo de las tarjetas gréficas para cualquier uso no
vinculado con los graficos, NVidia desarrollé toda una tecnologia alrededor
de la tarjeta, que permitia usar la misma para cualquier tarea: CUDA. ATI,
la principal (y actualmente casi tinica) competidora, un poco més tarde haria
lo propio lanzando su propia tecnologia: Stream. En un principio las tarjetas
graficas solo trabajaban con aritmética de 32 bits, pero en la actualidad ya
se cuenta con aritmética de 64 bit (para lograr esto, muchas tarjetas usan
dos de sus cores de 32 bits para emular uno de 64 bits, reduciendo su nimero
de cores ttiles a la mitad).

Procesador Gréfico Integrado muchos procesadores CPU incorpo-
ran una o mds GPU en su interior, llamada gréfica integrada (iGPU In-
tegrated Graphics Processing Units o APU Accelerated Processing Unit).
Generalmente es muy poco potente, pero lo suficiente para realizar tareas
bésicas como navegar por Internet, ver videos, e incluso para algunos juegos
bésicos, especialmente en las iltimas generaciones puesto que cada vez son
mads potentes. No obstante, en las tltimas generaciones de procesadores cada
vez se estdan introduciendo graficos integrados més potentes, y ya son capaces
de manejar varios monitores, resoluciones 4K e incluso son capaces de mover
algunos juegos a una tasa digna de FPS.

Tarjeta Grafica por ejemplo, la tarjeta grafica de AMD Instinct MI200
cuenta con méas de 200,000 cores y 128 GB de HBM2, NVidia GEFORCE
RTX 3090 proporciona 10,496 cores y 24 GB de GDDR6x, NVidia A100
cuenta con 80 GB de memoria HBM2 6192 cores y 432 nticleos tensor’!,
mientras que la tarjeta NVidia Titan RTX proporciona 130 Tensor TFLOP
de rendimiento, 576 nicleos tensores y 24 GB de memoria GDDRG6.

21Un Tensor core (o niicleos Tensor) calculan la operacién de una matriz 4x4 completa,
la cual se calcula por reloj. Estos nicleos pueden multiplicar dos matrices FP16 4x4 y
sumar la matriz FP32 al acumulador.
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Por otra parte, Intel ha desarrollado una aceleradora grafica Artic Sound-
M pensada para centro de datos (especialmente disefiada para juegos en la
nube) que utiliza una GPU DG2 Xe-HPG que viene con una configuracién de
512 unidades de ejecucién lo que equivale a 4,096 Shaders, por ejemplo, esta
aceleradora puede manejar hasta 8 Streamings simultédneos de video 4K o més
de 30 si el video es en 1080p y cuenta con més de 60 funciones virtualizadas.

En agosto del 2021, se anuncié la construccién de la supercomputadora
Polaris, acelerado por 2240 GPU NVIDIA A100 Tensor Core, el sistema
puede alcanzar casi 1.4 exaflops de rendimiento tedrico de TA y aproximada-
mente 44 petaflops de rendimiento méximo de doble precisién. Polaris, que
serd construido por Hewlett Packard Enterprise, combinard simulacién y
aprendizaje automadtico al abordar cargas de trabajo informéticas de alto
rendimiento de inteligencia artificial y con uso intensivo de datos, impul-
sadas por 560 nodos en total, cada uno con cuatro GPU NVIDIA A100.

Tipos de Redes Segiin el Medio Fisico Si bien, nuestros dispositivos de
cémputo pueden funcionar sin conexién de red, estos se ven inmediatamente
limitados. La red nos permite conectarnos a Internet que es el camino por el
cual nos conectamos con el mundo. Las formas de conectar nuestros equipos
a Internet en un principio fue exclusivamente por red aldmbrica, desde ya
hace unos anos a la fecha se dispone de conexién a red aldmbrica e inaldm-
brica, pero actualmente nuestros dispositivos cuentan casi exclusivamente
con conexién inaldmbrica.

{Qué es el ancho de banda? Se trata de la capacidad maxima y la
cantidad de datos que se pueden transmitir a través de una conexién (de
internet, por ejemplo), en un momento determinado. Algo que debemos
tener claro es que el ancho de banda de red es fundamental para la calidad
y velocidad de la conexién.

El ancho de banda se mide en bit/s o en sus miltiplos k/bits o m/bits por
segundo. Y para la mayoria de los casos, debemos asegurarnos siempre de
tener el mayor ancho de banda que nos sea posible, porque de esta manera
podremos tener una mejor y més rapida transferencia de datos.

. Qué es entonces la velocidad de transmisién? Este término se
puede definir como la velocidad a la que se transmite la informacién. Cuando
un usuario adquiere un paquete con una empresa prestadora de servicios de
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internet, recibe, por ejemplo, 10 mbps, 30 mbps, 100 mbps, etc. Y esto se
refiere a la cantidad de datos que podemos descargar o subir a la red. Como
recomendacion, lo indicado es que para que la velocidad pueda existir serd
necesario tener un ancho de banda igual o superior a la velocidad contratada
en el paquete de servicio.

Normalmente vemos en los anuncios de todos los operadores, que estos
ofrecen una cantidad cualquiera de megas de navegacién; este valor numérico
corresponde a la velocidad de descarga tnicamente. Para encontrar la ve-
locidad de subida, es necesario acceder a un test que nos revele cudl es el
resultado y si lo que nos prometen, es verdad o no.

.Qué es la latencia? Es el tiempo total que transcurre desde que
enviamos una informacién, hasta que la misma llega a un receptor. Su valor
de medicién se hace en milisegundos, también se conoce como Ping y estd
presente en actividades que realiza cotidianamente como jugar en linea o
hacer videollamadas.

(Altera la latencia la velocidad de la conexién? La velocidad de
conexién influye en la latencia una vez que pasamos de un rango predeter-
minado. Poniéndolo en un ejemplo, si tenemos una conexién a Internet de
1 Mbps y la comparamos con una conexién de 100 Mbps, dependiendo del
tamano del paquete se notard una mejora grande en la velocidad. Otros
factores que importan a la hora de hablar de latencia son el estar conectado
a internet por Wi-fi o un cable, si tiene servicio de fibra éptica o qué tanta
distancia hay entre su ordenador y un Router, etc.

La latencia en la conexién también es la suma de otros retardos:

e De procesamiento: se define en el tiempo que tardan los Routers en
examinar la cabecera y a su vez, la respuesta en determinar a dénde
hay que enviar cualquier paquete haciendo una previa comprobacién
de sus tablas de enrutamiento.

e De cola: tiempo de espera del paquete para poder ser transmitido a
través de un enlace fisico. Cabe anotar que no podemos saber previ-
amente si va a haber un retardo de cola o no, ya que este cambia en
tiempo real.

e De transmision: es el tiempo que tarda el paquete en arribar hasta el
siguiente nodo o destino final.
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e De propagacién: es el tiempo que tarda un bit en propagarse desde un
punto cualquiera de origen hasta llegar a uno de destino. Su velocidad
depende del medio fisico por el que se transporte.

El retardo total es la suma de todos los retardos anteriormente enuncia-
dos.

Comtinmente se asocia la latencia con la banda de ancha, pero existe una
diferencia sustancial entre ambas. Si bien ambas afectan la velocidad de la
conexion, la banda ancha permite que se pueda transmitir una gran cantidad
de datos, mientras la latencia determina a qué velocidad se transmite esa
cantidad de datos.

Si bien, tener red nos permite estar conectados, tenemos una gran li-
mitacion por las velocidades de conexién a las que tendremos acceso segin
el tipo de medio fisico que usemos para conectarnos, asi como el nimero de
dispositivos con los que compartamos la conexién. Las redes inaldmbricas
parecen ser omnipresentes, pero las velocidades de interconexién dejan mucho
que desear como veremos a continuacién.

Redes alambricas se comunica a través de cables de datos (general-
mente basada en Ethernet). Los cables de datos, conocidos como cables
de red de Ethernet o cables con hilos conductores (CAT5), conectan com-
putadoras y otros dispositivos que forman las redes. Las redes aldmbricas
son mejores cuando se necesita mover grandes cantidades de datos a altas
velocidades, como medios multimedia de calidad profesional.

Ventajas

Costos relativamente bajos

Ofrece el méximo rendimiento posible

Mayor velocidad - cable de Ethernet estdndar hasta 1 Gbps*

Mayor rendimiento de Voz sobre IP.
e Mejores estdndares Ethernet en la industria.

e Mayor capacidad de ancho de banda por cables.

22El término bps se refiere a transmitir Bits por segundo (se requieren 8 Bits para formar
un Byte). Por eso el término de 1,000 Mbps es equivalente a 125 MB/s.
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e Aplicaciones que utilizan un ancho de banda continio.
Desventajas

e El costo de instalacion siempre ha sido un problema comtin en este tipo
de tecnologfa, ya que el estudio de instalacién, canaletas, conectores,
cables y otros suman costos muy elevados en algunas ocasiones.

e El acceso fisico es uno de los problemas mas comunes dentro de las redes
aldmbricas. Ya que para llegar a ciertos lugares, es muy complicado el
paso de los cables a través de las paredes de concreto u otros obstaculos.

e Dificultad y expectativas de expansién es otro de los problemas mas
comunes, ya que cuando pensamos tener un nimero definido de nodos
en una oficina, la mayorfa del tiempo hay necesidades de construir uno
nuevo y ya no tenemos espacio en los Switches instalados.

Hoy en dia se puede hacer la siguiente clasificacién de las redes de proto-
colo Ethernet para cable y fibra éptica’:

Ethernet, que alcanza no mas de 10 Mbps de velocidad

Fast Ethernet, que puede trabajar con hasta 100 Mbps

Gigabit Ethernet, alcanza hasta 1 Gbps (1000 Mbps aprox.)

2.5 y 5 Gigabit Ethernet hasta 2.5 Gbps si usamos cableado Cat ba y
nada menos que 5 Gbps con cableado Cat 6

23E] récord mundial en mayo del 2022 de transmisién en fibra éptica es de 1.02 petabits
por segundo enviados a través de 51.7 kilémetros (que podria transmitir hasta 10 millones
de canales por segundo de video a resolucién 8K), que rompe al récord anterior de 319
terabits por segundo sobre una distancia de 1,800 millas (con el estimado de descarga de
80,000 peliculas simultdneamente en un segundo).

En 2023 los investigadores de Electronics and Computer Engineering de Aston Univer-
sity en U.K. alcanzaron una velocidad de 301 terabits por segundo (Tbps), equivalente a
transferir 1,800 peliculas 4K a través de Internet en un segundo, utilizando cables de fibra
Optica existentes. En comparacion, la velocidad media de banda ancha fija en los EE. UU.
es de 242,38 megabits por segundo (Mbps), segtin Speed Test.

Los resultados de la prueba, que se realizaron utilizando el tipo de cables de fibra ya
tendidos en el suelo, lograron esta velocidad vertiginosa enviando luz infrarroja a través
de hilos tubulares de vidrio, que es como funciona generalmente la banda ancha de fibra
6ptica. Pero aprovecharon una banda espectral que nunca se ha utilizado en sistemas
comerciales, llamada "banda E", utilizando dispositivos nuevos hechos a medida.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 44 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

e 10 Gigabit Ethernet, que puede alcanzar hasta los 10 GMbps

e 1000GbE para alcanzar la Ethernet Terabit (125 Gbytes)

La categoria del cable o el tipo de fibra 6ptica determina la velocidad
maxima soportada por cada tipo de cable, pero aunque haya cables con la
misma velocidad hay otros factores que determinan su usabilidad, como el
ancho de banda o la frecuencia. La frecuencia o ancho de banda determina la
potencia de la red, a mayor frecuencia mayor ancho de banda y menor perdida
de datos. Este factor es importante si vamos a conectar varios equipos al
mismo cable de red o vamos a hacer una gran tirada de cable, ya que cuanto
méds largo sea el cable de red méds potencia perderd. Siempre tendrd més
velocidad un cable corto que un cable largo, pero si el ancho de banda es
amplio tardard mds metros en perder potencia y velocidad.

Ethernet es el estdndar que domina la gran mayorfa de mercado, presente
de manera casi exclusiva tanto en mercado doméstico, como en pequena
y mediana empresa representa también un porcentaje muy significativo en
grandes centros de datos. Pero existen otros protocolos que se pueden situar
en el mismo nivel de calidad que Gigabit Ethernet como InfiniBand.

InfiniBand es un bus serie bidireccional de comunicaciones de alta veloci-
dad en las que las rdpidas comunicaciones entre servidores son criticas para
el rendimiento, llegando a ofrecer velocidades de hasta 2.0 Gbps netos en
cada direccién del enlace en un nodo simple, 4 Gbps netos en un nodo doble
y hasta 8 Gbps netos en un nodo quadruple. Estos nodos a su vez se pueden
agrupar en grupos de 4 6 12 enlaces llegando a velocidades de hasta 96 Gbps
netos en un grupo de 12 nodos cuddruples. El factor de velocidad neta viene
relacionado con que Infiniband de cada 10 bits que transmite 8 de ellos son
datos, basdndose en la codificacién 8B/10B.

Recientemente se han implementado sistemas en los que ya no se utiliza
esta codificacién 8B/10B sino la 64B/66B que permite mejorar el porcentaje
de datos ttiles por trama enviada y que ha permitido los nodos FDR-10
(Fourteen Data Rate-10 a 10 Gbps), FDR (Fourteen Data Rate a 13.64 Gbps)
y EDR (Enhanced Data Rate a 25 Gbps). Este ultimo en un grupo de
12 nodos proporciona hasta 300 Gbps. Los tltimos desarrollos de Gigabit
Ethernet, proporcionan hasta 100 Gbps por puerto.

Estas enormes velocidades de conexién hacen que Infiniband sea una
conexién con una muy importante presencia en superordenadores y clisters,
por ejemplo del top 500 de superordenadores en 2020, 226 estédn conectados
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internamente con Infiniband, 188 lo estdn con Gigabig Ethernet y el resto
con Myrinet, Cray, Fat Tree u otras interconexiones a medida.

Una de las principales ventajas de Infiniband sobre Ethernet es su ba-
jisima latencia, por ejemplo y basdndonos en los datos del estudio de Qlogic
"Introduction to Ethernet Latency, an explanation to Latency and Latency
measurement", la latencia en 10 Gpbs Ethernet se sitia en 5 microsegundos
mientras que la de Infiniband se sitida por debajo de los 3 microsegundos.

Los sistemas de conmutadores inteligentes InfiniBand de NVIDIA Mel-
lanox ofrecen el mayor rendimiento y densidad de puertos para computacion
de alto rendimiento (HPC), TA, Web 2.0, Big Data, nubes y centros de datos
empresariales. La compatibilidad con configuraciones de 36 a 800 puertos a
hasta 200 Gpbs por puerto permite que los clisteres de cémputo y los centros
de datos convergentes funcionen a cualquier escala, lo que reduce los costos
operativos y la complejidad de la infraestructura.

Redes inaldmbricas: es una red en la que dos o més terminales (or-
denadores, tabletas, teléfonos inteligentes, etc.) se pueden comunicar sin
la necesidad de una conexién por cable. Se basan en un enlace que utiliza
ondas electromagnéticas (radio e infrarrojo) en lugar de cableado esténdar.
Permiten que los dispositivos remotos se conecten sin dificultad, ya se en-
cuentren a unos metros de distancia como a varios kilémetros.

Asimismo, la instalaciéon de estas redes no requiere de ningin cambio
significativo en la infraestructura existente como pasa con las redes cableadas.
Tampoco hay necesidad de agujerear las paredes para pasar cables ni de
instalar porta cables o conectores. Esto ha hecho que el uso de esta tecnologia
se extienda con rapidez.

Tipos de redes inaldmbricas

e LAN Inaldmbrica: Red de drea local inaldmbrica. También puede ser
una red de drea metropolitana inaldmbrica.

e GSM (Global System for Mobile Communications): la red GSM es
utilizada mayormente por teléfonos celulares.

e D-AMPS (Digital Advanced Mobile Phone Service): estd siendo reem-
plazada por el sistema GSM.

e Fixed Wireless Data: Es un tipo de red inaldmbrica de datos que puede
ser usada para conectar dos o mds edificios juntos para extender o
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compartir el ancho de banda de una red sin que exista cableado fisico
entre los edificios.

e Wi-Fi**: es uno de los sistemas més utilizados para la creacién de redes
inaldmbricas en computadoras, permitiendo acceso a recursos remotos
como internet e impresoras. Utiliza ondas de radio.

Ventajas

e La instalacién de redes inaldmbricas suele ser més econdmica.
e Su instalacién también es més sencilla.

e Permiten gran alcance; las redes hogarenas inaldmbricas suelen tener
hasta 100 metros desde la base transmisora.

e Permite la conexién de gran cantidad de dispositivos méviles. En las
redes cableadas mientras mds dispositivos haya, mas complicado sera
el entramado de cables.

24Notemos que una conexién de WiFi tradicional sin obstdculos con una intensidad de
banda de 2.4 GHZ puede tener un alcance méximo de 46 metros y para la banda de
5.0 GHz un alcance de 15 metros. Paro hay muchos objetos que interfieren con la senal
del Router del WiFi y el sitio en el que colocamos nuestro dispositivo inaldémbrico como
computadora o teléfono inteligente:

— Superficies y/o objetos de metal o vidrio blindado

— Refrigeradores, lavadoras y radiadores

— Hornos de microondas, cimaras Web, monitores de bebés y teléfonos inaldmbricos
— Paredes y muros

— Dispositivos arquitecténicos que funciones como una jaula de Faraday (es un con-
tenedor recubierto por materiales conductores de electricidad como mallas metélicas,
papel aluminio, cajas o cestos de basura de acero que funciona como un blindaje
contra los efectos de un campo eléctrico proveniente del exterior).

En caso de que varios dispositivos se conecten a la red, se puede optar por colocar el
Router en un punto medio, para que ninguna zona quede sin cobertura. Por otra parte,
para una mejor conexién, también procura que el Router se encuentre en una zona elevada,
pues esto mejorard el alcance de la senal inaldmbrica. Una excelente opcién para mejorar
la calidad del internet inaldémbrico cuando hay obstédculos es utilizar un repetidor de WiFi,
este dispositivo es muy ttil para amplificar la senal y llevarla a més sitios de nuestra red.
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e Posibilidad de conectar nodos a grandes distancias sin cableado, en el
caso de las redes inaldmbricas corporativas.

e Permiten maés libertad en el movimiento de los nodos conectados, algo
que puede convertirse en un verdadero problema en las redes cableadas.

e Permite crear una red en dreas complicadas donde, por ejemplo, resulta
dificultoso o muy caro conectar cables.

Desventajas

e Calidad de Servicio: La velocidad que posee la red inaldmbrica no
supera la cableada, ya que esta puede llegar a los 10 Mbps, frente a
100 Mbps que puede alcanzar la cableada. Hay que tomar en cuenta la
tasa de error debida a las interferencias.

e Costo: En algunos casos, puede ser més barato cablear una casa/oficina
que colocar un servicio de red inalambrica.

e La senal inaldmbrica puede verse afectada e incluso interrumpida por
objetos, drboles, paredes, espejos, entre otros.

La velocidad méxima de transmisién inaldmbrica de la tecnologfa 802.11b
es de 11 Mbps. Pero la velocidad tipica es solo la mitad: entre 1.5 y 5 Mbps
dependiendo de si se transmiten muchos archivos pequenos o unos pocos
archivos grandes. La velocidad méxima de la tecnologifa 802.11g es de 54
Mbps. Pero la velocidad tipica de esta tltima tecnologia es solo unas 3
veces mas rapida que la de 802.11b: entre 5 y 15 Mbps. Resumiendo, las
velocidades tipicas de los diferentes tipos de red son:

Estandar
802.11
802.11a(WiFi5)
802.11b
802.11g

802.11n

802.11ac

802.11ad

802.11ah

802.11ax(WiFi6)

V.Mdxima
2Mbit/s
54Mbit/s
11Mbit/s
54Mbit/s

600Mbit/s

6.93Gbps

7.13Gbit/s
35.6Mbps

9,6Gbps

V.Practica
1Mbit /s
22Mbit /s
6Mbit /s
22Mbit /s

100Mbit/s

100Mbit/s

Hasta6Gbit/s
26.7TMbps

6,9Gbps

antoniocarrilloQciencias.unam.mx

Frecuencia
2.4Ghz
5.4Ghz
2.4Ghz
2.4Ghz

2.4Ghzy5.4Ghz
5.4Ghz

60Ghz
0.9Ghz

2.4Ghz y 5.4Ghz

48

Ancho Banda Alcance
22MHz 330 metros
20MHz 390 metros
22MHz 460 metros
20MHz 460 metros

20 y 40MHz 820 metros

Poco alcance,
80 o hasta 160MHz
pero sin interferencias

2MHz 300 metros
2MHz 1000 metros
20MHz 1000 metros
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Como puedes ver, los principales factores que influyen en la calidad de
una conexion WiFi, son la frecuencia, el ancho de banda y el alcance total.
Considerando que, todo esto junto con la velocidad méxima y la velocidad
préactica, se congregan en lo que es cada versién de este tipo de conexién a la
red. Ademsds, la conexion se degradard inexorablemente con la cantidad de
dispositivos conectados y su consumo de datos.

Velocidad de los Proveedores cuando se contrata el servicio de in-
ternet, la velocidad de interconexién del mismo depende de cuénto sea el
cobro, pero en la mayorfa de los casos se tendra una velocidad de descarga
mayor a la velocidad de carga y nuestra red serd una intranet (direccién de
IP dindmica) compartida con otros miles de usuarios abonados al servicio de
internet del proveedor. También es posible contratar una interconexién con
velocidades homogéneas para carga y descarga dedicada, el costo del mismo
se puede hasta triplicar con respecto a uno no homogéneo.

En caso de requerir una direccién de internet homologada o publica, el
costo de contratar el servicio aumenta considerablemente, pero de esta forma
nuestros equipos son visibles en el Internet (esto conlleva un aumento de
riesgos al estar nuestros equipos méds vulnerables a ataques informaticos).

El Trafico Global en Internet El trifico en Internet a nivel global sigue
creciendo de manera vertiginosa. S6lo en 2024 aumenté un 17.2%, segtn los
datos del informe de 2024 Cloudflare Radar Year in Review, publicado por
la companfa por quinto ano consecutivo, y en el que se repasa informacién
sobre conectividad, seguridad, uso de dispositivos para acceso a la Red y
frecuencia de los apagones, entre otras tendencias.

Segin este informe, y para sorpresa de prédcticamente nadie a estas al-
turas, los servicios de Internet mas populares del mundo son Google, Face-
book, Apple, TikTok y AWS. Chrome, con un 65.8% de los internautas como
usuarios, es el navegador més utilizado en todo el mundo. WhatsApp sigue
siendo la aplicacién de mensajerfa mas popular.

React, PHP y JQuery estédn entre las tecnologias para desarrollar webs
més populares. HubSpot, Google y WordPress estdn entre los proveedores
més populares de servicios y plataformas de soporte. Ademds, Go, ha su-
perado a NodeJS como lenguaje mas popular para hacer peticiones de API
automatizadas.

Los rastreadores de IA son una gran fuente de tréfico, aunque despier-
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tan cada vez mads suspicacias por su actividad. Béasicamente, se dedican a
escanear la web para recopilar grandes cantidades de datos para entrenar
modelos grandes de lenguaje. Preocupa bastante el hecho de que algunos re-
cojan datos sin que tengan permiso para hacerlo, frente a los bots «buenos»
y verificados, que suelen tener su origen en los motores de biisqueda y son
transparentes sobre lo que son y lo que hacen. En este grupo entran Google-
Bot, Qualys o BingBot.

Cloudflare, entre otras actividades, se dedica a rastrear el trafico rela-
cionado con la IA para determinar qué bots son los mds agresivos, cudles
tienen el mayor volumen de peticiones y cudles hacen rastreos de manera re-
gular. Segtn los investigadores que han realizado el informe, el denominado
facebookexternalhit es el que mds tréfico de todos ha generado durante el
ano: un 27.16%. Le siguen Bytespider, de ByteDance, con un 23.35%; Ama-
zonbot, con un 13.34%, ClaudeBot, de Anthropic, con un 8.06%; y GPTBot,
con un 5.60%.

Al parecer, el tréfico generado por Bytespider, bot del propietario de Tik-
Tok, ha ido descendiendo de manera gradual durante 2024. En las semanas
finales del ano generaba entre un 80% y un 85% menos de trafico que al prin-
cipio. Mientras tanto el de ClaudeBot registré una subida muy pronunciada
hacia mitad de 2024, y luego cayé otra vez de forma brusca.

La mayoria de las peticiones Web son todavia de HT'TP2, que se lanzoé
en 2015, y cuenta atin con un 49.6% de las mismas. Un 29.9% todavia son
de HT'TP original, estandarizado en 1996, mientras que solo un 20.5% son
de HTTP3, desplegado en 2022.

Cloudflare también registra, ademds del trafico HTTP, las conexiones
realizadas a través del protocolo de transmision TCP, que asegura que hay
una transferencia de datos fiable entre dispositivos de red. En 2024, un
20.7% de las conexiones TCP finalizaron de manera inesperada antes de que
pudiesen terminar en un intercambio de datos ttiles.

Estas anomalias en las conexiones TCP pueden deberse a varios motivos.
Entre ellos a los ataques de denegacién de servicio (DoS), al escaneado de
redes, a las desconexiones de clientes, a la manipulacién de las conexiones o
a lo que Cloudflare ha llamado «comportamiento poco habitual del cliente>.

La mayor parte de las interrupciones de una conexién TCP identificadas
por Cloudflare se produjeron en 2024 después de que un servidor recibiese
una peticién de sincronizacion, pero antes de que recibiese un reconocimiento
de la misma.

En cuanto a la seguridad, Cloudflare ha senalado que sélo un 4.3% de los
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mensajes de correo electrénico enviados en 2024 eran maliciosos. En estos
habia sobre todo enlaces falsos (42.9%) o identidades falsas (35.1%). En el
70% de los casos se utilizaban los dos métodos.

Como datos curiosos en cuanto a seguridad, la compania asegura que
la vulnerabilidad Log4j todavia se usa como método de ataque, y se usa
de manera mucho mas activa que otras vulnerabilidades comunes. Ademads,
practicamente todos los mensajes de correo procesados por Cloudflare con
dominios .bar, .rest y .uno eran o correos de Spam, o mensajes que, directa-
mente, eran maliciosos.

En 2024, por otro lado, hubo 225 apagones de Internet de gran enver-
gadura. La mayoria se dieron en Africa, Oriente Medio o India. Més de la
mitad fueron apagones ordenados directamente por gobiernos, mientras que
otros se debieron a otras causas.

Entre ellas, corte de cables, apagones eléctricos, problemas técnicos o
de mantenimiento, episodios climdticos graves o ciberataques. Muchos du-
raron solo unas pocas horas, mientras que otros, como el experimentado en
Bangladesh en julio, duré 10 dfas. Dentro de estos apagones estd también el
provocado por el incidente de CrowdStrike el pasado verano.

Otro de los aspectos tratados en el informe es la calidad de la conexién
a Internet de los pafses, con base en su velocidad de subida, la de bajada y
su latencia. Espana, con una velocidad de descarga media de 292.6 Mbps, y
de 192.6 Mbps de subida, estd a la cabeza en velocidad de conexién. Todos
los paises desarrollados presentan velocidades de descarga por encima de 200
Mbps de media.

Un 41.3% del trafico de Internet a nivel mundial procede de disposi-
tivos moéviles, con el otro 58.7% producido en ordenadores portatiles y de
sobremesa. Eso si, en alrededor de un centenar de paises del mundo, la ma-
yorfa del tréfico en 2024 procede de dispositivos méviles. Cuba y Siria tienen
el mayor trafico de dispositivos méviles, un 77%.

Otras dreas de alta demanda de trafico de dispositivos de este tipo son
Oriente Medio, Africa, Asia-Pacifico y América Central y del Sur. En este
aspecto, las mediciones del trifico son parecidas a las de 2023 y 2022.

Informacién de mi Computadora Si lo que deseamos es un listado de-
tallado del Hardware de nuestro equipo de cémputo, entonces podemos usar
cualquiera de estos comandos (que previamente deberemos instalar):

$ lscpu
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# lshw
# dmidecode
# hwinfo

1.2 Sobre los Ejemplos de este Trabajo

La documentacion y los diferentes ejemplos que se presentan en este trabajo,
se encuentran disponibles en la siguiente liga:

Herramientas
http://132.248.181.216 /Herramientas/

para que puedan ser copiados desde el navegador y ser usados en la termi-
nal de linea de comandos. En aras de que el interesado pueda correr dichos
ejemplos y afianzar sus conocimientos, ademéds de que puedan ser usados en
diferentes ambitos a los presentados aqui.

1.3 Agradecimientos

Este texto es una recopilaciéon de muiiltiples fuentes, mi aportacién -si es que
puedo llamarla asi- es plasmarlo en este documento, en el que trato de dar
coherencia a mi visién de los temas desarrollados.

En la realizacion de este texto se han revisado -en la mayoria de los
casos indico la referencia, pero pude omitir varias de ellas, por lo cual pido
una disculpa- multiples paginas Web, articulos técnicos, libros, entre otros
materiales bibliogréficos, los més representativos y de libre acceso los pongo
a su disposicién en la siguiente liga:

Herramientas
http://132.248.181.216 /Herramientas/

Este proyecto fue posible gracias al apoyo recibido por la Facultad de
Ciencias de la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM) y al
tiempo robado a nuestras actividades académicas, principalmente durante el
periodo de confinamiento de los afios 2020 a 2022.
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2 Estructura Optima de las Matrices en su
Implementacién Computacional

Una parte fundamental de la implementacién computacional de los métodos
numéricos de resolucién de sistemas algebraicos, es utilizar una forma éptima
de almacenar, recuperar y operar las matrices, tal que, facilite los cédlculos
que involucra la resolucién de grandes sistemas de ecuaciones lineales cuya
implementacién puede ser secuencial o paralela (véase [7]).

El sistema lineal puede ser expresado en la forma matricial Au = f,
donde la matriz A -que puede ser real o virtual- es de tamafio n X n con
banda b, pero el nimero total de datos almacenados en ella es a los més
n * b nimeros de doble precisién, en el caso de ser simétrica la matriz, el
nimero de datos almacenados es menor a (n * b)/2. Ademsds si el problema
que la originé es de coeficientes constantes el nimero de valores almacenados
se reduce drasticamente a sélo el tamano de la banda b.

En el caso de que el método para la resolucién del sistema lineal a usar
sea del tipo Factorizaciéon LU o Cholesky, la estructura de la matriz cambia,
amplidndose el tamano de la banda de b a 2 x b+ 1 en la factorizacién, en el
caso de usar métodos iterativos tipo CGM o GMRES la matriz se mantiene
intacta con una banda b.

Para la resolucién del sistema lineal virtual asociada a los métodos de
descomposicién de dominio, la operacién bésica que se realiza de manera
reiterada, es la multiplicacién de una matriz por un vector v = C'u, la cual
es necesario realizar de la forma mas eficiente posible. -

Un factor determinante en la implementacién computacional, para que
esta resulte eficiente, es la forma de almacenar, recuperar y realizar las opera-
ciones que involucren matrices y vectores, de tal forma que la multiplicacién
se realice en la menor cantidad de operaciones y que los valores necesarios
para realizar dichas operaciones queden en la medida de lo posible contiguos
para ser almacenados en el Cache®” del procesador.

2 Nétese que la velocidad de acceso a la memoria principal (RAM) es relativamente
lenta con respecto al Cache, este generalmente estd dividido en sub-Caches L1 -de menor
tamano y el mds rédpido-, L2 y hasta L3 -el més lento y de mayor tamano- los cuales son
de tamano muy reducido con respecto a la RAM.

Por ello, cada vez que las unidades funcionales de la Unidad de Aritmética y Légica
requieren un conjunto de datos para implementar una determinada operacién en los re-
gistros, solicitan los datos primeramente a los Caches, estos consumen diversa cantidad
de ciclos de reloj para entregar el dato si lo tienen -pero siempre el tiempo es menor que
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2.1 Almacenamiento en la Memoria RAM

La memoria RAM (Random Access Memory) o memoria de acceso aleatorio
es un componente fisico de nuestro ordenador, generalmente instalado sobre
la misma placa base. La memoria RAM es extraible y se puede ampliar
mediante modulos de distintas capacidades.

La funcién de la memoria RAM es la de cargar los datos e instrucciones
que se ejecutan en el procesador. Estas instrucciones y datos provienen del
sistema operativo, dispositivos de entrada y salida, de discos duros y todo lo
que estd instalado en el equipo.

En la memoria RAM se almacenan todos los datos e instrucciones de los
programas que se estdn ejecutando, estas son enviadas desde las unidades
de almacenamiento antes de su ejecuciéon. De esta forma podremos tener
disponibles todos los programas que ejecutamos. Se llama memoria de acceso
aleatorio porque se puede leer y escribir en cualquiera de sus posiciones de
memoria sin necesidad de respetar un orden secuencial para su acceso.

La RAM dindmica cuenta con un reloj interno capaz de sincronizar esta
con el procesador. De esta forma se mejoran notablemente los tiempos de
acceso y la eficiencia de comunicacién entre ambos elementos. Actualmente
todos nuestras computadoras cuentan con este tipo de memorias operando
en ellos. Las principales tipos de memoria son: DDR, DDR2, DDR3, DDR4
y la nueva DDR5. Donde las tasas de transferencia (GB/s) son: DDR (2.1 -
3.2), DDR2 (4.2 - 6.4), DDR3 (8.5 - 14.9), DDR4 (17 - 25.6) y DDR5 (38.4 -
51.2). La caracteristica mds importante es que, por ejemplo, en la memoria
DDRA4 cuatro cores pueden acceder simultdneamente a ella y en la DDR5
serdan cinco cores.

Caché L1, L2 y L3 La memoria Caché es otra de las especificaciones
importantes de los procesadores, y sirve de manera esencial de la misma
manera que la memoria RAM: como almacenamiento temporal de datos. No
obstante, dado que la memoria Caché estd en el procesador en si, es mucho
mds rapida y el procesador puede acceder a ella de manera mas eficiente, ast
que el tamano de esta memoria puede tener un impacto bastante notable en
el rendimiento, especialmente cuando se realizan tareas que demandan un
uso intensivo del CPU como en el cémputo de alto desempeno o cémputo
cientifico.

solicitarle el dato a la memoria principal-; en caso de no tenerlo, se solicitan a la RAM
para ser cargados a los caches y poder implementar la operacién solicitada.
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La Caché se divide en diferentes jerarquias de acceso:

e La Caché L1 es el primer sitio donde la CPU buscard informacion,
pero también es la mds pequena y la mds rdpida, a veces para mayor
eficiencia, la Caché L1 se subdivide en L1d (datos) y L1i (instrucciones),
actualmente los procesadores modernos en cada core tiene su propio
cache de datos e instrucciones.

e La Caché L2 suele ser mds grande que la L1 pero es algo més lenta.
Sin embargo, por norma general es la que mayor impacto tiene en el
rendimiento, este también estd incluido en cada core.

e La Caché L3 es mucho més grande que las anteriores, y generalmente
se comparte entre todos los nicleos del procesador (a diferencia de las
anteriores, que normalmente van ligadas a cada core). Este tercer nivel
es en el que buscara el procesador la informacién tras no encontrarla
en la L1 y L2, por lo que su tiempo de acceso es todavia mayor.

Para poner en contexto la relevancia de la memoria Caché, supongamos
que el acceso a los datos de la memoria Caché L1 por el procesador es de
dos ciclos de reloj, el acceso a la memoria Caché L2 es de 6 ciclos de reloj, el
acceso a la memoria Caché L3 es de 12 ciclos y el acceso a la RAM es de 32
ciclos de reloj.

Ademis supongamos que la operacién suma y resta necesitan de 2 ciclos
de reloj para completar la operaciéon una vez que cuente con los datos in-
volucrados en dicha operacién, que la multiplicacién requiere 4 ciclos de reloj
para completar la operacion, la divisién necesita 6 ciclos de reloj para com-
pletar la operacién y estamos despreciando el tiempo necesario para poner
los datos del Caché L1 a los registros del procesador para poder iniciar el cél-
culo, asf también despreciamos el tiempo requerido para sacar el resultado
de los registros del procesador al Caché L1.

Esto nos da una idea del nimero méximo tedrico de operaciones bésicas

que un procesador puede realizar por segundo dependiendo de la velocidad
de reloj de la CPU*°.

26Por ejemplo en un procesador AMD Ryzen 9 3900X con 12 Cores (2 Threads por
Core) por procesador emulando un total de 24 Cores, corre a una frecuencia base de 3,340
MHz, con una frecuencia minima de 2,200 MHz y méxima de 4,917 Mhz, con Caché L1d
de 384 KiB, L1i de 384 KiB, Caché L2 de 6 MiB y Caché L3 de 64 MiB.
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Si nosotros necesitamos hacer la multiplicacién de una matriz A es de
tamano n X n por un vector u de tamano n y guardar el resultado en el
vector f de tamano n. Entonces algunos escenarios son posibles:

1. Si el codigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y la
matriz A, los vectores u y f caben integramente en el Caché L1 de
datos, entonces el procesador estard siendo utilizado de forma 6éptima
al hacer los célculos pues no tendra tiempos muertos por espera de
datos.

2. Si el codigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y los
vectores u y f caben integramente en el Caché L1 de datos pero la
matriz A estd dispersa entre los Cachés L1 y L2, entonces el proce-
sador estars teniendo algunos tiempos muertos mientras carga la parte
que necesita de la matriz del Caché L2 a L1 para hacer los calculos y
utilizado de forma 6ptima el procesador mientras no salga del Caché
L1.

3. Si el cédigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y los
vectores v y f caben integramente en el Caché L1 de datos pero la
matriz A estd dispersa entre los Cachés L1, L2 y L3, entonces el proce-
sador estars teniendo muchos tiempos muertos mientras carga la parte
que necesita de la matriz del Caché L3 y L2 a L1 para hacer los cdlculos
resultando en mediana eficiencia en el uso del procesador.

4. Si el codigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y los
vectores u y f caben fntegramente en los Cachés L3, L2 y L1 pero
los datos de la matriz A estd dispersa entre la RAM y los Cachés L3,
L2 y L1, entonces el procesador estard teniendo un exceso de tiempos
muertos mientras carga la parte que necesita de la matriz de la RAM a
los Cachés L3, L2 y L1 para hacer los cdlculos resultando en una gran
pérdida de eficiencia en el uso del procesador.

Ademss, debemos recordar que la computadora moderna nunca dedica
el cien por ciento del CPU a un solo programa, ya que los equipos son mul-
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titarea’” y multiusuario®® por lo que la conmutacién de procesos (que se
realiza cada cierta cantidad de milisegundos) degrada atin mds la eficiencia
computacional de los procesos que demandan un uso intensivo de CPU?’.

Dado que la multiplicacién de una matriz C' por un vector u, dejando el
resultado en v se realiza mediante el algoritmo

for (i=0; i<ren; i++)
{
s = 0.0;
for (j=0; j < col; j++)
{
s += C[i][j*ulj];

v[i] = s;
}

27TCuentan con la capacidad para ejecutar varios procesos simultdneamente en uno o mas
procesadores, para ello necesitan hacer uso de la conmutacién de tareas, es decir, cada
cierto tiempo detiene el programa que estd corriendo y guardan sus datos, para poder
cargar en memoria otro programa y sus respectivos datos y asi reiniciar su ejecucién por
un periodo determinado de tiempo, una vez concluido su tiempo de ejecucién se reinicia
la conmutacién de tareas con otro proceso.

28Ge refiere a todos aquellos sistemas operativos que permiten el empleo de sus proce-
samientos y servicios al mismo tiempo. Asi, el sistema operativo cuenta con la capacidad
de satisfacer las necesidades de varios usuarios al mismo tiempo, siendo capaz de gestionar
y compartir sus recursos en funcién del nimero de usuarios que estén conectados a la vez.

29 Actualmente existen una gran cantidad de distribuciones de GNU/Linux que vienen
muy optimizadas intentando conseguir la mejor desenvoltura de su arquitectura y confi-
guraciones de serie. En el caso de la configuracién por omisién de Debian GNU/Linux
y Ubuntu, estdn pensadas para que sean lo mds robusta posible y que se use en todas
las circunstancias imaginables, por ello estdn optimizadas de forma muy conservadora
para tener un equilibrio entre eficiencia y consumo de energia. Pero es posible agregar
uno o més Kernels GNU/Linux generados por terceros que contenga las optimizaciones
necesarias para hacer mas eficiente y competitivo en cuestiones de gestiéon y ahorro de
recursos del sistema.

Hay varias opciones del Kernel GNU/Linux optimizado (Liquorix viene optimizado para
multimedia y Juegos, por otro lado XanMod tiene uno para propdsito general, otro aplica-
ciones criticas en tiempo real y otro mds para célculos intensivos) de las dltimas versiones
estable del Kernel.
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Para lograr una eficiente implementacién del algoritmo anterior, es nece-
sario que el gran volumen de datos desplazados de la memoria al Cache y
viceversa sea minimo. Por ello, los datos se deben agrupar para que la op-
eracién mas usada -en este caso multiplicacién matriz por vector- se realice
con la menor solicitud de datos a la memoria principal, si los datos usados
-renglén de la matriz- se ponen contiguos minimizard los accesos a la memo-
ria principal, pues es mds probable que estos estardn contiguos en el Cache
al momento de realizar la multiplicacion.

Por ejemplo, en el caso de matrices bandadas de tamano de banda b, el
algoritmo anterior se simplifica a

for (i=0; i<ren; i++)
{
s= 0.0;
for (k=0; k < ban; k++)
{
if ((Ind[k] + i) >= 0 && (Ind[k]+i) < ren)
s += Dat[i][k]*u[Ind [k]+i];

vli]=s;

}

Si, la solicitud de memoria para Dat[i] se hace de tal forma que los datos
del renglén estén continuos -son b nimeros de punto flotante-, esto mini-
mizard los accesos a la memoria principal en cada una de las operaciones
involucradas en el producto, como se explica en las siguientes secciones.

2.2 Matrices Bandadas

En el caso de las matrices bandadas de banda b -sin pérdida de generalidad
y para propdsitos de ejemplificacién se supone pentadiagonal- tipicamente
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tiene la siguiente forma

a; b C1
dy ay by Ca
d3 az b3 C3
dy ag by Cq
A = €5 d5 as b5 Cr (21)
N €6 d¢ ag bg
€7 d7 ar by
€s dg ag bg
L €9 dy ayg i

la cual puede ser almacenada usando el algoritmo (véase [7]) Compressed
Diagonal Storage (CDS), optimizado para ser usado en C++, para su al-
macenamiento y posterior recuperacion. Para este ejemplo en particular, se
haré uso de un vector de indices

Ind = [-5,—1,0,41, +5] (2.2)

y los datos serdan almacenados usando la estructura

0 0 aq bl C1
0 dg (05} b2 Co
0 dg as b3 C3
0 d4 Qg b4 Cy
d5 as b5 Cs (2 . 3)
€g d6 ag bﬁ 0
€7 d7 ay b7 0
€g dg as bg 0
€9 dg Qg 0 0

-
Q
~
I
D
(@

de tal forma que la matriz A puede ser reconstruida de forma eficiente. Para
obtener el valor A, ;, cdlculo ind = j — ¢, si el valor ind estd en la lista de
indices Ind -supéngase en la columna k-, entonces A; ; = Dat;y, en otro caso

Casos Particulares de la Matriz Bandada A Baésicamente dos casos
particulares surgen en el tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales: El
primer caso es cuando el operador diferencial parcial es simétrico y el otro,
en el que los coeficientes del operador sean constantes.
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Para el primer caso, al ser la matriz simétrica, sélo es necesario almacenar
la parte con indices mayores o iguales a cero, de tal forma que se buscara el
indice que satisfaga ind = |j — i|, reduciendo el tamafio de la banda a b/2
en la matriz A.

Para el segundo caso, al tener coeficientes constantes el operador dife-
rencial, los valores de los renglones dentro de cada columna de la matriz son
iguales, y sélo es necesario almacenarlos una sola vez, reduciendo dréstica-
mente el tamano de la matriz de datos.

Implementacién de Matrices Bandadas Orientada a Objetos en
C++ Una forma de implementar la matriz bandada é de banda b en C++
es mediante:

// Creacion
double **Dat;
Dat = new double*[ren];
for (1 = 0; 1 < ren; i++) Dat[i] = new double[b];
int *Ind;
Ind = new int[b];
// Inicializacion
for 1 =0;1i < ren; i++)
for (j = 0; j < b; j++) Dat[i][j] = 0.0;
for (i = 0;1 < b; i++) Ind[i] = 0;

2.3 Matrices Dispersas

Las matrices dispersas de a lo mds b valores distintos por renglén -sin pérdida
de generalidad y para propdsitos de ejemplificacién se supone b = 3- que
surgen en métodos de descomposiciéon de dominio para almacenar algunas
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matrices, tipicamente tienen la siguiente forma

b

ai
a2
Qg by
A= Qs
ag bg cs
ag

by

as

a7
bs
Qg

C2

by
Cg

b

1

C3

Cs

Cr

(2.4)

la cual puede ser almacenada usando el algoritmo (véase [7]) Jagged Diagonal
Storage (JDC), optimizado para ser usado en C++. Para este ejemplo en
particular, se hard uso de una matriz de indices

16 9
2 5 8
5 89
140
Ind=|3 6 9
o 123
7 89
4 7 8
| 7 8 0 ]
y los datos serdan almacenados usando la estructura
[ a1 by
az by o
az by c3
Ay b4 0
Dat = | a5 bs cs5
o ag bs Cg
ar by ¢
as bs cs
| Qg bg 0

(2.6)

de tal forma que la matriz A puede ser reconstruida de forma eficiente.
Para obtener el obtener el valor A; ;, busco el valor j en la lista de indices
Ind dentro del renglén i, si lo encuentro en la posicién k, entonces A;; =

Dat;y, en otro caso A;; = 0.
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Casos Particulares de la Matriz Dispersa A Si la matriz A, que al
ser almacenada, se observa que existen a lo més r diferentes renglones con
valores distintos de los n con que cuenta la matriz y si r << n, entonces es
posible sélo guardar los r renglones distintos y llevar un arreglo que contenga
la referencia al renglén almacenado.

Implementacién de Matrices Dispersas Orientada a Objetos en
C++ Una forma de implementar la matriz bandada é de banda b en C+-+
es mediante:

// Creacién
double **Dat;
Dat = new double*[ren];
for (i = 0; i < ren; i++) Dat[i] = new double[b];
int **Ind;
Ind = new int*[ren];
for (1 = 0; 1 < ren; i++) Ind[i] = new int[b];
// Inicializacién
for (i=0;1i < ren; i++)
for (j = 0;j < b; j++) Dat[i][j] = 0.0, Ind[i][j] = -1;

2.4 Multiplicacion Matriz-Vector

Los métodos de descomposicién de dominio requieren por un lado la reso-
lucién de al menos un sistema lineal y por el otro lado requieren realizar
la operacién de multiplicacién de matriz por vector, i.e. Cu de la forma
mads eficiente posible, por ello los datos se almacenan de tal forma que la
multiplicacién se realice en la menor cantidad de operaciones.

Dado que la multiplicacién de una matriz C' por un vector u, dejando el
resultado en v se realiza mediante el algoritmo:

for (i=0; i<ren; i++)
{
s = 0.0;
for (j=0; j < col; j++)

{
}

s += C[iJ[j*uljl;
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vli] = s;

}

En el caso de matrices bandadas, se simplifica a:

for (i=0; i<ren; i++)
{
s= 0.0;
for (k=0; k < ban; k++)

if (Ind[k] 4+ i) >= 0 && (Ind[k]+i) < ren)
s += Dat[i][k]*u[Ind [k]+i];

vli]=s;

}

De forma similar, en el caso de matrices dispersas, se simplifica a:

for (i=0; i<ren; i++)

{
s=00,k=0
while (Ind[i][k] !=-1)

s += Dat[i][k]*u[Ind[i] [k]];
ket
if (k >= Db) break;

vli] = s;

}

De esta forma, al tomar en cuenta la operacién de multiplicaciéon de una
matriz por un vector, donde el renglén de la matriz involucrado en la mul-
tiplicacién queda generalmente en una regién contigua del Cache, se hace
6ptima la operaciéon de multiplicaciéon de matriz por vector.
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2.5 Calculo SVD y Pseudoinversa

Dada la descomposicién singular de una matriz A,

A=UsV*

la pseudoinversa de Moore-Penrose viene dada por
AJr VZ*U *

Descomposicién de Valores Singulares (SVD) la descomposicién
en valores singulares de una matriz es una especie de cambio de coordenadas
que simplifica la matriz, una generalizacién de la diagonalizacion.

Diagonalizacién de matrices si una matriz cuadrada A es diagona-
lizable, entonces existe una matriz P tal que

A=ppp!

donde la matriz D es diagonal. Podrias pensar en P como un cambio de
coordenadas que hace que la accién de A sea lo mds simple posible. Los
elementos en la diagonal de D son los valores propios de Ay las columnas
de P son los vectores propios correspondientes.

TLamentablemente no todas las matrices se pueden diagonalizar. La des-
composicién de valores singulares es una forma de hacer algo asi como la
diagonalizacion de cualquier matriz, incluso las que no son cuadradas.

Generalizacion a SVD la descomposiciéon de valores singulares gene-
raliza la diagonalizacién. La matriz X en SVD es andloga a D en diagona-
lizacién. X es diagonal, aunque puede que no sea cuadrada. Las matrices
a cada lado de ¥ son andlogas a la matriz P en diagonalizacién, aunque
ahora hay dos matrices diferentes y no son necesariamente inversas entre si.
Las matrices U y V son cuadradas, pero no necesariamente de la misma
dimensién.

Los elementos a lo largo de la diagonal de ¥ no son necesariamente va-
lores propios sino valores singulares, que son una generalizacién de los valores
propios. De manera similar, las columnas de U y V no son necesariamente
vectores propios sino vectores singulares izquierdos y vectores singulares dere-
chos, respectivamente.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 64 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

El superindice de estrella indica transposicién conjugada. Si una matriz
tiene todos los componentes reales, entonces la transpuesta conjugada es
solo la transpuesta. Pero si la matriz tiene entradas complejas, se toma el
conjugado y se transpone cada entrada.

Las matrices U y V son unitarias. Una matriz M es unitaria si su inversa
es su transpuesta conjugada, es decir, o

M*M = MM* = 1.

Pseudoinversa y SVD la pseudoinversa (Moore-Penrose) de una ma-
triz generaliza la nocién de inversa, algo asi como la forma en que SVD gener-
alizé la diagonalizacién. No todas las matrices tienen una inversa, pero todas
las matrices tienen una pseudoinversa, incluso las matrices no cuadradas.

Calcular la pseudoinversa a partir del SVD es sencillo. Si

A=UsV*

entonces
AT = VSt

donde X" se forma a partir de ¥ tomando el reciproco de todos los elementos
distintos de cero, dejando todos los ceros solos y haciendo que la matriz tenga
la forma correcta: si ¥ es una matriz de m por n, entonces X debe ser una
matriz de n por m. -

Calcular SVD en Python Sea

2 -1 0
T4 3 2

la descomposicién en valores singulares de A es

kS

11 7 5
1 5 V195 \/TTS V39
VI Y% {V3000] _ 3 2L
V% V% 0 20 f v

f Vi

A continuacién calculamos la descomposicion del valor singular en Python
(NumPy).
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import numpy as np
A = np.matrix([[2, -1, 0],[4,3,-2]])
print(A)
[[2-10]
[43-2]]
u, s, vt = np.linalg.svd(A, full matrices=True)
print(u)
print(s)
print(vt)
[[ 0.19611614 0.98058068]
[ 0.98058068 -0.19611614]]
[5.47722558 2. |
[[ 0.78772636 0.50128041 -0.35805744]
[ 0.58834841 -0.78446454 0.19611614]
[ 0.18257419 0.36514837 0.91287093]]

Tengamos en cuenta que np.linalg.svd devuelve la transpuesta de V', no

la V en la definicién de descomposicién de valores singulares. N
“Ademss, el objeto s no es la matriz diagonal ¥ sino un vector que contiene

sélo los elementos diagonales, es decir, sélo los valores singulares. Esto puede
ahorrar mucho espacio si la matriz es grande. El método NumPy svd tiene
otras opciones relacionadas con la eficiencia en las que no entraré aqui.

Podemos verificar que el SVD es correcto convirtiendo s nuevamente en
una matriz

ss = np.matrix([[s[0], 0, 0], [0, s[1], 0]])
print(ss)

[[5.47722558 0. 0. ]
0. 2. 0. ]

y multiplicando los componentes
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a = u™ss*vt
print(a)

[[ 2.00000000e+00 -1.00000000e+00 -4.05114794e-16]
[ 4.00000000e+00 3.00000000e+00 -2.00000000e+00]]

Esto devuelve la matriz A, con precisién de punto flotante. Dado que
Python realiza célculos de punto flotante, no célculos simbdlicos, el cero en
A se convierte en —4.05114794e — 16.

Calcular Pseudoinverso en Python el pseudoinverso se puede cal-
cular en NumPy con np.linalg.pinv

si = np.linalg.pinv(a)
print(si)

([ 0.31666667 0.08333333)
-0.36666667 0.16666667]
[ 0.08333333 -0.08333333]]

esto devuelve el resultado hasta precisién de punto flotante, para ello
hacemos:

print(a*si)

[[ 1.00000000e+00 1.54033727e-16]
[-9.25185854e-18 1.00000000e+-00]]

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 67 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

3 Solucidén de Grandes Sistemas de Ecuaciones
Lineales

Diez Sorpresas del Algebra Lineal Numérica aqui hay diez cosas sobre
el dlgebra lineal numérica que pueden resultarle sorprendentes si no estd
familiarizado con el campo:

e FEl &lgebra lineal numérica aplica mateméticas muy avanzadas para
resolver problemas que se pueden plantear con matemaéticas de secun-
daria.

e Las aplicaciones pricticas a menudo requieren resolver enormes sis-
temas de ecuaciones, millones o incluso miles de millones de variables.

e El corazén de Google es un enorme problema de dlgebra lineal. PageR-
ank es esencialmente un problema de valores propios.

e La eficiencia de la resolucion de sistemas de ecuaciones muy grandes se
ha beneficiado al menos tanto de los avances en los algoritmos como de
la ley de Moore.

e Muchos problemas préacticos (optimizacién, ecuaciones diferenciales,
procesamiento de senales, etc.) se reducen a resolver sistemas lineales,
incluso cuando los problemas originales no son lineales. El Software
de elementos finitos, diferencias finitas y volumen finito por ejemplo,
dedica casi todo su tiempo a resolver ecuaciones lineales.

e A veces, un sistema de un millén de ecuaciones se puede resolver en
una PC comiin y corriente en menos de un milisegundo, dependiendo
de la estructura de las ecuaciones.

e Los métodos iterativos, métodos que en teorfa requieren un nimero
infinito de pasos para resolver un problema, suelen ser mas rapidos y
precisos que los métodos directos, métodos que en teoria producen una
respuesta exacta en un nidmero finito de pasos.

e Hay muchos teoremas que limitan el error en soluciones producidas en
computadoras reales. Es decir, los teoremas no sélo limitan el error de
cédlculos hipotéticos realizados en aritmética exacta, sino que limitan
el error de la aritmética realizada en aritmética de punto flotante en
Hardware de computadora.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 68 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

e (Casl nunca es necesario calcular la inversa de una matriz.

e Existe un Software notablemente maduro para dlgebra lineal numérica.
Personas brillantes han trabajado en este Software durante muchos
anos.

Los modelos matemédticos de muchos sistemas en Ciencia e Ingenierfa re-
quieren el procesamiento de sistemas algebraicos de gran escala. La solucién
de este sistema lineal puede ser expresado en la forma matricial siguiente

Au=f (3.1)

donde la matriz A es de tamano n x n, estd puede ser densa, bandada (de
banda es b), dispersa (de méximo nimero de columnas ocupadas es b) o rala.

Los métodos de resolucién del sistema algebraico de ecuaciones Au = f
se clasifican en dos grandes grupos (véase [4], [5], [0] v [8]):

e En los métodos directos la solucién u se obtiene en un nimero fijo de
pasos y sélo estéan sujetos a los errores de redondeo.

e En los métodos iterativos, se realizan iteraciones para aproximarse a
la solucién u aprovechando las caracteristicas propias de la matriz A,
tratando de usar un menor nmimero de pasos que en un método directo.

Por lo general, es conveniente usar bibliotecas®’ para implementar de
forma eficiente a los vectores, matrices -bandadas, dispersas o ralas- y resolver
el sistemas lineal.

Los métodos iterativos rara vez se usan para resolver sistemas lineales
de dimensién pequena (el concepto de dimensién pequena es muy relativo),
ya que el tiempo necesario para conseguir una exactitud satisfactoria rebasa
el que requieren los métodos directos. Sin embargo, en el caso de sistemas
grandes con un alto porcentaje de elementos cero, son eficientes tanto en
el almacenamiento en la computadora como en el tiempo que se invierte en

30 Algunas de las bibliotecas mds usadas para resolver sistemas lineales usando matrices
bandadas y dispersar son PETCs, HYPRE, ATLAS, LAPACK++, LAPACK, EISPACK,
LINPACK, BLAS, entre muchas otras alternativas, tanto para implementaciones secuen-
ciales como paralelas y més recientemente para hacer uso de los procesadores CUDA en
las GPU de nVidia.
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su solucién. Por ésta razén al resolver éstos sistemas algebraicos de ecua-
ciones es preferible aplicar métodos iterativos tal como Gradiente Conju-
gado -Conjugate Gradient Method (CGM)- o Residual Minimo Generalizado
-Generalized Minimum Residual Method (GMRES).

3.1 Meétodos Directos

En los métodos directos (véase [1] y [7]), la soluciéon u se obtiene en un
mimero fijo de pasos y sélo estdn sujetos a errores de redondeo. Entre los
métodos mds importantes se puede considerar: Factorizacién LU -para ma-
trices simétricas y no simétricas- y Factorizacién Cholesky -para matrices
simétricas-. En todos los casos la matriz original A es modificada y en caso
de usar la Factorizacién LU el tamano de la banda b crece a 2b + 1 si la
factorizacién se realiza en la misma matriz. Los métodos aqui menciona-
dos, se colocaron en orden descendente en cuanto al consumo de recursos
computacionales y ascendente en cuanto al aumento en su eficiencia.

3.1.1 Eliminacién Gausiana

Tal vez es el método més utilizado para encontrar la solucién usando métodos
directos. Este algoritmo sin embargo no es eficiente, ya que en general, un
sistema de N ecuaciones requiere para su almacenaje en memoria de N2
entradas para la matriz A, pero cerca de N3/3 + O(N?) multiplicaciones
y N3/3 + O(N?) adiciones para encontrar la solucién siendo muy costoso
computacionalmente.

La eliminacién Gausiana se basa en la aplicacién de operaciones elemen-
tales a renglones o columnas de tal forma que es posible obtener matrices
equivalentes.

Escribiendo el sistema de N ecuaciones lineales con N incégnitas como

N

aﬁ?)xj = ag?gﬂ, i=1,2,...,.N (3.2)
j=1
y si ag(i) # 0 y los pivotes agfl),i = 2,3,..., N de las demas filas, que se
obtienen en el curso de los cdlculos, son distintos de cero, entonces, el sistema
lineal anterior se reduce a la forma triangular superior (eliminacién hacia
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adelante)
N o .
x; + Z ag-)xj = aEf,)M, i1=1,2,...N (3.3)
J=i+1
donde
ko= 1,2, N;{j=k+1,..N{
(k=1)
k) _ T
N
O,
i = k+1,.,N+1{
k k-1 k) (k-1
ay = ay V- afay "V}

y las incégnitas se calculan por sustitucién hacia atrds, usando las férmulas

N
v o= aGh; (3.4)
i = N—1,N-2,..1
vo= i — Y age
j=i+1

En algunos casos nos interesa conocer A~!, por ello si la eliminacién
se aplica a la matriz aumentada A | [ entonces la matriz A de la matriz
aumentada se convertird en la matriz I y la matriz I de la matriz aumentada
serd A™'. Asi, el sistema Au = b se transformara en v = A~ obteniendo la
solucién de u. N o

3.1.2 Factorizacion LU

Sea U una matriz triangular superior obtenida de A por eliminacién bandada.
Entonces U = é’lé, donde L es una matriz triangular inferior con unos en
la diagonal. Las entradas de é_l pueden obtenerse de los coeficientes éij y
pueden ser almacenados estrictamente en las entradas de la diagonal inferior
de A ya que estas ya fueron eliminadas. Esto proporciona una Factorizaciéon
LU de A en la misma matriz A ahorrando espacio de memoria, donde el
ancho de banda cambia de b a 2b+ 1.

En el algoritmo de Factorizacién LU, se toma como datos de entrada del
sistema Au = f, a la matriz A, la cual seré factorizada en la misma matriz,
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estd contendra a las matrices L y U producto de la factorizaciéon, quedando
el método numérico esquemadticamente como:

Ay=1, parat=1,... N
Para J =1,2,...,N {
Parai=1,2,....j
i—1
Ay = Ayj — Z AipArj
k=1

Parai=j4+1,j+2,...N

7—1
Aij = 2= (Aij - ; AikAkj>

El problema original Au = f se escribe como LUu = f, donde la biisqueda
de la solucién u se reduce a la solucién sucesiva de los sistemas lineales
triangulares

Ly=f vy Uu=y (3.6)
1,.e.
Ly = fe
yi = fi/ln
i—1
Yi = Al (f@- - ZAm%) para toda:=1,...,n (3.7)
j=1
y
Uu = g{:}

n
T = Al (yz — Z Ajjz; | paratodai=n—1,..,1

j=i+1

(3.8)

La descomposicién LU requiere N3 /3 operaciones aritméticas para la ma-
triz llena, pero sélo Nb? operaciones aritméticas para la matriz con un ancho
de banda de b siendo esto més econémico computacionalmente.
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3.1.3 Factorizacién Cholesky

Cuando la matriz es simétrica y definida positiva, se obtiene la descomposi-
cién LU de la matriz A = LDU = LDL" donde D = diag(U) es la diagonal
con entradas positivas. o o

En el algoritmo de Factorizaciéon Cholesky, se toma como datos de entrada
del sistema Au = f, alamatriz A, la cual serd factorizada en la misma matriz
y contendrd a las matrices L y LT producto de la factorizacién, quedando el
método numérico esquemétT(:am_ente como:

parai=1,2,...nyj=4+1,...n

i—1
Ay = Ay — A?k)
( ; (3.9)
i—1
Aji = (AJZ - Z A]kAzk> /Am
k=1

El problema original Au = f se escribe como %Tg = b, donde la

bisqueda de la solucién u se reduce a la solucién sucesiva de los sistemas
lineales triangulares

Ly=f y L'u=y (3.10)

usando la formulacién equivalente dada por las Ec.(3.7) y (3.8) para la des-
composicién LU.

La mayor ventaja de esta descomposiciéon es que, en el caso en que es
aplicable, el costo de cémputo es sustancialmente reducido, ya que requiere
de N3/6 multiplicaciones y N?/6 sumas.

3.2 Meétodos Iterativos

En los métodos iterativos, se realizan iteraciones para aproximarse a la solu-
cién u aprovechando las caracteristicas propias de la matriz A, tratando de
usar un menor niimero de pasos que en un método directo (véase [4] y [7]).

En los métodos iterativos tales como Jacobi, Gauss-Seidel y de Relajacion
Sucesiva (SOR) en el cual se resuelve el sistema lineal

Au=f (3.11)

comienza con una aproximacion inicial ©° a la solucién v y genera una suce-
., (e .o] , . .
sién de vectores {uk} p—p due converge a u. Los métodos iterativos traen
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consigo un proceso que convierte el sistema Au = f en otro equivalente me-
diante la iteracién de punto fijo de la forma u = Tu + ¢ para alguna matriz
fija T y un vector ¢. Luego de seleccionar el vector inicial u° la sucesién de
los vectores de la solucién aproximada se genera calculando

W =Tu" "+ VE=1,2,3,.. (3.12)
La convergencia a la solucién la garantiza el siguiente teorema (véase [3]).

Teorema 1 5%
solucion tinica u* y las iteraciones u* definidas por la formula u* = TuF~' +
¢ Vk=1,2,3,... convergen hacia la solucion exacta u* para cualquier apro-
ximacion inicial u°.

I” < 1, entonces el sistema lineal u = Tu + ¢ tiene una

Nétese que, mientras menor sea la norma de la matriz T, més rapida es la
convergencia, en el caso cuando H T H €s menor que uno, pero cercano a uno,
la convergencia es lenta y el nimero de iteraciones necesario para disminuir
el error depende significativamente del error inicial. En este caso, es deseable
proponer al vector inicial u° de forma tal que sea minimo el error inicial.
Sin embargo, la eleccién de dicho vector no tiene importancia si la HIH es
pequena, ya que la convergencia es réapida. -

Como es conocido, la velocidad de convergencia de los métodos itera-
tivos dependen de las propiedades espectrales de la matriz de coeficientes
del sistema de ecuaciones, cuando el operador diferencial £ de la ecuacién
del problema a resolver es auto-adjunto se obtiene una matriz simétrica y
positivo definida y el nimero de condicionamiento de la matriz A, es por
definicién N

cond(A) = Amox >1 (3.13)
- /\min
donde Apax ¥ Amin €s el méximo y minimo de los eigen-valores de la matriz
A. Si el nimero de condicionamiento es cercano a 1 los métodos numéricos
al solucionar el problema convergers en pocas iteraciones, en caso contrario
se requeriran muchas iteraciones.

Frecuentemente al usar el método de Elemento Finito, Diferencias Fini-
tas, entre otros, se tiene una velocidad de convergencia de O (%) y en el
caso de métodos de descomposicién de dominio sin precondicionar se tiene
una velocidad de convergencia de O (%), donde h es la méxima distancia de
separacién entre nodos continuos de la particion, es decir, que poseen una
pobre velocidad de convergencia cuando h — 0 (véase [2], [3], [1] v [3]).
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Los métodos aqui mencionados se colocaron en orden descendente en
cuanto al consumo de recursos computacionales y ascendente en cuanto al
aumento en la eficiencia en su desempeno, describiéndose a continuacién:

3.2.1 Jacobi

Si todos los elementos de la diagonal principal de la matriz A son diferentes
de cero a; # 0 para i = 1,2,...n. Podemos dividir la i—ésima ecuacién del
sistema lineal (3.11) por a; para ¢ = 1,2,...n, y después trasladamos todas
las incégnitas, excepto x;, a la derecha, se obtiene el sistema equivalente

u=DBu+d (3.14)

donde ; w gt
) = ST
di = P B ={by} { 0 sij=i

(2

Las iteraciones del método de Jacobi estdn definidas por la férmula
j=1

donde xgo) son arbitrarias (1 = 1,2,...n;k = 1,2, ....).

También el método de Jacobi se puede expresar en términos de matrices.
Supongamos por un momento que la matriz A tiene la diagonal unitaria, esto
es diag(A) = L. Si descomponemos A = [—B, entonces el sistema dado por

la Ecs. (3.11) se puede reescribir como

(L-B)u=b. (3.16)

Para la primera iteraciéon asumimos que k=b; entonces la iltima ecuacién se
escribe como u© = Bu+k. Tomando una aproximacién inicial u°, podemos
obtener una mejor aproximacién reemplazando u por la més reciente apro-
ximacion de u™. Esta es la idea que subyace en el método Jacobi. El proceso

iterativo queda como
"t = Bu™ + k. (3.17)

La aplicacién del método a la ecuacién de la forma Au = b, con la matriz
A no cero en los elementos diagonales, se obtiene multiplicando la Ec. (3.11)

por D7t = [dz’ag(é)]_l obteniendo
B=I-D"'A k=D"b (3.18)
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3.2.2 Gauss-Seidel

Este método es una modificaciéon del método Jacobi, en el cual una vez
obtenido algin valor de u™"!, este es usado para obtener el resto de los
valores utilizando los valores mds actualizados de u™!. Asi, la Ec. (3.17)

puede ser escrita como
g<t j>i

Notemos que el método Gauss-Seidel requiere el mismo nimero de ope-
raciones aritméticas por iteracion que el método de Jacobi. Este método se
escribe en forma matricial como

um-l—l — @m—kl +Qm _I_E (320)

donde E y F son las matrices triangular superior e inferior respectivamente.
Este método mejora la convergencia con respecto al método de Jacobi en un
factor aproximado de 2.

3.2.3 Richardson

Escribiendo el método de Jacobi como

™t — " =b— Au™ (3.21)

entonces el método Richardson se genera al incorporar la estrategia de sobre-
rrelajaciéon de la forma siguiente

W =1t w (b— Au™) . (3.22)

El método de Richardson se define como
U™t = (£ — wé) u™ + wb (3.23)

en la préctica encontrar el valor de w puede resultar muy costoso computa-
cionalmente y las diversas estrategias para encontrar w dependen de las ca-
racteristicas propias del problema, pero este método con un valor w éptimo
resulta mejor que el método de Gauss-Seidel.
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3.2.4 Relajacién Sucesiva

Partiendo del método de Gauss-Seidel y sobrerrelajando este esquema, obte-
nemos
i—1 N

j=1 j=i+1

y cuando la matriz A es simétrica con entradas en la diagonal positivas, éste
método converge si y s6lo si A es definida positiva y w € (0,2) . En la préctica
encontrar el valor de w puede resultar muy costoso computacionalmente y las
diversas estrategias para encontrar w dependen de las caracteristicas propias
del problema.

Espacio de Krylov Los métodos Jacobi, Gauss-Seidel y de Relajacién
Sucesiva (SOR) son usualmente menos eficientes que los métodos discutidos
en el resto de esta secciéon basados en el espacio de Krylov (véase [12] y
[7]). Estos métodos minimizan, en la k-ésima iteracién alguna medida de
error sobre el espacio afin xg + Ky, donde zy es la iteracion inicial y K, es el
k-ésimo subespacio de Krylov

K, = Generado {@, Ar, ...,ék_lﬂ} para k > 1. (3.25)
El residual es r = b — Ax, tal {T_k }k>0 denota la sucesién de residuales

Ty =b— Ay (3.26)

Entre los métodos més usados definidos en el espacio de Krylov para
el tipo de problemas tratados en el presente trabajo se puede considerar:
Método de Gradiente Conjugado -para matrices simétricas- y GMRES -para
matrices no simétricas-.

El método del Gradiente Conjugado ha recibido mucha atencién en su uso
al resolver ecuaciones diferenciales parciales y ha sido ampliamente utilizado
en anos recientes por la notoria eficiencia al reducir considerablemente en
nimero de iteraciones necesarias para resolver el sistema algebraico de ecua-
ciones. Aunque los pioneros de este método fueron Hestenes y Stiefel (1952),
el interés actual arranca a partir de que Reid (1971) lo planteara como un
método iterativo, que es la forma en que se le usa con mayor frecuencia en
la actualidad, esta versién estd basada en el desarrollo hecho en [10].

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 77 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

La idea basica en que descansa el método del Gradiente Conjugado con-
siste en construir una base de vectores ortogonales y utilizarla para realizar
la bisqueda de la solucién en forma mads eficiente. Tal forma de proceder ge-
neralmente no serfa aconsejable porqué la construccién de una base ortogonal
utilizando el procedimiento de Gramm-Schmidt requiere, al seleccionar cada
nuevo elemento de la base, asegurar su ortogonalidad con respecto a cada
uno de los vectores construidos previamente. La gran ventaja del método
de Gradiente Conjugado radica en que cuando se utiliza este procedimiento,
basta con asegurar la ortogonalidad de un nuevo miembro con respecto al
dltimo que se ha construido, para que automéidticamente esta condicién se
cumpla con respecto a todos los anteriores.

Definicién 2 Una matriz A es llamada positiva definida si todos sus eigen-
valores tienen parte real positiva o equivalentemente, si QT@ tiene parte real
positiva para u € C\ {0} . Notemos en este caso que

A+ AT
u' Au = QT%Q >0, conu € R™ {0}.

3.2.5 Meétodo de Gradiente Conjugado

Si la matriz generada por la discretizacion es simétrica -A = éT— y definida
positiva -u” Au > 0 para todo u # 0-, entonces es aplicable el método de
Gradiente Conjugado -Conjugate Gradient Method (CGM)-. La idea basica
en que descansa el método del Gradiente Conjugado consiste en construir
una base de vectores ortogonales espacio de Krylov K, (A, Q”) y utilizarla
para realizar la busqueda de la solucién en forma lo maés eficiente posible.

Tal forma de proceder generalmente no serfa aconsejable porqué la cons-
truccién de una base ortogonal utilizando el procedimiento de Gram-Schmidt
requiere, al seleccionar cada nuevo elemento de la base, asegurar su ortogo-
nalidad con respecto a cada uno de los vectores construidos previamente. La
gran ventaja del método de Gradiente Conjugado radica en que cuando se
utiliza este procedimiento, basta con asegurar la ortogonalidad de un nuevo
miembro con respecto al tdltimo que se ha construido, para que automatica-
mente esta condicién se cumpla con respecto a todos los anteriores.

En el algoritmo de Gradiente Conjugado, se toma a la matriz A como
simétrica y positiva definida, y como datos de entrada del sistema

Au=f (3.27)
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el vector de biisqueda inicial u° y se calcula r = f — Au®, p° = r°, quedando
el método numérico esquemadticamente como:

n_ (")

& <B’VL,A;p7L>

gn+1 — Qn + Oéan

En—i—l — En _ an__pn

Prueba de convergencia (3.28)
n <£n+17£n+1>

/B - <£n7£n>

]_)n-i-l — fn—l—l + ﬁ'ﬂ]_)n

n=n+1

donde (-,-) = (+,-) serd el producto interior adecuado al sistema lineal en
particular, la solucién aproximada serd u"*! y el vector residual serd r"*!.

En la implementacién numérica y computacional del método es necesario
realizar la menor cantidad de operaciones posibles por iteracién, en particular
en Ap", una manera de hacerlo queda esquematicamente como:

Dado el vector de btisqueda inicial u, calcula r = i —@, p=ryp=r-r.

Para n = 1,2,... Mientras (u < ¢) {

v=Ap
o= I
pv
u=u+ap
r=r-—oy
p=r-r
_
B_N
p=r+0p
p=p

}

La solucién aproximada serd u y el vector residual serd r.

Si se denota con {)\i,Vi}ij\Ll las eigen-soluciones de A, i.e. AV, = \Vj,
i=0,1,2,...,N. Ya que la matriz A es simétrica, los eigen-valores son reales
y se pueden ordenar \; < Ay < ... g_ An. Se define el nimero de condicién por
Cond(A) = Ay /M1 y la norma de la energfa asociada a A por % = u - Au

2%k

1—,/Cond(A
= . (3.29)

1+ ,/Cond(4)
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El siguiente teorema da idea del espectro de convergencia del sistema
Au = b para el método de Gradiente Conjugado.

Teorema 3 Sea k = cond(A) = % > 1, entonces el método de Gradiente

Conjugado satisface la é—?ﬁrma del error dado por

n 2 —1\"
€] [(ml)”(ml)"} Vr+1
VA1 VA1
donde €™ = u — u™ del sistema @ =b.
Notese que para k grande se tiene que
-1 2
Vr 1—-— (3.31)

i+l VR
tal que
el el eso (27 (3.32)

de lo anterior se puede esperar un espectro de convergencia del orden de
O(y/k) iteraciones (véase [3] y [12]).

3.2.6 Gradiente Conjugado Precondicionado

Cuando la matriz A es simétrica y definida positiva se puede escribir como

ud -u

A < < A (3.33)

u-u

y tomando la matriz g’1 como un precondicionador de A con la condicién
de que
uC'A-u
M < ——— <)\, (3.34)
u-u

entonces la Ec. (3.27) se puede escribir como

Cl'Au=C"" (3.35)
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donde C _14 es también simétrica y definida positiva en el producto interior
<Q7 y> =u- @7 porque

(u, €™ Av)

Q
Q

I
I

C(C™"Av) (3.36)
= u-Av

que por hipétesis es simétrica y definida positiva en ese producto interior.
La eleccién del producto interior (-, -) quedara definido como

(w,0) =u-CAv (3.37)

por ello las Ecs. (3.28[1]) y (3.28]3]), se convierten en

ko k
k+1 _ r-r
a = ]_9’“"’1 -gflgk"'l (3.38)
Y k-1 k
TR AR G s
— 3.39
gL C (339

generando el método de Gradiente Conjugado precondicionado con precondi-
cionador C™'. Es necesario hacer notar que los métodos Gradiente Conju-
gado y Gradiente Conjugado Precondicionado sélo difieren en la eleccién del
producto interior.

Para el método de Gradiente Conjugado Precondicionado, los datos de
entrada son un vector de bisqueda inicial u° y el precondicionador g_l. Cal-
culandose 1 = b — Au’, p = C~'r’, quedando el método esqueméticamente
como:

gEHL = Bkk' gilfk (3.40)
ph - Ap*
Bk+1 — ok 6k+12k
of = ot
EkJrl .g_1£k+1
I
R e T
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Algoritmo Computacional del Método Dado el sistema Au = b, con
la matriz A simétrica y definida positiva de dimensién n x n. La entrada
al método serd una eleccién de u® como condicién inicial, ¢ > 0 como la
tolerancia del método, N como el nimero méximo de iteraciones y la matriz
de precondicionamiento C~! de dimensién n x n, el algoritmo del método de
Gradiente Conjugado Precondicionado queda como:

Mientras que k< N

Si|lv|l, <e Salir

z=Av
a

t= ==

Zj:lvjxj
u=u-+tv
r=r—1tx
w=C"r
5223';1“]32
Si||rll, <e Salir
B
S = —

a
v=(C) wtsy
a=0
k=k+1

La salida del método serd la solucién aproximada u = (uq,...,u,) y el
residual r = (11, ..., 7).

En el caso del método sin precondicionamiento, C~! es la matriz identi-
dad, que para propésitos de optimizacién sélo es necesario hacer la asignacion
de vectores correspondiente en lugar del producto de la matriz por el vec-
tor. En el caso de que la matriz A no sea simétrica, el método de Gradiente
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Conjugado puede extenderse para soportarlas, para mas informacién sobre
pruebas de convergencia, resultados numéricos entre los distintos métodos de
solucién del sistema algebraico Au = b generada por la discretizacién de un
problema eliptico y cémo extender estos para matrices no simétricas ver [10]

y [11].

Teorema 4 Sean A, B y C tres matrices simétricas y positivas definidas
entonces

R(CT4) <k (CT'B) R (B74).

3.2.7 Meétodo Residual Minimo Generalizado

Si la matriz generada por la discretizacién es no simétrica, entonces una
opcion, es el método Residual Minimo Generalizado -Generalized Minimum
Residual Method (GMRES)-, este representa una formulacién iterativa comin
satisfaciendo una condicién de optimizacién. La idea bésica detras del método
se basa en construir una base ortonormal

{yl,y2,...,y"} (3.41)
para el espacio de Krylov IC,, (é, y”) . Para hacer v" ! ortogonal a K, (é, Q"),
es necesario usar todos los vectores previamente construidos {v" 1 }?:1 -en
la practica sélo se guardan algunos vectores anteriores- en los cédlculos. Y el
algoritmo se basa en una modificacién del método de Gram-Schmidt para la
generacién de una base ortonormal. Sea zn = [v!, 22, ...,0"] la cual denota
la matriz conteniendo v’ en la j-ésima columna, para j = 1,2,...,n, y sea
H = [hij],1 <i,j5 < n, donde las entradas de H no espe(nﬁcadas en el
algoritmo son cero. Entonces, H es una matriz superlor de Hessenberg. i.e.
hij=0paraj<i—1,y

H = HTAV

—n —_—n——mn

A:Vn =V H +h‘n+1,n [07"'707yn+1:| (342)

En el algoritmo del método Residual Minimo Generalizado, la matriz A
es tomada como no simétrica, y como datos de entrada del sistema

Au=f (3.43)
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el vector de busqueda inicial u° y se calcula r = f — Au®, 3° = |77,
vl =10/ 3%, quedando el método esquemédticamente como:

Para n = 1,2, ..., Mientras 8" < 73° {

n+1 440
Para I =1 hasta n {
hl,n — <wn+1 l>
wiyy = w = ! (3.44)

+1 n+1
Un - wn+1/hn+1 n

Calcular y" tal que 3" = H e, — es minima

}

T o— [} — 0 n
donde H = [hijl, <i<ni11<j<n: 1@ solucién aproximada serd u" = u’ +V y
y el vector residual serd

R S O (75 B YS

Teorema 5 Sea u* la iteracion generada después de k iteraciones de GM-
RES, con residual v*. Si la matriz A es diagonalizable, i.e. A = VAV ™!
donde A es una matmz diagonal de eigen-valores de A, y V es la matriz
cuyas columnas son los eigen-vectores, entonces -

]
<KV min  max |p, (\; 3.46
oy <70, min_max o () (3.46)
donde k (V) = |||‘|/‘i|1||| es el numero de condicionamiento de V.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 84 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

3.3 Algunos Ejemplos

Sea el sistema lineal Au = [ dado por

4 3 0 Uy 24
3 4 1 us | =1 20
0 -1 4 us —24
3
cuya solucién es 4 |, si usamos métodos directos obtenemos los si-
-5

guientes resultados:

e Solucién usando el método Factorizacion LU:

-+3.0000000000e + 00
-+4.0000000000e + 00
—5.0000000000¢ + 00

e Solucién usando el método Tridiagonal:

-+3.0000000000e + 00
-+4.0000000000e + 00
—5.0000000000e + 00

e Solucién usando el método Choleski:

-+3.0000000000e + 00
-+4.0000000000e + 00
—5.0000000000¢ + 00

e Solucién usando el método de la Inversa:

-+3.0000000000e + 00
-+4.0000000000e + 00
—5.0000000000e + 00
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Si ahora usamos métodos iterativos (con tolerancia le — 6) obtenemos:

e Solucién usando el método Jacobi, iteraciones necesarias para resolver
el sistema lineal: 59

+3.0000036111e + 00
+4.0000042130e + 00
—5.0000012037¢ + 00

e Solucién usando el método Gauss-Seidel, iteraciones necesarias para
resolver el sistema lineal: 25

+3.0000151461e + 00
+3.9999873782¢ + 00
—5.0000031554¢ + 00

e Solucién usando el método CGM, iteraciones necesarias para resolver
el sistema lineal: 3

+3.0000000000e + 00
+4.0000000000e + 00
—5.0000000000e + 00
Esto nos muestra que para ciertos sistemas lineales (en apariencia in-
ofensivo) algunos métodos iterativos pueden requerir una gran cantidad de
iteraciones para converger y en algunos casos, esto ni siquiera estd garanti-
zado, es por ello que debemos elegir el método més adecuado para el tipo de
sistema lineal con el que se trabaje:

e En los métodos directos la solucién u se obtiene en un mimero fijo de
pasos y sélo estan sujetos a los errores de redondeo.

e En los métodos iterativos, se realizan iteraciones para aproximarse a
la solucién u aprovechando las caracteristicas propias de la matriz A,
tratando de usar un menor mimero de pasos que en un método directo.

Por lo general, es conveniente usar bibliotecas®! para implementar de

forma eficiente a los vectores, matrices -bandadas, dispersas o ralas- y resolver
el sistemas lineal.

31 Algunas de las bibliotecas mds usadas para resolver sistemas lineales usando matrices
bandadas y dispersar son PETCs, HYPRE, ATLAS, LAPACK++, LAPACK, EISPACK,
LINPACK, BLAS, entre muchas otras alternativas, tanto para implementaciones secuen-

ciales como paralelas y més recientemente para hacer uso de los procesadores CUDA en
las GPU de nVidia.
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Los métodos iterativos rara vez se usan para resolver sistemas lineales
de dimensién pequena (el concepto de dimensién pequena es muy relativo),
ya que el tiempo necesario para conseguir una exactitud satisfactoria rebasa
el que requieren los métodos directos. Sin embargo, en el caso de sistemas
grandes con un alto porcentaje de elementos cero, son eficientes tanto en
el almacenamiento en la computadora como en el tiempo que se invierte en
su solucién. Por ésta razén al resolver éstos sistemas algebraicos de ecua-
ciones es preferible aplicar métodos iterativos tal como Gradiente Conju-
gado -Conjugate Gradient Method (CGM)- o Residual Minimo Generalizado
-Generalized Minimum Residual Method (GMRES) segtin sea el tipo de ma-
triz generada.

3.3.1 Usando Python

En Python es comin usar numpy para definir un matrices y vectores ademds
de sus operaciones relacionadas, para ello podemos usar:

import numpy as np
A = np.matrix([[4, 3, 0], [3, 4, 1], [0, -1, 4]])
b = np.matrix([[24], [20], [-24]])

Antes de resolver un sistema lineal, es conveniente validar que una matriz
tenga inversa. Para que tenga inversa, la matriz no tiene que tener vectores
linealmente independientes, es decir, no debe haber filas o columnas que
puedan ser escritas como la combinacién de otras filas o columnas. Para ello
podemos usar:

import numpy as np

A = np.array(

[[0,1,0,0],

[0,0,1,0],

[0,1,1,0],

[1,0,0,1]]

)

lambdas, V = np.linalg.eig(A.T)
print(A[lambdas == 0, :])

visualizando las entradas que son linealmente independientes y cudles no:
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0110]

En Python hay diversas formas de resolver un sistema lineal, por ejemplo,
si usamos el cdlculo de la inversa A * x — 1:

import numpy as np
A = np.matrix([[4, 3, 0], [3, 4, 1], [0, -1, 4]])
b = np.matrix([[24], [20], [-24]])
if np.linalg.det(A) ==

x = None

print("No se puede resolver")
else:

x = (A**-1)*b

print(x)
print(np.dot(A, x))
print((np.dot(A, x) == b).all())

=

—~

que nos entregard la siguiente salida:

El primer vector es la solucién del sistema lineal, la comprobacion y la
revisién de la igualdad entrada a entrada entre la solucién y el vector b2
Otro ejemplo usando linalg.solve:

import numpy as np

A = np.array([[4, 3, 0], [3, 4, 1], [0, -1, 4]])
b = np.array([[24], [20], [-24]])

x = np.linalg.solve(A, b)

print(x)

32En este caso las soluciones son idénticas, pero en general pueden diferir en algunos
digitos por la pérdida de precisién, por lo que este ejemplo es solo es ilustrativo.
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Otro ejemplo usando linalg.inv:

import numpy as np

A= np~arraY(H4a 3, 0]7 [37 4, 1]7 [07 -1, 4]])
b = np.array([[24], [20], [-24]])

x = np.linalg.inv(A).dot(b)

print(x)

Otro ejemplo usando linalg.pinv:

import numpy as np

A = np.array([[4, 3, 0], [3, 4, 1], [0, -1, 4]])
b = np.array([[24], [20], [-24]])

x = np.linalg.pinv(A).dot(b)

print(x)

Otro ejemplo usando linalg.qr:

import numpy as np

A = np.array([[4, 3, 0], [3, 4, 1], [0, -1, 4]])
b = np.array([[24], [20], [-24]])

Q, R = np.linalg.qr(A)

y = np.dot(Q.T, b)

x = np.linalg.solve(R, y)

print(x)

Otro ejemplo usando sympy:

from sympy import symbols, Matrix, linsolve
X, y, z = symbols(’x, y, z’)

A = Matrix([[4, 3, 0], [3, 4, 1], [0, -1, 4]])

b = Matrix([[24], [20], [-24]])

xx = linsolve((A,b),[x, vy, z])

print(xx)
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3.3.2 Usando C++

GMM++3 es una libreria para C++ que permite definir diversos tipos de
matrices y vectores ademads operaciones bésicas de dlgebra lineal. La facilidad
de uso y la gran cantidad de opciones hacen que GMM-++ sea una buena
opcion para trabajar con operaciones elementales de dlgebra lineal.
Se instala en Debian Linux y/o Ubuntu como:
# apt install libgmm-++-dev
Para compilar el ejemplo usar:
$ g++ ejemplito.cpp
Para ejecutar usar:
$ ./a.out

Ejemplo 1 Un sencillo ejemplo de manejo de matrices y vectores en C++:
#include <gmm/gmm.h>
#include <math.h>
int main(void)
{
int N = 100;
// Matriz densa
gmm::dense_ matriz<double> AA(N, N);
// Matriz dispersa
gmm::row_matriz< gmm::rsvector<double> > A(N, N);
// Vectores
std::vector< double> z(N), b(N);

nt 1

double P = -2 ;
double ) = 1;
double R = 1;

A(0, 0) = P; // Primer renglon de la matriz A y vector b
A0, 1) = Q;

b/0] = P;

// Renglones intermedios de la matriz A y vector b

for(i =1; i< N - 1; i++)

{

Ali, i-1) = R;

A(i, i) = P;

33GMM++ [http://getfem.org/gmm.html]
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Ali, i+ 1) = Q;
?/i/ = P);

A(N -1, N - 2) = R; // Renglon final de la matriz A y vector b
A(N-1,N-1) = P;
b/N - 1] = P;

// Copia la matriz dispersa a la densa para usarla en LU
gmme::copy(A,AA);

// Visualiza la matriz y el vector

std::cout << "Matriz A"<< AA << gmm::endl;
std::cout << "Vector b"<< b << gmm::endl;

return 0;

}

3.4 Coémputo Paralelo

Los modelos matematicos de muchos sistemas en Ciencia e Ingenierfa re-
quieren el procesamiento de sistemas algebraicos de gran escala. Pero cuando
los tiempos de solucién del sistema algebraico es excesivo o cuando un solo
equipo de computo no puede albergar nuestro problema, entonces pensamos
en el cémputo en paralelo.

La computacién paralela es el uso de miiltiples recursos computacionales
para resolver un problema. Se distingue de la computacién secuencial en que
varias operaciones pueden ocurrir simultdneamente. Los sistemas de computo
con procesamiento en paralelo surgen de la necesidad de resolver problemas
complejos en un tiempo razonable, utilizando las ventajas de memoria, veloci-
dad de los procesadores, formas de interconexién de estos y distribucién de
la tarea, a los que en su conjunto denominamos arquitectura en paralelo. En-
tenderemos por una arquitectura en paralelo a un conjunto de procesadores
interconectados capaces de cooperar en la solucién de un problema.

Asi, para resolver un problema en particular, se usa una arquitectura o
combinacién de miltiples arquitecturas (topologias), ya que cada una ofrece
ventajas y desventajas que tienen que ser sopesadas antes de implementar
la solucién del problema en una arquitectura en particular. También es
necesario conocer los problemas a los que se enfrenta un desarrollador de
programas que se desean correr en paralelo, como son: el partir eficientemente
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un problema en miiltiples tareas y como distribuir estas segin la arquitectura
en particular con que se trabaje.

El paralelismo clésico, o puesto de otra manera, el cldsico uso del paralelis-
mo, es el de diseno de programas eficientes en el &mbito cientifico. La simu-
lacién de problemas cientificos es un drea de gran importancia, los cuales
requieren de una gran capacidad de procesamiento y de espacio de memoria,
debido a las complejas operaciones que se deben realizar.

Tradicionalmente, los programas informéticos se han escrito para el cém-
puto en serie. Para resolver un problema, se construye un algoritmo y se
implementa como un flujo en serie de instrucciones. Estas instrucciones se
ejecutan en una unidad central de procesamiento en un ordenador. Sélo
puede ejecutarse una instruccion a la vez y un tiempo después de que la
instruccion ha terminado, se ejecuta la siguiente.

La computaciéon en paralelo, por el contrario, utiliza simultdneamente
multiples elementos de procesamiento para resolver un problema. Esto se
logra mediante la divisién del problema en partes independientes de modo
que cada elemento de procesamiento pueda ejecutar su parte del algoritmo
de manera simultdnea con los otros. Los elementos de procesamiento son di-
versos e incluyen recursos tales como una computadora con miltiples proce-
sadores, varios ordenadores en red, hardware especializado, o cualquier com-
binacién de los anteriores.

Los programas informéticos paralelos son més dificiles de escribir que
los secuenciales, porque la concurrencia introduce nuevos tipos de errores de
software, siendo las condiciones de carrera las mds comunes. La comuni-
cacién y sincronizacion entre diferentes subtareas son algunos de los mayores
obstdculos para obtener un buen rendimiento del programa paralelo.

Equipo Paralelo de Memoria Compartida un multiprocesador puede
verse como una computadora paralela compuesta por varios procesadores
interconectados que comparten un mismo sistema de memoria (todos los
equipos de cémputo actuales son de este tipo). Tienen un tnico espacio
de direcciones para todos los procesadores. Para hacer uso de la memoria
compartida (que puede ser de hasta Terabytes) por mds de un procesador,
se requiere hacer uso de técnicas de semdforos que mantienen la integridad
de la memoria; esta arquitectura no puede crecer mucho en el niimero de
procesadores interconectados por la saturacién rapida del bus.
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Equipo Paralelo de Memoria Distribuida los sistemas multicom-
putadoras se pueden ver como una computadora paralela en el cual cada
procesador tiene su propia memoria local. En estos sistemas la memoria se
encuentra distribuida y no compartida como en los sistemas multiprocesador.
Los procesadores se comunican a través de paso de mensajes, ya que éstos
sélo tienen acceso directo a su memoria local y no a las memorias del resto
de los procesadores.

La transferencia de los datos se realiza a través de la red de interconexién
que conecta un subconjunto de procesadores con otro subconjunto. La trans-
ferencia de unos procesadores a otros se realiza por miiltiples transferencias
entre procesadores conectados dependiendo del establecimiento de dicha red.

Dado que la memoria estd distribuida entre los diferentes elementos de
proceso, estos sistemas reciben el nombre de distribuidos. Por otra parte,
estos sistemas son débilmente acoplados, ya que los médulos funcionan de
forma casi independiente unos de otros. Este tipo de memoria distribuida es
de acceso lento por ser peticiones a través de la red, pero es una forma muy
efectiva de tener acceso a un gran volumen de memoria.

Equipo Paralelo de Memoria Compartida-Distribuida La ten-
dencia actual en las maquinas paralelas es de aprovechar las facilidades de
programacion que ofrecen los ambientes de memoria compartida y la escala-
bilidad de los ambientes de memoria distribuida. En este modelo se conectan
entre si médulos de multiprocesadores, pero se mantiene la visién global de
la memoria a pesar de que es distribuida. Ejemplo de este tipo de equipo
son los Clusters. El desarrollo de sistemas operativos y compiladores del do-
minio ptblico (Linux y Software GNU), estdndares para interfaz de paso de
mensajes (Message Passing Interface MPI), conexién universal a periféricos
(Peripherial Component Interconnect PCI), entre otros, han hecho posible
tomar ventaja de los recursos econémicos computacionales de produccién
masiva (procesadores, discos, redes).

La principal desventaja que presenta a los proveedores de multicomputa-
doras es que deben satisfacer una amplia gama de usuarios, es decir, deben
ser generales. Esto aumenta los costos de disenos y produccién de equipos, asf
como los costos de desarrollo de Software que va con ellos: sistema operativo,
compiladores y aplicaciones. Todos estos costos deben ser anadidos cuando
se hace una venta. Por supuesto alguien que sélo necesita procesadores y
un mecanismo de pase de mensajes no deberfa pagar por todos estos anadi-
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dos que nunca usard. Estos usuarios son los que estdn impulsando el uso de
Clusters principalmente de computadoras personales (PC)

{Coémo Paralelizo mi Programa? El problema de todos los usuarios
de métodos numéricos para solucionar sistemas lineales y su implementacién
computacional es: jcomo paralelizo mi programa?, esta pregunta no tiene una
respuesta simple, depende de muchos factores, por ejemplo: en que lenguaje
o paquete estd desarrollado, el algoritmo usado para solucionar el problema,
a que equipos paralelo tengo acceso, etc.

Algunas respuestas ingenuas son:

e Si uso lenguajes de programacién compilables, puedo conseguir un com-
pilador que permita usar directivas de compilacién en equipos de memo-
ria compartida sobre programas escritos de forma secuencial, con la es-
peranza que sean puestos por el compilador como programas paralelos
haciendo uso de hilos, OpenMP y optimizacién del cédigo generado.

e Si uso paquetes como MatLab, Julia o Python, es posible conseguir
una versién del paquete que implemente bibliotecas que usen CUDAsS,
OpenMP o MPI para muchos de los algoritmos més usados en la pro-
gramacion.

e Si mi problema cabe en un sélo equipo, entonces puedo usar dos o mé&s
cores para resolver mi problema usando memoria compartida (puedo
usar OpenMP, trabajar con hilos o usando paquetes como MatLab o
lenguajes como Python, Fortran, C y C++, etc.), pero sélo puedo
escalar para usar el mdximo nimero de cores de un equipo (que en la
actualidad puede ser del orden de 128 cores, hasta Terabytes de RAM
y con almacenamiento de algunas decenas de Terabytes).

e Si mi problema cabe en la GRAM de una GPU, entonces el posible
usar una tarjeta gréfica (usando paquetes como MatLab o lenguajes
como Python, Fortran, C y C++, etc.), pero sélo puedo escalar a la
capacidad de dichas tarjetas grificas.

e Puedo usar un cluster que usa memoria distribuida-compartida en con-
junto con tarjetas graficas, este tipo de programacién requiere una
nueva expertes y generalmente implica el uso de paso de mensajes como
MPI y rediseno de los algoritmos usados en nuestro programa.
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Notemos primero que no todos los algoritmos son paralelizables. En
cualquier caso se tienen que ver los pros y contras de la paralelizacién para
cada caso particular. Pero es importante destacar que existen una gran can-
tidad de bibliotecas y paquetes que ya paralelizan la resolucién de sistemas
lineales®* y no lineales.

34 Algunas de las bibliotecas mds usadas para resolver sistemas lineales usando matrices
bandadas y dispersar son PETCs, HYPRE, ATLAS, LAPACK++, LAPACK, EISPACK,
LINPACK, BLAS, entre muchas otras alternativas, tanto para implementaciones secuen-
ciales como paralelas y mds recientemente para hacer uso de los procesadores CUDA en
las GPU de nVidia.
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4 Precondicionadores

Una via que permite mejorar la eficiencia de los métodos iterativos consiste
en transformar al sistema de ecuaciones en otro equivalente, en el sentido
de que posea la misma solucion del sistema original pero que a su vez tenga
mejores condiciones espectrales. Esta transformacién se conoce como pre-
condicionamiento y consiste en aplicar al sistema de ecuaciones una matriz
conocida como precondicionador encargada de realizar el mejoramiento del
nimero de condicionamiento.

Una amplia clase de precondicionadores han sido propuestos basados en
las caracteristicas algebraicas de la matriz del sistema de ecuaciones, mientras
que por otro lado también existen precondicionadores desarrollados a partir
de las caracteristicas propias del problema que lo origina, un estudio mas
completo puede encontrarse en [1] y [9].

. Qué es un Precondicionador? De una manera formal podemos decir
que un precondicionador consiste en construir una matriz C, la cuél es una
aproximacién en algin sentido de la matriz A del sistema A_E = b, de manera
tal que si multiplicamos ambos miembros del sistema de ecuaciones original
por C~! obtenemos el siguiente sistema

CAu=C"" (4.1)
donde el niimero de condicionamiento de la matriz del sistema transformado
Q‘lé debe ser menor que el del sistema original, es decir

Cond(g_lé) < Cond(A), (4.2)
dicho de otra forma un precondicionador es una inversa aproximada de la
matriz original

Cl~At (4.3)

que en el caso ideal C™' = A™! el sistema convergeria en una sola iteracion,
pero el coste computacional del célculo de A™" equivaldria a resolver el sis-
tema por un método directo. Se sugiere quez sea una matriz lo més préxima
a A sin que su determinacién suponga un coste computacional elevado.

Dependiendo de la forma de plantear el producto de g_l por la matriz
del sistema obtendremos distintas formas de precondicionamiento, estas son:
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g&@ = Q’IQ Precondicionamiento por la izquierda
AC™! Cu=> Precondicionamiento por la derecha
Precondicionamiento por ambos lados
1 -1 _ -l
gl A:2 g# - g1 b si ' puede factorizarse como C = C' C'.

—1=2

El uso de un precondicionador en un método iterativo provoca que se
incurra en un costo de computo extra debido a que inicialmente se construye y
luego se debe aplicar en cada iteracion. Teniéndose que encontrar un balance
entre el costo de construccién y aplicacién del precondicionador versus la
ganancia en velocidad en convergencia del método.

Ciertos precondicionadores necesitan poca o ninguna fase de construccién,
mientras que otros pueden requerir de un trabajo substancial en esta etapa.
Por otra parte la mayorfa de los precondicionadores requieren en su aplicacién
un monto de trabajo proporcional al niimero de variables; esto implica que
se multiplica el trabajo por iteracién en un factor constante.

De manera resumida un buen precondicionador debe reunir las siguientes
caracteristicas:

i) Al aplicar un precondicionador C' al sistema original de ecua-
ciones Au = b, se debe reducir el nimero de iteraciones necesarias
para que la solucién aproximada tenga la convergencia a la solu-
cién exacta con una exactitud e prefijada.

ii) La matriz C debe ser facil de calcular, es decir, el costo com-
putacional de la construccién del precondicionador debe ser pe-
queno comparado con el costo total de resolver el sistema de ecua-
ciones @ =b.

iii) El sistema C'z =r debe ser facil de resolver. Esto debe inter-

pretarse de dos maneras:

a) El monto de operaciones por iteracién debido a la aplicacién
del precondicionador C' debe ser pequeno o del mismo orden que
las que se requerirfan sin precondicionamiento. Esto es impor-
tante si se trabaja en maquinas secuenciales.

b) El tiempo requerido por iteracién debido a la aplicacién del
precondicionador debe ser pequeno.

En computadoras paralelas es importante que la aplicacién del precondi-
cionador sea paralelizable, lo cual eleva su eficiencia, pero debe de existir un
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balance entre la eficacia de un precondicionador en el sentido clésico y su efi-
ciencia en paralelo ya que la mayoria de los precondicionadores tradicionales
tienen un componente secuencial grande.

Clasificacién de los Precondicionadores En general se pueden clasificar
en dos grandes grupos segin su manera de construccién: los algebraicos o a
posteriori y los a priori o directamente relacionados con el problema continuo
que lo origina.

4.1 Precondicionador a Posteriori

Los precondicionadores algebraicos o a posteriori son los més generales, ya
que sélo dependen de la estructura algebraica de la matriz A, esto quiere
decir que no tienen en cuenta los detalles del proceso usado para construir el
sistema de ecuaciones lineales Au = b. Entre estos podemos citar los méto-
dos de precondicionamiento del tipo Jacobi, SSOR, factorizacién incompleta,
inversa aproximada, diagonal 6ptimo y polinomial.

Precondicionador Jacobi El método precondicionador Jacobi es el pre-
condicionador més simple que existe y consiste en tomar en calidad de pre-
condicionador a los elementos de la diagonal de A

Cij = (4.4)
0 st 1#7.
Debido a que las operaciones de divisién son usualmente mds costosas en

tiempo de computo, en la practica se almacenan los reciprocos de la diagonal
de A.

Ventajas: No necesita trabajo para su construccion y puede mejo-
rar la convergencia.

Desventajas: En problemas con nimero de condicionamiento muy
grande, no es notoria la mejorfa en el nimero de iteraciones.
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Precondicionador SSOR Si la matriz original es simétrica, se puede
descomponer como en el método de sobrerrelajamiento sucesivo simétrico
(SSOR) de la siguiente manera

A=D+L+L' (4.5)

donde D es la matriz de la diagonal principal y L es la matriz triangular
inferior.
La matriz en el método SSOR se define como

cor=1 (L) (22) (levr) s

en la préctica la informacion espectral necesaria para hallar el valor éptimo
de w es demasiado costoso para ser calculado.

Ventajas: No necesita trabajo para su construccién, puede mejo-
rar la convergencia significativamente.

Desventajas: Su paralelizacién depende fuertemente del orde-
namiento de las variables.

Precondicionador de Factorizacién Incompleta Existen una amplia
clase de precondicionadores basados en factorizaciones incompletas. La idea
consiste en que durante el proceso de factorizacién se ignoran ciertos elemen-
tos diferentes de cero correspondientes a posiciones de la matriz original que
son nulos. La matriz precondicionadora se expresa como C = LU, donde
L es la matriz triangular inferior y U la superior. La eficacia del método
depende de cudn buena sea la aproximacién de C~' con respecto a A~
El tipo mds comun de factorizacién incompleta se basa en seleccionar un
subconjunto S de las posiciones de los elementos de la matriz y durante el
proceso de factorizacién considerar a cualquier posicién fuera de éste igual
a cero. Usualmente se toma como S al conjunto de todas las posiciones
(i,7) para las que A;; # 0. Este tipo de factorizacién es conocido como
factorizacion incompleta LU de nivel cero, ILU(0).
El proceso de factorizacién incompleta puede ser descrito formalmente
como sigue:
Para cada k, si 2,5 > k:
Ay — AjAG Ay S (i,)) €S
Sij = (4.7)
Ajj Si (i,7) ¢ S.
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Una variante de la idea bésica de las factorizaciones incompletas lo consti-
tuye la factorizacién incompleta modificada que consiste en que si el producto

Aij — Aj A A #0 (4.8)

y el llenado no esta permitido en la posicion (7, j), en lugar de simplemente
descartarlo, esta cantidad se le substrae al elemento de la diagonal A;;.
Matemdticamente esto corresponde a forzar a la matriz precondicionadora
a tener la misma suma por filas que la matriz original. Esta variante resulta
de interés puesto que se ha probado que para ciertos casos la aplicacién de
la factorizaciéon incompleta modificada combinada con pequenas perturba-
ciones hace que el nimero de condicionamiento espectral del sistema pre-
condicionado sea de un orden inferior.

Ventaja: Puede mejorar el condicionamiento y la convergencia
significativamente.

Desventaja: El proceso de factorizacién es costoso y dificil de
paralelizar en general.

Precondicionador de Inversa Aproximada FEl uso del precondicionador
de inversas aproximada se ha convertido en una buena alternativa para los
precondicionadores implicitos debido a su naturaleza paralelizable. Aquf
se construye una matriz inversa aproximada usando el producto escalar de
Frobenius.

Sea § C (), el subespacio de las matrices C' donde se busca una inversa
aproximada explicita con un patrén de dispersién desconocido. La formu-
lacién del problema estd dada como: Encontrar C' 0 € S tal que

C, = argminges Hg - iH . (4.9)

Ademads, esta matriz inicial C 0 puede ser una inversa aproximada de A
en un sentido estricto, es decir,

lac, - 1| == <1. (4.10)

Existen dos razones para esto, primero, la ecuacién (4.10) permite ase-
gurar que C , Do es singular (lema de Banach), y segundo, esta serd la base
para construir un algoritmo explicito para mejorar C' oY resolver la ecuacién

Au =b.
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La construccién de C ) S€ realiza en paralelo, independizando el calculo
de cada columna. El algoritmo permite comenzar desde cualquier entrada
de la columna k£, se acepta cominmente el uso de la diagonal como primera
aproximacién. Sea 7 el residuo correspondiente a la columna k-ésima, es

decir
T = é_Ck — ey, (4.11)

y sea Zj, el conjunto de indices de las entradas no nulas en ry, es decir, Z; =
{i={1,2,....n} | ru #0}.Si Lr = {l={1,2,....,n} | Ci # 0}, entonces la
nueva entrada se busca en el conjunto J;, = {j € L, | Ai; #0,Vi € Z,} . En
realidad las tnicas entradas consideradas en C) son aquellas que afectan
las entradas no nulas de ;. En lo que sigue, asumimos que L, U {j} =
{i’f, ik z’;k} es no vacio, siendo p; el nimero actual de entradas no nulas
de () y que i’;k = j, para todo j € J,. Para cada j, calculamos

Ac—elf=1-3 (2 o
=+ =kla 1=1 det (gf&) det (gf)

donde, para todo k, det (gg) =1y gf es la matriz de Gram de las columnas

ik i’;k de la matriz A con respecto al producto escalar Euclideano; D*

es la matriz que resulta de reemplazar la tltima fila de la matriz G¥ por
il Ol 5 o O, con L <1< . Se selecciona el fndice j; que minimiza el
valor de Hé_Ck — §k||2.

Esta estrategia define el nuevo indice seleccionado j; atendiendo sola-
mente al conjunto L, lo que nos lleva a un nuevo 6ptimo donde se actua-
lizan todas las entradas correspondientes a los indices de £;. Esto mejora el
criterio de (4.9) donde el nuevo indice se selecciona manteniendo las entradas
correspondientes a los indices de Ly, Asi C' ., Se busca en el conjunto

Sk = {Qk e R"” | Ozk: = O,Vi < ,CkU{jk}},

),
= det (G, ) det (GF) |

donde C, es el vector con entradas no nulas i¥ (1 < h <1). Cada una de las
entradas se obtiene evaluado el determinante correspondiente que resulta de

my, =

reemplazar la tltima fila del det (Gf) por ei, con 1 <1< py.
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Evidentemente, los célculos de H AC) — ngz y de (), pueden actualizarse
anadiendo la contribucién de la tltima entrada j € J; a la suma previa de

1 a pr — 1. En la préctica, det ((:?f) se calcula usando la descomposiciéon de

Cholesky puesto que gf es una matriz simétrica y definida positiva. Esto
sélo involucra la factorizaciéon de la ultima fila y columna si aprovechamos

la descomposicion de gf_ . Por otra parte, det (2;“) / det (gf) es el valor

de la ltima incognita del sistema G*d, = (a,.x apk ..., a,.x ) necesitandose
= = kif,Pkis,» - Ckiy

solamente una sustituciéon por descenso. Finalmente, para obtener C'; debe
resolverse el sistema G*v, = ¢;, con Cy; = vp, (1 < h < 1)
et 1

Ventaja: Puede mejorar el condicionamiento y la convergencia
significativamente y es facilmente paralelizable.

Desventaja: El proceso de construccién es algo laborioso.

4.2 Precondicionador a Priori

Los precondicionadores a priori son m&s particulares y dependen para su
construccién del conocimiento del proceso de discretizacién de la ecuacién
diferencial parcial, dicho de otro modo dependen mas del proceso de cons-
truccién de la matriz A que de la estructura de la misma.

Estos precondicionadores usualmente requieren de mds trabajo que los del
tipo algebraico discutidos anteriormente, sin embargo permiten el desarrollo
de métodos de solucién especializados més rapidos que los primeros.

Veremos algunos de los métodos més usados relacionados con la solucién
de ecuaciones diferenciales parciales en general y luego nos concentraremos
en el caso de los métodos relacionados directamente con descomposicién de
dominio.

En estos casos el precondicionador C no necesariamente toma la forma
simple de una matriz, sino que debe ser visto como un operador en general.
De aqui que C' podria representar al operador correspondiente a una versién
simplificada del problema con valores en la frontera que deseamos resolver.

Por ejemplo se podria emplear en calidad de precondicionador al ope-
rador original del problema con coeficientes variables tomado con coeficientes
constantes. En el caso del operador de Laplace se podria tomar como pre-
condicionador a su discretizacién en diferencias finitas centrales.
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Por lo general estos métodos alcanzan una mayor eficiencia y una conver-
gencia 6ptima, es decir, para ese problema en particular el precondicionador
encontrado serd el mejor precondicionador existente, llegando a disminuir el
nimero de iteraciones hasta en un orden de magnitud. Donde muchos de
ellos pueden ser paralelizados de forma efectiva.

El Uso de la Parte Simétrica como Precondicionador La aplicaciéon
del método del Gradiente Conjugado en sistemas no auto-adjuntos requiere
del almacenamiento de los vectores previamente calculados. Si se usa como
precondicionador la parte simétrica

(A+4")/2 (4.14)

de la matriz de coeficientes A, entonces no se requiere de éste almacenamiento
extra en algunos casos, resolver el sistema de la parte simétrica de la matriz
A puede resultar mds complicado que resolver el sistema completo.

El Uso de Métodos Directos Rapidos como Precondicionadores
En muchas aplicaciones la matriz de coeficientes A es simétrica y positiva
definida, debido a que proviene de un operador diferencial auto-adjunto y
acotado. Esto implica que se cumple la siguiente relaciéon para cualquier
matriz B obtenida de una ecuacién diferencial similar

T Ax
T

o < <c Vz (4.15)

1=

|’t0
S

donde ¢; y ¢ no dependen del tamano de la matriz. La importancia de esta
propiedad es que del uso de B como precondicionador resulta un método
iterativo cuyo nimero de iteraciones no depende del tamaiio de la matriz.

La elecciéon m&s comiin para construir el precondicionador B es a partir
de la ecuacién diferencial parcial separable. El sistema resultante con la
matriz B puede ser resuelto usando uno de los métodos directos de solucién
rapida, como pueden ser por ejemplo los basados en la transformada rapida
de Fourier.

Como una ilustracién simple del presente caso obtenemos que cualquier
operador eliptico puede ser precondicionado con el operador de Poisson.
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Construccién de Precondicionadores para Problemas Elipticos Em-
pleando DDM Existen una amplia gama de este tipo de precondicionadores,
pero son especificos al método de descomposiciéon de dominio usado, para el
método de subestructuracion, los mds importantes se derivan de la matriz
de rigidez y por el método de proyecciones, en este trabajo se detallan en la
implementacién del método DVS.

Definicién 6 Un método iterativo para la solucion de un sistema lineal es
llamado optimo, st la razon de convergencia a la solucion exacta es indepen-
diente del tamano del sistema lineal.

Definicién 7 Un método para la solucion del sistema lineal generado por
métodos de descomposicion de dominio es llamado escalable, si la razon de
convergencia no se deteriora cuando el nimero de subdominios crece.

La gran ventaja de los métodos de descomposicién de dominio precondi-
cionados entre los que destacan a FETI-DP y BDDC y por ende DVS es
que estos métodos pueden ser 6ptimos y escalables segiin el tipo de precondi-
cionador a priori que se use en ellos.
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5 Algunos Ejemplos

Existen diferentes paquetes y lenguajes de programacién en los cuales se
puede implementar eficientemente la solucién numérica de sistemas lineales.
En lo que resta de esta seccion mostraremos diversos ejemplos en los que
surgen naturalmente los sistemas lineales. Por ejemplo, en la resolucién de
ecuaciones diferenciales parciales mediante el método de Diferencias Finitas,
aqui describimos la implementacién®’ en los paquetes de cémputo OCTAVE
(MatLab), SciLab y en los lenguajes de programacién C++, Python, Fortran
y C.

Sobre los Ejemplos de este Trabajo La documentacion y los diferentes
ejemplos que se presentan en este trabajo, se encuentran disponibles en la
pagina Web: Herramientas, para que puedan ser copiados desde el navegador
y ser usados en la terminal de linea de comandos. En aras de que el interesado
pueda correr dichos ejemplos y afianzar sus conocimientos, ademdas de que
puedan ser usados en diferentes &mbitos a los presentados aqui.

5.1 Implementacién en C++ usando GMM-++

GMM++4? es una librerfa para C++ que permite definir diversos tipos de
matrices y vectores ademas operaciones bésicas de dlgebra lineal. La facilidad
de uso y la gran cantidad de opciones hacen que GMM++ sea una buena
opcioén para trabajar con operaciones elementales de dlgebra lineal.

Se instala en Debian Linux y/o Ubuntu como:

# apt install libgmm-++-dev
Para compilar el ejemplo usar:
$ g++ ejemplito.cpp -O3

Para ejecutar usar:

35En los ejemplos cuando es posible se definen matrices que minimizan la memoria usada
en el almacenamiento y maximizan la eficiencia de los métodos numéricos de solucién del
sistema lineal asociado. En el caso de Octave (MatLab) se define a una matriz mediante
A = zeros(N,N), esta puede ser reemplazada por una matriz que no guarda valores innece-
sarios (ceros), esto se hace mediante la declaracién de la matriz como A = sparse(N,N).
36GMM++ [http://download.gna.org/getfem /html/homepage/gmm/]
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$ ./a.out

Ejemplo 2 Sea
—u"(z) +u(z) =0, 0<z<1, u(0) =0, u(l) =1

entonces el programa queda implementado como:
#include <gmm/gmm.h>
#include <math.h>
const double pi = 3.141592653589793;
// Lado derecho
double LD(double x)

{
/

// Solucion analitica
double SA(double x)

{
/

int main(void)

{

return ( -pi * pi * cos(pi * x));

return (cos(pi * x));

int M=11; // Particion

int N=M-2; // Nodos interiores

double a=0; // Inicio dominio

double c=1; // Fin dominio

double h=(c-a)/(M-1); // Incremento en la malla

double Y0=1.0; // Condicion inicial en el inicio del dominio
double Y1=-1.0; // Condicion inicial en el fin del dominio
// Matriz densa

gmme::dense_matriz<double> AA(N, N);

// Matriz dispersa

gmm::row_matriz< gmm::rsvector<double> > A(N, N);
// Vectores

std::vector<double> z(N), b(N);

mt 1,

double P = -2 / (h * h);

double @ =1 / (h * h);
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double R =1 / (h * h);

A(0, 0) = P; // Primer renglon de la matriz A y vector b
A(0, 1) = Q;

b/0] = LD(a + h) - (YO / (h * h));

// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for(i=1;i< N- 1;i++) {

Afli,i-1) = R;
Ali, i) = P;
Al i+ 1) = Q;

bfi/] = LD(a + (i + 1) * h);
/
A(N -1, N - 2) = R; // Relglon final de la matriz A y vector b
ANN-1,N-1) = P;
b/[N -1/ =LD(a + (i + 1) *h)- (Y1 / (h *h));
// Copia la matriz dispersa a la densa para usarla en LU
gmme::copy(A,AA);
// Visualiza la matriz y el vector
std::cout << "Matriz A"'<< AA << gmm::endl;
std::cout << "Vector b"<< b << gmm::endl;
// LU para matrices densa
gmm::lu_solve(AA, x, b);
std::cout << "LU"<< x© << gmm::endl;
gmm::identity _matriz PS; // Optional scalar product for cg
gmm::identity _matriz PR; // Optional preconditioner
gmm::iteration iter(10E-6);// Iteration object with the max residu
size_t restart = 50; // restart parameter for GMRES
// Conjugate gradient
gmm::cg(A, x, b, PS, PR, iter);
std::cout << "CGM"<< x << std::endl;
// BICGSTAB BiConjugate Gradient Stabilized
gmme::bicgstab(A, x, b, PR, iter);
std::cout << "BICGSTAB"<< x << std::endl;
// GMRES generalized minimum residual
gmm::gmres(A, x, b, PR, restart, iter);
std::cout << "GMRES"<< x << std::endl;
// Quasi-Minimal Residual method
gmm::qmr(A, z, b, PR, iter);
std::cout << "Quasi-Minimal"<< x << std::endl;
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// Visualiza la solucion numerica
std::cout << "Solucion Numerica"<< std::endl;
std::cout << a << " " << Y0 << gmm::endl;
for(i = 0; i < N; i++)
std::cout << (i + 1)*h << " " << afi] << gmm:zendl;
std::cout << ¢ << " "<< Y1 << gmm::endl;
// Visualiza la solucion analitica
std::cout << "Solucion Analitica"<< std::endl;
std::cout << a << " " << SA(a) << gmm::endl;
for(i = 0; i < N; i++)
std::cout << (i + 1)*h << " " << SA((a + (i + 1)*h)) <<
gmm::endl;
std::cout << ¢ << " " << SA(c) << gmm::endl;
// Visualiza el error en valor absoluto en cada nodo
std::cout << "Error en el calculo"<< std::endl;

std::cout << a << " "<< abs(Y0 - SA(a)) << gmm::endl;
for(i = 0; i < N; i++)
std::cout << (i + 1)*h << " "<< abs(zfi] - SA((a + (i +
1)*h))) << gmm::endl;
std::cout << ¢ << " "<< abs(Y1 - SA(c)) << gmm::endl;
return 0;

5.2 Implementacién en Python

Python’” es un lenguaje de programacion interpretado, usa tipado dindmico y
es multiplataforma cuya filosoffa hace hincapié en una sintaxis que favorezca
el cédigo legible y soporta programacion multiparadigma -soporta orientacion
a objetos, programacion imperativa y programacién funcional-, ademds es
desarrollado bajo licencia de cédigo abierto.

Se instala en Debian Linux y/o Ubuntu como:

# apt install python3 python3-scipy python3-matplotlib python3-
Sympy

Para ejecutar usar:

37Python [http://www.python.org]
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$ python3 ejemplo.py

Ejemplo 3 Sea
u"(z) = —7* cos(m), 0<z<l, u(0) =1, u(l) = -1

entonces el programa usando matriz densa queda implementado como:
#1/usr/bin/python
# -* coding: utf-8 -*-
" Fiemplo del Metodo de Diferencias Finitas para resolver la ecuacion

diferencial parcial:
nmnn

# 2.X compatible

from __ future_ import print_function
mmport sys

if sys.version[0] == "2’ input = raw_input
import math

def LadoDerecho(x):

"Lado derecho de la ecuacion diferencial parcial”

return -math.pi * math.pi * math.cos(math.pi * )
def Jacobi(A, b, N, iter):

"Resuelve Az=b usando el metodo Jacobi”

sum = 0
z=[0] *N
at = [0] * N

for m in range(iter):
for i in range(N):
sum = 0.0
for j in range(N):
if i == j:
continue
sum += Afij[j] * x[j]
atfif = (1.0 / Aflij[i]) * (bfi] - sum)
for i in range(N):
zfi] = xtif;
return x
def GaussSeidel(A, b, N, iter):
"Resuelve Az=b usando el metodo GaussSeidel”
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sum = 0
r=[0] *N
for m in range(iter):
for i in range(N):
sum = 0.0
for j in range(N):
if i == j:
continue
sum += Afi][j] * x[j]
afif = (1.0 / Afijfi]) * (bfi] - sum)

return x
# MDF1DD
if mame == _main_ "

xi = 0.0 # Inicio del diminio
xf = 1.0 # Fin del dominio
vt = 1.0 # Valor en la frontera xi
of = -1.0 # Valor en la frontera zf
n = 11 # Particion
N = n-2 # Incognitas
h = (zf - xi) / (n - 1); # Incremento en la malla
# Declaracion de la matriz A y los vectores b y x
A =[] # Matriz A
for i in range(N):
A.append([0]*N)
b =[0] * N # Vector b
x = [0] * N # Vector x

# Stencil

R=1/(h*h)
P=-2/(h*h)
Q=1/(h*h)

# Primer renglon de la matriz A y vector b
Afoj[o] = P

Aloj[1] = @
b/0] = LadoDerecho(xi) - vi * R
print(b)

# Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for i in range(1,N-1):

AfiJi- 1] = R
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Afilli] = P
Afijfi + 1] = @
b/i] = LadoDerecho(xi + h * (i + 1))
# Renglon final de la matriz A y vector b
A[N-1J[N-2/ =R
A[N-1J[N-1] =P
b/N - 1] = LadoDerecho(xi + h * N - 2) - of * Q
# Resuelve por el metodo Jacobi
for i in range(N):
for j in range(N):
print(’’, Ali][j],end=")
print(” r/)
print(b)
x = Jacobi(A, b, N, N*1})
print(z)
# Solucion
print(xi, vi)
for i in range(N):
print(zi + h * (i + 1), z[i])
print(zf, vf)
# Resuelve por el metodo Gauss-Seidel
for i in range(N):
for j in range(N):
print(’ 7, Ali][j],end=")
print(” //)
print(b)
z = GaussSeidel(A, b, N, N*7)
print(z)
# Solucion
print(zi, vi)
for i in range(N):
print(zi + h * (i + 1), zfi])
print(zf, vf)

Ejemplo 4 Sea

u"(r) = —n° cos(mz), 0<z<1, u(0) =1, u(l) = -1
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entonces el programa usando matriz bandada queda implementado como:
#1/usr/bin/python
-* coding: utf-8 -*-
" Fiemplo del Metodo de Diferencias Finitas para resolver la ecuacion
diferencia parcial:"""
# 2.X compatible
from _ future_ import print_ function
mmport sys
if sys.version[0] == "2’: input = raw_input
import math
def LadoDerecho(x):
"Lado derecho de la ecuacion diferencial parcial”
return -math.pi * math.pi * math.cos(math.pi * x)
def Jacobi(A, b, N, iter):
"Resuelve Az=b usando el metodo Jacobi”

sum = 0
z=[0] *N
xt = [0] * N

for m in range(iter):

sum = A[0][2] * x[1]

zt[0] = (1.0 / A[0][1]) * (b[0] - sum)

for i in range(1,N-1):
sum = A[iJ[0] * z[i-1] + Ali][2] * xfi+1]
ztfi] = (1.0 / Afij[1]) * (bfi] - sum)

sum = A[N-1][0] * z[N-2]

zt[N-1] = (1.0 / A[N-1][1]) * (b[N-1] - sum)

for i in range(N):

afi] = xtfi;
return

def GaussSeidel(A, b, N, iter):
"Resuelve Az=b usando el metodo GaussSeidel”
sum = 0
z=[0] *N
for m in range(iter):
sum = A[0][2] * x[1]
(0] = (1.0 / A[0][1]) * (b[0] - sum)
for i in range(1,N-1):
sum = A[iJ[0] * zfi-1] +A[i][2] * zfi+1]
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zfi] = (1.0 / Ali][1]) * (bi] - sum)
sum = A[N-1][0] * z[N-2]

2[N-1] = (1.0 / A[N-1][1]) * (b[N-1] - sum)

return x
# MDF1DDBAND
if _nmame_ == _main__ "

xi = 0.0 # Inicio del diminio
af = 1.0 # Fin del dominio
vt = 1.0 # Valor en la frontera x
of = -1.0 # Valor en la frontera zf
n = 11 # Particion
N = n-2 # Incognitas

= (zf - 1) / (n - 1); # Incremento en la malla
# Declaracion de la matriz A y los vectores b y x
A =[] # Matriz A
for i in range(N):

A.append([0]*3)

b=[0] * N # Vector b
z = [0] * N # Vector x

# Stencil

R=1/(h*h)
P=-2/(h*h)
Q=1/(h*h)

# Primer renglon de la matriz A y vector b

Afojj1] = P

A[0j[2] = @
b[0] = LadoDerecho(zi) - vi * R
print(b)

# Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for i in range(1,N-1):
Afill0] = R
Afij[1] = P
Afijf2] = Q
b/i] = LadoDerecho(xi + h * (i + 1))
# Renglon final de la matriz A y vector b
A[N - 1]]J0] = R
A[N - 1][]1] = P
b/N - 1] = LadoDerecho(xzi + h * N - 2) - of * Q
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# Resuelve por el metodo Jacobi
for i in range(N):

for j in range(3):

print(’ °, Ali][j],end=")

pm’nt(” //)
print(b)
z = Jacobi(A, b, N, N*1})
print(z)
# Solucion
print(zi, vi)
for i in range(N):

print(zi + h * (i + 1), z[i])
print(zf, vf)
# Resuelve por el metodo Gauss-Seidel
for i in range(N):

for j in range(3):

print(’’, Ali][j],end=")

print("")
print(b)
x = GaussSeidel(A, b, N, N*7)
print(z)
# Solucion
print(xi, vi)
for i in range(N):

print(zi + h * (i + 1), x[i])
print(zf, vf)

Ejemplo 5 Sea
wta(x)u'(x) =0, siu(x,0) = f(x), la solucion analitica es u(z,t) = f(zx—at)

entonces el programa queda implementado como:
from math import exp
from scipy tmport sparse
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
# Fcuacion
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#u t+2u x=10
coef a =2

def condicion_inicial (x):
nimnn

Condicion inicial de la ecuacion
nnn

y=exp (-(x-0.2)*x-0.02))
return y
def sol_analitica (z, t):

nnn

Solucion analitica de la ecuacion
nnn

y = exp(-(z-2%t)*(z-2%t))
return y

HHAHAHHHAAHHS

# Dominio
HHAHHHAHAHHAY

a = -2.0

b=38.0

# Particion del dominio
niNodos = 401

h = (b - a)/(nNodos - 1)

# Intervalo de tiempo

dt = 0.012

# creo el vector w donde se quradarAj la soluciA®n para cada tiempo
# B matriz del lado derecho

w = np.zeros((nNodos,1))

B = np.zeros((nNodos, nNodos))
B = np.matriz(B)

espacio = np.zeros((nNodos,1))
for i in zrange(nNodos):

T =a + i*h

espaciofi] = xz_

wfi] = condicion_inicial(xx_)
print "Espacio”

print espacio

print "Condicion Inicial”

print w
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mu = coef _a *dt /h

if mu <= 1:

rint "mu ", mu

L "

print "Buena aproximaciA3n"
else:
print "mu ", mu
print "Mala aproximaciA3n"
if coef a >= 0:

B[0,0] = 1 - mu
for i in zrange (1, nNodos):

Bli,i-1] = mu
Bli,i] =1 - mu
else:

BJ0,0] = 1 + mu;
B[0,1] = -mu;

# se completa las matrices desde el renglon 2 hasta el m-2
for i in xrange(1, nNodos-1):
Blii] = 1 + mu;
Bli, i+1] = -mu;
B[nNodos-1,nNodos-1] = 1 + mu
# para gquardar la soulcion analitica
zz = np.zeros((nNodos,1));
iteraciones = 201
# Matriz sparse csr
Bs = sparse.csr_matriz(B);
# Resolvemos el sistema iterativamente
for j in xrange (1, iteraciones):
w = Bs*w;
# Imprimir cada 20 iteraciones
if 1%20 == 0:
print "t" t
print "w", w
#for k_ in xrange (nNodos):
# xzxfk_ | = sol_analitica(espaciofk_], t)
# print xx
plt.plot(espacio, w)
#plt.plot(espacio, xx)
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# print "XX"
# print xx

# print "W"
# print w

5.3 Implementacién en Octave (MatLab)

GNU OCTAVE*® es un paquete de cémputo open source para el calculo
numeérico -muy parecido a MatLab®’ pero sin costo alguno para el usuario-
el cual provee un poderoso ambiente de cédlculo para aplicaciones Cientificas
y de Ingenierfa.

Ejemplo 6 Sea
u"(r) = —n° cos(mz), 0<z<1, u(0) =1, u(l) = -1

entonces el programa usando matriz densa queda implementado como:
function [A,b,xz] = mdfiDDD(n)
2t = 0.0; % Inicio de dominio
af = 1.0; % Fin de dominio
vi = 1.0; % Valor en la forntera xi
of = -1.0; % Valor en la frontera xf
N=n-2; % Nodos interiores
h=(zf-xi)/(n-1); % Incremento en la malla
A=zeros(N,N); % Matriz A
b=zeros(N,1); % Vector b
%Stencil
R=1/(h"2);
P=-2/(h"2);
Q=1/(h"2);
% Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;
A(1,2)=0Q;
b(1)=LadoDerecho(xi)-vi*R;
% Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for i1=2:N-1

38GNU Octave [http://www.gnu.org/software/octave/]
39MatLab [http://www.mathworks.com/products/matlab/]
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A(ii-1)=R;
Al(ii)=P;
A(ii+1)=0Q;
b(i)=LadoDerecho(xi+h*(i));
end
% Relglon final de la matriz A y vector b
A(N,N-1)=R;
A(N,N)=P;
b(N)=LadoDerecho(xi+h*N)-vf*Q;
% Resuleve el sistema lineal Az=b
r=Gauss(A,b,N,N*7);
% Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:n
xx(i)=wi+h*(i-1);
zz(1)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; % Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+1)=x(i);
end
yy(n)=vf; % Condicion inicial
% Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot(zz, [yy,z2]);
Yoplot(xz,22);
% Resuleve el sistema lineal Az=b
z=Jacobi(A,b,N,N*1});
% Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1mn
xx(i)=wi+h*(i-1);
2z(1)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; % Condicion inicial
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for i=1:N
yy(i+1)=x(1);
end
yy(n)=vf; % Condicion inicial
% Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot(zz, [yy,z2]);
endfunction
% Lado derecho de la ecuacion
function y=LadoDerecho(x)
y=-pi*pi*cos(pi*z);
endfunction
% Solucion analitica a la ecuacion
function y==SolucionAnalitica(x)
y=cos(pi*x);
endfunction
% Resuelve Az=b usando el metodo Jacobi
function x=Jacobi(A,b,N, iter)
x=zeros(N,1);
xt=zeros(N,1);
for it = 1: iter
fori=1: N
sum = 0.0;
forj=1: N
ifi ==j
continue;
end
sum = sum + A(i,j) * x(j);
end
zt(i) = (b(i) - sum) / A(i,i);
end
fori=1: N
x(i)=xt(1);
end
end
endfunction
% Resuelve Az=b usando el metodo Gauss-Seidel
function x=Gauss(A,b,N, iter)
xz=zeros(N,1);
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for it = 1: iter
fori=1: N
sum = 0.0;
forg=1: N
ifi ==
continue;
end
sum = sum + A(i,j) * z(j);
end
z(i) = (b(i) - sum) / A(ii)
end
end
endfunction

Si el programa lo grabamos en el directorio de trabajo con el nombre
fdm1DD.m, entonces se puede ejecutar en la consola de OCTAVE (MatLab)
mediante

[A,b, 2] = fdm1DDD(11);

donde es necesario indicar el nimero de nodos (11) en la particién. La eje-
cucion genera la gréfica de la solucién calculada por el método de diferencias
finitas y la solucién analitica en los mismos puntos de la malla, ademés de-
vuelve la matriz y los vectores A, b, z generados por la funcién.

Ejemplo 7 Sea
u"(z) = —7* cos(m), 0<z<l1, u(0) =1, u(l) =—1

entonces el programa usando matriz bandada queda implementado como:

function [A,b,xz] = mdfiDDDBand(n)
2t = 0.0; % Inicio de dominio
af = 1.0; % Fin de dominio
vi = 1.0; % Valor en la forntera xi
of = -1.0; % Valor en la frontera xf
N=n-2; % Nodos interiores
h=(zf-xi)/(n-1); % Incremento en la malla
A=zeros(N,3); % Matriz A
b=zeros(N,1); % Vector b
% Stencil
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R=1/(h"2);
P=-2/(h"2);
QZI/(h Ag);
% Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,2)=P;
A(1,3)=0Q;
b(1)=LadoDerecho(xi)-vi*R;
% Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for i=2:N-1
A(i,1)=R;
A(i,2)=P;
A(i,3)=Q;
b(i)=LadoDerecho(xi+h*(i));
end
% Relglon final de la matriz A y vector b
A(N,1)=R;
A(N,2)=P;
b(N)=LadoDerecho(xi+h*N)-vf*Q;
% Resuleve el sistema lineal Axz=b
x=Gauss(A,b,N,200);
% Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:n
xz(i)=xi+h*(i-1);
zz(i)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; % Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+1)=a(i);
end
yy(n)=vf; % Condicion inicial
% Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot(xz, [yy,22]);
Joplot(xz,22);
% Resuleve el sistema lineal Az=b
z=Jacobi(A,b,N,N*1});
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% Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:n
xz(i)=xi+h*(i-1);
zz(i)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; % Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+1)=x(i);
end
yy(n)=vf; % Condicion inicial
% Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot(zz, [yy,22]);
%plot (xx,22);
endfunction
% Lado derecho de la ecuacion
function y=LadoDerecho(z)
y=-pi*pi*cos(pi*z);
endfunction
% Solucion analitica a la ecuacion
function y==SolucionAnalitica(x)
y=cos(pi*x);
endfunction
% Resuelve Az=>b usando el metodo Jacobi
function x=Jacobi(A,b,N,iter)
xz=zeros(N,1);
xt=zeros(N,1);
for it = 1: iter
sum = A(1,3) * x(2);
xt(1) = (1.0 / A(1,2)) * (b(1) - sum);
for i = 2: N-1
sum = A(i,1) * z(i-1) + A(i,8) * x(i+1);
xt(i) = (1.0 / A(i,2)) * (b(i) - sum);
end
sum = A(N,1) * z(N-1);
zt(N) = (1.0 / A(N,2)) * (b(N) - sum);
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fori=1: N
z(i)=xt(1);
end
end
endfunction
% Resuelve Az=b usando el metodo Gauss-Seidel
function x=Gauss(A,b,N,iter)
x=zeros(N,1);
for it = 1: iter
sum = A(1,8) * x(2);
z(1) = (1.0 / A(1,2)) * (b(1) - sum);
for i =2: N-1
sum = A(i,1) * z(i-1) + A(,8) * x(i+1);
z(i) = (1.0 / A(i,2)) * (b(i) - sum);
end
sum = A(N,1) * z(N-1);
z(N) = (1.0 / A(N,2)) * (b(N) - sum);
end
endfunction

Si el programa lo grabamos en el directorio de trabajo con el nombre
fdm1DDBand.m, entonces se puede ejecutar en la consola de OCTAVE
(MatLab) mediante

[A,b,x] = fdm1DDDBand(11);

donde es necesario indicar el nimero de nodos (11) en la particién. La eje-
cucién genera la gréfica de la solucién calculada por el método de diferencias
finitas y la solucion analitica en los mismos puntos de la malla, ademés de-
vuelve la matriz y los vectores A, b, z generados por la funcion.

Dado que esta ecuacion se puede extender a todo es espacio, entonces se
puede reescribir asi

Ejemplo 8 Sea
u"(z) = —7* cos(rx), vi<x<uzf, u(xi) = vi, wxf)=uzf

entonces el programa queda implementado como:
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function [A,b,z] = fdm1d(xi,xf,vi,vf,n)
N=n-2; % Nodos interiores
h=(zf-xi)/(n-1); % Incremento en la malla
A=zeros(N,N); % Matriz A
b=zeros(N,1); % Vector b
R=1/(h"2);
P=-2/(h"2);
QZZ/(h Ag);
% Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;
A(1,2)=0Q;
b(1)=LadoDerecho(zi)-vi*R;
% Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for i=2:N-1
A(iyi-1)=R;
A(i,i)=P;
A(ii+1)=0Q;
b(i)=LadoDerecho(xi+h*(i-1));
end
% Renglon final de la matriz A y vector b
A(N,N-1)=R;
A(N,N)=P;
b(N)=LadoDerecho(xi+h*N)-vf*Q;
% Resuleve el sistema lineal Az=b
x=inv(A)*b;
% Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:mn
xx(i)=wi+h*(i-1);
zz(i)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; % Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+]):$(i),'
end
yy(n)=vf; % Condicion inicial
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% Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot(xz, [yy,22]);
endfunction
function y=LadoDerecho(x)
y=-pi*pi*cos(pi*z);
endfunction
function y==SolucionAnalitica(x)
y=cos(pi*x);
endfunction

Si el programa lo grabamos en el directorio de trabajo con el nombre
fdm1d.m, entonces se puede ejecutar en la consola de OCTAVE (MatLab)
mediante

[A,b,2] = fdmld(-1,2,—1,1,30);

donde es necesario indicar el inicio (—1) y fin (2) del dominio, el valor de
la condicién de frontera de inicio (—1) y fin (1), ademds de el nimero de
nodos (30) en la particién. La ejecucién genera la gréfica de la solucién
calculada por el método de diferencias finitas y la solucién analitica en los
mismos puntos de la malla, ademéds devuelve la matriz y los vectores A, b, x
generados por la funcién.

5.4 Implementaciéon en SciLab

Scilab®’ es un paquete de cémputo open source para el cdlculo numérico el
cual provee un poderoso ambiente de cdlculo para aplicaciones Cientificas y
de Ingenierfa.

Ejemplo 9 Sea
u"(z) = —7? cos(m), 0<z<I, u(0) =1, u(l) = -1

El programa usando matriz densa queda implementado como:
function [A,b,z] = mdfiDDD(n)
zi = 0 // Inicio de dominio
zf = 1; // Fin de dominio
vi = 1; // Valor en la forntera xi
of = -1; // Valor en la frontera zf

10Gcilab [http://www.scilab.org]
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N=n-2; // Nodos interiores
h=(zf-xi)/(n-1); // Incremento en la malla
A=zeros(N,N); // Matriz A
b=zeros(N,1); // Vector b
// Stencil
R=1/(h"2);
P=-2/(h"2);
QZZ/(h Ag);
// Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;
A(1,2)=0Q;
b(1)=LadoDerecho(zi)-vi*R;
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for i=2:N-1
A(ii-1)=R;
A(i,i)=P;
A(ii+1)=0Q;
b(i)=LadoDerecho(xi+h*i);
end
// Renglon final de la matriz A y vector b
A(N,N-1)=R;
A(N,N)=P;
b(N)=LadoDerecho(xi+h*N)-vf*Q;
// Resuleve el sistema lineal Ax=b
r=Gauss(A,b,N,N*1});
// Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:mn
xx(i)=wi+h*(i-1);
zz(i)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; // Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+]):$(i),'
end
yy(n)=vf; // Condicion inicial
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// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot2d(zx, [yy,27]);

// Resuleve el sistema lineal Az=b
x=Jacobi(A,b,N,N*7);
// Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:mn
xx(i)=wi+h*(i-1);
zz(i)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; // Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+]):$(i),'
end
yy(n)=vf; // Condicion inicial
// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot2d(xz, [yy,z2]);
endfunction
// Lado derecho de la ecuacion
function y=LadoDerecho(x)
y=-%pi*%pi*cos(%pi*z);
endfunction
// Solucion analitica a la ecuacion
function y=SolucionAnalitica(x)
y=cos(%pi*z);
endfunction
// Resuelve Az=b usando el metodo Jacobi
function x=Jacobi(A,b,N, iter)
x=zeros(N,1);
xt=zeros(N,1);
for it = 1: iter
fori=1: N
sum = 0.0;
forj=1: N
if it == j then
continue;
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end
sum = sum + A(i,j) * x(j);
end
zt(i) = (b(i) - sum) / A(i,i);
end
sw = 0;
fori=1: N
(i) =xt(i);
end
end
endfunction
// Resuelve Az=b usando el metodo Gauss-Seidel
function x=Gauss(A,b,N, iter)
x=zeros(N,1);
for it = 1: iter

fori=1: N
sum = 0.0;
forj=1: N
if 1 == j then
continue;
end
sum = sum + A(i,j) * x(j);
end
z(i) = (b(i) - sum) / A(ii);
end
end
endfunction

Si el programa lo grabamos en el directorio de trabajo con el nombre

fdm1DDD.sci, entonces para poder ejecutar la funcién es necesario cargarla
en la consola de SCILAB mediante

exec(’./fdm1DDD.sci’,-1)

para después ejecutar la funcién mediante:
[A, b, 2] = fdm1DDD(11);

donde es necesario indicar el nimero de nodos (11) en la particién. La eje-
cucién genera la gréfica de la solucién calculada por el método de diferencias
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finitas y la solucién analitica en los mismos puntos de la malla, ademds de-
vuelve la matriz y los vectores A, b, z generados por la funcién.

Ejemplo 10 Sea
u"(z) = —7? cos(m), 0<z<1, u(0) =1, u(l) = -1

El programa usando matriz bandada queda implementado como:
function [A,b,z] = mdfiDDDBand(n)
xi = 0 // Inicio de dominio
zf = 1; // Fin de dominio
vi = 1; // Valor en la forntera i
of = -1; // Valor en la frontera xf
=n-2; // Nodos interiores
h=(xf-xi)/(n-1); // Incremento en la malla
A=zeros(N,3); // Matriz A
b=zeros(N,1); // Vector b
// Stencil
R=1/(h"2);
P=-2/(h"2);
Q:J/(h Ag);
// Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,2)=P;
A(1,3)=Q;
b(1)=LadoDerecho(xi)-vi*R;
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for 1=2:N-1
A(i,1)=R;
A(i,2)=P;
A(i,3)=Q;
b(i)=LadoDerecho(xi+h*i);
end
// Renglon final de la matriz A y vector b
A(N,1)=R;
A(N,2)=P;
b(N)=LadoDerecho(xi+h*N)-vf*Q;
// Resuleve el sistema lineal Az=b
r=Gauss(A,b,N,N*7);
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// Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:n
xz(i)=xi+h*(i-1);
zz(i)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; // Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+1)=x(i);
end
yy(n)=vf; // Condicion inicial
// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D

plot2d(zx, [yy,2z]);
// Resuleve el sistema lineal Az=b

z=Jacobi(A,b,N,N*1});
// Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:n
xx(i)=wi+h*(i-1);
2z(1)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; // Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+1)=x(i);
end
yy(n)=vf; // Condicion inicial
// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot2d(xz, [yy,zz]);
endfunction
// Lado derecho de la ecuacion
function y=LadoDerecho(x)
y=-%pi*%pi*cos(%pi*x);
endfunction
// Solucion analitica a la ecuacion
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function y=SolucionAnalitica(x)
y=cos(%pi*z);
endfunction
// Resuelve Az=b usando el metodo Jacobi
function x=Jacobi(A,b,N, iter)
xz=zeros(N,1);
xt=zeros(N,1);
for it = 1: iter
sum = A(1,3) * x(2);
zt(1) = (1.0 / A(1,2)) * (b(1) - sum);
for i =2: N-1
sum = A(i,1) *z(i-1) + A(,8) * x(i+1);
zt(i) = (1.0 / A(i,2)) * (b(i) - sum);
end
sum = A(N,1) * x(N-1);
zt(N) = (1.0 / A(N,2)) * (b(N) - sum);
fori=1:N
z(i)=xt(1);
end
end
endfunction
// Resuelve Az=b usando el metodo Gauss-Seidel
function x=Gauss(A,b,N, iter)
x=zeros(N,1);
for it = 1: iter
sum = A(1,3) * x(2);
z(1) = (1.0 / A(1,2)) * (b(1) - sum);
for i = 2: N-1
sum = A(i,1) * z(i-1) + A(i,8) * x(i+1);
z(i) = (1.0 / A(i,2)) * (b(i) - sum);
end
sum = A(N,1) * z(N-1);
z(N) = (1.0 / A(N,2)) * (b(N) - sum);
end
endfunction

Si el programa lo grabamos en el directorio de trabajo con el nombre
fdm1DDDBand.sci, entonces para poder ejecutar la funcién es necesario

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 131 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

cargarla en la consola de SCILAB mediante

exec(’./fdm1DDDBand.sci’,-1)

para después ejecutar la funcién mediante:
[A, b, 2] = fdm1DDD Band(11);

donde es necesario indicar el nimero de nodos (11) en la particién. La eje-
cucién genera la gréfica de la solucién calculada por el método de diferencias
finitas y la solucién analitica en los mismos puntos de la malla, ademés de-
vuelve la matriz y los vectores A, b, z generados por la funcién.

Dado que esta ecuacion se puede extender a todo es espacio, entonces se
puede reescribir as{

Ejemplo 11 Sea
—u"(z) = —n* cos(mx), vi <z <uxf, u(xi) = vi, u(zf) =vf

El programa queda implementado como:
function [A,b,x] = fdm1d(xi,xf,vi,vf,n)
N=n-2; // Nodos interiores
h=(zf-xi)/(n-1); // Incremento en la malla
A=zeros(N,N); // Matriz A
b=zeros(N,1); // Vector b
R=1/(h"2);
P=-2/(h"2);
Q:J/(h’ AQ);
// Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;
A(1,2)=Q;
b(1)=LadoDerecho(zi)-vi*R;
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for 1=2:N-1
A(i,i-1)=R;
A(i,i)=P;
A(ii+1)=0Q;
b(i)=LadoDerecho(xi+h*(i-1));
end
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// Renglon final de la matriz A y vector b
A(N,N-1)=R;
A(N,N)=P;
b(N)=LadoDerecho(ri+h*N)-vf*Q;
// Resuleve el sistema lineal Az=b
x=inv(A)*b;
// Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:n
xx(i)=wi+h*(i-1);
zz(i)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; // Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+1)=x(i);
end
yy(n)=vf; // Condicion inicial
// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot2d(xz, [yy,zz]);
endfunction
function y=LadoDerecho(x)
y=-%pi*%pi*cos(%pi*x);
endfunction
function y=SolucionAnalitica(x)
y=cos(%pi*z);
endfunction

Si el programa lo grabamos en el directorio de trabajo con el nombre
fdm1d.sci, entonces para poder ejecutar la funcién es necesario cargarla en
la consola de SCILAB mediante

exec(’./fdmld.sci’-1)

para después ejecutar la funcién mediante:

[A, b, z] = fdmld(—1,2,—1,1,30);
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donde es necesario indicar el inicio (—1) y fin (2) del dominio, el valor de
la condicién de frontera de inicio (—1) y fin (1), ademds de el nimero de
nodos (30) en la particiéon. La ejecuciéon genera la grafica de la solucién
calculada por el método de diferencias finitas y la solucién analitica en los
mismos puntos de la malla, ademéds devuelve la matriz y los vectores A, b, x
generados por la funcién.

Observacion 1 La diferencia entre los cédigos de OCTAVE y SCILAb al
menos para estos ejemplos estriba en la forma de indicar los comentarios y
la manera de llamar para generar la grifica, ademds de que en SCILAB es
necesario cargar el archivo que contiene la funcion.

Ejemplo 12 Sea
u"(z) = —7? cos (mx) 0<z<0.5, u(0) =1, u'(0.5) = —7

entonces el programa queda implementado como:
function y=LadoDerecho(x)
y=-%pi*%pi*cos(%pi*z);
endfunction

function y==SolucionAnalitica(x)
y=cos(%pi*z);
endfunction

a=0; // Inicio dominio

c=0.5; // Fin dominio

M=40; // Particion

N=M-1; // Nodos interiores

h=(c-a)/(M-1); // Incremento en la malla

Y0=1; // Condicion Dirchlet inicial en el inicio del dominio
Y1=-%pi; // Condicion Neumann inicial en el fin del dominio
A=zeros(N,N); // Matriz A

b=zeros(N); // Vector b

R=1/(h"2);
P=-2/(h"2);
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Q:]/(h AQ);

// Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;

A(1,2)=Q;

b(1)=LadoDerecho(a)-YO*R; // Frontera Dirichlet
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for 1=2:N-1

A(iji-1)=R;

A(i,i)=P;

A(ii+1)=Q;

b(i)=LadoDerecho(a+h*(i-1));

end

// Relglon final de la matriz A y vector b
A(N,N-1)=-1/(h"2);

A(N,N)=-1/(h"2);

b(N)=Y1/h; // Frontera Neumann

// Resuleve el sistema lineal Ax=b
r=inv(A)*b;

// Prepara la graficacion
zr=zeros(M,1);

zz=zeros(M,1);
fori=1:M

xz(i)=a+h*(i-1);
zz(i)=SolucionAnalitica(xz(i));
end

yy=zeros(M,1);

yy(1)=Y0; // Condicion inicial
for i=1:N

yy(i+1)=x(i);

end

// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D

plot2d(xz, [yy,zz])
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Ejemplo 13 Sea
—u"(z) +u(x) =0, 0<z<1, u(0) = 0, u(l) =1

entonces el programa queda implementado como:
a=0; // Inicio dominio
c=1; // Fin dominio
M=50; // Particion
N=M-2; // Nodos interiores
h=(c-a)/(M-1); // Incremento en la malla
Y0=0; // Condicion inicial en el inicio del dominio
Yi1=1; // Condicion inicial en el fin del dominio
A=zeros(N,N); // Matriz A
b=zeros(N); // Vector b

P=2/(h"2);
Q=-1/(h"2)+1/(2"h);
R=-1/(h"2)-1/(2%h);

// Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;

A(1,2)=Q;

b(1)=-YO0*R;

// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for i=2:N-1

A(iyi-1)=R;

A(i,i)=P;

A(ii+1)=0Q;

end

// Relglon final de la matriz A y vector b
A(N,N-1)=R;

A(N,N)ZP,

// Resuleve el sistema lineal Az=b
r=inv(A)*b;
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// Prepara la graficacion
zr=zeros(M,1);

fori=1:M
xz(i)=a+h*(i-1);
end

yy=zeros(M,1);
yy(1)=Y0; // Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+1)=a(i);
end
yy(M)=Y1; // Condicion inicial
// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot2d(xz,yy)

Ejemplo 14 Sea
u"(z) = —7* cos (7x), 0<z<1, u(0) = —1, u(l) =1

entonces el programa queda implementado como:
function y=LadoDerecho(z)
y=-%pi*%pi*cos(%pi*x);
endfunction

function y=SolucionAnalitica(x)
y=cos(%pi*z);
endfunction

a=-1; // Inicio dominio

c=2; // Fin dominio

M=100; // Particion

N=M-2; // Nodos interiores

h=(c-a)/(M-1); // Incremento en la malla

Y0=-1; // Condicion inicial en el inicio del dominio
Yi1=1; // Condicion inicial en el fin del dominio

A=zeros(N,N); // Matriz A
b=zeros(N); // Vector b
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R=1/(h"2);
P:_Q/(h AQ);
Q=1/(h"2);
// Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;
A(1,2)=Q;
b(1)=LadoDerecho(a)- YO*R;
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for i=2:N-1
A(iyi-1)=R;
A(i,i)=P;
A(ii+1)=Q;
b(i)=LadoDerecho(a+h*(i-1));
end
// Relglon final de la matriz A y vector b
A(N,N-1)=R;
A(N,N)=P;
b(N)=LadoDerecho(a+h*N)-Y1*Q;

// Resuleve el sistema lineal Az=b
z=inv(A)*b;

// Prepara la graficacion
rr=zeros(M,1);

zz=zeros(M,1);
for i=1:M

zx(i)=a+h*(i-1);
zz(1)=SolucionAnalitica(xz(i));
end

yy=zeros(M,1);

yy(1)=Y0; // Condicion inicial
for i=1:N

yy(i+1)=x(i);

end

yy(M)=Y1; // Condicion inicial
// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot2d(xz, [yy,zz])

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 138 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejemplo 15 Sea
u"(x) = —7* cos (), 0<xz<0.5, u(0) =1, u'(0.5) = —7

entonces el programa queda implementado como:
function y=LadoDerecho(x)
y=-%pi*%pi*cos(%pi*x);
endfunction

function y=SolucionAnalitica(x)
y=cos(%pi*x);
endfunction

a=0; // Inicio dominio

c=0.5; // Fin dominio

M=40; // Particion

N=M-1; // Nodos interiores

h=(c-a)/(M-1); // Incremento en la malla

Y0=1; // Condicion Dirchlet inicial en el inicio del dominio
Y1=-%pi; // Condicion Neumann inicial en el fin del dominio
A=zeros(N,N); // Matriz A

b=zeros(N); // Vector b

R=1/(h"2);
P=-2/(h"2);
Q:]/(h’ AQ);

// Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;

A(1,2)=0Q;

b(1)=LadoDerecho(a)-YO0*R; // Frontera Dirichlet
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for 1=2:N-1

A(i,i-1)=R;

A(ii)=P;

Alii+1)=Q;

b(i)=LadoDerecho(a+h*(i-1));

end

// Relglon final de la matriz A y vector b
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A(N,N-1)=-1/(h"2);
A(N;N):_I/(hA2)7
b(N)=Y1/h; // Frontera Neumann

// Resuleve el sistema lineal Az=b
z=inv(A)*b;

// Prepara la graficacion
zr=zeros(M,1);

zz=zeros(M,1);
fori=1:M

zx(i)=a+h*(i-1);
2z(1)=SolucionAnalitica(xz(i));
end

yy=zeros(M,1);

yy(1)=Y0; // Condicion inicial
for i=1:N

yy(i+1)=x(i);

end

// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D

plot2d(xz, [yy,2z])

5.5 Implementacién en Fortran

Fortran es un lenguaje de programacién procedimental e imperativo que estd
adaptado al cdlculo numérico y la computacién cientifica, existen una gran
variedad de subrutinas para manipulacién de matrices, pero es fécil imple-
mentar lo necesario para nuestros fines.

Ejemplo 16 Sea
u"(x) = —n° cos(mz), 0<z<1, u(0) =1, u(l) = -1

entonces el programa usando matriz densa queda implementado como:
program mdf1D
implicit none
wteger i, N, nn
real*16, allocatable :: A(:,:), b(:), z(:)
real*16 xi, zf, vi, vf, h, R, P, Q, y
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xi = 0.0 ! Inicio del diminio
af = 1.0 ! Fin del dominio
vi = 1.0 ! Valor en la frontera xi
of = -1.0 ! Valor en la frontera xf
nn = 11 ! Particion
N = nn - 2! Nodos interiores
h = (zf - 2i) / (nn-1) ! Incremento en la malla
allocate (A(N,N), b(N), x(N))
! Stencil
R=1. /(h*h)
P=-2/(h*h)
Q=1 /(h*h)
! Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P
A(2,1)=Q
call ladoDerecho(xi,y)
b(1)=y-vi*R
! Renglones intermedios de la matriz A y vector b
do i=2,N-1
A(i-1,1)=R
A(ii)=P
A(i+1,1)=Q
call ladoDerecho(xi+h*(i),y)
bli)=y
end do
! Renglon final de la matriz A y vector b
A(N-1,N)=R
A(N,N)=P
call ladoDerecho(xi+h*N,y)
b(N)=y -vf*Q
call gaussSeidel(A, x, b, N, 1000)
print*, "A: ", A
print*, "b: ", b
print*, "y: " x
call jacobi(A, x, b, N, 1000)
print*, "A: ", A
print*, "b: ", b

print*, "z: " x
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end program

subroutine ladoDerecho(z,y)
real*16, intent(in) :: x
real*16, intent(inout) :: y
real*16 pi
pi = 3.1415926535897932384626433832;
y = -pi * pi * cos(pi * x);

end subroutine

subroutine gaussSeidel(a, x, b, nz, iter)
implicit none
integer, intent(in) :: nx, iter
real*16, intent(in) :: a(nz,nzx), b(nz)
real*16, intent(inout) :: x(nz)
nteger 1, j, m
real*16 sum

do m = 1, iter
doi =1, nx
sum = 0.0
doj=1, nx
if (i .NE. j) then
sum = sum + a(i,j) * z(j)

end if
end do
z(1) = (1.0 / a(i,i)) * (b(i) - sum)
end do
end do

end subroutine

subroutine jacobi(a, z, b, nx, iter)
implicit none
integer, intent(in) :: nz, iter
real*16, intent(in) :: a(nz,nz), b(nz)
real*16, intent(inout) :: x(nz)
real*16, allocatable :: xt(:)
mteger i, j, m
real*16 sum
allocate (zt(nz))
do m = 1, iter

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 142 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

doi =1, nx
sum = 0.0
doj=1, nx
if (i .NE. j) then
sum = sum + a(i,j)*x(j)
end if
end do
xt(i) = (1.0 / a(i,i)) * (b(i) - sum)
end do
doi =1, nx
z(i) = xt(i)
end do
end do

end subroutine

Ejemplo 17 Sea
u"(z) = —7? cos(mw), 0<z<l1, u(0) =1, u(l) = -1

entonces el programa usando matriz bandada queda implementado como:
program mdf1DDDBand
implicit none
integer i, N, nn
real*16, allocatable :: A(:,:), b(:), z(:)
real*16 zi, zf, vi, vf, h, R, P, Q, y
xi = 0.0 ! Inicio del diminio
of = 1.0 ! Fin del dominio
vi = 1.0 ! Valor en la frontera xi
of = -1.0 ! Valor en la frontera xf
nn = 11 ! Particion
N = nn - 2! Nodos interiores
= (zf - xi) / (nn-1) ! Incremento en la malla

allocate (A(3,N), b(N), z(N))

! Stencil

R=1. /(h*h)
P=-2 /(h*h)
Q=1./(h*h)

! Primer renglon de la matriz A y vector b
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A(2,1)=P
A(8,1)=Q
call ladoDerecho(i,y)
b(1)=y-vi*R
! Renglones intermedios de la matriz A y vector b
do 1=2,N-1
A(1,i)=R
A(2,i)=P
A(83,i)=Q
call ladoDerecho(xi+h*(i),y)
b(i)=y
end do
! Renglon final de la matriz A y vector b
A(1,N)=R
A(2,N)=P
call ladoDerecho(xi+h*N,y)
b(N)=y -vf*Q
call gaussSeidel(A, x, b, N, 1000)
print*, "A: ", A
print®, "b: " b
print*, "y: " x
call jacobi(A, x, b, N, 1000)
print*, "A: ", A
print®, "b: " b
print*, "x: " x
end program
subroutine ladoDerecho(z,y)
real*16, intent(in) :: x
real*16, intent(inout) :: y
real*16 pi
pi = 3.1415926535897932384626433832;
y = -pi * pi * cos(pi * x);
end subroutine
subroutine gaussSeidel(a, z, b, nz, iter)
implicit none
integer, intent(in) :: nx, iter
real*16, intent(in) :: a(3,nz), b(nz)
real*16, intent(inout) :: x(nx)
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integer 1, j, m
real*16 sum
dom = 1, iter
sum = a(3,1) * z(2)
z(1) = (1.0 / a(2,1)) * (b(1) - sum)
do 1 = 2, nz-1
sum = a(1,1) * z(i-1) + a(3,i) * z(i+1)
z(i) = (1.0 / a(2,i)) * (b(i) - sum)
end do
sum = a(1,i) * z(i-1)
z(i) = (1.0 / a(2,i)) * (b(i) - sum)
end do
end subroutine
subroutine jacobi(a, z, b, nx, iter)
implicit none
integer, intent(in) :: nx, iter
real*16, intent(in) :: a(3,nz), b(nz)
real*16, intent(inout) :: x(nx)
real*16, allocatable :: xt(:)
nteger 1, 5, m
real*16 sum
allocate (zt(nz))
do m = 1, iter
sum = a(3,1) * x(2)
xt(1) = (1.0 / a(2,1)) * (b(1) - sum)
do 1 = 2, nz-1
sum = a(1,i) *x(i-1) + a(3,i) * z(i+1)
xt(i) = (1.0 / a(2,i)) * (b(i) - sum)
end do
sum = a(1,1) * x(i-1)
zt(i) = (1.0 / a(2,i)) * (b(i) - sum)
doi =1, nx
z(i) = xt(i)
end do
end do
end subroutine
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5.6 Implementacién en C

C es un lenguaje de programacién de tipos de datos estdticos, débilmente
tipificado, de medio nivel, existen una gran variedad de subrutinas para ma-
nipulacién de matrices, pero es facil implementar lo necesario para nuestros
fines.

Ejemplo 18 Sea
u"(z) = —7? cos(m), 0<z<1, u(0) =1, u(l) = -1

entonces el programa usando matriz densa queda implementado como:
#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define PARTICION 11 // Tamano de la particion
#define VISUALIZA 1 // (0) No visualiza la salida, otro valor la visu-
aliza
// Lado derecho de la ecuacion diferencial parcial
double LadoDerecho(double x)
{
double pi = 3.1415926535897932384626433832;
return -pi * pi * cos(pi * x);
}
// Resuelve Az=b usando el metodo Jacobi
void Jacobi(double **A, double *z, double *b, int n, int iter)
{
mt 1, J, m;
double sum;
double *xt;
xt = (double*)malloc(n*sizeof(double));
for (m = 0; m < iter; m ++)
{
for (i = 0; i < n; i++)
{
sum = 0.0;
for (1 =0; 5 < n;j ++)
{

if (1 ==j) continue;
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) sum += A[ij[j] * xj];
wtfe] = (1.0 / Afiffi]) * (b[i] - sum);

for (i = 0; i < n; i++) zfi] = xtfi];
}
if (VISUALIZA)

{
printf("\nMatriz\n");
for (i = 0; i < n; i++)
{
for (j = 0; j < n; j++)
{
printf("%f ", Afil[j]);

}
printf("\n");

printf("\nb\n");
for (i = 0; i < n; i++)
{

printf("%f ", bfi]);

printf("\nz\n");
for (i = 0; i < n; i++)
{

printf("%f ", xfi]);
/

printf("\n");
}

free(zt);
}
// Resuelve Az=b usando el metodo Gauss-Seidel
void Gauss_ Seidel(double **A, double *z, double *b, int n, int iter)
{
mt 1, J, m;
double sum;
for (m = 0; m < iter; m ++)

{
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for (i = 0; i < n; i++)

{
sum = 0.0;
for (1 =0; 5 < n;j++)
{
if (i ==j) continue;
) sum += Afil[j] * x[j/;
|l = (10 A * 0 - s
}
if (VISUALIZA)
{
printf("\nMatriz\n");
for (i = 0; i < n; i++)
{
for (j = 0;j < n; j++)
{
) printf("%f ", Afiffj]);
printf("\n");
printf("\nb\n");
for (i = 0; i < n; i++)
{
printf("%f ", bfi]);
}
printf("\nz\n");
for (i = 0; i < n; i++)
{
printf("%f ", fi]);
}
printf("\n");
}
}
int main(int argc, const char® argvf])
{

double zi = 0.0; // Inicio del diminio
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double zf = 1.0; // Fin del dominio
double vi = 1.0; // Valor en la frontera xi
double vf = -1.0; // Valor en la frontera zf
int n = PARTICION; // Particion
int N = n-2; // Incognitas
double h = (zf - xi) / (n - 1); // Incremento en la malla
mnt i
// Declaracion de la matriz A y los vectores b y x
double **A; // Matriz A
double *b; // Vector b
double *z; // Vector x
// Solicitud de la memoria dinamica
= (double*)malloc(N*sizeof(double));
z = (double*)malloc(N*sizeof(double));
A = (double®**)malloc(N*sizeof (double*));
for (i= 0; i < N; i++) Afi] = (double*)malloc(N*sizeof(double));
// Stencil
double R =1 / (h * h);
double P = -2 / (h * h);
double @ =1 / (h * h);
// Primer renglon de la matriz A y vector b
Alojfo] = P;
A[Oj[1] = @;
b/0] = LadoDerecho(xi) - vi * R;
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for (i=1; 1< N - 1; i++)
{
AliJfi - 1] = R;
Afijfi] = P;
Afijfi + 1] = @;
b/i] = LadoDerecho(xi + h * (i + 1));
}
// Renglon final de la matriz A y vector b
A[N - 1JIN - 2] = R;
A[N - 1J[N - 1] = P;
b/N - 1] = LadoDerecho(xi + h * N - 2) - vf * Q;
// Resuleve el sistema lineal Az=b por Gauss-Seidel
for(i = 0; i < N; i++) zfi] = 0.0;
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/

Gauss_ Seidel(A, x, b, N, N*7);

printf("%f %f\n", xi, vi);

for(i = 1; i < N+1; i++) printf("%f %f\n", xi + h*i, xfi-1]);
printf("%f %f\n\n\n\n", zf, vf);

// Resuleve el sistema lineal Az=b por Jacobi

for(i = 0; i < N; i++) z[i] = 0.0;

Jacobi(A, x, b, N, N*14);

printf("%f %f\n", xi, vi);

for(i = 1; i < N+1; i++) printf("%f %f\n", xi + h*i, xfi-1]);
printf("%f %f\n", zf, vf);

// Liberacion de la memoria dinamica

free(b);

free(x);

for (i= 0; i < N; i++) free(Afi]);

free(A);

return 0;

Ejemplo 19 Sea

u"(z) = —7? cos(m), 0<z<I, u(0) =1, u(l) = -1

entonces el programa usando matriz bandada queda implementado como:
#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define PARTICION 11 // Tamano de la particion
#define VISUALIZA 1 // (0) No visualiza la salida, otro valor la visu-

aliza

// Lado derecho de la ecuacion diferencial parcial
double LadoDerecho(double x)

{

/

double pi = 3.1415926535897932384626433852;

return -pi * pi * cos(pi * x);

// Resuelve Az=b usando el metodo Jacobi
void Jacobi(double **A, double *x, double *b, int n, int iter)

{
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mt 1, J, m;

double sum;

double *xt;

xt = (double*)malloc(n*sizeof(double));
for (i = 0; i < n; i++) ztfi] = 0.0;

for (m = 0; m < iter; m ++)

{

/

sum = A[0][2] * z[1];
xt[0] = (1.0 / A[0][1]) * (b[0] - sum);
for (i = 1; 1 < n-1; i++) {
sum = A[ij[0] * xfi-1] + A[i][2] * zfi+1];
) ztfi] = (1.0 / Afij[1]) * (bfi] - sum);

sum = Afi][0] * x[i-1];

ztfif = (1.0 / Ali][1]) * (bi] - sum);
for (i = 0; i < n; i++) zfi] = xtfi];

if (VISUALIZA)

{
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printf("\nMatriz\n");
for (i = 0; i < n; i++)

{
J;W (G =0;7< 8 j++)
) printf("%f ", Afi][i]);
printf("\n");

/

printf("\nb\n");
for (i = 0; i < n; i++)
{

printf("%f ", bfi]);

/
printf("\nz\n");
for (i = 0; i < n; i++)

{
/

printf("%f ", xfi]);
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printf("\n");

}
free(at);
}
// Resuelve Az=b usando el metodo Gauss-Seidel
void Gauss_ Seidel(double **A, double *z, double *b, int n, int iter)
{
mt 1, J, m;
double sum;
for (m = 0; m < iter; m ++)

{
sum = A[0][2] * z[1];
o[0] = (1.0 / A[0j[1]) * (b[0] - sum);
for (i =1; i< n-1; i++)

sum = A[ij[0] * zfi-1] + A[i][2] * x[i+1];

) afil = (1.0 / ARj[1]) * (bfi] - sum);
sum = Afif[0] * zfi-1];

) afif = (1.0 / Alij[1]) * (bfa] - sum);

if (VISUALIZA)

{

printf("\nMatriz\n");
for (i = 0; i < n; i++)

{
]z”ror (G=0;j< 8 j++)
) printf("%f ", Afijlj]);

printf("\n");
printf("\nb\n");
for (i = 0; i < n; i++)
{ printf("%f ", bfi]);
g}m'ntf( N\nz\n");
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for (i = 0; i < n; i++)
{
printf("%f ", xfi]);

}
printf("\n");
}
}
int main(int argc, const char* argvf])
{
double xi = 0.0; // Inicio del diminio
double zf = 1.0; // Fin del dominio
double vi = 1.0; // Valor en la frontera xi
double vf = -1.0; // Valor en la frontera zf
int n = PARTICION; // Particion
int N = n-2; // Numero de incognitas
double h = (zf - xi) /' (n - 1); // Incremento en la malla
mnt i
// Declaracion de la matriz A y los vectores b y x
double **A; // Matriz A
double *b; // Vector b
double *x; // Vector x
// Solicitud de la memoria dinamica
b = (double*)malloc(N*sizeof(double));
z = (double*)malloc(N*sizeof(double));
A = (double**)malloc(N*sizeof (double*));
for (i= 0; i < N; i++) Afi] = (double*)malloc(3*sizeof(double));
// Stencil
double R =1 / (h * h);
double P = -2 / (h * h);
double @ =1 / (h * h);
// Primer renglon de la matriz A y vector b
Aloj[1] = P;
Af0j[2] = Q;
b/0] = LadoDerecho(xi) - vi * R;
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for (i =1; 1< N - 1; i++)

AliJ[0] = R;
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Afij[1] = P;
Afijf2] = @;
b/i] = LadoDerecho(zi + h * (i + 1));
}
// Renglon final de la matriz A y vector b
A[N - 1][0] = R;
AIN - 1][1] = P;
b/N - 1] = LadoDerecho(zi + h * N - 2) - vf * Q;
// Resuleve el sistema lineal Az=b por Gauss-Seidel
for(i = 0; i < N; i++) zfi] = 0.0;
Gauss_Seidel(A, x, b, N, N*7);
printf("%f %f\n", xi, vi);
for(i = 1; i < N+1; i++) printf("%f %f\n", xi + h*, xfi-1]);
printf("%f %A\n\n\n\n", zf, vf);
// Resuleve el sistema lineal Ax=b por Jacobi
for(i = 0; i < N; i++) zfi] = 0.0;
Jacobi(A, x, b, N, N*14);
printf("%f %f\n", xi, vi);
for(i = 1; i < N+1; i++) printf("%f %f\n", xi + h*i, xfi-1]);
printf("%f %f\n", zf, vf);
// Liberacion de la memoria dinamica
free(b);
free(x);
for (i= 0; i < N; i++) free(Afi]);
free(A);

return 0;
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6 Aritmética de Punto Flotante

La aritmética de punto flotante es considerada un tema esotérico para muchas
personas. Esto es sorprendente porque el punto flotante es omnipresente en
los sistemas informaticos. Casi todos los lenguajes de programacién tienen
un tipo de datos de punto flotante, i.e. los niimeros no enteros como 1.2 6
le + 45.

Los problemas de precisién del punto flotante son una preocupacién critica
en la informdtica y la computacién numérica, donde la representacién y ma-
nipulaciéon de niimeros reales puede conducir a resultados inesperados y er-
réneos. Estos obstdaculos surgen debido alas limitaciones inherentes de la
aritmética de punto flotante, que aproxima mimeros reales con una precisién
finita.

Esto puede causar problemas importantes en diversas aplicaciones, desde
simulaciones cientificas hasta cdlculos financieros, donde incluso las impre-
cisiones menores pueden propagarse y amplificarse, dando lugar a errores
sustanciales. Comprender estos obstaculos es esencial para que los desarro-
lladores, ingenieros y cientificos implementen algoritmos numéricos sélidos y
confiables, garantizando que las matematicas realizadas por las computado-
ras sigan siendo confiables y precisas.

Comprensién de los Errores de Redondeo en Aritmética de Punto
Flotante El meollo de la cuestion es la representacion de niimeros de punto
flotante. Las computadoras utilizan una cantidad finita de bits para alma-
cenar estos mimeros, y generalmente cumplen con el estdndar IEEE 754!
Este estandar define cémo se almacenan los niimeros en formato binario, con
un numero fijo de bits asignados para el signo, el exponente y la mantisa. Si
bien esto permite representar una amplia gama de valores, también impone
limitaciones a la precisién. No todos los niimeros decimales se pueden repre-
sentar exactamente en forma binaria, lo que genera pequenas discrepancias
conocidas como errores de redondeo.

Una de las primeras cosas que uno encuentra con sorpresa cuando hace
célculos en una computadora es que por ejemplo, si usamos nimeros muy
grandes y seguimos incrementando su valor eventualmente el resultado serd

41E] estdandar IEEE 754-2008 define varios tamafos de niimeros de punto flotante: media
precisién (binaryl6), precisiéon simple (binary32), precisién doble (binary64), precisién
cuadruple (binary128), etc., cada uno con su propia especificacion.
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negativo ... jqué pasé? Esto se llama desbordamiento aritmético al intentar
crear un valor numérico que estd fuera del rango que puede representarse
con un nimero dado de digitos, ya sea mayor que el mdximo o menor que
el minimo valor representable. Algo similar pasa al restar al menor niimero
representable en la maquina, el resultado serd positivo y se denomina sub-
desbordamiento.

Por otro lado, tenemos errores de redondeo, estos ocurren porque el sis-
tema binario no puede representar con precision ciertas fracciones. Por ejem-
plo, el nimero decimal 0.1 no se puede representar exactamente en binario,
lo que da como resultado una aproximacién, por ejemplo al sumar 0.1 + 0.2
en una computadora usando por ejemplo el lenguaje Python obtenemos:

print(0.1+0.2)
0.30000000000000004

que no es exactamente lo que esperdbamos*’. Cuando se utilizan tales
aproximaciones en los cdlculos, los errores pueden acumularse. Este fené-
meno es particularmente problemético en procesos iterativos, donde el mismo
célculo se realiza repetidamente y los errores se acumulan con el tiempo.

Estos errores de precision se vuelven particularmente probleméticos cuando
se realizan controles de igualdad. En un mundo ideal, comparar la igual-
dad de dos niimeros de punto flotante serfa sencillo. Sin embargo, debido
a los pequenos errores introducidos durante las operaciones aritméticas, dos
mimeros que deberfan ser iguales pueden no ser exactamente iguales en su
representacién binaria.

Por ejemplo, el resultado de sumar 0.1 y 0.2 puede no ser exactamente
igual a 0.3 debido a la forma en que estos niimeros se representan en binario,
por ejemplo:

if 0.1 + 0.2 ==0.3:
print("si")
else:
print("no")

42,0 mismo obtenemos si usamos la multiplicacién, por ejemplo:

print(0.1 * 3)
0.30000000000000004
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la respuesta serd "no". Esta discrepancia puede provocar que fallen las
comprobaciones de igualdad, lo que provocard un comportamiento inesperado
en los programas.

Para mitigar estos problemas, los desarrolladores suelen utilizar una téc-
nica conocida como "comparacién épsilon". En lugar de verificar la igualdad
exacta, verifican si la diferencia absoluta entre dos niimeros de punto flotante
es menor que un valor pequeno predefinido, conocido como épsilon. Este en-
foque reconoce la imprecisién inherente de la aritmética de punto flotante y
proporciona una forma més sélida de comparar nimeros. Sin embargo, elegir
un valor épsilon apropiado puede resultar complicado, ya que depende del
contexto especifico y del rango de valores involucrados.

El problema se ve exacerbado por la precisién finita de los nimeros de
punto flotante. Al realizar operaciones aritméticas, el resultado a menudo
debe redondearse para que se ajuste a los bits disponibles. Este redondeo
puede introducir méas imprecisiones. Por ejemplo, sumar dos nimeros de
punto flotante de magnitudes muy diferentes puede provocar una pérdida de
precision, ya que el nimero mds pequeno puede ignorarse de hecho. Esto
se conoce como cancelacién catastréfica y puede afectar gravemente a la
precisién de los célculos.

Por ejemplo, ;qué podria tener de interesante la humilde férmula cuadrati-
ca?. Después de todo, es una férmula. Simplemente le pones nimeros.
Bueno, hay un detalle interesante. Cuando el coeficiente lineal b es grande
en relacién con los otros coeficientes, la férmula cuadratica puede dar resul-
tados incorrectos cuando se implementa en aritmética de punto flotante. Eso
es cierto, pero veamos qué sucede cuando tenemos a =c =1y b = 10e8 en

_ —b+ Vb —4ac —b—Vb? — 4dac

To =
2a y *2 2a

(6.1)

T
regresa
r1 = —7.450580596923828e — 09 y x5 = —100000000.0

La primera raiz estéd equivocada en aproximadamente un 25%, aunque la
segunda es correcta.

. Qué pasé? La ecuacion cuadratica violé la regla cardinal del anélisis
numeérico: evitar restar nimeros casi iguales. Cuanto mds similares sean dos
nimeros, més precisién puedes perder al restarlos. En este caso (b* — 4ac) es
casi igual a b. Si evaluamos, obtenemos 1.49¢ — 8 cuando seria la respuesta
correcta 2.0e — 8.
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Si usamos la otra formula*?
—2c —2c

b+\/b2—4acy 2 b —\b? — 4ac (62)

T

obtenemos
1 =—1le — 08 y x5 = —134217728.0

Entonces, ;cudl formula cuadritica es mejor? Da la respuesta correcta
para la primera raiz, exacta dentro de la precisién de la mdquina. Pero
ahora la segunda raiz estd equivocada en un 34%. ;Por qué la segunda raiz
es incorrecta? La misma razén que antes: jrestamos dos nimeros casi iguales!

La version familiar de la férmula cuadratica calcula correctamente la raiz
mds grande y la otra versiéon calcula correctamente la raiz mds pequena.
Ninguna version es mejor en general. No estarfamos ni mejor ni peor usando
siempre la nueva férmula cuadratica que la anterior. Cada uno es mejor
cuando evita restar nimeros casi iguales. La solucién es utilizar ambas for-
mulas cuadréticas, utilizando la apropiada para la raiz que estds intentando
calcular.

Otro error comtn es la suposicién de que la aritmética de punto flotante
es asociativa y distributiva, como lo es en matematicas puras. En realidad, el
orden de las operaciones puede afectar significativamente el resultado debido
a errores de redondeo. Por ejemplo, la expresién (a+ b) + ¢ puede producir
un resultado diferente que a + (b 4 ¢) cuando se trata de nimeros de punto
flotante. Esta no asociatividad puede provocar errores sutiles, especialmente
en algoritmos complejos que se basan en célculos precisos.

Ademads, la aritmética de punto flotante puede introducir problemas en
los algoritmos que requieren comparaciones exactas, como los que se utilizan
en la clasificaciéon o la busqueda. Cuando los nimeros de punto flotante
se utilizan como claves en estructuras de datos como tablas hash o arboles
de bisqueda binarios, los errores de precisiéon pueden provocar un compor-
tamiento incorrecto, como no encontrar un elemento existente o insertar in-
correctamente un duplicado. Para solucionar este problema, es posible que
los desarrolladores necesiten implementar funciones de comparaciéon perso-
nalizadas que tengan en cuenta la imprecisién del punto flotante.

Pasando a implicaciones practicas, estos errores de redondeo pueden tener
consecuencias de gran alcance. En las simulaciones cientificas, pequenas im-

43Para obtener la segunda férmula, multiplique el numerador y denominador de 1 por
—b — v/b? — 4ac (y de manera similar para xs).
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precisiones pueden dar lugar a predicciones incorrectas, lo que podria socavar
la validez de la investigacién. En aplicaciones financieras, los errores de re-
dondeo pueden dar lugar a importantes discrepancias monetarias, afectando
todo, desde el analisis del mercado de valores hasta las transacciones ban-
carias. Incluso en aplicaciones cotidianas como la representacién de graficos,
los errores de redondeo pueden causar artefactos visuales que restan valor a
la experiencia del usuario.

Ademads, comprender las limitaciones de la aritmética de punto flotante
puede ayudar a disenar sistemas mé&s robustos. Al anticipar dénde es pro-
bable que se produzcan errores de redondeo, los desarrolladores pueden im-
plementar controles y equilibrios para detectar y corregir imprecisiones. Por
ejemplo, la aritmética de intervalos puede proporcionar limites a los posibles
valores de un calculo, ofreciendo una manera de cuantificar la incertidumbre
introducida por los errores de redondeo.

Estrategias para Mitigar los Problemas de Precisién del Punto
Flotante en el Desarrollo de Software Los problemas de precisién del
punto flotante son un desaffo comin en el desarrollo de Software y a menudo
conducen a resultados inesperados y errores sutiles. Estos problemas surgen
debido a las limitaciones inherentes a la representaciéon de nimeros reales
en formato binario, lo que puede provocar errores de redondeo y pérdida
de precisién. Para mitigar estos obstdculos, los desarrolladores deben em-
plear una variedad de estrategias que garanticen la precisién numérica y la
confiabilidad en sus aplicaciones.

Una estrategia eficaz es utilizar tipos de datos de mayor precisiéon cuando
sea necesario. Si bien los tipos de punto flotante estdndar como "flotante" y
"doble" son suficientes para muchas aplicaciones, es posible que no proporcio-
nen la precisién requerida para cdlculos mas sensibles. En tales casos, el uso
de tipos de precision extendidos, como "long double" en C++ o bibliotecas de
precisién arbitraria como GMP (Biblioteca aritmética de precisién multiple
GNU), puede reducir significativamente el riesgo de pérdida de precision.

Sin embargo, es importante equilibrar la necesidad de precisién con con-
sideraciones de rendimiento, ya que los tipos de mayor precisién pueden re-
sultar costosos desde el punto de vista computacional. Otro enfoque consiste
en implementar algoritmos numéricos que sean inherentemente més estables.
Algunos algoritmos son més susceptibles a errores de redondeo que otros y
elegir el algoritmo correcto puede marcar una diferencia significativa.
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Por ejemplo, al resolver sistemas de ecuaciones lineales, utilizar méto-
dos como la descomposicién LU o la descomposicion QR puede ser més es-
table que la eliminaciéon gaussiana. Ademads, se pueden emplear técnicas de
refinamiento iterativo para mejorar la precisiéon de la solucién corrigiendo
iterativamente los errores introducidos por la aritmética de punto flotante.

Los desarrolladores deben tener en cuenta el orden de las operaciones en
sus céalculos. Las propiedades asociativas y distributivas de la aritmética no
siempre se cumplen en la aritmética de punto flotante debido a errores de
redondeo. Por lo tanto, reorganizar el orden de las operaciones a veces puede
conducir a resultados mas precisos. Por ejemplo, al sumar una gran cantidad
de nimeros de punto flotante, sumarlos en orden de magnitud ascendente
puede minimizar la acumulacién de errores de redondeo. Esta técnica, cono-
cida como suma de Kahan, ayuda a preservar la precisiéon al compensar los
pequenos errores que ocurren durante el proceso de suma.

Ademss de estas estrategias, es fundamental realizar pruebas y valida-
ciones exhaustivas del Software numérico. Las pruebas unitarias deben di-
seniarse para cubrir una amplia gama de valores de entrada, incluidos casos
extremos que probablemente expongan problemas de precision. Comparar los
resultados de los cdlculos de punto flotante con soluciones analiticas conoci-
das o utilizar aritmética de mayor precisién como referencia puede ayudar a
identificar discrepancias.

Ademads, se puede realizar un andlisis de sensibilidad para evaluar cémo
pequenos cambios en los valores de entrada afectan la salida, proporcionando
informacion sobre la estabilidad y confiabilidad de los algoritmos numéricos.

Por 1ltimo, la documentacién y la comunicacién desempenan un pa-
pel fundamental a la hora de mitigar los problemas de precisién del punto
flotante. Los desarrolladores deben documentar las limitaciones y suposi-
ciones de sus algoritmos numéricos, asi como cualquier fuente potencial de
error. Esta informacién es invaluable para otros desarrolladores que nece-
siten mantener o ampliar el Software. Ademds, una comunicacién clara con
las partes interesadas sobre la precision esperada del Software puede ayudar
a gestionar las expectativas y evitar mal entendidos.

6.1 Aritmética de Punto Flotante IEEE

La aritmética de punto flotante es considerada un tema esotérico para muchas
personas. Esto es sorprendente porque el punto flotante es omnipresente en
los sistemas informa&ticos. Casi todos los lenguajes de programacién tienen
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un tipo de datos de punto flotante, i.e. los niimeros no enteros como 1.2 6
le + 45.

Un numero de punto flotante de 64 bits (double en lenguaje C) tiene
aproximadamente 16 digitos decimales de precisién con un rango del orden de
1.7x1073% a, 1.7 x 103*® de acuerdo con el estdndar 754 de IEEE -El estandar
IEEE 754-2008 define varios tamanos de nmimeros de punto flotante: media
precision (binary16), precisién simple (binary32), precisién doble (binary64),
precision cuddruple (binary128), etc., cada uno con su propia especificacion-,
la implementacioén tipica de punto flotante**.

Una de las primeras cosas que uno encuentra con sorpresa cuando hace
célculos en una computadora es que por ejemplo, si usamos nimeros muy
grandes y seguimos incrementando su valor eventualmente el resultado serd
negativo ... jqué pas6? Esto se llama desbordamiento aritmético al intentar
crear un valor numérico que estd fuera del rango que puede representarse
con un nimero dado de digitos, ya sea mayor que el mdximo o menor que
el minimo valor representable. Algo similar pasa al restar al menor nimero
representable en la maquina, el resultado serd positivo y se denomina sub-
desbordamiento.

Las computadoras, desde las PC hasta las supercomputadoras, tienen
aceleradores de punto flotante; la mayorfa de los compiladores deberdn com-
pilar algoritmos de punto flotante de vez en cuando y practicamente todos los
sistemas operativos deben responder a excepciones de punto flotante como
el desbordamiento.

Desde ya hace mucho tiempo, los procesadores Intel x86 y todos los proce-
sadores de las siguientes generaciones de todas las marcas admiten un for-
mato de precisién extendido de 80 bits con un significado de 64 bits, que es
compatible con el especificado en el estandar IEEE. Cuando un compilador
usa este formato con registros de 80 bits para acumular sumas y productos
internos, estd trabajando efectivamente con un redondeo unitario de 2754 en
vez de 2753 para precisién doble, dando limites de error més pequeiios en un
factor de hasta 2! = 2048.

i Dieciséis lugares decimales es mucho? Casi ninguna cantidad medida
se conoce con tanta precision. Por ejemplo: en la constante en la ley de
gravedad de Newton sélo se conoce con seis cifras significativas. En la carga

4 Ademds, existe el niimero de 80 bits (long double en lenguaje C) que tiene 18 digitos
decimales de precisién con un rango del orden de 3.4 x 10749% 3 1.1 x 10%*%%. Y no
podemos olvidar, el nimero de 32 bits (float en lenguaje C) que tiene 14 digitos decimales
de precisién con un rango del orden de 3.4 x 10738 a 3.4 x 1038.
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de un electrén se conoce con 11 cifras significativas, mucha mas precision
que la constante gravitacional de Newton, pero aiin menos que un nimero
de punto flotante®.

Entonces, ;cudndo no son suficientes 16 digitos de precisién? Un éarea
problemadtica es la resta. Las otras operaciones elementales (suma, multi-
plicacién, divisién) son muy precisas. Siempre que no se presenten desbor-
damientos y subdesbordamientos, estas operaciones suelen producir resul-
tados que son correctos hasta el ultimo bit. Pero la resta puede ser desde
exacta hasta completamente inexacta. Si dos nimeros concuerdan con n
cifras, puede perder hasta n cifras de precisién en su resta. Este problema
puede aparecer inesperadamente en medio de otros célculos.

. Qué pasa con el desbordamiento o con el subdesbordamiento? ;Cuédndo
se necesitan nimeros mayores que 103°? No tan a menudo, pero en los
célculos de probabilidad, por ejemplo, se usan todo el tiempo a menos que
se haga un uso inteligente.

Es comiin en probabilidad calcular un nimero de tamano mediano que
es el producto de un nimero astronémicamente grande y un nimero in-
finitesimalmente pequeno. El resultado final encaja perfectamente en una
computadora, pero es posible que los nimeros intermedios no se deban a un
desbordamiento o un subdesbordamiento. Por ejemplo, el nimero méximo
de punto flotante en la mayoria de las computadoras estd entre 170 facto-
rial y 171 factorial. Estos grandes factoriales aparecen frecuentemente en
aplicaciones, a menudo en proporciones con otros grandes factoriales.

45 Cudntos digitos de 7 necesitamos?

e 3.1415 para disenar los mejores motores.

e 3.1415926535 para obtener la circunferencia de la Tierra dentro de una fraccién de
pulgada.

e 3.141592653589793 para los cdlculos de navegacion interplanetaria de la NASA-JPL.
e 3.1415926535897932384626433832795028842 para medir el radio del universo con

una precisién igual al tamano de un dtomo de hidrégeno.

En el 2022 se calcularon los primero 100 billones de decimales del nimero =, para
lograr este hito necesité 157 dias, 23 horas, 31 minutos y 7,651 segundos de cédlculos, 515
Terabytes de almacenamiento y desplegar un abanico de tecnologias de computacién en
Compute Engine, un servicio de computacién de Google Cloud.
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Anatomia de un Nimero de Punto Flotante Un nimero de punto
flotante de 64 bits codifica un nimero de la forma +p x 2. El primer bit
codifica el signo, 0 para mimeros positivos y 1 para nimeros negativos. Los
siguientes 11 bits codifican el exponente e, y los tltimos 52 bits codifican la
precisién p.

El exponente se almacena con un sesgo de 1023. Es decir, los exponentes
positivos y negativos se almacenan todos en un solo niimero positivo alma-
cenando e + 1023 en lugar de almacenarlos directamente. Once bits pueden
representar nimeros enteros desde 0 hasta 2047. Restando el sesgo, esto
corresponde a valores de e de —1023 a +1024. Definimos e,,;, = —1022 y
emaz = +1023. Los valores €, — 1 ¥ €4 + 1 estdn reservados para usos
especiales.

Los nimeros de punto flotante se almacenan normalmente en forma nor-
malizada. En base 10, un nmimero estd en notacién cientifica normalizada
si el significando es > 1 y < 10. Por ejemplo, 3.14 x 102 estd en forma
norma-lizada, pero 0.314 x 10% y 31.4 x 102 no lo estén.

En general, un nimero en base [ estd en forma normalizada si tiene la
forma px 5 donde 1 < p < 3. Esto dice que para expresar un niimero binario,
es decir, § = 2, el primer bit del significado de un nimero normalizado es
siempre 1. Dado que este bit nunca cambia, no es necesario almacenarlo. Por
lo tanto, podemos expresar 53 bits de precision en 52 bits de almacenamiento.
En lugar de almacenar el significado directamente, almacenamos f, la parte
fraccionaria, donde el significado es de la forma 1.f.

El esquema anterior no explica cémo almacenar 0. Es imposible especi-
ficar valores de f y e de modo que 1.f x 2¢ = 0. El formato de punto
flotante hace una excepcion a las reglas establecidas anteriormente. Cuando
e = €min — 1y f =0, los bits se interpretan como 0. Cuando e = e,,;,, — 1
y f # 0, el resultado es un nimero desnormalizado. Los bits se interpretan
como 0.f x 2°min_ En resumen, el exponente especial reservado debajo de
emin S€ usa para representar 0 y nimeros de punto flotante desnormalizados.

El exponente especial reservado arriba de e,,,, se usa para representar
ooy NaN. Sie = e +1y f =0, los bits se interpretan como oco. Pero
sie=emnw+ 1y fF#0,los bits se interpretan como un NaN o "no es un
nimero" (Not a Number).

Dado que el exponente més grande es 1023 y el significativo més grande es
1.f donde f tiene 52 unidades, el mimero de punto flotante (en C y C++, esta
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constante se define como DBL MAX definido en <float.h>, en Python'’
en sys.float_info) mas grande es 21023(2 — 2752) = 21024 _ 9971 91024 o
1.8 x 103, Los nimeros mayores que 2'%% ie. (2 — 252) producen un
desbordamiento conocido como Overflow.

Dado que el exponente més pequeno es —1022, el niimero normalizado
positivo mds pequetio es 1.0 x 27192 ~ 2.2 x 1073% (en C y C++, esta
constante se define como DBL _MIN definido en <float.h>, en Python en
sys.float_info). Sin embargo, no es el nimero positivo mas pequeno repre-
sentable como un nimero de punto flotante, solo el niimero de punto flotante
normalizado mds pequeno. Los nimeros mds pequenos se pueden expre-
sar en forma desnormalizada, aunque con una pérdida de significado. El
nimero positivo desnormalizado mds pequeno ocurre con f que tiene 51
nimeros 0 seguidos de un solo 1. Esto corresponde a 2752 x 271022 — 9-1074
4.9 x 1073,

Los niimeros que aparecen en los cédlculos y tienen magnitud menor que
271023 je. (14 27°%) producen un desbordamiento de la capacidad minima
o subdesbordamiento también conocido como Underflow y, por lo general se
igualan a cero.

C y C++ da el nombre de DBL EPSILON al nimero positivo mas
pequeno € tal que 1 + € = 1, también llamado la precisién de la maquina.
Dado que el significativo tiene 52 bits, estd claro que DBL _FEPSILON =
2752 2 2.2 x 10716, Por eso decimos que un nimero de punto flotante tiene
entre 15 y 16 cifras significativas (decimales).

Formatos de Punto Flotante Se han propuesto varias representaciones
diferentes de mimeros reales, pero por mucho la mas utilizada es la repre-
sentacion de punto flotante. Las representaciones de punto flotante tienen
una base (que siempre se asume que es par) y una precisiéon p. Si 5 =10y
p = 3, entonces el nimero 0.1 se representa como 1.00 x 107!, Si 3 =2y

46

import sys
print(sys.float _info)

sys.float _info(max=1.7976931348623157e+308, max__exp=1024,
max_ 10 exp=308, min=2.2250738585072014e-308, min _exp=-1021,
min 10 exp=-307, dig=15, mant dig=53, epsilon=2.220446049250313e-
16, radix=2, rounds=1)
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p = 24, entonces el nimero decimal 0.1 no se puede representar exactamente,
pero es aproximadamente 1.10011001100110011001101 x 2%,

En general, un nimero de punto flotante se representard como =+d.dd...d x
(¢, donde d.dd...d se llama mantisa y tiene p digitos. De forma mds precisa
+dy.dids...d,—1 X B° representa el nimero

+ (do+ di S+ ..+ dpy 7P7D)B5 (0 < d; < ). (6.3)

El término nimero de punto flotante se utilizard para referirse a un
nimero real que se puede representar exactamente en el formato en dis-
cusién. Otros dos pardmetros asociados con las representaciones de punto
flotante son los exponentes més grandes y mds pequenos permitidos, €4,
Y emin- Dado que hay [P posibles significados, y €4z — €min + 1 posibles
exponentes, un nimero de punto flotante se puede codificar en

[logs (€maz — €min + 1)] + [logy (B7)] + 1

bits, donde el +1 final es para el bit de signo. La codificacién precisa no es
importante por ahora.

Hay dos razones por las que un niimero real podria no ser exactamente
representable como un nimero de punto flotante. La situacién més comiin se
ilustra con el nimero decimal 0.1. Aunque tiene una representacién decimal
finita, en binario tiene una representacién repetida infinita. Por lo tanto,
cuando # = 2, el nimero 0.1 se encuentra estrictamente entre dos nimeros
de punto flotante y ninguno de ellos lo puede representar exactamente.

Una situacién menos comin es que un nimero real esté fuera de rango, es
decir, su valor absoluto sea mayor que 3 x 3°™** o menor que 1.0 x ™", La
mayor parte de esta secciéon analiza cuestiones debidas a la primera razoén.

Las representaciones de punto flotante no son necesariamente tnicas. Por
ejemplo, tanto 0.01 x 10' como 1.00 x 107! representan 0.1. Si el digito
inicial es distinto de cero (dy # 0 enla Ec. (6.3)), se dice que la representacion
estd normalizada. El mimero de punto flotante 1.00 x 10~! est4 normalizado,
mientras que 0.01 x 10* no lo est4.

(Cudndo es Exacta la Conversién de Base de Punto Flotante de
Ida y Vuelta? Suponga que almacenamos un nimero de punto flotante en
la memoria, lo imprimimos en base 10 legible por humanos y lo regresamos
a memoria. ;Cuédndo se puede recuperar exactamente el nimero original?
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Suponga que comenzamos con la base [ con p lugares de precisién y
convertimos a la base v con ¢ lugares de precisién, redondeando al mas
cercano, luego volvemos a convertir a la base original §. El teorema de
Matula dice que si no hay enteros positivos ¢ y j tales que

entonces una condicién necesaria y suficiente para que la conversién de ida
y vuelta sea exacta (suponiendo que no haya desbordamiento o subdesbor-
damiento) es que

v > B
En el caso de niimeros de punto flotante (por ejemplo doble en C) tenemos
B =2y p=>53. (ver Anatomia de un Nimero de Punto Flotante). Estamos
imprimiendo a base v = 10. Ninguna potencia positiva de 10 también es
una potencia de 2, por lo que se mantiene la condicién de Matula en las dos
bases.
Si imprimimos ¢ = 17 decimales, entonces

10 > 2%

por lo que la conversién de ida y vuelta serd exacta si ambas conversiones
se redondean al més cercano. Si ¢ es menor, algunas conversiones de ida y
vuelta no serdn exactas.

También puede verificar que para un nimero de punto flotante de pre-
cisién simple (p = precisién de 24 bits) necesita ¢ = 9 digitos decimales, y
para un nimero de precisiéon cuddruple (precisién de p = 113 bits) necesita
q = 36 digitos decimales”.

Mirando hacia atréds en el teorema de Matula, claramente necesitamos

v > B

. Por qué? Porque el lado derecho es el nimero de fracciones de base 3y el
lado izquierdo es el nimero de fracciones de base «v. No puede tener un mapa

4TE] niimero de bits asignados para la parte fraccionaria de un nimero de punto flotante
es 1 menos que la precisién: la cifra inicial es siempre 1, por lo que los formatos IEEE
ahorran un bit al no almacenar el bit inicial, dejandolo implicito. Entonces, por ejemplo,
un doble en C tiene una precisién de 53 bits, pero 52 bits de los 64 bits en un doble se
asignan para almacenar la fraccion.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 166 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

uno a uno de un espacio mds grande a un espacio mds pequeno. Entonces,
la desigualdad anterior es necesaria, pero no suficiente. Sin embargo, es casi
suficiente. Solo necesitamos una base v con més cifras significativas, es decir,
Matula nos dice

fyqfl > ﬁp
es suficiente. En términos de base 2 y base 10, necesitamos al menos 16
decimales para representar 53 bits. Lo sorprendente es que un decimal mas
es suficiente para garantizar que las conversiones de ida y vuelta sean exactas.
No es obvio a priori que cualquier niimero finito de decimales adicionales sea
siempre suficiente, pero de hecho solo uno més es suficiente.

A continuacién, se muestra un ejemplo para mostrar que el decimal adi-
cional es necesario. Suponga que p = 5. Hay mads nimeros de 2 digitos
que nimeros de 5 bits, pero si solo usamos dos digitos, la conversién de
base de ida y vuelta no siempre serd exacta. Por ejemplo, el nimero 17/16
escrito en binario es 1.00014,5 y tiene cinco bits significativos. El equiva-
lente decimal es 1.06254;.., que redondeado a dos digitos significativos es
1.14¢.. Pero el nimero binario més cercano a 1.14;,.. con 5 bits significativos
es 1.00104,s = 1.1254,.. En resumen, redondeando al més cercano da

1.0001g40s— > 1.1gje.— > 1.0010405

y asi no volvemos al punto de partida.

Error de Representacién se refiere al hecho de que la mayoria de las
fracciones decimales no pueden representarse exactamente como fracciones
binarias (en base 2). Esta es la razén principal de por qué muchos lenguajes
de programacién (Python, Perl, C, C++, Java, Fortran, y tantos otros)
frecuentemente no mostraran el nimero decimal exacto que esperas.

. Por qué es eso? 1/10 no es representable exactamente como una fraccién
binaria. Casi todas las maquinas de hoy en dfa usan aritmética de punto
flotante: IEEE-754, y casi todas las plataformas mapean los flotantes al
«doble precisién» de IEEE-754. Estos «dobles» tienen 53 bits de precision,
por lo tanto en la entrada la computadora intenta convertir 0.1 a la fraccién
més cercana que puede de la forma J/(2") donde J es un entero que contiene
exactamente 53 bits. Reescribiendo

1/10 = J/2N
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como
J~2Y/10

y recordando que J tiene exactamente 53 bits (es > 252 pero < 253); el

mejor valor para N es 56. O sea, 56 es el tnico valor para N que deja J con

exactamente 53 bits. El mejor valor posible para J es entonces el cociente
redondeado, si usamos Python para los célculos tenemos

>>> q, r = divinod(2**56, 10)
>>>7
6

Ya que el resto es mdas que la mitad de 10, la mejor aproximacion se
obtiene redondedndolo

>>> q+1
7205759403792794

Por lo tanto la mejor aproximacién a 1/10 en doble precisién 754 es
7205759403792794 /2 x %56

el dividir tanto el numerador como el denominador reduce la fraccién a
3602879701896397 /2 * %55

Notemos que como lo redondeamos, esto es un poquito mas grande que
1/10; si no lo hubiéramos redondeado, el cociente hubiese sido un poquito
menor que 1/10. jPero no hay caso en que sea exactamente 1/10!

Entonces la computadora nunca «ve» 1/10: lo que ve es la fraccién exacta
de arriba, la mejor aproximacion al flotante doble de 754 que puede obtener

>>> (0.1 * 2 ** 55
3602879701896397.0

Si multiplicamos esa fraccién por 10°°, podemos ver el valor hasta los 55
digitos decimales

>>> 3602879701896397 * 10 ** 55 // 2 ** 55
1000000000000000055511151231257827021181583404541015625
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lo que significa que el valor exacto almacenado en la computadora es igual
al valor decimal

0.1000000000000000055511151231257827021181583404541015625.

en lugar de mostrar el valor decimal completo, muchos lenguajes, redondean
el resultado a 17 digitos significativos.

Error de Redondeo Comprimir infinitos niimeros reales en un nimero
finito de bits requiere una representacién aproximada. Aunque hay un nimero
infinito de enteros, en la mayoria de los programas el resultado de los cédlculos
de niimeros enteros se puede almacenar en 32 bits o 64 bits. Por el contrario,
dado cualquier nimero fijo de bits, la mayorfa de los cdlculos con nimeros
reales producirdn cantidades que no se pueden representar exactamente usan-
do tantos bits. Por lo tanto, el resultado de un célculo de punto flotante a
menudo debe redondearse para volver a ajustarse a su representacion finita.
Este error de redondeo es el rasgo caracteristico del cdlculo de punto flotante.
Dado que la mayorfa de los cédlculos de punto flotante tienen errores de
redondeo de todos modos, ;jimporta si las operaciones aritméticas béasicas
introducen un poco més de error de redondeo de lo necesario? Esa pregunta
es un tema principal a lo largo de esta seccién. La seccién Digitos de Guarda
analiza los digitos de proteccién, un medio para reducir el error al restar dos
nimeros cercanos. IBM consideré que los digitos de guarda eran lo suficien-
temente importantes que en 1968 anadié un digito de guarda al formato de
doble precisién en la arquitectura System / 360 (la precisién simple ya tenia
un digito de guarda) y modernizo6 todas las maquinas existentes en el campo.
El estdndar IEEE va maés alld de sélo requerir el uso de un digito de
protecciéon. Proporciona un algoritmo para la suma, resta, multiplicacion,
divisién y rafz cuadrada y requiere que las implementaciones produzcan el
mismo resultado que ese algoritmo. Por lo tanto, cuando un programa se
mueve de una maquina a otra, los resultados de las operaciones bésicas serdn
los mismos en todos los bits si ambas médquinas admiten el estandar IEEE.
Esto simplifica enormemente la portabilidad de programas. Otros usos de
esta especificacion precisa se dan en operaciones exactamente redondeadas.

Error Relativo y Ulps Dado que el error de redondeo es inherente al
célculo de punto flotante, es importante tener una forma de medir este error.
Considere el formato de punto flotante con § = 10 y p = 3, que se utilizard
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en esta seccién. Si el resultado de un célculo de punto flotante es 3.12 x 1072,
y la respuesta cuando se calcula con precisién infinita es 0.0314, estd claro
que tiene un error de 2 unidades en el iltimo lugar. De manera similar, si
el nimero real 0.0314159 se representa como 3.14 x 1072, entonces tiene un
error de 0.159 unidades en el tltimo lugar.

En general, si el nimero de punto flotante dd..d x ¢ se usa para re-
presentar z, entonces tiene un error de |d.d...d — (z/3°)|° """ unidades en el
ultimo lugar. El término ulps se utilizard como abreviatura de (units in the
last place) "unidades en ultimo lugar". Si el resultado de un célculo es el
nimero de punto flotante mas cercano al resultado correcto, atin podria tener
un error de hasta 0.5 ulp.

Otra forma de medir la diferencia entre un nimero de punto flotante
y el nimero real al que se aproxima es el error relativo, que es simple-
mente la diferencia entre los dos niimeros divididos por el ntimero real. Por
ejemplo, el error relativo cometido al aproximar 3.14159 por 3.14 x 10° es
0.00159/3.141590 =~ 0005.

Para calcular el error relativo que corresponde a .5 ulp, observe que

cuando un nimero real es aproximado por el nimero de punto flotante
p

. ——
més cercano posible d.dd...dd x (¢, el error puede ser tan grande como
p

0.00...008" x 3°, donde /3’ es el digito /2, hay p unidades en el signifi-
cado del nimero de punto flotante y p unidades de 0 en el significado del
error. Este error es ((8/2)577) x 5°. Dado que los nimeros de la forma
d.dd...dd x B¢ tienen todos el mismo error absoluto, pero tienen valores que
oscilan entre 3¢ y 5 x (3%, el error relativo varia entre ((5/2)877F) x 8¢/8° y

((8/2)877) x /6", Eso es,

1
7P < —ulp < g

=5 g (6.4)

DN | —

En particular, el error relativo correspondiente a 0.5 ulp puede variar en
un factor de 3. Este factor se llama bamboleo. Estableciendo € = (5/2)87"
en el mayor de los limites en Ec. (6.4) anterior, podemos decir que cuando
un nimero real se redondea al nimero de punto flotante méas cercano, el
error relativo siempre estd limitado por €, que se conoce como épsilon de la
maquina.

En el ejemplo anterior, el error relativo fue 0.00159/3.14159 ~ 0005. Para
evitar nimeros tan pequenos, el error relativo normalmente se escribe como
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factor multiplicado €, que en este caso es ¢ = (3/2)37" = 5(10)~2 = 0.005.
Por lo tanto, el error relativo se expresaria como (0.00159/3.14159)/0.005)e ~
0.1e.

Para ilustrar la diferencia entre ulps y error relativo, considere el nimero
real x = 12.35. Se aproxima por 7 = 1.24 x 10!. El error es 0.5 ulps, el error
relativo es 0.8¢. A continuacioén, considere el calculo 8x. El valor exacto es
8z = 98.8, mientras que el valor calculado es 82 = 9.92 x 10'. El error ahora
es 4.0 ulps, pero el error relativo sigue siendo 0.8¢. El error medido en ulps
es 8 veces mayor, aunque el error relativo es el mismo.

En general, cuando la base es 3, un error relativo fijo expresado en ulps
puede oscilar en un factor de hasta 5. Y a la inversa, como muestra la Ec.
(6.4) anterior, un error fijo de 0.5 ulps da como resultado un error relativo
que puede oscilar por f3.

La forma mds natural de medir el error de redondeo es en ulps. Por
ejemplo, el redondeo al nimero de punto flotante méds cercano corresponde
a un error menor o igual a 0.5 ulp. Sin embargo, al analizar el error de
redondeo causado por varias férmulas, el error relativo es una mejor medida.
Dado que se puede sobrestimar el efecto de redondear al nimero de punto
flotante mas cercano por el factor de oscilacién de (3, las estimaciones de error
de las férmulas serdn més estrictas en maquinas con una pequena f3.

Cuando sélo interesa el orden de magnitud del error de redondeo, ulps y
€ pueden usarse indistintamente, ya que difieren como maximo en un factor
de 5. Por ejemplo, cuando un nimero de punto flotante tiene un error de
n ulps, eso significa que el nimero de digitos contaminados es loggn. Si el
error relativo en un céalculo es ne, entonces

los digitos contaminados ~ logg n. (6.5)

Digito de Guarda Un método para calcular la diferencia entre dos niimeros
de punto flotante es calcular la diferencia exactamente y luego redondearla
al nimero de punto flotante mas cercano. Esto es muy caro si los operandos
difieren mucho en tamafio. Suponiendo que p = 3,2.15 x 10*2 — 1.25 x 107°
se calcularfa como

r=2.15x 10"

= 0.0000000000000000125 x 10*2

x — y = 2.1499999999999999875 x 10'2

que se redondea a 2.15 x 10'2. En lugar de utilizar todos estos digitos,
el Hardware de punto flotante normalmente funciona con un nidmero fijo
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de digitos. Suponga que el nimero de digitos que se mantiene es p, y que
cuando el operando mds pequeno se desplaza hacia la derecha, los digitos
simplemente se descartan (en contraposicién al redondeo). Entonces 2.15 x
1012 — 1.25 x 107° se convierte en

x = 2.15 x 10*2

y = 0.00 x 10'2

x —y =2.15x 102

La respuesta es exactamente la misma que si la diferencia se hubiera
calculado exactamente y luego se hubiera redondeado. Tome otro ejemplo:
10.1 — 9.93. Esto se convierte en

r=1.01 x 10}

y=0-—99 x 10

x—y=0.02 x 10!

La respuesta correcta es 0.17, por lo que la diferencia calculada estd des-
viada en 30 ulps y es incorrecta en todos los digitos. ;Qué tan grave puede
ser el error?.

Teorema 8 Usando un formato de punto flotante con pardmetros [ y p,
y calculando las diferencias usando p digitos, el error relativo del resultado
puede ser tan grande como 3 — 1.

Cuando (§ = 2, el error relativo puede ser tan grande como el resultado,
y cuando (8 = 10, puede ser 9 veces mayor. O para decirlo de otra manera,
cuando § = 2, la Ec. (6.5) muestra que el nimero de digitos contaminados
es loga(1/e) = logs(2P) = p. Es decir, jtodos los digitos p del resultado
son incorrectos!. Suponga que se agrega un digito adicional para protegerse
contra esta situacion (un digito de guardia). Es decir, el nimero més pequeno
se trunca a p+1 digitos, y luego el resultado de la resta se redondea a p digitos.
Con un digito de guarda, el ejemplo anterior se convierte en

x =1.010 x 10*

y = 0.993 x 101

x —y=0.017 x 10!

y la respuesta es exacta. Con un solo digito de guarda, el error relativo
del resultado puede ser mayor que €, como en 110 — 8.59.

x =1.10 x 10?

y = 0.085 x 102

r —y = 1.015 x 102
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Esto se redondea a 102, en comparacién con la respuesta correcta de
101.41, para un error relativo de 0.006, que es mayor que ¢ = 0.005. En
general, el error relativo del resultado puede ser solo un poco mayor que e.
De forma maés precisa:

Teorema 9 Si x y y son nidmeros de punto flotante en un formato con
pardmetros B y p, y si la resta se realiza con p+1 digitos (es decir, un digito
de guarda), entonces el error de redondeo relativo en el resultado es menor
que 2€.

Cancelacién La tltima seccién se puede resumir diciendo que sin un digito
de guarda, el error relativo cometido al restar dos cantidades cercanas puede
ser muy grande. En otras palabras, la evaluaciéon de cualquier expresién que
contenga una resta (o una suma de cantidades con signos opuestos) podria
resultar en un error relativo tan grande que todos los digitos carecen de
significado (Teorema (8)). Al restar cantidades cercanas, los digitos méds
significativos de los operandos coinciden y se cancelan entre si. Hay dos
tipos de cancelacién: catastréfica y benigna.

La cancelacién catastréfica ocurre cuando los operandos estdn sujetos a
errores de redondeo. Por ejemplo, en la férmula cuadratica, aparece la expre-
sién b2 — 4ac. Las cantidades b? y 4ac estdn sujetas a errores de redondeo ya
que son el resultado de multiplicaciones de punto flotante. Suponga que estédn
redondeados al nimero de punto flotante més cercano y, por lo tanto, tienen
una precisién de 0.5 ulp. Cuando se restan, la cancelaciéon puede hacer que
muchos de los digitos precisos desaparezcan, dejando principalmente digi-
tos contaminados por errores de redondeo. Por tanto, la diferencia puede
tener un error de muchos ulps. Por ejemplo, considere b = 3.34,a = 1.22 y
c = 2.28. El valor exacto de b? — 4ac es 0.0292. Pero b* se redondea a 11.2 y
4ac se redondea a 11.1, por lo que la respuesta final es 0.1, que es un error de
70 ulps, aunque 11.2 —11.1 es exactamente igual a 0.1. La resta no introdujo
ninguin error, sino que expuso el error introducido en las multiplicaciones
anteriores.

La cancelacién benigna ocurre al restar cantidades exactamente conoci-
das. Si x e y no tienen error de redondeo, entonces, segun el Teorema (9), si
la resta se realiza con un digito de guarda, la diferencia x — y tiene un error
relativo muy pequeno (menos de 2¢).

Una férmula que presenta una cancelacion catastréfica a veces se puede
reorganizar para eliminar el problema. Considere nuevamente la férmula
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cuadratica
—b+/b? — 4dac —b—Vb? — 4dac
2a 2a

Cuando b? > 4ac, entonces b? — 4ac no implica una cancelacién y
Vb2 — dac ~ |b].

Pero la otra suma (resta) en una de las férmulas tendrd una cancelacién
catastréfica. Para evitar esto, multiplique el numerador y denominador de
x1 por —b — v/b? — 4ac (y de manera similar para xs) para obtener

(6.6)

T

—2c —2c
rH=—y = 6.7
" bV —dac” T b— /B — dac (67)
Si b* > ac y b > 0, entonces calcular z; usando la Ec. (6.6) implicara
una cancelacién. Por lo tanto, use la Ec. (6.7) para calcular z; y (6.6) para
xo. Por otro lado, si b < 0, use (6.6) para calcular x; y (6.7) para xs.

La expresién 2 —1? es otra férmula que presenta una cancelacion catastré-
fica. Es mds exacto evaluarlo como

(z —y)(z+y)

A diferencia de la férmula cuadratica, esta forma mejorada todavia tiene una
resta, pero es una cancelacién benigna de cantidades sin error de redondeo,
no catastréfica. Segun el Teorema (9), el error relativo en z — y es como
maximo 2¢. Lo mismo ocurre con x + y. Multiplicar dos cantidades con un
pequeno error relativo da como resultado un producto con un pequeno error
relativo.

Errores de Redondeo y de Aritmética La aritmética que realiza una
computadora es distinta de la aritmética de nuestros cursos de dlgebra o
calculo. En nuestro mundo matemaético tradicional consideramos la existen-
cia de nimeros con una cantidad infinita de cifras, en la computadora cada
nimero representable tienen sélo un nimero finito, fijo de cifras (véase 77),
los cuales en la mayoria de los casos es satisfactoria y se aprueba sin mas,
aunque a veces esta discrepancia puede generar problemas.
Un ejemplo de este hecho lo tenemos en el cdlculo de raices de:

ax’+br+c=0
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cuando a # 0, donde las raices se calculan cominmente con el algoritmo
Ec. (6.6) o de forma alternativa con el algoritmo que se obtiene mediante la
racionalizacion del numerador Ec. (6.7).

Otro algoritmo que podemos implementar es el método de Newton-Raphson*
para buscar raices, que en su forma iterativa estd dado por

f'(;)
en el cual se usa xg como una primera aproximacién a la raiz buscada y x,

es la aproximacién a la raiz después de n iteraciones (si se converge a ella),
donde f(z) = ax® +bx +cy f'(z;) = 2azx + .

8

Tit1 = T4

Salida del Célculo de Raices Para resolver el problema, usamos por
ejemplo el siguiente cédigo en Python usando programacion procedimental:
import math
def f(x, a, b, ¢):
""" Evalua la Funcion cuadratica
return (x *x *a +x*b + ¢);
def df(x, a, b):
""" Evalua la derivada de la funcion cuadratica
return (2.0 * x * a + b);
def evalua(x, a, b, ¢):
""" Evalua el valor X en la funcién cuadratica
print('Raiz (%1.16f), evaluacion raiz: %1.16¢’ % (x, f(x, a, b, ¢)))
def metodoNewtonRapson(x, ni, a, b, ¢):
""" Metodo Newton-Raphson x = x - f(x)/f’(x) """
for i in range(ni):
x = x - (f(x, a, b, ¢) / df(x, a, b))
return x
def raices(A, B, C):
""" Calculo de raices

nnn

nnn

nmnn

nmnn

48 También podemos usar otros métodos, como el de Newton Raphson Modificado para
acelerar la convergencia

fx) f' (i)
[ ()] = fla) £ (@0)

que involucra la funcién f(z), la primera derivada f’(x) y a la segunda derivada f”(x).

Tit1 = Tj —
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if A == 0.0:
print("No es una ecuacion cuadratica")
exit(1)

# Calculo del discriminante

d=B*B-40*A*C

# Raices reales

ifd >=0.0:
print(’\nPolinomio (%f) X2 + (%f )X + (%f) = 0\n’ % (A, B, C))
print("\nChicharronera 1’)
X1 = (-B + math.sqrt(d)) / (2.0 * A)
X2 = (-B - math.sqrt(d)) / (2.0 * A)
evalua(X1, A, B, O)
evalua(X2, A, B, C)
print("\nChicharronera 2’)
X1 = (-2.0* C) / (B + math.sqrt(d))
X2 = (-2.0 * C) / (B - math.sqrt(d))
evalua(X1, A, B, O)
evalua(X2, A, B, C)
# Metodo Newton-Raphson
print("\n\nMetodo Newton-Raphson")
x = X1 - 1.0;
print("\nValor inicial aproximado de X1 = %1.16f" % x)
x = metodoNewtonRapson(x, 6, A, B, C)
evalua(x, A, B, C);
x = X2 - 1.0;
print("\nValor inicial aproximado de X2 = %1.16f" % x);
x = metodoNewtonRapson(x, 6, A, B, C)
evalua(x, A, B, C)
print("\n")

else:
# Raices complejas
print("Raices Complejas ...")

if name ==’ main

raices(1.0, 4.0, 1.0)

y generan la siguiente salida:
Polinomio (1.000000) X2 + (4.000000 )X + (1.000000) = 0
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Chicharronera 1
Raiz (-0.2679491924311228), evaluacion raiz: -4.4408920985006262¢-16
Raiz (-3.7320508075688772), evaluacion raiz: 0.0000000000000000e-+00

Chicharronera 2
Raiz (-0.2679491924311227), evaluacion raiz: 0.0000000000000000e+00
Raiz (-3.7320508075688759), evaluacion raiz: -5.3290705182007514e-15

Metodo Newton-Raphson

Valor inicial aproximado de X1 = -1.2679491924311228

Raiz (-0.2679491924311227), evaluacion raiz: 0.0000000000000000e+00
Valor inicial aproximado de X2 = -4.7320508075688759

Raiz (-3.7320508075688772), evaluacion raiz: 0.0000000000000000e+00

En esta salida se muestra la raiz calculada y su evaluacién en la ecuacion
cuadrética, la cual deberfa de ser cero al ser una raiz, pero esto no ocurre en
general por los errores de redondeo. Ademds, nétese el impacto de seleccionar
el algoritmo numérico adecuado a los objetivos que persigamos en la solucién
del problema planteado.

En cuanto a la implementaciéon computacional, el paradigma de progra-
macién seleccionado depende la complejidad del algoritmo a implementar y
si necesitamos reusar el cédigo generado o no. Otras implementaciones com-
putacionales se pueden consultar en las ligas, en las cuales se usan distintos
lenguajes (C, C++, Java y Python) y diferentes paradigmas de programacion
( secuencial, procedimental y orientada a objetos).

Si lo que necesitamos implementar computacionalmente es una férmula
o conjunto de ellas que generen un cédigo de decenas de lineas, la imple-
mentacion secuencial es suficiente, si es menor a una centena de lineas puede
ser mejor opcién la implementacion procedimental y si el proyecto es grande
o complejo, seguramente se optard por la programacion orientada a objetos
o formulaciones hibridas de las anteriores.

En dltima instancia, lo que se persigue en la programacién es generar
un cédigo: correcto, claro, eficiente, de facil uso y mantenimiento, que sea
flexible, reusable y en su caso portable.
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6.2 Trabajando con Punto Flotante

Hay varias trampas en las que incluso los programadores muy experimentados
caen cuando escriben c6digo que depende de la aritmética de punto flotante.
En esta seccién explicamos algunas cosas a tener en cuenta al trabajar con
nimeros de punto flotante, es decir, tipos de datos: float (32 bits), double
(64 bits) o long double (80 bits).

Problemas de Precisién Como ya vimos en las secciones precedentes, los
mimeros de punto flotante se representan en el Hardware de la computadora
en fracciones en base 2 (binario). Por ejemplo, la fraccién decimal

0.125
tiene el valor 1/10+2/100+5/1000, y de la misma manera la fraccién binaria
0.001

tiene el valor 0/2 + 0/4 + 1/8. Estas dos fracciones tienen valores idénticos,
la tnica diferencia real es que la primera estd escrita en notacién fraccional
en base 10 y la segunda en base 2.

Desafortunadamente, la mayorfa de las fracciones decimales no pueden
representarse exactamente como fracciones binarias. Como consecuencia, en
general los mimeros de punto flotante decimal que usamos en la computadora
son s6lo aproximados por los nimeros de punto flotante binario que realmente
se guardan en la maquina.

El problema es mas facil de entender primero en base 10. Consideremos
la fraccién 1/3. Podemos aproximarla como una fraccién de base 10 como:
0.3 o, mejor: 0.33 o, mejor: 0.333 y asi. No importa cudntos digitos desees
escribir, el resultado nunca serd exactamente 1/3, pero serd una aproximacion
cada vez mejor de 1/3.

De la misma manera, no importa cudntos digitos en base 2 quieras usar,
el valor decimal 0.1 no puede representarse exactamente como una fraccién
en base 2. En base 2, 1/10 es la siguiente fraccién que se repite infinitamente

0.0001100110011001100110011001100110011001100110011...

si nos detenemos en cualquier nimero finito de bits, y tendremos una apro-
ximacién. En la mayorfa de las mdquinas hoy en dfa, los double se aproximan
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usando una fraccién binaria con el numerador usando los primeros 53 bits
con el bit més significativo y el denominador como una potencia de dos. En
el caso de 1/10, la fraccién binaria es

3602879701896397 /2%

que estd cerca pero no es exactamente el valor verdadero de 1/10.

La mayorfa de los usuarios no son conscientes de esta aproximaciéon por
la forma en que se muestran los valores. Varios lenguajes de programacion
como C, C++, Java y Python solamente muestra una aproximacién deci-
mal al valor verdadero decimal de la aproximacién binaria almacenada por
la méquina. En la mayorfa de las maquinas, si fuéramos a imprimir el ver-
dadero valor decimal de la aproximacién binaria almacenada para 0.1, deberia
mostrar

0.1000000000000000055511151231257827021181583404541015625

esos son mas digitos que lo que la mayorfa de la gente encuentra 1itil, por lo
que los lenguajes de programaciéon mantiene manejable la cantidad de digitos
al mostrar en su lugar un valor redondeado

1/10

Ccomo

0.1

sé6lo hay que recordar que, a pesar de que el valor mostrado resulta ser exac-
tamente 1/10, el valor almacenado realmente es la fraccién binaria més cer-
cana posible. Esto queda de manifiesto cuando hacemos

01+01+0160.1%360.1+0.2%

obtendremos
0.30000000000000004

49Para el caso de 0.1 + 0.2 podemos hacer un programa que nos de 0.3, usando:

double x = 0.1;
double y = 0.1;
double z = (x*10.0 4+ y*10.0) / 10.0
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que es distinto al 0.3 que esperdbamos.
Es de hacer notar que hay varios nimeros decimales que comparten la
misma fracciéon binaria més aproximada. Por ejemplo, los nimeros

0.1, 0.10000000000000001 y

0.1000000000000000055511151231257827021181583404541015625

son todos aproximados por 3602879701896397 /2.

Notemos que esta es la verdadera naturaleza del punto flotante binario:
no es un error del lenguaje de programacién y tampoco es un error en tu
cédigo. Verds lo mismo en todos los lenguajes que soportan la aritmética
de punto flotante de tu Hardware (a pesar de que en algunos lenguajes por
omisién no muestren la diferencia, o no lo hagan en todos los modos de
salida). Para una salida més elegante, quizds quieras usar el formateo de
cadenas de texto para generar un nimero limitado de digitos significativos.

Ejemplo, el niimero decimal 9.2 se puede expresar exactamente como una
relacién de dos enteros decimales 92/10, los cuales se pueden expresar exacta-
mente en binario como 061011100/061010. Sin embargo, la misma proporcién
almacenada como un nimero de punto flotante nunca es exactamente igual
a9.2:

usando 32 bits obtenemos: 9.1999999809265136
usando 64 bits obtenemos: 9.199999999999999928945

ya que se guarda como la fraccién: 5179139571476070/2%.
Otro ejemplo, si tomamos el caso del nimero 0.02 y vemos su repre-
sentacion en el lenguaje de programaciéon Python, tenemos que:

import decimal
print(decimal.Decimal(0.02))

y el resultado es:

0.0200000000000000004163336342344337026588618755340576171875

Ademds, tenemos la no representabilidad de 7 (y 7/2), esto significa que
un intento de célculo de tan(7/2) no producird un resultado de infinito, ni
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siquiera se desbordard en los formatos habituales de punto flotante. Sim-
plemente no es posible que el Hardware de punto flotante estdndar intente
calcular tan(w/2), porque /2 no se puede representar exactamente. FEste
calculo en C:

doble pi =3.1415926535897932384626433832795;
tan (pi / 2.0);

dard un resultado de 1.633123935319537e+ 16. En precisién simple usan-
do tanf, el resultado serd —22877332.0.

De la misma manera, un intento de cdlculo de sin(m) no arrojard cero.
El resultado serd 1.2246467991473532¢ — 16 en precisiéon doble.

Si bien la suma y la multiplicacién de punto flotante son conmutativas
(a+b=b+ayax b=>bx a), noson necesariamente asociativas . Es
decir, (a + b) + ¢ no es necesariamente igual a a + (b+ ¢). Usando aritmética
decimal significativa de 7 digitos:

a = 1234.567,b = 45.67834, c = 0.0004
(a+0b)+c:

1234.567 + 45.67834 1280.24534 se redondea a 1280.245
1280.245 + 0.0004 1280.2454 se redondea a 1280.245

a+(b+c):

45.67834 + 0.0004 45.67874
1234.567 + 45.6787 1280.24574 se redondea a 1280.246

Tampoco son necesariamente distributivos. Es decir (a 4 b) X ¢ puede no
ser lo mismo que a X ¢+ b X c:

1234.567+3.333333 = 4115.223, 1.234567%3.333333 = 4.115223,
4115.223 + 4.115223 = 4119.338

pero

1234.567+1.234567 = 1235.802, 1235.802%3.333333 = 4119.340
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Algunos Trucos Supongamos que necesitamos hacer el siguiente cédlculo:
4.56 % 100

la respuesta es:
455.9999999999994

que no es la esperada. ;Qué podemos hacer para obtener lo que esperamos?.
Por ejemplo, con Python, podemos usar:

from sympy import *
print(nsimplify(4.56 * 100, tolerance=1e-1))

que nos dard el 456 esperado.

SymPy es un paquete matemadtico simbdlico para Python, y nsimplify
toma un nidmero de punto flotante y trata de simplificarlo como una fraccién
con un denominador pequeno, la raiz cuadrada de un entero pequeno, una
expresion que involucra constantes famosas, etc.

Por ejemplo, supongamos que algiin célculo arrojé 4.242640687119286 y
sospechamos que hay algo especial en ese niimero. Asi es como puede probar
de dénde vino:

from sympy import *
print (nsimplify(4.242640687119286))

que nos arrojara:

3 % sqrt(2)

Tal vez hagamos un cdlculo numérico y encontremos una expresion sim-
ple para el resultado y eso sugiera una solucién analitica. Creo que una
aplicaciéon mds comin de nsimplify podria ser ayudarte a recordar férmu-
las medio olvidadas. Por ejemplo, quizés estés oxidado con tus identidades
trigonométricas, pero recuerdas que cos(p/6) es algo especial.

from sympy import *
print(nsimplify(cos(pi/6)))

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 182 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

que nos entregarda:

sqrt(3)/2
O, para tomar un ejemplo mds avanzado, supongamos que recordamos
vagamente que la funcién gamma toma valores reconocibles en valores semien-
teros, pero no recordamos exactamente cémo. Tal vez algo relacionado con
7 o e. Puede sugerir que nsimplify incluya expresiones con 7 y e en su
bisqueda.

from sympy import *
print(nsimplify (gamma(3.5), constants=[pi, E]))

obteniendo:

15 % sqrt(pi)/8
También podemos darle a nsimplify una tolerancia, pidiéndole que en-

cuentre una representacién simple dentro de una vecindad del ntimero. Por
ejemplo, aqui hay una manera de encontrar aproximaciones a .

from sympy import *
print(nsimplify(pi, tolerance=1e-5))

obteniendo:

355,113

con una tolerancia méas amplia, devolvera una aproximaciéon mas simple.

from sympy import *
print(nsimplify(pi, tolerance=1e-2))

obteneindo:

22/7
finalmente, aqui hay una aproximacién de mayor precisiéon a 7 que no es
exactamente simple:

from sympy import *
print(nsimplify(pi, tolerance=1e-7))

obteniendo:

exp(141/895 + sqrt(780631)/895)
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Seno de un Googol ;Cémo se evalia el seno de un nimero grande en
aritmética de punto flotante? ;Qué significa el resultado?.

Seno de un billon Comencemos por encontrar el seno de un billén
(10'2) usando aritmética de punto flotante. Hay un par de maneras de pensar
en esto. El nimero de punto flotante ¢t = 1.0e12 solo se puede representar
con 15 o 16 cifras decimales significativas (para ser precisos, 53 bits”), por lo
que podria considerarlo como un representante del intervalo de nimeros que
tienen todos la misma representacién de punto flotante. Cualquier resultado
que sea seno de un nimero en ese intervalo debe considerarse correcto.

Otra forma de ver esto es decir que t se puede representar exactamente
-su representacion binaria requiere 42 bits y tenemos 53 bits de precision
significativa disponibles-, por lo que esperamos sin(t) devolver el seno de
exactamente un billén, con precisién total.

Resulta que la aritmética del IEEE hace lo tltimo, calculando sin(1el2)
correctamente hasta 16 digitos.

Aqui esté el resultado en Python.

sin(1.0e12)
-0.6112387023768895

y verificado por Mathematica calculando el valor con 20 decimales

In:= N[Sin[10~12], 20]
out= -0.61123870237688949819

Reduccién de alcance tenga en cuenta que el resultado anterior no es
el que obtendrfa si primero tomara el resto al dividir por 27 y luego tomara
el seno.

sin(1.0e12 % (2*pi))
-0,6112078499756778

»0Un doble IEEE 754 tiene 52 bits significativos, pero estos bits pueden representar 53
bits de precisién porque el primer bit de la parte fraccionaria es siempre 1, por lo que no
es necesario representarlo.
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Esto tiene sentido. El resultado de dividir un billén por la representacién
de punto flotante de 2w, 159154943091.89536, es correcto con precisién de
punto flotante total. Pero la mayor parte de esa precision estd en la parte
entera. La parte fraccionaria solo tiene cinco digitos de precisién, por lo que
debemos esperar que el resultado anterior sea correcto hasta un maximo de
cinco digitos. De hecho, tiene una precisién de cuatro digitos.

Cuando su procesador calcula, sin(lel2) no toma ingenuamente el resto
por 2w y luego calcula el seno. Si asf fuera, obtendriamos cuatro cifras
significativas en lugar de 16.

Empezamos diciendo que habia dos maneras de ver el problema y, segiin
la primera, devolver sélo cuatro cifras significativas serfa bastante razonable.
Si pensamos en el valor ¢ como una cantidad medida, medida con la precisién
de la aritmética de punto flotante (aunque casi nada se puede medir con tanta
precision), entonces todo lo que deberfamos esperar seria cuatro cifras signi-
ficativas. Pero las personas que disenaron la implementaciéon de la funcién
seno en su procesador hicieron méas de lo que se esperaba que hicieran, en-
contrando el seno de un billén con total precisién. Lo hacen utilizando un
algoritmo de reduccién de rango que conserva mucha mas precision que hacer
una divisién ingenuamente.

.Seno de un Googol? ;Qué pasa si intentamos tomar el seno de un
nimero ridiculamente grande como un Googol (10'%°)? Esto no funcionard
porque un Googol no se puede representar exactamente como un nimero de
punto flotante (es decir, como un doble IEEE 754). No es demasiado grande;
Los nimeros de punto flotante pueden ser tan grandes como alrededor de
103%, El problema es que un nimero tan grande no se puede representar con
total precision. Pero podemos representar 2333 exactamente, y un Googol
estd entre 2332 y 2333 Y sorprendentemente, la funcién sinusoidal de Python
(o més bien la funcién sinusoidal integrada en el procesador AMD de mi
computadora) devuelve el resultado correcto con total precision.

sin(2**333)
0.9731320373846353

., Cémo sabemos que esto es correcto? Lo verifiqué en Mathematica:

In:= sin[2.0°333]
Out= 0.9731320373846353
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., Cémo sabemos que Mathematica tiene razén? Podemos hacer una re-
duccién de rango ingenua usando precisién extendida, digamos 200 decimales.

In:= p = N[P4i, 200]
In:= theta = x - IntegerPart[x/ (2 p)] 2 p
Out= 1.8031286178334699559384196689...

y verificar que el seno del valor reducido del rango sea correcto.

In:= Sin|theta]
Out= 0.97313203738463526...

Interpretacion Aritmética de Intervalos debido a que los niimeros
de punto flotante tienen 53 bits de precisién, todos los nimeros reales entre
256 — 22 y 256 4 92 ge representan como el nimero de punto flotante 2°°. Este
es un rango de ancho 8, mds ancho que 27, por lo que los senos de los nimeros
en este rango cubren los posibles valores de seno, es decir, [—1, 1]. Entonces,
si piensa en un nimero de punto flotante como una muestra del conjunto
de todos los niimeros reales con la misma representacién binaria, cada valor
posible de seno es un valor de retorno vélido para nimeros mayores que 2.
Pero si piensa que un nimero de punto flotante se representa exactamente a
s mismo, entonces tiene sentido preguntar por el seno de niimeros como 2333
y mayores, hasta los limites de la representacién de punto flotante’!.

No Pruebes por la Igualdad Cuando se usa Punto Flotante no es re-
comendable escribir cédigo como el siguiente’*:

double x;
double y;

if (x == y) {..}

El mayor exponente de un doble IEEE es 1023, y el mayor significado es 2 — 2753 (es
decir, todos los unos), por lo que el mayor valor posible de un doble es (253 —1)21924=53
de hecho la expresién de Python sin((2**53 - 1)*2**(1024-53)) devuelve el valor correcto
con 16 cifras significativas.

92Gin pérdida de generalidad usamos algiin lenguaje de programacién en particular para
mostrar los ejemplos, pero esto pasa en todos los lenguajes que usan operaciones de Punto
Flotante.
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La mayorfa de las operaciones de punto flotante implican al menos una
pequena pérdida de precisién y, por lo tanto, incluso si dos nimeros son
iguales para todos los fines précticos, es posible que no sean exactamente
iguales hasta el iltimo bit, por lo que es probable que la prueba de igualdad
falle. Por ejemplo:

double x = 10;

double y = sqrt(x);

y *=y;

if (x ==y)

cout << "La reaiz cuadrada es exacta\n";
else

cout << x-y << "\n";

el cédigo imprime: —1.778636e—015, aunque en teoria, elevar al cuadrado
deberfa deshacer una raiz cuadrada, la operacién de ida y vuelta es ligera-
mente inexacta. En la mayorfa de los casos, la prueba de igualdad anterior
debe escribirse de la siguiente manera:

double tolerancia = ...
if (fabs(x - y) < tolerancia) {...}

Aqui la tolerancia es un umbral que define lo que estd "lo suficientemente
cerca" para la igualdad. Esto plantea la pregunta de qué tan cerca esta lo
suficientemente cerca. Esto no puede responderse en abstracto; tienes que
saber algo sobre tu problema particular para saber qué tan cerca estd lo
suficientemente cerca en tu contexto.

Por ejemplo: ;hay alguna garantia de que la raiz cuadrada de un cuadrado
perfecto sea devuelta exactamente?, por ejemplo si hago sqrt(81.0) == 9.0,
por lo visto anteriormente, la respuesta es no, pero podriamos cambiar la
pregunta por 9.0 x 9.0 == 81.0, esto funcionars siempre que el cuadrado esté
dentro de los limites de la magnitud del punto flotante.

Por otro lado, es posible que las expectativas de las matemaéticas no se
cumplan en el campo del célculo de punto flotante. Por ejemplo, se sabe que

(z+y)(z—y) =2+

y esta otra
sin? 6 + cos® 0 = 1
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sin embargo, no se puede confiar en estos hechos cuando las cantidades in-
volucradas son el resultado de un calculo de punto flotante. Ademss, el error
de redondeo puede afectar la convergencia y precisiéon de los procedimientos
numeéricos iterativos.

Aun maés y sin pérdida de generalidad, si comparamos usando el lenguaje
de programaciéon Python:

print(0.1 + 0.2 == 0.3)
print(0.2 4+ 0.2 40.2 == 0.6)
print(1.2 + 2.4 4+ 3.6 == 7.2)
print(0.1 + 0.2 <= 0.3)

en todos los casos dara un resultado de falso, ademas:

print(10.4 + 20.8 > 31.2)
print(0.8 - 0.1 > 0.7)

el resultado serd verdadero. Por ello es siempre conveniente ver con que
nimeros trabajamos usando algo como:

print(format(0.1, ".17g"))
print(format(0.2, ".17g"))
print(format(0.3, ".17g"))

asi cuando sumemos 0.1 + 0.2, podemos ver el verdadero resultado:
print(print(format(0.1 + 0.2, ".17g"))
Teniendo esto en cuenta podemos comparar usando:

import math
print(math.isclose(0.1 + 0.2, 0.3)

nos dard la respuesta esperada. Podemos ajustar la tolerancia relativa
usando:

import math
print(math.isclose(0.1 4 0.2, 0.3, rel tol = 1e-20)

que en este caso nos dird que es falso pues no son iguales en los 20 primeros
digitos solicitados.

Para las comparaciones >= o <=, por ejemplo para a + b <= c se debe
usar:

a,b,c=0.1,0.2,0.3
print(math.isclose(a + b, ¢) or (a +c¢ < ¢))
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. Cémo Compara Python los Flotantes y los Enteros? veamos los
siguientes ejemplos:

>>> 9007199254740992 == 9007199254740992.0

True
>>> 9007199254740993 == 9007199254740993.0
False
>>> 9007199254740994 == 9007199254740994.0
True

. Qué fue lo que salié mal?, para desmenuzar lo que pasé, veamos primero:

Representacién IEEE-754 de 9007199254740992.0 comencemos con
el valor del primer escenario: 9007199254740992.0, resulta que este nimero
es en realidad es 2°%. Eso significa que en la representacién binaria serfa 1
seguido de 53 ceros:

10000000000000000000000000000000000000000000000000000.

la forma normalizada serd 1.0 * 2°3, que se obtendra desplazando los bits 53
lugares a la derecha, lo que nos dara el exponente 53.

Ademis, recordemos que la mantisa tiene solo 52 bits de ancho y estamos
desplazando nuestro valor 53 bits hacia la derecha, lo que significa que se
perdera el bit menos significativo (LSB) de nuestro valor original. Sin em-
bargo, como todos los bits aqui son 0, no hay ningiin dano y ain podemos
representar 9007199254740992.0 con precisién. Resumamos los componentes
de 9007199254740992.0:

Bit de signo: 0

Exponente: 53 4+ 1023 (bias) = 1076 (10000110100 en binario)

Mantisa: 0000000000000000000000000000000000000000000000000000
Representaciéon IEEE-754:
0100001101000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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Representaciéon IEEE-754 de 9007199254740993.0 el valor del se-
gundo escenario de prueba es 9007199254740993.0 el que es uno mayor que
el valor anterior. Su representacién binaria se puede obtener simplemente
sumando 1 a la representacién binaria del valor anterior:

10000000000000000000000000000000000000000000000000001.0

nuevamente, para convertir esto a la forma normalizada, tendremos que des-
plazarlo a la derecha 53 bits, lo que nos dard el exponente 53.

Sin embargo, la mantisa tiene sélo 52 bits de ancho. Cuando desplazamos
nuestro valor a la derecha en 53 bits, el bit menos significativo (LSB) con el
valor 1 se perderd, lo que dard como resultado que la mantisa sea todo ceros.
Esto conduce a los siguientes componentes:

Bit de signo: 0

Exponente: 53 4+ 1023 (bias) = 1076 (10000110100 en binario)

Mantisa: 0000000000000000000000000000000000000000000000000000
Representacion IEEE-754:
0100001101000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Observe que la representaciéon IEEE-754 de 9007199254740993.0 es la
misma que la de 9007199254740992.0. Esto significa que en su representacion
en memoria del mimero 9007199254740993.0 en realidad se representa como
9007199254740992.0.

Esto explica por qué Python da el resultado para

9007199254740993 == 9007199254740993.0
False, porque lo ve como una comparacién entre

9007199254740993 y 9007199254740992.0.

Representaciéon IEEE-754 de 9007199254740994.0 El nidmero en el
tercer y ultimo escenario de prueba es 9007199254740994.0, que es 1 més que
el valor anterior. Su representaciéon binaria se puede obtener sumando 1 a la
representacién binaria de 9007199254740993.0, ddndonos:

10000000000000000000000000000000000000000000000000010.0
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esto también tiene 54 bits antes del punto binario y requiere un desplaza-
miento a la derecha de 53 bits para convertirlo a la forma normalizada, lo
que nos da el exponente 53.

Observe que esta vez, el segundo bit menos significativo (LSB) tiene el
valor 1. Por lo tanto, cuando desplazamos este niimero a la derecha 53 bits,
se convierte en el LSB de la mantisa (que tiene 52 bits de ancho). Los
componentes se ven asi:

Bit de signo: 0

Exponente: 53 + 1023 (bias) = 1076 (10000110100 en binario)

Mantisa: 0000000000000000000000000000000000000000000000000001
Representacion IEEE-754:
0100001101000000000000000000000000000000000000000000000000000001

A diferencia de 9007199254740993.0, la representacién IEEE-754 del niimero
9007199254740994.0 puede representarlo exactamente sin pérdida de pre-
cisién. Por tanto, el resultado de

9007199254740994 == 9007199254740994.0
es True en Python.

El estandar IEEE-754 y la aritmética de punto flotante son inherente-
mente complejos y comparar niimeros de punto flotante no es sencillo. Lengua-
jes como C y Java implementan la promocién de tipos implicita, convirtiendo
numeros enteros en dobles y compardndolos poco a poco. Sin embargo, esto
alin puede dar lugar a resultados inesperados debido a la pérdida de precisién.

Python es tinico a este respecto. Tiene nimeros enteros de precisién
infinita, lo que hace que la promocién de tipos sea inviable en muchas situa-
ciones. En consecuencia, Python utiliza su algoritmo especializado para com-
parar estos niimeros, que a su vez tiene casos extremos.

Ya sea que esté utilizando C, Java, Python u otro lenguaje, es recomen-
dable utilizar funciones de biblioteca para comparar valores de punto flotante
en lugar de realizar comparaciones directas para evitar posibles errores.
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Cuando Cémputo de Alto Rendimiento no es Alto Rendimiento
A todo el mundo le importa que los cédigos se ejecuten rdpidamente en
sus computadoras. Las mejoras de Hardware de las tdltimas décadas lo han
hecho posible. Pero, ;qué tan bien estamos aprovechando las aceleraciones
del Hardware?

Considere estos dos ejemplos de cédigo C++. Supongamos aqui n =
10000000.

void sub(int* a, int* b) {
for (int i=0; i<n; +-+i)

ali] =1+ 1;
for (int i=0; i<n; +-+i)
bli] = alil;

}

void sub(int* a, int* b) {
for (int i=0; i<n; ++i) {
const int j =1+ 1;
ali] = j;
bli] = j;

}

.Cudl corre més rapido? Ambos son simples y dan resultados idénticos
(suponiendo que no haya alias). Sin embargo, en las arquitecturas moder-
nas, dependiendo de la configuracién de compilacién, una generalmente se
ejecutard significativamente mas rdpido que la otra.

En particular, se esperaria que el fragmento 2 se ejecutara més rdpido que
el fragmento 1. En el fragmento 1, los elementos de la matriz "a", que es de-
masiado grande para almacenarse en caché, deben recuperarse de la memoria
después de escribirse, pero esto no es necesario para Fragmento 2. La tenden-
cia durante mas de dos décadas ha sido que la velocidad de computacién de
los sistemas recién entregados crezca mucho mds rapido que la velocidad de
la memoria, y la disparidad es extrema hoy en dfa. El rendimiento de estos
micleos depende casi por completo de la velocidad del ancho de banda de la
memoria. Asi, el fragmento 2, una versién de bucle fusionado del fragmento
1, mejora la velocidad al reducir el acceso a la memoria principal.
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Es poco probable que bibliotecas como C++ STL ayuden, ya que esta
operacién es demasiado especializada para esperar que una biblioteca la ad-
mita (especialmente la versién de bucle fusionado). Ademds, el compilador no
puede fusionar de forma segura los bucles automédticamente sin instrucciones
especificas de que los punteros no tengan alias, y aun asf no se garantiza que
lo haga.

Afortunadamente, los lenguajes informaticos de alto nivel desde la década
de 1950 han elevado el nivel de abstraccién de la programacién para todos
nosotros. Naturalmente, a muchos de nosotros nos gustaria simplemente
implementar la l6gica empresarial requerida en nuestros cédigos y dejar que el
compilador y el Hardware hagan el resto. Pero, lamentablemente, no siempre
se puede simplemente colocar el c6digo en una computadora y esperar que
se ejecute rapidamente. Cada vez mds, a medida que el Hardware se vuelve
mds complejo, prestar atencién a la arquitectura subyacente es fundamental
para obtener un alto rendimiento.

Preociipate mas por la Suma y la Resta que por la Multiplicacién y
la Divisién Los errores relativos en la multiplicacion y divisién son siempre
pequenos. La suma y la resta, por otro lado, pueden resultar en una pérdida
completa de precision. Realmente el problema es la resta; la suma sélo
puede ser un problema cuando los dos nimeros que se agregan tienen signos
opuestos, por lo que puedes pensar en eso como una resta. Aun asi, el cédigo
podria escribirse con un "4" que sea realmente una resta.

La resta es un problema cuando los dos nimeros que se restan son casi
iguales. Cuanto mds casi iguales sean los nimeros, mayor sera el potencial
de pérdida de precisiéon. Especificamente, si dos niimeros estdn de acuerdo
con n bits, se pueden perder n bits de precisién en la resta. Esto puede ser
més facil de ver en el extremo: si dos nimeros no son iguales en teoria pero
son iguales en su representacién de maquina, su diferencia se calculard como
cero, 100% de pérdida de precision.

Aqui hay un ejemplo donde tal pérdida de precisién surge a menudo. La
derivada de una funcién f en un punto x se define como el limite de

(f(z+h) = f(x))/h

cuando h llega a cero. Entonces, un enfoque natural para calcular la derivada
de una funcién seria evaluar

(f(z+h) = f(x))/h
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para alguna h pequena. En teorfa, cuanto menor es h, mejor se aproxima
esta fraccién a la derivada. En la préctica, la precision mejora por un tiempo,
pero més alld de cierto punto, valores mas pequenos de h resultan en peores
aproximaciones a la derivada. A medida que h disminuye, el error de aproxi-
macién se reduce pero el error numérico aumenta. Esto se debe a que la
resta

fl@+h)—f(z)
se vuelve problemética. Si toma h lo suficientemente pequetnio (después de
todo, en teoria, mas pequeno es mejor), entonces f(x+h) serdigual a f(x) ala
precisién de la maquina. Esto significa que todas las derivadas se calculardn
como cero, sin importar la funcién, si solo toma h lo suficientemente pequeno.
Aqui hay un ejemplo que calcula la derivada de sin(z) en z = 1.

cout << std::setprecision(15);

for (int i = 1; i < 20; +-+)

{

double h = pow(10.0, -i);

cout << (sin(1.0+h) - sin(1.0))/h << "\n";
t

cout << "El verdadero resultado es: " << cos(1.0) << "\n";

Aqui estéd la salida del c6digo anterior. Para que la salida sea més facil de
entender, los digitos después del primer digito incorrecto se han reemplazado
por puntos.

0.540302302...
0.54030235....
0.5403022.....
0.540301......
0.54034.......

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 194 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

El verdadero resultado es: 0.54030230586814

La precisién® mejora a medida que h se hace més pequeiia hasta que
h = 1078 Pasado ese punto, la precisién decae debido a la pérdida de
precisién en la resta. Cuando h = 107!% o menor, la salida es exactamente
cero porque sin(1.0 + h) es igual a sin(1.0) a la precisiéon de la médquina.
(De hecho, 1 + h equivale a 1 a la precisién de la maquina. M4s sobre eso a
continuacion).

. Qué haces cuando tu problema requiere resta y va a causar una pérdida
de precisiéon? A veces la pérdida de precisién no es un problema; los dobles
comienzan con mucha precisién de sobra. Cuando la precisién es importante,
a menudo es posible usar algiin truco para cambiar el problema de modo que
no requiera resta o no requiera la misma resta con la que comenzaste.

Los Numeros de Punto Flotante Tienen Rangos Finitos Todos
saben que los nimeros de punto flotante tienen rangos finitos, pero esta limi-
tacion puede aparecer de manera inesperada. Por ejemplo, puede encontrar
sorprendente la salida de las siguientes lineas de cédigo

float f = 16777216;
cout << f << """ << fHl << "\n";

Este cédigo imprime el valor 16777216 dos veces. ;Que pasé? De acuerdo
con la especificaciéon IEEE para aritmética de punto flotante, un tipo flotante
tiene 32 bits de ancho. Veinticuatro de estos bits estdan dedicados al signifi-
cado (lo que solia llamarse la mantisa) y el resto al exponente. El nimero
16777216 es 2% y, por lo tanto, a la variable flotante f no le queda precisién
para representar f + 1. Ocurrirfa un fenémeno similar para 253 si f fuera

%3 Los resultados anteriores se calcularon con Visual C ++ 2008. Cuando se compilé con
gee 4.2.3 en Linux, los resultados fueron los mismos, excepto los ltimos cuatro nimeros.
Donde VC ++ produjo ceros, gcc produjo nimeros negativos: -0.017 ..., - 0.17 ..., -1.7 ...
y 17 ...
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del tipo double porque un doble de 64 bits dedica 53 bits al significado. El
siguiente c6digo imprime 0 en lugar de 1.

x = 9007199254740992; // 2°53
cout << ((x+1) - x) << "\n";

También podemos quedarnos sin precision al agregar niimeros pequenos a
nimeros de tamano moderado. Por ejemplo, el siguiente cédigo imprime "jLo
siento!" porque DBL_EPSILON (definido en float.h) es el nimero positivo
més pequeno € tal que 1 + €! = 1 cuando se usan tipos dobles.

x = 1.0;
y = x + 0.5*DBL_ EPSILON;
if (x ==1y)

cout << "jLo siento!\n";

De manera similar, la constante FLT EPSILON es el nimero positivo
més pequeno € tal que 1 + € no es 1 cuando se usan tipos flotantes.

(Por qué los Flotantes IEEE Tienen Dos Ceros: +0y —07 Aqui hay
un detalle extrano de la aritmética de punto flotante IEEE: las computadoras
tienen dos versiones de 0: cero positivo y cero negativo. La mayoria de las
veces, la distincién entre 40 y —0 no importa, pero de vez en cuando las
versiones firmadas del cero son titiles.

Si una cantidad positiva llega a cero, se convierte en +0. Y si una canti-
dad negativa llega a cero, se convierte en —0. Podrfa pensar en +0 (respec-
tivamente, —0) como el patrén de bits para un nimero positivo (negativo)
demasiado pequeno para representarlo.

El estandar de punto flotante IEEE dice que 1/+ 0 deberia ser +in finito
y 1/—0 deberia ser —in finito. Esto tiene sentido si interpreta +/—0 como el
fantasma de un nimero que se desbordé dejando solo su signo. El reciproco
de un numero positivo (negativo) demasiado pequeno para representarlo es
un ndimero positivo (negativo) demasiado grande para representarlo.

Para demostrar esto, ejecute el siguiente cédigo C:

int main()

{
double x = 1e-200;
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double y = 1e-200 * x;
printf("Reciproco de +0: %g\n", 1/y);
y = -1e-200*x;

printf("Reciproco de -0: %g\n", 1/y);

}

En Linux con gcc, la salida es:

Reciproco de 40: inf
Reciproco de -0: -inf

Sin embargo, hay algo acerca de los ceros firmados y las excepciones
que no tiene sentido. El informe acertadamente denominado "Lo que todo
informético deberia saber sobre la aritmética de punto flotante" tiene lo
siguiente que decir sobre los ceros con signo.

En aritmética IEEE, es natural definir log0 = —oo y logz
como un NaN cuando z < 0. Suponga que z representa un pe-
queno numero negativo que se ha desbordado a cero. Gracias al
cero con signo, x serd negativo, por lo que log puede devolver un
NaN. Sin embargo, si no hubiera un cero con signo, la funcién
logaritmica no podria distinguir un nimero negativo subdesbor-
dado de 0 y, por lo tanto, tendrfa que devolver —oc.

Esto implica que log(—0) debe ser NaN y log(+0) debe ser —oo. Eso
tiene sentido, pero eso no es lo que sucede en la préctica. La funcién de log
devuelve —oo para +0 y —0.

Ejecuté el siguiente cédigo en C:

int main()

{
double x = 1e-200;

double y = 1e-200 * x;

printf("Log de +0: %g\n", log(y));

y = -1e-200*x;

printf("Log de -0: %g\n", log(y));
}

En Linux, el cédigo imprime:

Log de 40: -inf
Log de -0: -inf

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 197 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

Use Logaritmos para Evitar Desbordamiento y Subdesbordamiento
Las limitaciones de los nimeros de punto flotante descritos en la seccién
anterior provienen de tener un nimero limitado de bits en el significado. El
desbordamiento y el subdesbordamiento resultan de tener también un niimero
finito de bits en el exponente. Algunos nimeros son demasiado grandes o
demasiado pequenos para almacenarlos en un nimero de punto flotante.

Muchos problemas parecen requerir calcular un niimero de tamano mode-
rado como la razén de dos mimeros enormes. El resultado final puede ser
representable como un niimero de punto flotante aunque los resultados inter-
medios no lo sean. En este caso, los logaritmos proporcionan una salida. Si
desea calcular M /N para grandes nimeros M y N, calcule log(M) — log(N)
y aplique exp() al resultado. Por ejemplo, las probabilidades a menudo im-
plican proporciones de factoriales, y los factoriales se vuelven astronémica-
mente grandes rapidamente. Para N > 170, N! es mayor que DBL MAX,
el nimero mas grande que puede representarse por un doble (sin precisién
extendida). Pero es posible evaluar expresiones como 200!/(190!10!) Sin des-
bordamiento de la siguiente manera:

x = exp( logFactorial(200) - logFactorial(190) - logFactor-
ial(10) );

Una funcién logFactorial simple pero ineficiente podria escribirse de la
siguiente manera:

double logFactorial(int n)

{
double sum = 0.0;
for (int i = 2; i <= n; ++i) sum += log((double)i);
return sum;

}

Un mejor enfoque serfa utilizar una funcién de registro gamma si hay
una disponible. Consulte Cémo calcular las probabilidades binomiales para
obtener mds informacion.

Las Operaciones Numéricas no Siempre Devuelven Nimeros De-
bido a que los nimeros de punto flotante tienen sus limitaciones, a veces
las ope-raciones de punto flotante devuelven "infinito" como una forma de
decir "el resultado es mds grande de lo que puedo manejar". Por ejemplo, el
siguiente c6digo imprime 1. # INF en Windows e inf en Linux.
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x = DBL MAX;
cout << 2*x << "\n";

A veces, la barrera para devolver un resultado significativo tiene que ver
con la légica en lugar de la precisién finita. Los tipos de datos de punto
flotante representan numeros reales (a diferencia de los nimeros complejos)
y no hay un nimero real cuyo cuadrado sea —1. Eso significa que no hay
un nimero significativo que devolver si el cédigo solicita sqrt(—2), incluso
con una precisién infinita. En este caso, las operaciones de punto flotante
devuelven NaN. Estos son valores de punto flotante que representan cédigos
de error en lugar de nimeros. Los valores NaN se muestran como 1. # IND
en Windows y NAN en Linux.

Una vez que una cadena de operaciones encuentra un NalV, todo es un
NaN de ahi en adelante. Por ejemplo, suponga que tiene un cédigo que
equivale a algo como lo siguiente:

if (x - x ==0)
// hacer algo

., Qué podria impedir que se ejecute el codigo que sigue a la instruccién
if? Si x es un Nal, entonces también lo es x — x y los NaN no equivalen a
nada. De hecho, los NaN ni siquiera se igualan. Eso significa que la expresion
x == x se puede usar para probar si x es un nimero (posiblemente infinito).
Para obtener mas informacién sobre infinitos y NalV, consulte las excepciones
de punto flotante IEEE en C ++4.

Trabajando con Factoriales Los cédlculos de probabilidad a menudo im-
plican tomar la razén de nimeros muy grandes para producir un nimero de
tamano moderado. El resultado final puede caber dentro de un doble con es-
pacio de sobra, pero los resultados intermedios se desbordarfan. Por ejemplo,
suponga que necesita calcular el niimero de formas de seleccionar 10 objetos
de un conjunto de 200. jEsto es 200!/(190!10!), Aproximadamente 2.2¢16.
Pero 200! y 190! desbordarfa el rango de un doble.

Hay dos formas de solucionar este problema. Ambos usan la siguiente
regla: Use trucos algebraicos para evitar el desbordamiento.

El primer truco es reconocer que

200! = 200 % 199 * 198 * ... * 191 % 190!
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y asi
200!/(190!10!) = 200 * 199 % 198 * ... * 191/10!

esto ciertamente funciona, pero estd limitado a factoriales.

Una técnica més general es usar logaritmos para evitar el desbordamiento:
tome el logaritmo de la expresiéon que desea evaluar y luego exponga el re-
sultado. En este ejemplo

log(200!/(190!10!)) = Log(200!) — log(190!) — log(10!)

si tiene un c6digo que calcula el logaritmo de los factoriales directamente sin
calcular primero los factoriales, puede usarlo para encontrar el logaritmo del
resultado que desea y luego aplicar la funcién exp.

Calcular Inverso del Factorial Dado un nimero positivo z, jcémo se
puede encontrar un nimero n tal que n! = x, o tal que n! ~ x?7. El Software
matematico tiende a trabajar con la funcién gamma en lugar de factoriales
porque I'(z) extiende z! en niimeros reales, con la relacién I'(x + 1) = zl.
El lado izquierdo a menudo se toma como una definicién del lado derecho
cuando x no es un nimero entero positivo.

No sélo preferimos trabajar con la funcién gamma, sino que es mas fécil
trabajar con el logaritmo de la funcién gamma para evitar el desbordamiento.

El siguiente cédigo Python encuentra el inverso del logaritmo de la funcién
gamma utilizando el método de biseccién. Este método requiere un limite
superior e inferior. Si solo pasamos valores positivos, 0 sirve como lfmite
inferior. Podemos encontrar un limite superior probando potencias de 2
hasta obtener algo lo suficientemente grande.

from scipy.special import gammaln

from scipy.optimize import bisect

import math as mt

def inverse log gamma(logarg):
assert(logarg > 0)

a=1

b=2

while b < logarg;:
b = b*2

return bisect(lambda x: gammaln(x) - logarg, a, b)
def inverse _factorial(logarg):
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g = inverse_log gamma(logarg)
return round(g)-1

Tenga en cuenta que la funcién inverse factorial toma el logaritmo del
valor cuyo inverso del factorial desea calcular. Por ejemplo:

print(inverse factorial(mt.log(mt.factorial(42)))))
regresa 42.

Trabajar en la escala logaritmica nos permite trabajar con mimeros mu-
cho mayores. El factorial de 171 es mayor que el mayor nimero de doble
precisiéon de IEEE, por lo que inverse factorial no podria devolver ningin
valor mayor que 171 si pasdramos x en lugar de log x. Pero al tomar log
x como argumento, podemos calcular factoriales inversos de nimeros tan
grandes que el factorial se desborda.

Por ejemplo, supongamos que queremos encontrar el valor de m tal que
m! es el factorial mds cercano a /(2024!). Podemos usar el cédigo.

print(inverse factorial(gammaln(2025)/2))

para encontrar m = 1112 aunque 1112! es del orden de 10%°°°, mucho
mayor que el mayor nimero de punto flotante representable, que es del orden
de 10308,

Cuando n! = x no tiene una solucién exacta, existe alguna opcién sobre
qué valor de n devolver como inverso del factorial de x. El cédigo anterior
minimiza la distancia desde n! a x en una escala logaritmica. Es posible que
desee modificar el cédigo para minimizar la distancia en una escala lineal
o encontrar la n mds grande con n! < x, o la n més pequena con n! > x
dependiendo de su aplicacién.

Trabajando con Exponenciales y Logaritmos Supongamos que desea
evaluar la funcién™
e —1—z
ue) = ———
para valores pequefios de z, digamos z = 1075.
El co6digo Python

4 Este ejemplo proviene de Lloyd N. Trefethen and J. A. C. Weideman. The Exponen-
tially Convergent Trapezoid Rule. SIAM Review. Vol. 56, No. 3. pp. 385-458.
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import numpy as np
def f(z): return (np.exp(z) - 1 - z)/z**2
print(f(1e-8))

imprime:
-0.607747099184471.

Ahora suponga que sospecha dificultades numéricas y calcula su resultado
con 50 decimales usando bc -1’ usando:

scale=50
z=10"-8
(e(z)-1-z)/2"2

imprime:
.50000000166666667083333334166666660000000000000000

Esto sugiere que el cdlculo original era completamente erréneo. ;Qué estd
sucediendo?
Para z pequena,

et ~1+z

y asf perdemos precisién al evaluar directamente el numerador en la defini-
cién de u (en nuestro ejemplo, perdimos toda precisién).

El teorema del valor medio del andlisis complejo dice que el valor de una
funcién analitica en un punto es igual al promedio continuo de los valores so-
bre un circulo centrado en ese punto. Si aproximamos este promedio tomando
el promedio de 16 valores en un circulo de radio 1 alrededor de nuestro punto,
obtenemos una precision total. El c6digo Python

def g(z):
N =16
ws = z + np.exp(2j*np.pi*np.arange(N) /N)
return sum(f(ws))/N

print(g(1le-8))

55El comando be (Basic Calculator) de la linea de comandos de Linux/Unix, es una
calculadora con grandes posibilidades de uso.
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imprime:
0.5000000016666668 + 8.673617379884035e-19j

que se aparta del resultado calculado con bc en el decimosexto decimal. En
un nivel alto, evitamos dificultades numéricas al promediar puntos alejados
de la regién dificil.

Logit inverso A continuacién, veamos el cdlculo f(z) = e”/(1+ €*). (Los
estadisticos llaman a esto la funcién "logit inverso" porque es el inverso de
la funcién que ellos llaman la funcién "logit".) El enfoque més directo seria
calcular exp(z)/(1 + exp(x)). Veamos dénde se puede romper eso.

double x = 1000;
double t = exp(x);
double y = t/(1.0 + t);

Imprimir y da -1. # IND. Esto se debe a que el cédlculo de t se desbordd,
produciendo un nimero mayor que el que cabfa en un doble. Pero podemos
calcular el valor de y facilmente. Si t es tan grande que no podemos alma-
cenarlo, entonces 1 + t es esencialmente lo mismo que t y la relacién es muy
cercana a 1. Esto sugiere que descubramos qué valores de x son tan grandes
que f(z) serd igual 1 a la precisién de la méquina, luego solo devuelva 1
para esos valores de x para evitar la posibilidad de desbordamiento. Esta
es nuestra siguiente regla: No calcules un resultado que puedas predecir con
precision.

El archivo de encabezado float.h tiene un DBL FEPSILON constante,
que es la precisién doble mdas pequena que podemos agregar a 1 sin recuperar
1. Un poco de dlgebra muestra que si x es més grande que —log(DBL_EPSILON),
entonces f(x) serd igual a 1 a la precisién de la maquina. Asi que aqui hay
un fragmento de cédigo para calcular f(z) para valores grandes de x:

const double x max = -log(DBL_EPSILON);
if (x > x_max) return 1.0;

El cédigo provisto en esta seccion calcula siete funciones que aparecen en
las estadisticas. Cada uno evita problemas de desbordamiento, subdesbor-
damiento o pérdida de precisién que podrian ocurrir para grandes argumentos
negativos, grandes argumentos positivos o argumentos cercanos a cero:
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e LogOnePlusX calcilese como log(1 + x) como en ejemplo antes visto
e ExpMinusOne calciilese como e* — 1
e Logit calcilese como log(z/(1 — x))

e LogitInverse calcilese como e” /(1 4 €*) como se discutié en el ejemplo
iltimo

e LogLogitInverse calctilese como log(e* /(1 + €*))
e LogitInverseDifference calcilese como LogitInverse(x)— LogitInverse(y)
e LogOnePlusExpX calcilese como log(1 + exp(z))

e ComplementaryLogLog calcilese como log(—log(1 — x))

e ComplementaryLogLoglnverse calcilese como 1.0 — exp(—exp(x))

Las soluciones presentadas aquf parecen innecesarias o incluso incorrectas
al principio. Si este tipo de cédigo no estd bien comentado, alguien lo verd
y lo "simplificard" incorrectamente. Estardn orgullosos de todo el desorden
innecesario que eliminaron. Y si no prueban valores extremos, su nuevo
cédigo parecerd funcionar correctamente. Las respuestas incorrectas y los
NaN solo aparecerdn mas tarde.

Log (1 4+ x) Ahora veamos el ejemplo del calculo de log(z+1) . Considere
el siguiente codigo:

double x = 1e-16;
double y = log(1 + x)/x;

En este cédigo y = 0, aunque el valor correcto sea igual a 1 para la
precisién de la maquina.
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. Qué salié mal? los nimeros de doble precisién tienen una precision
de aproximadamente 15 decimales, por lo que 1 4+ x equivale a 1 para la
precision de la méaquina. El registro de 1 es cero, por lo que y se establece
en cero. Pero para valores pequenos de z, log(1 + x) es aproximadamente x,
por lo que log(1 + x)/x es aproximadamente 1. Eso significa que el cédigo
anterior para calcular log(1 + x)/x devuelve un resultado con 100% de error
relativo. Si z no es tan pequeno que 1 + x es igual a 1 en la méquina, atin
podemos tener problemas. Si z es moderadamente pequeno, los bits en x
no se pierden totalmente al calcular 1 + x, pero algunos si. Cuanto més se
acerca r a 0, mds bits se pierden. Podemos usar la siguiente regla: Utilice
aproximaciones analiticas para evitar la pérdida de precisién.

La forma favorita de aproximacién de los analistas numeéricos es la serie
de potencia. jLa serie de potencia para

log(1+x) =z +2%/2! +2°/3 + ...

Para valores pequenios de x, simplemente devolver = para log(1 + x) es una
mejora. Esto funcionaria bien para los valores més pequenos de x, pero para
algunos valores no tan pequenos, esto no serd lo suficientemente preciso, pero
tampoco lo hard directamente el calculo del log(1 + ).

La Precisiéon Arbitraria no es una Panacea Tener acceso a aritmética
de precisién arbitraria no necesariamente hace que desaparezcan las dificul-
tades de cédlculo numérico. Atin necesitas saber lo que estds haciendo. Antes
de ampliar la precisién, hay que saber hasta dénde ampliarla. Si no lo am-
plia lo suficiente, sus respuestas no serdn lo suficientemente precisas. Si lo
extiendes demasiado, desperdicias recursos. Tal vez esté bien desperdiciar
recursos, por lo que extiende la precisiéon méas de lo necesario. ;Pero hasta
qué punto es més de lo necesario?

Como ejemplo, considere el problema de encontrar valores de n tales que
tan(n) > n, uno de los valores es:

k = 1428599129020608582548671.

Verifiquemos que tan(k) > k. Usaremos bc porque admite precision ar-
bitraria. Nuestra £ es un nimero de 25 digitos, asi que digamos a bc que
queremos trabajar con 30 decimales para tener un poco de espacio’. bc no

56 he automédticamente le otorga un poco més de espacio del que solicita, pero le pedire-
mos aun madas
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tiene una funcién tangente, pero si la tiene s() para seno y ¢() para coseno,
por lo que calcularemos la tangente como seno sobre coseno.

$ be -1

escala = 30

k = 1428599129020608582548671
s(k)/c(k) - k

Esperamos que esto devuelva un valor positivo, pero en su lugar devuelve
-1428599362980017942210629.31...

Entonces, jestd mal la hipétesis? ;O es bec ignorar nuestra solicitud?
Resulta que ninguna de las dos cosas es cierta.

No se puede calcular directamente la tangente de un niimero grande. Uti-
liza la reduccién de rango para reducirlo al problema de calcular la tangente
de un dngulo pequeno donde funcionardn sus algoritmos. Dado que la tan-
gente tiene un perfodo 7, reducimos k mod 7 calculando k— [k /7] 7. Es decir,
restamos tantos multiplos de m como podamos hasta obtener un niimero entre
0 y m. Volviendo a be, calculamos

pi = 4*a(1)
k/pi

esto regresa
454737226160812402842656.500000507033221370444866152761
y entonces calculamos la tangente de

t = 0,500000507033221370444866152761*pi
= 1,5670797919686740002588270178941

Como t es ligeramente mayor que /2, la tangente serd negativa. No
podemos tener tan(t) mayor que k porque tan(t) ni siquiera es mayor que 0.
Entonces, ;dénde se estropearon las cosas?.

El célculo de 7 tuvo una precisiéon de 30 cifras significativas y el cdlculo
de k/7m tuvo una precisién de 30 cifras significativas, dado nuestro valor de
7. Hasta ahora ha funcionado segin lo prometido.
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El valor calculado de k/m tiene una precision de 29 cifras significativas,
23 antes del decimal y 6 después. Entonces, cuando tomamos la parte frac-
cionaria, solo tenemos seis cifras significativas y eso no es suficiente. Ahi es
donde las cosas van mal. Obtenemos un valor [k/7| que es mayor que 0.5
en el séptimo decimal, mientras que el valor exacto es menor que 0.5 en el
vigésimo quinto decimal. Necesitdbamos 25—6 = 19 cifras mds significativas.

Esta es la principal dificultad del cdlculo en punto flotante: restar nimeros
casi iguales pierde precisién. Si dos nimeros coinciden en m decimales,
puedes esperar perder m cifras significativas en la resta. El error en la
resta serd pequeno en relacién con los datos de entrada, pero no pequeno
en relacién con el resultado.

Observe que calculamos k/7 hasta 29 cifras significativas y, dado ese
resultado, calculamos la parte fraccionaria exactamente . Calculamos con
precision [k /7] 7, pero perdimos precisién cuando calculamos y restamos ese
valor de k.

Nuestro error al calcular k— [k /7] 7 fue pequeno en relacién con k, pero no
en relacién con el resultado final. Nuestra k es del orden de 10%° y el error en
nuestra resta es del orden de 10~7, pero el resultado es del orden de 1. No hay
ningun error en be. Llevo a cabo todos los célculos con la precisién anunciada,
pero no tuvo suficiente precisiéon de trabajo para producir el resultado que
necesitabamos.

6.3 Aritmética de Baja Precision

La popularidad de la aritmética de baja precisién para el cémputo de alto
rendimiento se ha disparado desde el lanzamiento en 2017 de la GPU Nvidia
Volta. Los nucleos tensores de media precision de Volta ofrecieron una
enorme ganancia de rendimiento 16 veces mayor que la doble precisién para
operaciones clave. Y el rendimiento del Hardware estd mejorando atin maés:
el FP16 con nicleo tensor Nvidia H100 es 58 veces més rapido que el FP64
estandar.

Esta sorprendente aceleracién ciertamente llama la atencién. Sin em-
bargo, en el célculo cientifico, la aritmética de baja precisién suele consi-
derarse insegura para los cédigos de modelado y simulacién. De hecho, a
veces se puede aprovechar una precision mds baja, cominmente en una con-
figuracién de "precision mixta" en la que sélo partes del célculo se realizan
con baja precisién. Sin embargo, en general, cualquier precisién menor que
el doble se considera inadecuada para modelar fenémenos fisicos complejos
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con fidelidad.

En respuesta, los desarrolladores han creado herramientas para medir la
seguridad de la aritmética de precision reducida en cédigos de aplicacion.
Algunas herramientas pueden incluso identificar qué variables o matrices se
pueden reducir de forma segura a una precisién menor sin perder precisién en
el resultado final. Sin embargo, el uso de estas herramientas a ciegas, sin el
respaldo de algin tipo de proceso de razonamiento, puede resultar peligroso.

Un ejemplo ilustraré esto:

El método del gradiente conjugado para la resoluciéon y opti-
mizacién de sistemas lineales y el método de Lanczos, estrechamente
relacionado, para la resolucién de problemas de valores propios
mostraron una gran promesa tras su invencién a principios de
los anos cincuenta. Sin embargo, se consideraban inseguros de-
bido a errores de redondeo catastroéficos en la aritmética de punto
flotante, que son aiin mas pronunciados a medida que se reduce
la precisién del punto flotante.

No obstante, Chris Paige demostré en su trabajo pionero en la
década de 1970 que el error de redondeo, aunque sustancial, no
excluye la utilidad de los métodos cuando se utilizan correcta-
mente. El método del gradiente conjugado se ha convertido en
un pilar del cémputo cientifico.

Teniendo en cuenta que ninguna herramienta podria llegar a este hallazgo
sin un cuidadoso anélisis matematico de los métodos. Una herramienta de-
tectarfa inexactitudes en el cédlculo pero no podria certificar que estos errores
no puedan perjudicar el resultado final.

Algunos podrian proponer en cambio un enfoque puramente basado en
datos: simplemente pruebe con baja precisién en algunos casos de prueba;
si funciona, utilice baja precisién en produccién. Sin embargo, este enfoque
estd lleno de peligros: es posible que los casos de prueba no capturen todas
las situaciones que podrian encontrarse en produccion.

Por ejemplo, uno podria probar un cédigo de aerodindmica sélo en regime-
nes de flujo suaves, pero las series de produccién pueden encontrar flujos
complejos con gradientes pronunciados, que la aritmética de baja precisién
no puede modelar correctamente. Los articulos académicos que prueban
métodos y herramientas de baja precisién deben evaluarse rigurosamente en
escenarios desafiantes del mundo real como este.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 208 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

Lamentablemente, los equipos de ciencia computacional frecuentemente
no tienen tiempo para evaluar sus cédigos para un uso potencial de arit-
mética de menor precision. Las herramientas ciertamente podrian ayudar.
Ademis, las bibliotecas que encapsulan métodos de precisién mixta pueden
ofrecer beneficios a muchos usuarios. Una gran historia de éxito son los solu-
cionadores lineales densos de precisién mixta, basados en el sélido trabajo
tedrico de Nick Highnam y sus colegas , que han llegado a bibliotecas como:
Lu, Hao; Matheson, Michael; Wang, Feiyi; Joubert, Wayne; Ellis, Austin;
Oles, Vladyslav. "OpenMxP-Opensource Mixed Precision Computing,".

Entonces la respuesta final es "depende". Cada nuevo caso debe exa-
minarse cuidadosamente y tomar una decisién basada en alguna combinacion
de andlisis y pruebas.

Si bien, NVIDIA lidera el mercado de las GPU para inteligencia artificial
(IA) con una cuota de mercado aproximada del 80%, pero no es en absoluto
la unica empresa que tiene en su porfolio chips de vanguardia para IA. La
companfa californiana Cerebras posee, de hecho, los procesadores para este
escenario de uso mds complejos que existen. Su chip WSE-2, por ejemplo,
aglutina nada menos que 2.6 billones de transistores contabilizados en la
escala numérica larga y 850,000 nicleos optimizados para IA.

Cerebras entrega a sus clientes estos procesadores integrados en una
plataforma para IA conocida como CS-2, y precisamente uno de ellos es
la compania de Emiratos Arabes G42. Esta tltima estd construyendo seis
superordenadores para IA capaces de superar la barrera de la exaescala que
aglutinan una gran cantidad de sistemas CS-2. Y seguin la CIA algunas de
estas maquinas irdn a parar a las grandes tecnolégicas chinas. No obstante,
esto no es todo. Y es que Cerebras dié a conocer en 2024 un procesador para
IA ain més potente que su WSE-2.

El procesador WSE-3 Cerebras ya tiene listo su procesador WSE-3 (Wafer
Scale Engine 3), un producto que, como podemos intuir, estd llamado a
suceder al también ambicioso WSE-2.

Ambos procesadores se fabrican a partir de una oblea completa de silicio,
lo que permite a Cerebras integrar muchos mas bloques funcionales y niicleos
en la 16gica que una GPU convencional como las que fabrican NVIDIA, AMD
o Huawei.

Y es que aglutina 4 billones de transistores, tiene una superficie de 46, 225
mm?, integra nada menos que 900,000 nicleos optimizados para IA y tiene
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una potencia de célculo, segin Cerebras, de 125 petaflops.

Segin Cerebras su procesador WSE-3 es el doble de potente que el WSE-
2. De hecho, de acuerdo con las especificaciones que ha publicado rinde como
62 GPU H100 de NVIDIA trabajando al unisono, y no debemos pasar por
alto que este procesador de la compania liderada por Jensen Huang es el mas
potente que tiene hasta que se produzca el lanzamiento de la GPU H200.

Sea como sea Cerebras entrega sus procesadores WSE-3 integrados en
un superordenador conocido como CS-3 que es capaz de entrenar grandes
modelos de TA con hasta 24 billones de pardmetros. El mapa de memoria
externa de este superordenador oscila entre 1.5 TB y 1.2 PB, un espacio
de almacenamiento descomunal que permite almacenar modelos de lenguaje
masivos en un unico espacio logico.

Segun informan, el chip WSE-3 optimizado para la IA es capaz de entre-
nar hasta 24,000 millones de pardmetros, lo que también equivaldria a un
rendimiento méximo de TA de 125 petaflops.
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7 Apéndice A: Método de Diferencias Finitas

En la bisqueda de una descripcién cualitativa de un determinado fenémeno,
por lo general se plantea un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o
parciales, vilidas para cierto dominio y donde se imponen sobre este, una serie
de condiciones en la frontera y en su caso de condiciones iniciales. Después
de esto, el modelo matemédtico se considera completo, y es aqui donde la
implementacion computacional entra a ayudar en la solucién del problema, ya
que solo es posible resolver de forma exacta problemas simples y en fronteras
geométricas triviales con los métodos matemédticos que disponemos.

En esta seccién consideraremos como implementar la solucién computa-
cional del Método de Diferencias Finitas, este método es de cardcter general
que permite la resolucién aproximada de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales definidas en un dominio finito. Es de una gran sencillez concep-
tual y constituye un procedimiento muy adecuado para la resolucién de una
ecuacion en una, dos o tres dimensiones.

El método consiste en una aproximacion de las derivadas parciales por ex-
presiones algebraicas con los valores de la variable dependiente en un niimero
finito de puntos seleccionados en el dominio’’. Como resultado de la apro-
ximacion, la ecuacién diferencial parcial que describe el problema es reem-
plazada por un nidmero finito de ecuaciones algebraicas, en términos de los
valores de la variable dependiente en los puntos seleccionados. El valor de los
puntos seleccionados se convierten en las incégnitas. La solucién del sistema
de ecuaciones algebraico permite obtener la solucién aproximada en cada
punto seleccionado de la malla.

7.1 Meétodo de Diferencias Finitas en una Dimension

Sin pérdida de generalidad, consideremos la ecuacién diferencial parcial

(p(2)u' (2)) +q(2)u' (2) =7 (x) u(z) = f () (7.1)

ena<x<b donde: u (a) = uy y u (b) = ug

5TLa técnica fundamental para los cdlculos numéricos en diferencias finitas se basa en
aproximar f(z) mediante un polinomio cerca de = xy. Una de las aproximaciones cldsicas
es mediante la serie de Taylor, la cual también nos permite, aparte de la aproximacién de
las derivadas, el cdlculo del error en la aproximacién mediante su férmula del residuo.
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con condiciones de frontera Dirichlet, Neumann o Robin. Para usar el pro-
cedimiento general de solucién numérica mediante el método de diferencias
finitas, debemos de:

1. Generar una malla del dominio, i.e. una malla es un conjunto finito de
puntos en los cuales buscaremos la solucién aproximada a la ecuacién
diferencial parcial.

2. Sustituir las derivadas correspondientes con alguna de las formulas de
diferencias finitas centradas (véase 8.1 y 8.3), en cada punto donde la
solucién es desconocida para obtener un sistema lineal algebraico de
ecuaciones Au = f.

3. Resolver el sistema lineal algebraico de ecuaciones Au = f (véase 3), y
asi obtener la solucién aproximada en cada punto de la malla.

7.1.1 Problema con Condiciones de Frontera Dirichlet

Consideremos un caso particular de la Ec.(7.1) definido por la ecuacién
u"(z) = f(x), 0<z<I1, uw(0) = Uq, u(l) = ug (7.2)

con condiciones de frontera Dirichlet. Para usar el procedimiento general de
solucién numérica mediante el método de diferencias finitas, debemos de:

1. Generar una malla homogénea del dominio®®

x; = ih, 1=0,1,...,n, h=—-—=Ax (7.3)

2. Sustituir la derivada con la Ec.(8.24) en cada punto donde la solucién
es desconocida para obtener un sistema algebraico de ecuaciones. Asi,
en cada punto z; de la malla aproximamos la ecuacién diferencial por®”

uw(z; — h) — 2u(z) + u(z; + h)
12

%8En el caso de que la malla no sea homogénea, es necesario incluir en la derivada a que

h se refiere, por ejemplo en cada punto i, tenemos la h;_ (por la izquierda) y la h;; (por
o w(@i—hi—)—2u(x)tu(zit+hiy)
) -~ (hi—)(hiy) )

% Notemos que en cada punto de la malla, la aproximacién por diferencias finitas supone
la solucién de tres puntos de la malla z;_1,x; v x;41. El conjunto de estos tres puntos de

la malla es cominmente llamado el esténcil de diferencias finitas en una dimension.

u//<xi) ~

(7.4)

la derecha), i.e. u”(z;)
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o en su forma simplificada

Uiy — 2U; + Uity
h2

u (1) ~ (7.5)

definiendo la solucién aproximada de u(x) en z; como u;, entonces se
genera el siguiente sistema lineal de ecuaciones

Uy — 2U1 + Usy

12 = f(z1)
UL — 2us +u
% = f(xs)
e = f@) (7:6)
Up—3 — 2Up—2 + Up_
3 h22 1 F(@n_s)
Up—o — 2Up—1 + U
P T f )

Este sistema de ecuaciones se puede escribir como la matriz A y los
vectores u y f de la forma

— 2 1 -— — - — -
_1;?2 ;72 . Uy f(xr) — W
woTRoE Uy f(x2)
2T oz U3 _ f(x3)
h% _% h% Up—2 f(mn—Q) "

L hig —% 1 L Up—1 | | f(xn—l) - h_g i
en este caso, podemos factorizar 1/h? del sistema lineal Au = f,
quedando como

[ —2 1 1T U1 i [ f(.fEl) - Z—% 1
1 -2 1 U2 f(&]g)
1 r =2 1 uz | f(x3)
h? VR S :
1 —2 1 Up—2 f(mn—2)
L 1 -2 1 L Up—1 | | f(xn—l) - Z_g h
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esta ultima forma de expresar el sistema lineal algebraico asociado es
preferible para evitar problemas numéricos al momento de resolver el
sistema lineal por métodos iterativos (véase 3.2) principalmente cuando
h — 0.

3. Resolver el sistema lineal algebraico de ecuaciones Au = f (véase 3),
obtenemos la solucién aproximada en cada punto interior de la malla.
La solucién completa al problema la obtenemos al formar el vector

[ua Uy Uz U3 *++ Up—2 Up—1 Uﬁ}.

Uno de los paquetes més conocidos y usados para el cdlculo numérico
es MatLab® el cual tiene un alto costo monetario para los usuarios. Por

ello, una opcién es usar alternativas desarrolladas usando licencia de cédigo
abierto, un par de estos paquetes son: GNU OCTAVE®! y SCILAB".

Octave corre gran parte del c6digo desarrollado para MatLab sin requerir
cambio alguno, en cuanto a SCILAB es requerido hacer algunos ajustes en
la codificacién y ejecuciéon. En los siguientes ejemplos® se mostrard, cémo
implementar la solucién computacional. En la seccién (5) se mostrara la
implementacién en diversos paquetes y lenguajes de programacion.

60MatLab es un programa comercial para el cdlculo numérico el cual provee
un poderoso ambiente de cédlculo para aplicaciones Cientificas y de Ingenierfa
[https://www.mathworks.com/products/matlab-home.html].

6!GNU OCTAVE es un programa open source para el cdlculo numérico el cual
provee un poderoso ambiente de cdlculo para aplicaciones Cientificas y de Ingenieria
[http://www.gnu.org/software/octave].

62GCILAB es un programa open source para el célculo numérico el cual provee
un poderoso ambiente de cdlculo para aplicaciones Cientificas y de Ingenieria
[http://www.scilab.org].

63Los ejemplos que se muestran en el presente texto se pueden descargar de la pagina
WEB:

http://132.248.182.159 /acl/MDF/
o desde GitHub (https://github.com/antoniocarrillo69/MDF) mediante

git clone git://github.com/antoniocarrillo69/MDF .git
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Ejemplo 20 Sea
—u"(z) = —n* cos(mw), ri<z<uzxf, u(zi) = vi, u(xf) =vf

El programa queda implementado en OCTAVE (MatLab) como:
function [A,b,z] = fdm1d(xi,xf,vi,vf,n)
N=n-2; % Nodos interiores
h=(zf-xi)/(n-1); % Incremento en la malla
%A = sparse(N,N); % Matriz SPARSE
A=zeros(N,N); % Matriz A
b=zeros(N,1); % Vector b
R=1/(h"2);
P=-2/(h"2);
Q=1/(h"2);
% Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;
A(1,2)=0Q;
b(1)=LadoDerecho(xi)-vi*R;
% Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for 1=2:N-1
A(ii-1)=R;
Al(ii)=P;
A(ii+1)=0Q;
b(i)=LadoDerecho(xi+h*(i-1));
end
% Renglon final de la matriz A y vector b
A(N,N-1)=R;
A(N,N)=P;
b(N)=LadoDerecho(zi+h*N)-vf*Q;
% Resuleve el sistema lineal Az=b
x=inv(A)*b;
% Prepara la graficacion
xr=zeros(n,1);
zz=zeros(n,1);
for i=1:n
xx(i)=wi+h*(i-1);
zz(1)=SolucionAnalitica(xz(i));
end
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yy=zeros(n,1);
yy(1)=vi; % Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+1):$(i),'
end
yy(n)=uf; % Condicion inicial
% Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot(xz, [yy,22]);
endfunction
function y=LadoDerecho(x)
y=-pi*pi*cos(pi*z);
endfunction
function y==SolucionAnalitica(x)
y=cos(pi*x);
endfunction

Si el programa lo grabamos en el directorio de trabajo con el nombre
fdm1d.m, entonces se puede ejecutar en la consola de OCTAVE (MatLab)
mediante

[A,b,2] = fdmld(-1,2,—1,1,30);

donde es necesario indicar el inicio (—1) y fin (2) del dominio, el valor de
la condicién de frontera de inicio (—1) y fin (1), ademds de el nimero de
nodos (30) en la particién. La ejecucién genera la gréfica de la solucién
calculada por el método de diferencias finitas y la solucién analitica en los
mismos puntos de la malla, ademés devuelve la matriz®* y los vectores A, b, x
generados por la funcion.

En OCTAVE (MatLab) es posible introducir funciones para que pasen
cémo pardametros a otra funcién, de tal forma que se puede definir un pro-
grama genérico de diferencias finitas en una dimensién con condiciones de
frontera Dirichlet en el cual se especifiquen los pardmetros de la ecuacién en
la linea de comando de OCTAVE.

04En Octave (MatLab) se define a una matriz mediante A = zeros(N,N), este tipo de
matriz no es adecuada para nuestros fines (véase capitulo 3). Para ahorrar espacio y
acelerar los calculos numéricos que se requieren para resolver el sistema lineal asociado
usamos un tipo de matriz que no guarda valores innecesarios (ceros), esto se hace mediante
la declaracién de la matriz como A = sparse(N,N).
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Usando este hecho, implementamos un programa para codificar el Método
de Diferencias Finitas en una Dimension para resolver el problema con condi-
ciones Dirichlet

ple)u” + q(x)u’ + r(z)u = f(z)

definido en el dominio [xi, 2 f] y valores en la frontera de u(xi) = viy u(zf) =
vf, ademads se le indica el tamano de la particién n, si se graficara la solucién
indicando en grf = 1, con solucién analitica s(z) y si a esta se proporciona
entonces sws = 1. Regresando la matriz y los vectores Au = b del sistema
lineal generado asf como los puntos del dominio y los valores de la solucién
en dichos puntos x, V', para cada problema que deseemos resolver.

Ejemplo 21 FEl programa queda implementado en OCTAVE (MatLab) como:
function [error,A,b,u,x, V] = fdm1d_DD(p,q,r.f,xi,zf,vi,vf,n,grf,s,sws)

ifn< 8

return
end
% Numero de incognitas del problema
tm =n -2;
% Declaracion de la matriz y vectores de trabajo
%A = sparse(tm,tm);
A = zeros(tm,tm); % Matriz de carga
b = zeros(tm,1); % Vector de carga
u = zeros(tm,1); % Vector de solucion
x = zeros(n,1); % Vector de coordenadas de la particion
V = zeros(n,1) ; % Vector solucion

— (af-0i)/(n-1);

h1 = h*h;
% Llenado de los puntos de la malla
fori=1:n,

z(i) = xi + (i-1)*h;
end
% Llenado de la matriz y vector
b(1) = f(xi) - p(xi)*(vi/hl);
A(1,2) = p(x(1))/h1 - q(x(1))/(2.0"h);
A(1,1) = ((-2.0 * p(x(1))) / h1) + r(x(1));
for i=2:tm-1,

A(i,i-1) = p(x(i))/h1 - q(2(i))/(2.0%h);
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A(i,1) = ((-2.0 * p(x(i)) / h1) + r(x(i));
A(ii+1) = p(x(i))/h1 + q(x(i))/(2.0%h);
b(i) = f(z(i);
end
A(tm,tm-1) = p(z(tm))/h1 - q(x(tm))/(2.0%h);
A(tm,tm) = ((-2.0 * p(z(tm))) / h1) + r(z(tm));
b(tm) = f(x(tm+1))-p(x(tm+1))*(vf/h1);
% Soluciona el sistema
u = inv(A)*b;
% Copia la solucion obtenida del sistema lineal al vector solucion
V(1) = vi;
for i=1:tm,
V(i+1) = u(i);
end
Vin) = of;
% Encuentra el error en norma infinita usando particion par=10
error = 0;
if sws == 1
par = 10;
fori=1: n-1,
inc = (x(i+1)-x(1))/par;
for g = 1:par+1,
px = x(i)+inc*(j-1);
e = abs(s(px)-l(pz,x(i),V(i),x(i+1),V(i+1)));
if e > error
error = e;
end
end
end
end
% Revisa si se graficara
if grf == 1
if sws == 1
% Calcula la solucion analitica en la particion de calculo
ua = zeros(n,1);
fori=1:n,
ua(i) = s(x(1));

end
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end
% Graficar la solucion numerica
plot(xz,V,’0’);
hold
% Graficar la solucion analitica en una particion tamano xPart
if sws == 1
xPart = 1000;
h = (zf-xi)/(xPart-1);
xx = zeros(xPart,1);
za = zeros(xPart,1);
for i = 1: zPart,
zx(i) = xi + (i-1)%h;
za(i) = s(xx(i));
end
plot(xz,za);
% Grafica el error
figure(2);
plot(z, V-ua);
end
end
end
% Fvalua el punto x en la recta dada por los puntos (x1,y1) y (x2,y2), se
usa para el calculo de la norma infinito
function y = l(x,x1,y1,22,y2)
y = yl+((y2-y1)/(x2-x1))*(z-x1);
end

De esta forma podemos implementar diversos problemas y ver su solucién

Ejemplo 22 Sea
—u"(x) = —72cos(nz), 1<z <2, u(—1) = —1, u(2) =1

para ejecutar el programa anterior es necesario escribir en la consola de OC-
TAVE:

p=Q(z) 1;

q=Q(x) 0;

r=@(x) 0;
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f=@(x) -pi*pi*cos(pi*z);
s=@(x) cos(pi*z);
[error,A,b,u,x, V] = fdm1d_DD(p,q,rf,-1,2,-1,1,11,1,8,1);

Otro ejemplo:
Ejemplo 23 Sea
u"(z) +u = —m*cos(wx), 0<z<l1, u(0) =1, u(l) =—1

para ejecutar el programa anterior es necesario escribir en la consola de OC-
TAVE:

p=0(x) I;

q=0(z) 0;

r=Q(x) 0;

f=@(x) -pi*pi*cos(pi*z);

s=Q@(x) cos(pi*r);

[error,A,b,u,z, V] = fdm1d_DD(p,q,r.f,0,1,1,-1,40,1,8,1);

Ahora veamos un ejemplo con un pardmetro adicional (velocidad):
Ejemplo 24 Sea
—u"(z) + v(x)u = 0, 0<z<I, u(0) =0, u(l) =1

para ejecutar el programa anterior es necesario escribir en la consola de OC-
TAVE:

v=@Q(z) 1.0; % velocidad

p=Q(z) -1.0;

q=0(x) v(z);

r=Q(zx) 0;

f=Q@(x) 0;

s=@(x) (exp(v(x)*x)-1.0)/(exp(v(x))-1.0);

[error,A,b,u,x, V] = fdm1d_DD(p,q,rf,0,1,0,1,11,1,s,1);

En éste caso, la velocidad es v = 1.0 y nuestro programa lo puede resolver

sin complicacién alguna. Si aumentamos la velocidad a v = 50.0 y volvemos
a correr el programa haciendo estos cambios, entonces:
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Ejemplo 25 v=@(x) 50.0;
[error,A,b,u,x, V] = fdm1d_DN(p,q,rf,0,1,-1,0,-1,1,11,1,5,1);

Aun el programa lo resuelve bien, pero si ahora subimos la velocidad a
v = 100.0 y corremos nuevamente el programa:

Ejemplo 26 v=@Q(z) 100.0;
[error,A,b,u,z, V] = fdm1d_DN(p,q,r.f,0,1,-1,0,-1,1,11,1,5,1);

Entonces tendremos que la solucién oscila en torno al cero. Para corregir
esto, algunas opciones son: aumentar el nimero de nodos en la malla de
discretizacién, usar una malla no homogénea refinada adecuadamente para
tener un mayor niimero de nodos en donde sea requerido, usar férmulas més
precisas para las derivadas o mejor atn, usar diferentes esquemas tipo Up-
wind, Scharfetter-Gummel y Difusién Artificial para implementar el Método
de Diferencias Finitas, como se muestra a continuacién.

Numero de Péclet Para el problema general dado por la Ec.(7.1)
(p () (2)) +q(x)u () =7 () u(z) = f () (7.7)

ena<z<b donde: u(a)=1u,yu(b) =ug

el término ¢ (z) v’ (z) algunas veces es llamado el término advectivo® si u
es la velocidad y puede ocasionar inestabilidad numérica en el Método de
Diferencias Finitas como se mostré en el ejemplo anterior Ej.(26), para evitar
dichas inestabilidades existen diversas técnicas de discretizacion mediante el
andlisis de la solucién considerando el Numero de Péclet (local y global) y
su implementacién en el Método de Diferencias Finitas (véase [?]) mediante
el esquema Upwind, Scharfetter-Gummel y Difusién Artificial, entre otros,
para ello consideremos:

e Si las funciones p(z),q(x) y r(x) son constantes, el esquema de dife-
rencias finitas centradas para todas las derivadas, este esta dado por el
estencil

Ui—1 — 20 + Uiy N Uil — Ui—1
p’L h,2 Qz 2h

[ ., .,
65 Cuando la adveccion es fuerte, esto es cuando |g ()| es grande, la ecuacién se comporta
como si fuera una ecuacién de onda.
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donde la ventaja de esta discretizacién, es que el método es de segundo
orden de exactitud. La desventaja es que los coeficientes de la matriz
generada pueden no ser diagonal dominante si r(z) > 0y p(z) > 0.
Cuando la adveccién |p (z)| es grande, la ecuacién se comporta como
la ecuacion de onda.

e Tomando las funciones p(z,t),q(z,t) y r(z,t) méas generales posibles,
es necesario hacer una discretizacién que garantice que el método es
de segundo orden de exactitud, esto se logra mediante la siguiente dis-
cretizacién para (p (z,t) v’ (r,t))" mediante

R e e ()

2 Ax
Az \ u(z,t) —u(xr — Az, t)
_ _ = t Y Y A
p <x 5 ) s /Ax
entonces se tiene que
Uj ,t Yeprhui U;— T ind U; — Uj—
p(tit1,t) h p(ui1s) g +1 1 raws = f; (7.10)

h
parai=1,2,...,n, (véase [?] pdg. 78 y 79).

2h

e El esquema mixto, en donde se usa el esquema de diferencias finitas
centradas para el término de difusién y el esquema upwind para el
término de adveccion

Ui _2u+u U — u .
D i—1 h; i+1 4 i+1 ; i-1 ITI— fi’ si g > 0(7.11)
Ui — 2U; + Uiaq Ui — Uiy '
pi 4 hz’& 1+ qZ ? h 7 _ Tiui — fi7 S1 ql < 0

el propdsito es incrementar el dominio de la diagonal. Este esquema
es de orden uno de exactitud y su uso es altamente recomendable
si |¢g(x)| ~ 1/h, en caso de no usarse, se observard que la solucién
numérica oscila alrededor del cero.

7.1.2 Problema con Condiciones de Frontera Neumann

Consideremos el problema

u'(z) = f(2), 0<z<1 (7.12)
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con condiciones de frontera Neumann

d
o cte; en u(0) y d_u = cteg en u(1)
T

dx

para usar el procedimiento general de solucién numérica mediante el método
de diferencias finitas, primero debemos discretizar las condiciones de fron-
tera, una manera seria usar para la primera condicién de frontera una apro-
ximacién usando diferencias progresivas Ec.(8.5)

d_u w4+ h) — u(x)
dx . N h
quedando
% = ctey (7.13)

para la segunda condicién de frontera una aproximacién usando diferencias
regresivas Ec.(8.10)

dul u(z) —u(z; —h)
dz|,, h
quedando
In = Tl ey (7.14)

h
pero el orden de aproximaciéon no seria el adecuado pues estamos aprox-
imando el dominio con diferencias centradas con un error local de trun-
camiento de segundo orden O.(Az?), en lugar de ello usaremos diferencias
centradas Ec.(8.15) para tener todo el dominio con el mismo error local de
truncamiento.

Para usar diferencias centradas Ec.(8.15)
du u(z; + h) —u(z; — h)

dx 2h

T

en el primer nodo necesitamos introducir un punto de la malla ficticio x_; =
(xo — Ax) con un valor asociado a u_;, entonces
Uy — U
2h

asi también, en el dltimo nodo necesitamos introducir un punto de la malla
ficticio 2,41 = (x, + Ax) con un valor asociado a 1, obteniendo

= ctey (7.15)

Up4+1 — Un-—1

57 = ctes. (7.16)
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Estos valores no tienen significado fisico alguno, dado que esos puntos se
encuentran fuera del dominio del problema. Entonces debemos de:

1. Generar una malla homogénea del dominio

1
ri=ih,  i=01..n  h=-=Az (7.17)

2. Sustituir la derivada con la Ec.(8.24)% en cada punto donde la solucién
es desconocida para obtener un sistema algebraico de ecuaciones. Asi,
en cada punto r; de la malla aproximamos la ecuacién diferencial por

u(z; — h) — 2u(z) + u(z; + h)
72

o (1) ~ (7.18)

definiendo la solucién aproximada de u(z) en x; como wu; como la solu-
cién del siguiente sistema lineal de ecuaciones

U1 — U

o7 = cte;
Ug — 2u1 -+ Ug
T = f(xl)
Ui — 2U; + Ui
= 2= f(x) (7.19)
Up—2 — 2un—1 + up
h2 = f(:[’.n*]-)
Up+1 — Un-—1 — e
2h >

3. Resolver el sistema lineal algebraico de ecuaciones Au = f (véase 3),

obtenemos la solucién aproximada en cada punto de la malla.

66 Para mantener la estabilidad es necesario tomar en cuenta las distintas formas de dis-
cretizacién en el Método de Diferencias Finitas mediante el esquema Upwind, Scharfetter-
Gummel y Difusién Artificial, entre otros (véase la seccién: 7.1.1, Ecs. 7.8 a 7.11).
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7.1.3 Problema con Condiciones de Frontera Robin

El método de un punto de la malla ficticio es usado para el manejo de las
condiciones de frontera mixta, también conocidas como condiciones de fron-
tera Robin. Sin pérdida de generalidad, supongamos que en x = a, tenemos

au' (a) + Pu (b) =
donde « # 0. Entonces usando el punto de la malla ficticio, tenemos que

Up — U o
T T

2 2hy
U1 =UL + —Up — —
« Q

introduciendo esto en términos de diferencias finitas centradas, en r = xg,
entonces se tiene que

2 2 2 2
( —i——ﬁ)un—i-—ul:fo—ka—,y

R2 ' ah h2 h
° 1B 1

P S _Jo 7

( h2+ah>“"+h2“1 > T an

lo que genera coeficientes simétricos en la matriz.
Consideremos el problema
u"(x) = f(z), 0<z<1 (7.20)
con condiciones de frontera Dirichlet y Neumann

du
u(0) = uq y — = ctey en u(l).
dx
respectivamente. Para usar el procedimiento general de solucién numérica
mediante el método de diferencias finitas, primero debemos expresar la condi-

cién de frontera Neumann mediante diferencias centradas Ec.(8.15)

dul _ u(zi+h) —u(x; —h)
dz|,, B 2h
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en el dltimo nodo necesitamos introducir un punto de la malla ficticio x,, 1 =
(x, + Az) con un valor asociado a u,; quedando

Up41 — Un—1

2h

Este valor no tiene significado fisico alguno, dado que este punto se encuentra
fuera del dominio del problema.

= ctes. (7.21)

Entonces debemos de:

1. Generar una malla homogénea del dominio

1
2, =ih, i=0,1,...,n, h=—=An. (7.22)
n

2. Sustituir la derivada con la Ec.(8.24)°" en cada punto donde la solucién
es desconocida para obtener un sistema algebraico de ecuaciones. Asi,
en cada punto z; de la malla aproximamos la ecuacién diferencial por

u(z; — h) — 2u(z) + u(z; + h)
B2

definiendo la solucién aproximada de u(z) en x; como u; como la solu-

cion del siguiente sistema lineal de ecuaciones

u”(z;) ~ (7.23)

Uy — 2U1 + Usy

2 = f(z)
UL — 2u9 + us
2 " f(x2)
Ui—1 — 2U; + Uiq1
- o= f(w) (7.24)
Up—2 — 2un—l + Uy
h2 = f(xn—l)
Up41 — Un—1 — e
2h -

07Para mantener la estabilidad es necesario tomar en cuenta las distintas formas de dis-
cretizacién en el Método de Diferencias Finitas mediante el esquema Upwind, Scharfetter-
Gummel y Difusién Artificial, entre otros (véase la seccién: 7.1.1, Ecs. 7.8 a 7.11).
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3. Resolver el sistema lineal algebraico de ecuaciones Au = f (véase 3),
obtenemos la solucién aproximada en cada punto de la malla. La solu-
cién completa al problema la obtenemos al formar el vector

[wa wr us uz o Una Upr Uy ]

La implementacién de un programa para codificar el Método de Dife-
rencias Finitas en una Dimensién para resolver el problema con condiciones
Dirichlet o Neumann del problema

p(x)u” + q(z)u’ + r(z)u = f(x)

definido en el dominio [zi,zf] y el tipo de frontera en i -ti igual a —1
Dirichlet (u(xi) = vi) 6 —2 Neumann ( u,(zi) = vi)- y el valor en la frontera
xf -tf igual a —1 Dirichlet(u(zf) = vf) o —2 Neumann (u,(xf) = vf)-,
ademds se le indica el tamano de la particién n, si se graficara la solucién
indicando en grf = 1, con la solucién analitica s(x) y si esta se proporciona
sws = 1. Regresando la matriz y los vectores Au = b del sistema lineal
generado asi como los puntos del dominio y los valores de la solucién en
dichos puntos z,V

Ejemplo 27 El programa queda implementado en OCTAVE (MatLab) como:
function [error,A,bu,x, V] = fdm1d(p,q,r.f,xi,zf, ti,vi,tf,of, n,grf,s,sws)
ifn< 3
return
end
% llenado de valores para el tipo de nodo y valor de frontera
TN = zeros(n,1); % Vector para guardar el tipo de nodo
V = zeros(n,1); % Vector para guardar la solucion y frontera
TN(1) = ti;
TN(n) = tf;
V(1) = vi;
Vin) = uf;
% Calcula el numero de incognitas del problema
tm = 0;
for i=1:n,
if TN(i) == -1 % Descarta nodos frontera Dirichlet
continue
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end
tm = tm +1;
end
% Declaracion de la matriz y vectores de trabajo
%A = sparse(tm,tm);
A = zeros(tm,tm); % Matriz de carga
= zeros(tm,1); % Vector de carga
u = zeros(tm,1); % Vector de solucion
x = zeros(n,1); % Vector de coordenadas de la particion
% Llenado de la matriz y vector
= (zf-wi)/(n-1);
h1 = h*h;
J=1
for i=1:n,
z(i) = zi + (i-1)*h;
if TN(i) == -1 % Descarta nodos frontera Dirichlet
continue;
end
% Diagonal central
A(jg) = ((-2.0 * p(x(i)) / h1) + r(x(i));
if TN(i) == -2
end

% Lado derecho
b(j) = f(z(i):
% Diagonal anterior
if TN(i) == -2
b(j) = V(i)/h;
ifi> 1
A(j,j-1) = -1/h1;
end
elseif TN(i-1) == -1
b(G) = f(x(1)) - p(x(i))*(V(i-1)/h1);

else
A1) = p(e(i)) /b1 - a(a(i))/(2.0%);
end
% Diagonal superior
if TN(i) == -2
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b(j) = V(i)/h;
ifi<n
AGj+1) = -1/h1;
end
elseif TN(i+1) == -1
l b(j) = f(x(i) - p(x(i))*(V(i+1)/h1);
else
A(jj+1) = p(x(i)/h1 + q((i))/(2.0°h);
end
j=73+1;
end
% Soluciona el sistema
u = A\b;
% Copia la solucion obtenida del sistema lineal al vector solucion
J=1
for i=1:m,
if TN(i) == -1 % descarta nodos frontera Dirichlet
continue
end
V(i) = u(j);
jg=7+1;
end
% Encuentra error en norma infinita usando particion par = 10
error = 0;
if sws == 1
par = 10;
fori=1: n-1,
inc = (x(i+1)-z(i)) /par;
for j = 1:par+1,
px = x(i)+inc*(j-1);
e = abs(s(px)-l(px,z(i), V(i),x(i+1),V(i+1)));
if e > error
error = e;
end
end
end
end
% Revisa si se graficara
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if grf == 1
if sws == 1

% Calcula la solucion analitica en la particion de calculo

ua = zeros(n,1);
fori=1:n,
ua(i) = s(x(1));
end
end
% Grafica la solucion numerica
plot(z,V,’0’);
hold

% Graficar solucion analitica en particion de tamano zPart

if sws == 1
xPart = 1000;
= (xf-zi)/(xPart-1);
xx = zeros(xPart,1);
za = zeros(zPart,1);
for i = 1: zPart,
zx(i) = xi + (i-1)*h;
za(i) = s(xx(i));
end
plot(zx,ra);
% Grafica el error
figure(2);
plot(x,V-ua);
end
end
end

% evalua el punto x en la recta dada por los puntos (x1,y1) y (x2,y2)

function y = l(x,x1,y1,22,y2)
y = yl+((y2-yl)/(x2-x1))*(x-21);
end

Ejemplo 28 Sea

—u"(z) +u =0, 0<xz<1, u(0) =0,
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para ejecutar el programa anterior es necesario escribir en la consola de OC-
TAVE:

v=Q(x) 1.0; % velocidad, posibles valores 1,25,100, etc.

p=Q(z) -1.0;

q=0(z) v(z);

r=Q(z) 0;

f=@(zx) 0;

s=Q(x) (exp(v(x)*x)-1.0)/(exp(v(x))-1.0);

[error,A,b,u,x, V] = fdm1d_DN(p,q,rf,0,1,-1,0,-1,1,11,1,8,1);

Ejemplo 29 Sea
u"(z) +u = —m*cos(rx), 0<z<1, u(0) =1, u(l) = -1

para ejecutar el programa anterior es necesario escribir en la consola de OC-
TAVE:

p=0(x) I;

q=0(z) 0;

r=Q(x) 0;

[=Q(x) -pi*pi*cos(pi*v);

s=Q@(x) cos(pi*r);

[error,A,b,u,z, V] = fdm1d_DN(p,q,r.f,0,1,-1,1,-1,-1,40,1,s,1);

Ejemplo 30 Sea
u'(z) = —m2cos(nx), 0<z<0.5, u(0) =1, uz(0.5) = —7

para ejecutar el programa anterior es necesario escribir en la consola de OC-
TAVE:

p=Q(zx) 1;

q=Q(x) 0;

r=Q(z) 0;

f=Q@Q(x) -pi*pi*cos(pi*z);

s=@(x) cos(pi*z);

[error,A,b,u,z, V] = fdm1d_ DN(p,q,r,f,0,0.5,-1,1,-2,-pi,40,1,s,1);

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 231 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

Pese a que con el programa anterior podriamos resolver la ecuacion
—u"(z) — K*u(x) = 0, 0<z<1, u(0) =1, u'(1) = iku(1)

esta ecuacién se conoce como la ecuacién de Helmholtz la cual es dificil de
resolver si r(z) < 0y |r(z)| es grande, i.e. r(z) ~ 1/h? Para resolver
correctamente dicha ecuacién, usaremos otro programa con los esquemas
de discretizacién de diferencias finitas y diferencias finitas exactas. Este
iltimo procedimiento fue desarrollado en: Exact Finite Difference Schemes
for Solving Helmholtz Equation at any Wavenumber, Yau Shu Wong and
Guangrui Lim International Journal of Numerical Analysis and Modeling,
Volumen 2, Number 1, Pages 91-108, 2011. Y la codificacién de prueba
queda como:

Ejemplo 31 Sea
—u"(x) — K*u(x) = 0, 0<z<1, u(0) =1, u'(1) = iku(1)

con k = 150, entonces el programa en SCILAB queda implementado como:
TEST = 1; // (0) Diferencias finitas, (1) Diferencias finitas exactas

function y=LadoDerecho(x)
y=0.0;

endfunction

function y==SolucionAnalitica(z, k)
//y=cos(k*z)+%i*sin(k*z);
y=exp(%i*k*c);
endfunction

K = 150;

KK = K*K;

a=0; // Inicio dominio

c=1; // Fin dominio

M=300; // Particion

N=M-1; // Nodos interiores

h=(c-a)/(M-1); // Incremento en la malla

Y0=1; // Condicion Dirichlet inicial en el inicio del dominio
Y1=%i*K; // Condicion Neumann inicial en el fin del dominio
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A=zeros(N,N); // Matriz A
b=zeros(N); // Vector b

if TEST = 0 then

R=-1/(h"2);

P=2/(h"2)-KK;

Q;:-J/ (h=2);

R=-1/(h"2);
P=(2%cos(K*h)+(K*h)"2)/(h"2) - KK;
Q:'Z/(h Ag);

end

// Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1)=P;

A(1,2)=0Q;

b(1)=LadoDerecho(a)-YO0*R; // Frontera Dirichlet
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for 1=2:N-1

A(iyi-1)=R;

A(i,i)=P;

A(ii+1)=0Q;

b(i)=LadoDerecho(a+h*(i-1));

end

// Renglon final de la matriz A y vector b

if TEST = 0 then

A(N,N-1)=1/(h"2);

A(N,N)=-1/(h"2)+ Y1/h;
b(N)=LadoDerecho(c)/2;

else

A(N,N-1)=1/(h"2);

A(N.N)=-1/(h"2)+ %i*sin(K*h)/(h"2);
b(N)=LadoDerecho(c)/2;

end

// Resuleve el sistema lineal Ax=b
z=inv(A)*b;

ESC = 5;
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zrx=zeros(M*ESC,1);
zzz=zeros(M*ESC,1);
for i=1:M*ESC
zzx(i)=a+h/ESC*(i-1);
zzz(i)=SolucionAnalitica(xzx (i), K);
end
// Prepara la graficacion
zr=zeros(M,1);
zz=zeros(M,1);
fori=1:M
zx(i)=a+h*(i-1);
zz(1)=SolucionAnalitica(xz(i),K);
end
yy=zeros(M,1);
yy(1)=Y0; // Condicion inicial
for i=1:N
yy(i+1)=x(i);
end
// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot2d(zx,yy,15)
plot2d(rzrx,222)

7.1.4 Ecuacion con Primera Derivada Temporal

Hasta ahora se ha visto como discretizar la parte espacial de las ecuaciones
diferenciales parciales, lo cual nos permite encontrar la solucién estédtica de los
problemas del tipo eliptico. Sin embargo, para ecuaciones del tipo parabdlico
e hiperbdlico dependen del tiempo, se necesita introducir una discretizacién
a las derivadas con respecto del tiempo. Al igual que con las discretiza-
ciones espaciales, podemos utilizar algin esquema de diferencias finitas en la
discretizacién del tiempo.

Para la solucién de la ecuaciones diferenciales con derivada temporal (u;),
se emplean diferentes esquemas en diferencias finitas para la discretizacion
del tiempo. Estos esquemas se conocen de manera general como esquemas
theta(0).
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Definiendo la ecuacién diferencial parcial general de segundo orden como

u = Lu (7.25)

donde
Lu=(p(z)u (2)) +q (@) (x) =7 (x)u(z) - f(2) (7.26)
aqui, los coeficientes p,q y r pueden depender del espacio y del tiempo.

Entonces el esquema theta estd dado por

u = (1—0) (Lu) + 6 (Lu)’ . (7.27)

Existen diferentes casos del esquema theta a saber:

Para 6 = 0, se obtiene un esquema de diferencias finitas hacia adelante
en el tiempo, conocido como esquema completamente explicito, ya que
el paso n + 1 se obtiene de los términos del paso anterior n. Es un
esquema sencillo, el cual es condicionalmente estable cuando At < AT”'Q.

Para 6 = 1, se obtiene el esquema de diferencias finitas hacia atrds en
el tiempo, conocido como esquema completamente implicito, el cual es
incondicionalmente estable.

Para 0 = %, se obtiene un esquema de diferencias finitas centradas en

el tiempo, conocido como esquema Crank-Nicolson, este esquema es
también incondicionalmente estable y es més usado por tal razén.

Para la implementacién del esquema Crank-Nicolson se toma una dife-
rencia progresiva para el tiempo y se promedian las diferencias progresivas y
regresivas en el tiempo para las derivadas espaciales. Entonces, si tenemos

la Ec. (7.26), las discretizaciones correspondientes son"®:

68.

L g

J J J J+1 J+l J+l1
p | Wiy — 2u; +u wly —2u; T+
(p@)v' @) =5 | " Q| (729)

08 Para mantener la estabilidad es necesario tomar en cuenta las distintas formas de dis-
cretizacién en el Método de Diferencias Finitas mediante el esquema Upwind, Scharfetter-
Gummel y Difusién Artificial, entre otros (véase seccién: 7.1.1, Ecs. 7.8 a 7.11).
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J J Jj+1 j+1
E M S T VA W el

2Ax 2Azx

q(x)u (z) ~ g “ (7.30)

ademds de 7(z),u! y f7.

Entonces, una vez que se sustituyen las derivadas por su forma en dife-
rencias finitas, lo siguiente es formar el sistema:

At = Byl + fI (7.31)

esto se logra, colocando del lado izquierdo la igualdad de los términos que
contengan el paso del tiempo correspondiente a j + 1 y del lado derecho a los
términos correspondientes de j.

A continuacién, veamos un ejemplo del esquema Crank-Nicolson desa-
rrollados en SCILAB"

Ejemplo 32 Sea
uy — a(z)u”(z) — b(x)u'(x) + c(x)u = f, 10<xz<l, 0<t<T

entonces el programa queda implementado como:
// Crank-Nicolson
// Para una EDP de sequndo orden
J/u_t+ a(x)u_xx + b(x)u_x +c(x)u = f
// Dominio
// l0<x<l
/) 0<t<T
// Condiciones de frontera Dirichlet
// u(0,t) = u(l,t) = constante 0 < t < T cond de frontera
// Condicion inicial
/) u(r,0) = g(x) 10 <=2 <=1
// Datos de entrada
// intrevalo [10, 1]
// entero m>=3
// entero N>=1
// Salida

69Gcilab es un programa Open Source para el cdlculo numérico el cual provee un poderoso
ambiente de calculo para aplicaciones Cientificas y de Ingenierfa [http://www.scilab.org].
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// aproximaciones w_ij a u(x_i,t_j)

// Funciones de los coeficientes

function y = a(x)

Yy = '1;

endfunction

function y = b(zx)

Yy = _17'

endfunction

function y = c(x)

y=1

endfunction

function y = f(z)

y=20;

endfunction

// funcion de la condicion inicial

function y = condicion_inicial(x)

y = sin(z * %pi);

endfunction

// Condiciones de frontera

// Solo Dirichlet

cond_izq = 0;

cond_ der = 0;

// Datos de entrada

10 =01 =1; // intervalo [0,1]

m = 11; // Numero de nodos

M =m - 2; // Nodos interiores

// Division del espacio y del tiempo
= (L-10)/(m-1);

k = 0.025; // Paso del tiempo

N = 50; // Numero de iteraciones

/) Aw(j+1) = Buj + ]

// creo el vector w donde se guardara la solucion para cada tiempo

// A matriz del lado izquierdo

// B matriz del lado derecho

// B_prima para guardar el resultado de Bw"j

// [f que es el vector de los valores de f en cada nodo

w = zeros(M,1);

[f = zeros(M,1)
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A = zeros(M,M);

B = zeros(M,M);
//B_prima = zeros(M,1);
w_sol = zeros(m,m)

// Se crea el espacio de la solucion o malla
espacio = zeros(M,1)
fori=1m

zx =10 + (i-1)*h;
espacio(i) = xz;

end

disp(espacio, "Espacio”)
// Condicion inicial

fori=1:M

w(i) = condicion_inicial(espacio(i+1));
end

w_sol(1) = cond_izq;

for kk = 1:M

w_sol(kk + 1) = w(kk);

end

w_sol(m) = cond_izq;

plot(espacio, w_sol);

disp(w, "Condiciones iniciales")

// primer renglon de cada matriz

A(1,1) = 1/k - a(10 + h)/(h*h);

A(1,2) = a(l0 + h)/(2*h*h) + b(10 + h)/(47h) ;
B(1,1) = 1/k + a(10 + h)/(h*h) - c¢(10 + h);

B(1,2) = - a(10 + h)/(2*h*h) - b(10 + h)/(4*h);

(1) = f(10 + h) - cond_izq;

// se completa las matrices desde el renglon 2 hasta el m-2
for i = 2:M-1

A(i, i-1) = a(l0 + i*h)/(2*h*h) - b(10 + i*h)/(47*h) ;
A(ii) = 1/k - a(l0 + i*h)/(h*h);

A(ii+1) = a(10 + i*h)/(2*h*h) + b(10 + i*h)/(4*h) ;
B(i, i-1) = - a(10 + i*h)/(2*h*h) + b(10 + i*h)/(47h);
B(ii) = 1/k + a(10 + i*h)/(h*h) - (10 + i*h);
B(i,i+1) = - a(l0 + i*h)/(2*h*h) - b(10 + i*h)/(4*h);
end

// Ultimo renglon de cada matriz
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A(M,M-1) = a(l - h)/(2%h"h) - b(l-h)/(47h) ;
AMM) = 1/k - a(l - h)/(h*h);

B(M,M-1) = - a(l-h)/(2*h*h) + b(I-h)/(4*h);
B(M,M) = 1/k + a(l-h)/(h*h) - ¢(I-h);

(M) = f(l-h) - cond_ der;

// Resolvemos el sistema iterativamente

for j=1:21

t = ]>/<k’

B_prima = B *w + ff;

w = inv(A) * B_prima;

disp(t, "tiempo")

disp(w, "Sol")

w_sol(1) = cond_izq;

for kk = 1:M
w_sol(kk + 1) = w(kk);
end

w_sol(m) = cond_izq;
plot(espacio, w_sol);
end

7.1.5 Ecuacién con Segunda Derivada Temporal

Para el caso de ecuaciones con segunda derivada temporal, esta se aproxima
por diferencias finitas centradas en el tiempo, partiendo de la Ec. (7.26), las
discretizaciones correspondientes son’

. .
w "t —2u) +ult

Uy = A2 (732)
ug; — Quf + uf
(p(x) ' () ~p [ o (7.33)
J J
/ | Wi T Uy
g ()uf () = q [P (7.34)

"0Para mantener la estabilidad es necesario tomar en cuenta las distintas formas de dis-
cretizacion en el Método de Diferencias Finitas mediante el esquema Upwind, Scharfetter-
Gummel y Difusién Artificial, entre otros (véase seccién: 7.1.1, Ecs. 7.8 a 7.11).
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ademas de r(z), ul y f.

Entonces, una vez que se sustituyen las derivadas por su forma en dife-
rencias finitas, lo siguiente es formar el sistema

= o — 7t 4 (AL)? Bu? (7.35)

u i

esto se logra, colocando del lado izquierdo la igualdad de los términos que
contengan el paso del tiempo correspondiente a j + 1 y del lado derecho a
los correspondientes términos de j y j — 1. Para calcular v/™' es necesario

i

conocer u;_1, U;, uj+1 en los dos instantes inmediatos anteriores, i.e. t; y t;_1.

1

En particular para calcular u; es necesario conocer u) y u; ! si conside-

ramos . . . ,
W =20l — ! 4 (A1) Lo (7.36)
para 7 = 0, entonces
ul =200 — u7t + (A Lo (7.37)
—1
donde 10 es la condicién inicial y “ es 1a primer derivada de la condicién
i y 2At

inicial. Asi, para el primer tiempo tenemos
ul = u(x;,0) + At (2,0) + (A1) Lu° (7.38)

lo cual permite calcular u} a partir de las condiciones iniciales.

La derivaciéon del método parte de

uy = Lu’ (7.39)
I oyd 4t .
uj u; 2+ U L
(At)
W = 2! — w4 (A L

donde el error intrinseco a la discretizacién es de orden cuadrético, pues se
ha usado diferencias centradas, tanto para el espacio como para el tiempo.

Ejemplo 33 Sea

ugy — 4" (z) = 0, 0<z<lI, 0<t<T
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sujeta a
u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) = sin(rz), ui(z,0) =0
con solucion analitica
u(z,t) = sen(mwz) * cos(2nt)

entonces el programa queda implementado como:

// Dominio
a =10
b =1

// Particion en x

m = 101; // numero de nodos

h=(b_-a )/(m1)

dt = 0.001 // salto del tiempo

// Para que sea estable se debe cumplir que
// sqrt(a) <= h/dt

// Coeficiente

function y = a(x)

Yy = '4;

endfunction

// Condicion inicial

function y = inicial(z)

y = sin(%pi * x)

endfunction

function y = u_t(x)

y=20;

endfunction

// Solucion analitica

function y = analitica(z,t)

y = sin(%pi * x) * cos(2* %pi *t)
endfunction
i
/) Aw”(j+1) = Bw"j

// creo el vector w donde se guradaria la solucion para cada tiempo
// A matriz del lado izquierdo

// B matriz del lado derecho

// B_prima para guardar el resultado de Bw"j
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w_sol = zeros(m,1);
w_sol_temp = zeros(m,1);
w_temp = zeros(m,1);

w = zeros(m,1);

w_ = zeros(m,1);

A = eye(m,m);

B = zeros(m,m);

B_prima = zeros(m,1);

espacio = zeros(m,1)

sol = zeros(m,1);

// primer renglon de cada matriz
B(1,1) = 2*a(a_ )*dt*dt/(h*h)
B(1,2) = -a(a_)*dt*dt/(h*h)

// se completa las matrices desde el renglon 2 hasta el m-1
for v = 2:m-1

B(i, i-1) = -a(i*h)*dt*dt/(h*h)
B(i,i) = 2%a(i*h)*dt*dt/(h*h)
B(i,i+1) = -a(i*h)*dt*dt/(h*h)
end

// Ultimo renglon de cada matriz
B(m,m-1) = -a(b_ )*dt*dt/(h*h)
B(m,m) = 2*a(b_ )*dt*dt/(h*h)
// muestro la matriz
//printf("Matriz B\n");
//disp(B);

for i=1:m

zr = (i-1)*h;

espacio(i) = a_ + xx;

w(i) = inicial(espacio(i)); // Condiciones iniciales
w_ (1) = inicial(espacio(i)) + u_t(espacio(i)) * dt
end

//

//disp(espacio)

//disp(w)

a

//Para t =0

B_prima = B * w;

fori=1m
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w_dsol(i) =w (i) + B_prima(i);
i

printf("w para t = 0\n");
disp(w_sol);

fori=1m

solcgz') = analitica(espacio(i), 0)

printf("Solucion analitica para t = 0\n")

disp(sol)
plot(espacio,w_sol)
//plot(espacio,sol, ’'r’)
w_sol_temp = w_sol;
w_temp = w

for 1=1:500

t = i*dt

B _prima = B *w_sol_temp;

w_ =2 *w_sol_temp - w_temp

w_sol =w_ + B prima;

/1

// forj=1m

// sol(j) = analitica(espacio(j), t)
// end

//

// printf("Sol analitica dt = %f", t)
// disp(sol)

// printf("Sol metodo dt = %f", t)
// disp(w_sol)

w_temp = w_sol temp
w_sol_temp = w_sol

ifi==05|i==250|i==100|i==150]i==200|i==250|i==
300 | i== 350 | i == 400 | i == 450 | i == 500 then

plot(espacio,w_sol)
end

//plot(espacio,sol, r’)
end
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7.2 Consistencia, Estabilidad, Convergencia y Error
del Método de Diferencias Finitas

Cuando se usa algin método para la resolucién de ecuaciones diferenciales,
se necesita conocer cudn exacta es la aproximacion obtenida en comparacion
con la solucién analitica (en caso de existir).

Error Global Sea U = [U;, U, ..., Un]T el vector solucién obtenido al uti-
lizar el método de diferencias finitas y v = [u (z1),u (x,), ..., u (x,)] la solu-
cién exacta de los puntos de la malla. El vector de error global se define como
E = U — u, lo que se desea es que el valor maximo sea pequeno. Usualmente
se utilizan distintas normas para encontrar el error.

e La norma infinito, definida como || E||_ = max |e;|

n

e La norma-1, definida como [|E||, = Z e

i=1
1
n 2
e La norma-2, definida como ||E||, = (Z e?)
i=1

La norma infinito || E||__ es en general, la mds apropiada para calcular los
errores relativos a la discretizacion.

Definicién 10 Si ||E|| < Ch?,p > 0, decimos que el método de diferencias
finitas es de orden-p de precision.

Definicién 11 Un método de diferencias finitas es llamado convergente si

lim || | = 0. (7.40)

Error de Truncamiento Local Sea el operador diferencia Lu, definimos
el operador en diferencias finitas £, por ejemplo para la ecuacién de segundo
orden u”(x) = f(x), uno de los operadores de diferencias finitas puede ser

w(z — h) — 2u(x) + u(z + h)

Lyu(x) = 2

. (7.41)
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Definicién 12 El error de truncamiento local es definido como
T(xz) = Lu— Lpu. (7.42)

Para la ecuacién diferencial u”(x) = f(z) y el esquema de diferencias
u(z—h)—2u(z)+u(zt+h
h2

centradas usando tres puntos ), el error de truncamiento

local es

T@)=:Eu—&m:u%m_“@—h%—%§ﬁ+mm+m

_ ) u(r —h) — 212(2:1:) +u(z + h)

Note que el error de truncamiento local sélo depende de la solucién del
estencil en diferencias finitas (en el ejemplo es usando tres puntos) pero no de-
pende de la solucién global, es por ello que se denomina error de truncamiento
local. Este es una medida de que tanto la discretizacion en diferencias finitas
se aproxima a la ecuacién diferencial.

(7.43)

Definicién 13 Un esquema de diferencias finitas es llamado consistente si

}ILILI(l)T(J?) = flllir(l) (Lu — Lypu) = 0. (7.44)

SiT(xz) = Ch?,p > 0, entonces se dice que la discretizacién es de orden—p
de precision, donde C' es una constante independiente de h pero puede depen-
der de la solucién de u(z). Para conocer cudndo un esquema de diferencias
finitas es consistente o no, se usa la expansién de Taylor. Por ejemplo, para el
esquema de diferencias finitas centradas usando tres puntos para la ecuacién
diferencial u"(z) = f(z), tenemos que

T(z) =u"(x) — uz = h) = 2ulw) + ufw + h) = —h—2u(4)(x) + ... = Ch?
h? 12
(7.45)
donde C' = Lu®(z). Por lo tanto, este esquema de diferencias finitas es
consistente y la discretizacion es de segundo orden de precisién.

La consistencia no puede garantizar que un esquema de diferencias fini-
tas trabaje. Para ello, necesitamos determinar otra condicién para ver si
converge o no. Tal condicién es llamada la estabilidad de un método de
diferencias finitas. Para el problema modelo, tenemos que

Au=F+T, AU=F,  Au-U)=T=—-AE (7.46)
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donde A son los coeficientes de la matriz de las ecuaciones en diferencias
finitas, F' son los términos modificados por la condicién de frontera, y T es
el vector local de truncamiento en los puntos de la malla.

Si la matriz A es no singular, entonces ||E|| = ||[A™'T|| < || A7 ||T|| . Para
el esquema de diferencias finitas centradas, tenemos que ||E|| = [|A~Y|| h%. Tal
que el error global depende del error de truncamiento local y [|A™!]|.

Definicién 14 Un método de diferencias finitas para la ecuacion diferencial
eliptica es estable si A es invertible y

HA’lH < C, para todo h < hy (7.47)
donde C' y hy son constantes.

Teorema 15 Si el método de diferencias finitas es estable y consistente,
entonces es convergente.

7.3 Meétodo de Diferencias Finitas en Dos y Tres Di-
mensiones

Sin pérdida de generalidad y a modo de ejemplificar, consideremos la ecuacion
diferencial parcial en dos dimensiones

(0 (z,9) v (2,9)) + ¢ (z,y9) 0 (2,y) =7 (2,9)u(z,y) = f(r,y)  (7.48)
ena<z<byc<y<d donde: u (x,y) = Uy,
esta definida en la frontera con condiciones de frontera Dirichlet, Neumann

o Robin. Para usar el procedimiento general de solucién numérica mediante
el método de diferencias finitas, debemos:

1. Generar una malla del dominio, i.e. una malla es un conjunto finito de
puntos en los cuales buscaremos la solucién aproximada a la ecuacién
diferencial parcial.

2. Sustituir las derivadas correspondientes con alguna de las férmulas de
diferencias finitas centradas (véase 8.33 y 8.35 para dos dimensiones,
8.42 y 8.44 para tres dimensiones), en cada punto donde la solucién
es desconocida para obtener un sistema lineal algebraico de ecuaciones

Au—f.

3. Resolver el sistema lineal algebraico de ecuaciones Au = f (véase 3), y
asi obtener la solucién aproximada en cada punto de la malla.
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Problema con Condiciones de Frontera Dirichlet Consideremos un
caso particular de la Ec.(7.48) definido por la ecuacién

Ugg + Uyy = 0, 0<z<1ly0<y<l, w(T,y) = Uyy (7.49)

con condiciones de frontera Dirichlet. Para usar el procedimiento general de
solucién numérica mediante el método de diferencias finitas, debemos:

1. Generar una malla homogénea del dominio, sin pérdida de generalidad
lo supondremos un rectdangulo’

oo U3 5 Ug s
Uy 4 ® ® ® Us 4
P7 Py Po
ui 3 ’ - > » 1 “5 L
: P4 Ps Pg
HI,E 5 o ® ® 4 ;;512
P Pa P
Uy 1 U3 1 Us 1

Figura 1: Si suponemos una malla discretizada en 5x5 nodos, donde 9 serfan
interiores y 16 de frontera para tener un total de 25 nodos, donde la evalua-
cién de los 9 nodos interiores los denotamos con py, ..., pe.

2. Sustituir la derivada con la Ec.(8.35) en cada punto donde la solucién es
desconocida para obtener un sistema algebraico de ecuaciones. Asi, en

"IEn el caso de que la malla no sea homogénea, es necesario incluir en la derivada a que
hy (het ¥ hae) v ky (kyt v ky—) se refiere (como se hizo en una dimensién).
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cada punto z,y de la malla aproximamos la ecuacién diferencial por™

w(z; — Az, y;) — 2u (24, y;) + u (z; + Az, y;)

Upy = A7 (7.50)
N u(zg,y; — Ay) — 2u (z, y;) + u (@i, y; + Ay)
Uyy = Ay2

o en su forma simplificada

Ui — 2Uij + Uit

Upy 72 (7.51)
.~ Uij1 — 2Ui5 + Usj11
vy = L2

definiendo la solucién aproximada de u(z,y) en z;,y; como u;j, y si
suponemos que h = k, entonces la férmula para la aproximacién es

Ui—1j + Wig1j — A5+ Wi 1 + U jpa
2
si suponemos una malla discretizada en 525 nodos, donde 9 serfan in-
teriores y 16 de frontera para tener un total de 25 nodos, donde la
evaluacién de los 9 nodos interiores los denotamos con py, ..., pg ten-
drfamos algo como:

=0

—4p;  +po +Pa —Ug1 — U1
pr —4p2  +p3 +ps —U3
p2 —4ps +De —Ug1 — Us2
D1 —4ps  +ps pr —U1,3
D2 +p4d  —4ps e Ds =10
D3 +ps  —4ps Do —Us3
P4 —4pr s —Uz5 — Ulg
Ds +pr  —4ps Py —U3 5
DPe yZ3 —4pg ] | —U45 — Us4

3 Al resolver el sistema lineal algebraico de ecuaciones Ap = f (véase
apéndice 3), obtenemos la solucién aproximada en cada punto interior
de la malla. La solucién completa al problema la obtenemos al agregar
los valores de la frontera que eran conocidos.

"2Notemos que en cada punto de la malla, la aproximacién por diferencias finitas supone
la solucién de cinco puntos de la malla. El conjunto de estos puntos de la malla es comin-
mente llamado el esténcil de diferencias finitas en dos dimensiones.
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7.3.1 Procedimiento General para Programar MDF

Como para casi todo problema no trivial que se desee programar, es necesario
tener claro el procedimiento matematico del problema en cuestién. A partir
de los modelos matemaéticos y los modelos numéricos se plasmara el modelo
computacional en algin lenguaje de programacion usando algiin paradigma
de programacién soportado por el lenguaje seleccionado.

En particular, para programar el método de Diferencias Finitas que no es
un problema trivial, debemos empezar seleccionando la ecuacién diferencial
parcial m&s sencilla, con una malla lo mas pequena posible pero adecuada
a la dimensién de nuestro problema, esto nos facilitard hacer los célculos
entendiendo a cabalidad el problema. Ademds de esta forma podemos en-
contrar errores logicos, conceptuales, de cdlculo en las derivadas, ensamble en
las matrices y solucién del sistema lineal Ax = b asociado, de otra forma se
estd complicando innecesariamente el proceso de programacién y depuracion.
Ademés tratar de rastrear errores sin tener primero claro los cédlculos a los
que debe llegar el programa es una complicacién innecesaria.

Este procedimiento sirve tanto para 1D, 2D o 3D, pero lo recomendable es
iniciar en 1D para adquirir la pericia necesaria para las dimensiones mayores,
mediante el siguiente procedimiento:

a) Supondremos la ecuacién diferencial parcial més sencilla, la ecuacién
de Poisson, con condiciones de frontera Dirichlet, definido en 2 como:

~V?u = foen (7.52)
u = gaq en Of).

b) Generar la matriz correspondiente y compararla con la calculada por
nosotros

c) Si la matriz es correcta, ahora usar una ecuacién no homogénea cons-
tante para calcular el vector asociado y compararlo con lo calculado por
nosotros, de ser necesario ahora podemos cambiar a una funcién del lado
derecho cualquiera

d) En la malla homogénea mds sencilla aplicable a la dimensién del pro-
blema -para 1D una malla de 3 nodos, para 2D una malla de 3z3 nodos y
para 3D una malla de 3x3z3 nodos- ahora podemos hacer el ensamble de la
matriz global A y el vector b y compararla con la calculada por nosotros

e) Si es correcto el ensamble ahora podemos variar las dimensiones de
nuestro dominio y la cantidad de nodos usados en la discretizacién -en 2D
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ahora podemos usar una malla del tipo 2z3 y 3z2, algo similar en 3D se
puede hacer- para validar el ensamble correcto de la matriz, superado este
punto ahora podemos ampliar la malla y ver que el ensamble se mantiene
bien hecho -en 2D la malla minima adecuada es 3x3 nodos, en 3D serd de
3x3x3 nodos-

f) Regresando a la malla minima aplicable a la dimensién del problema,
ahora solucionar el sistema Az = b por inversa y revisar que concuerde con
la solucién calculada por nosotros. Si es correcta, ahora podemos usar algin
método del tipo CGM o GMRES segin sea simétrica o no simétrica la matriz
A

g) Si contamos con la solucién analitica de alguna ecuacién, ahora podemos
calcular la solucién numérica por MDF para distintas mallas y compararla
con la analitica y poder ver si la convergencia es adecuada al aumentar la
malla

h) llegando a este punto, podemos ahora ampliar los términos de la
ecuacion diferencial parcial y bastard con revisar que la matriz y vector aso-
ciada sea bien generada para tener certeza de que todo funcionara.

7.4 Las Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes reciben su nombre de los fisicos Claude
Louis Navier y George Gabriel Stokes (Francés e Irlandés respectivamente),
quienes aplicaron los principios de la mecédnica y termodindmica, resultando
las ecuaciones en derivadas parciales no lineales que logran describir el com-
portamiento de un fluido. Estas ecuaciones no se concentran en una posicién
sino en un campo de velocidades, méas especificamente en el flujo de dicho
campo, lo cual es la descripcion de la velocidad del fluido en un punto dado
en el tiempo y en el espacio.

Cuando se estudia la dindmica de fluidos se consideran los siguientes
componentes:

e /i, este término se usa para definir la velocidad del fluido
e p, este término se relaciona con la densidad del fluido

e p, este término hace referencia con la presién o fuerza por unidad de
superficie que el fluido ejerce
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e g, este término se relaciona con la aceleracién de la gravedad, la cudl
estd aplicada a todo el cuerpo, en determinados casos la gravedad no
es la tnica fuerza ejercida sobre el cuerpo, por tal razén se toma como
la sumatoria de fuerzas externas

e v, este término hace referencia a la viscosidad cinemética

La ecuacién de Navier-Stokes general es
ov
p E—FU'VU =-Vp+V -T+f (7.53)

el término T, expresa el tensor de estrés para los fluidos y condensa in-
formacion acerca de las fuerzas internas del fluido. Supondremos al fluido
incompresible cuyo campo de velocidades 77 satisface la condicién V- 77 = 0,
por tal razén el tensor de estrés se reduce a V277, dando como resultado la
siguiente ecuacion

67 — — 1 2—>

— + -V +-Vp=g+oV (7.54)

ot p
bajo la condicion

V=0 (7.55)

que garantiza la incompresibilidad del campo de velocidad sf la densidad
permanece constante en el tiempo.
Asi, las ecuaciones simplificadas de Navier-Stokes quedan como

ow —o = 2—>
% _ _(mv V2)+ S 7.57
5——(# )p+KVip+ (7.57)

donde la primera ecuacién describe la velocidad y la segunda hace referencia
a la densidad a través de un campo vectorial. Estas ecuaciones son no lineales
y no se conoce solucién analitica a dicho problema.
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La Solucién Numérica de las Ecuaciones de Navier-Stokes La solu-
cién numérica de las ecuaciones (7.56, 7.57) partiendo del estado inicial 77
del campo de velocidad y el primer instante de tiempo ¢t = 0, se busca es-
tudiar su comportamiento para el tiempo ¢ > 0. Si Wy es la estimacién del
campo vectorial en el instante t y w4 denota el campo vectorial de veloci-
dades en el instante de tiempo ¢ + At. Jos Stam (véase [?]) propone una
solucién numérica a partir de la descomposicién de la ecuacién de distintos
términos y solucionando cada uno individualmente. Asi, la solucién de cada
paso se construye a partir del paso anterior. La solucién en el tiempo ¢ + At,
estd dada por el campo de velocidades u (x,t + At) = Wy, la solucién se
obtiene iterando estos cuatro pasos:

1. Sumatoria de Fuerzas
2. Paso de Adveccién
3. Paso de Difusién

4. Paso de Proyeccién

i.e. o

Sumatoria de Fuerzas La manera mds practica para incorporar la
sumatoria de fuerzas externas f, se obtiene asumiendo que la fuerza no varia
de manera considerable en un paso de tiempo. Bajo este supuesto, uti-
lizando el método de Euler progresivo para resolver ecuaciones diferenciales

ordinarias (teniendo en cuenta que la velocidad y la fuerza estan relacionadas
mediante la segunda ley de Newton), tenemos que

Ti(x) = Dola) + Atf(a,t). (7.58)

Paso de Adveccién Una perturbacion en cualquier parte del fluido se
propaga de acuerdo a la expresién

—(0-V) (7.59)

este término hace que la ecuaciéon de Navier-Stokes sea no lineal, de aplicarse
el método de Diferencias Finitas, éste es estable s6lo cuando At sea suficien-
temente pequeno tal que At < Ah/ |u|, donde Ah es el menor incremento
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de la malla de discretizacion, para prevenir esto, se usa el método de las
caracteristicas. Este dice que una ecuacion de la forma

da(w,t)
= v@)Valz,1) (7.60)

y

az,t) = ag(x) (7.61)
como las caracteristicas del vector del campo v, que fluye a través del punto
roent =0, ie.
d
%p(xg, t) = v(p(xo,t)) (7.62)
donde

p(l‘[b 0) = Zp. (763)

De modo tal que a(zg,t) = a (p(zo,t),t), es el valor del campo que pasa
por el punto xg en t = 0. Para calcular la variacién de esta cantidad en el
tiempo se usa la regla de la cadena

dao  Oa

que muestra que el valor de a no varfa a lo largo de las lineas del flujo. En
particular, se tiene que a(zg,t) = a(zg,0) = ap(xo); por lo tanto en el campo
inicial de las lfneas de flujo, en el sentido inverso se puede estimar el siguiente
valor de «v en g, esto es a (zg,t + At) .

Este método muestra en cada paso del tiempo, como las particulas del
fluido se mueven por la velocidad del propio fluido. Por lo tanto, para obtener
la velocidad en un punto = en el tiempo t + At, se regresa al punto = por
el campo de velocidades W1 en el paso del tiempo At. Esta define una ruta
p(z, s) correspondiente a la trayectoria parcial del campo de velocidades. La
nueva velocidad en el punto z, es entonces la velocidad de la particula ahora
en x que tenfa su ubicacién anterior en el tiempo At. De esta manera, se
puede hallar el valor de la velocidad luego de la adveccién s resolviendo el

problema
W) = Wi(p(x, —At)) (7.65)

la ventaja que se obtiene interpolando linealmente entre valores adya-
centes de este método es su estabilidad numérica. Ya conocida la velocidad
en el instante ¢, la viscosidad del fluido y su naturaleza, obligan un proceso
difusivo: la velocidad se propaga dentro del fluido, o bien en las particulas
de este fluyen.
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Paso de Difusiéon Este paso es para resolver el efecto de la viscosidad
y es equivalente a la ecuacién de difusién

8o (x)

— 2=
Era vVows(x) (7.66)

esta es una ecuacién para la cual se han desarrollado varios procedimientos
numéricos. La forma més sencilla para resolver esta ecuacion es discretizar el
operador difusién V? y usar una forma explicita en el incremento del tiempo,
sin embargo este método es inestable cuando la viscosidad es grande. Por
ello una mejor opcién es usar un método implicito para la ecuacién

(T — vAtV?) Ws(z) = Wo(x) (7.67)

donde Z es el operador identidad.

Paso de Proyeccién Este ltimo paso conlleva la proyeccion, que hace
que resulte un campo libre de divergencia. Esto se logra mediante la solucién
del problema definido por

V=V -Wsx) v Walr)=w3(x) - Vg (7.68)

es necesario utilizar, segin sea el caso, aquel método numérico que pro-
porcione una solucién correcta y eficiente a la ecuaciéon de Poisson, esto es
especialmente importante cuando hay vértices en el fluido.
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8 Apéndice B: Expansion en Series de Taylor

Sea f(x) una funcién definida en (a, b) que tiene hasta la k—ésima derivada,
entonces la expansién de f(z) usando series de Taylor alrededor del punto x;
contenido en el intervalo (a, b) serd

fa) = fop+ EZE B o B e a)t £

— d
1 dx 2! da?|,. k! (8.1)
dondee =x; +6(z —z;) y0 <6 <1

Ty

8.1 Aproximacién de la Primera Derivada

Existen distintas formas de generar la aproximacion a la primera derivada,
nos interesa una que nos de la mejor precisién posible con el menor esfuerzo
computacional.

8.1.1 Diferencias Progresivas

Considerando la Ec.(8.1) con k =2 y x = x; + Az, tenemos

A 2 2
f(a:i+Ax):f(xi)—l—Ax% +2—3‘j§—£ (8.2)

T, €p
de esta ecuacién obtenemos la siguiente expresién para la aproximacién de

la primera derivada

df | flai+Az) — f(z) Az &f

(8.3)

dx . a Ax 21 da?

€p

en este caso la aproximacién de f’(x) mediante diferencias progresivas es de
primer orden, es decir O(Az). Siendo O,(Ax) el error local de truncamiento,
definido como

Az d*f
OP<AJI) = —7 w Ep. (84)
Es comiin escribir la expresiéon anterior como
df flz; + Ax) — f(x;)
“ | = — A .
z. - Oy(&a) (5.5)
’ for =
fla) = = (8.6)

Ax
para simplificar la notacién.
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8.1.2 Diferencias Regresivas
Considerando la Ec.(8.1) con k =2 y x = z; — Az, tenemos

df
Axr —
xdm

21 daz?

f(wi = Ax) = f(z:) — (8.7)

x; Er

de esta ecuacion obtenemos la siguiente expresién para la aproximaciéon de
la primera derivada

df | flw) = flei — Ax)  Azx d*f
%w__ Ax 21 da?

k3

(8.8)

Er

en este caso la aproximacién de f'(x) mediante diferencias regresivas es de
primer orden, es decir O(Az). Siendo O, (Ax) el error local de truncamiento,

definido como Ae @/
T

Er

Es comiin escribir la expresiéon anterior como

daf o f(zi) — f(o; — Ax)
| = Ao + O, (Az) (8.10)

T

f(z;) = ——— (8.11)

para simplificar la notacién.

8.1.3 Diferencias Centradas

Considerando la Ec.(8.1) con k = 3 y escribiendo f(x) en z = z; + Az y
r = r; — Ax, tenemos
Ax? d*f

df Ax® B f

flxi+ Ax) = f(z:) + Aw - § + 5 T3 i (8.12)
y
df Az? 2f Axd d3f
—Az) = flm)—Ar S| =S4 28 D) 1
flai— Ax) = f(zi) — Az BRI M i (8.13)
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restando la Ec.(8.12) de la Ec.(8.13), se tiene

flz; + Ax) — f(x; — Ax) = 2Ax %

Az?
T

T

af

d3f
]

] (8.14)

Ep

esta iltima expresién lleva a la siguiente aproximacion de la primera derivada
mediante diferencias centradas

df | f(x;+ Az) — f(a; — Ax) 2
| = A +0.(A7?) (8.15)

Ty

con un error local de truncamiento de segundo orden O.(Az?), es decir

Ax?
3!

a3 f
da3

a3 f
da3

O.(Az?*) =

] (8.16)

Ep

comparado el error local de truncamiento de la aproximacién anterior O.(Ax?),
con los obtenidos previamente para diferencias progresivas O,(Az) Ec.(8.5)
y regresivas O, (Az) Ec.(8.10), se tiene que

. 2 .
AI}UIEOOC(Ax ) < Alglcriloop<AZL‘). (8.17)

Es comiin encontrar expresada la derivada’™

ﬁ flzi+ Az) — f(z; — Ax)

dz . - 2Ax (8.18)
como F F
y i1 — Jie1
) LAt Jemd Nl
flay = 2 (8.19)

para simplificar la notacién.

8.2 Anadlisis de Convergencia

En el siguiente ejemplo se muestra la comparacién de errores de truncamiento
para los esquemas de aproximacién de diferencias finitas progresiva, regresiva
y centrada. Ademds grafica el error y el orden estimado de convergencia, para
la funcién Seno y su derivada exacta (Coseno) en el punto 1:

"3En el caso de que la derivada sea usada en una malla no homogénea, es necesario
incluir en la derivada a que Ax se refiere, por ejemplo en cada punto 7, tenemos la Ax;_
o, U _ f@itlAri)—f(@i-Aviy)

dx . - .
z;

(por la izquierda) y la Az;4 (por la derecha), i.e. TR E v
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Ejemplo 34 % u(z) = sin(x) en x=1. Derivada exacta u’(1) = cos(1)
clear; close all

h=1.0;
for k = 1:33,
a(k,1) = h;

a(k,2) = (sin(1 + h) - sin(1)) / h - cos(1);

a(k,8) = (sin(1) - sin(1 - h)) / h - cos(1);

a(k,4) = (sin(1 + h) - sin(1 - h)) / (2 *h) - cos(1);
h=h/2

end

format short e
a % Visualiza el resultado

a = abs(a); % Toma el valor absoluto
h1 = a(:,1); % Extrae la primer columna que es la de h
el = a(:,2); €2 = a(:,3); €3 = a(:,4);

loglog(h1, el, hi1, e2, hi, e3)
azis(’square’)

axis([le-6 1el le-6 1el])
gtext(’Esperada de adelante y atras =1’)
gtext(’Esperada de central = 2°)

Generado la siguiente salida (La primera columna es h, las demds son los
errores para los esquemas de aproximacién de diferencias finitas progresiva,
regresiva y centrada respectivamente):

1.0000e+00 -4.7248e-01 3.0117e-01 -8.5654e-02
5.0000e-01 -2.2825e-01 1.8379e-01 -2.2233e-02
2.5000e-01 -1.1025e-01 9.9027e-02 -5.6106e-03
1.2500e-01 -5.3929e-02 5.1118e-02 -1.4059e-03
6.2500e-02 -2.6639e-02 2.5936e-02 -3.5169e-04
3.1250e-02 -1.3235e-02 1.3059e-02 -8.7936e-05
1.5625e-02 -6.5958e-03 6.5519¢-03 -2.1985e-05
7.8125e-03 -3.2925e-03 3.2815e-03 -5.4962¢-06
3.9062e-03 -1.6449¢-03 1.6421e-03 -1.3741e-06
1.9531e-03 -8.2209e-04 8.2141e-04 -3.4351e-07
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9.7656e-04 -4.1096e-04 4.1079e-04 -8.5879e-08
4.8828e-04 -2.0546¢e-04 2.0542e-04 -2.1470e-08
2.4414e-04 -1.0272e-04 1.0271e-04 -5.3673e-09
1.2207e-04 -5.1361e-05 5.1358e-05 -1.3417e-09
6.1035e-05 -2.5680e-05 2.5679e-05 -3.3579e-10
3.0518e-05 -1.2840e-05 1.2840e-05 -8.3860e-11
1.5259e-05 -6.4199¢-06 6.4199¢-06 -2.2014e-11
7.6294¢-06 -3.2100e-06 3.2100e-06 -1.8607e-13
3.8147e-06 -1.6050e-06 1.6050e-06 7.0899e-12
1.9073e-06 -8.0249e-07 8.0247e-07 -7.4620e-12
9.5367e-07 -4.0120e-07 4.0125e-07 2.1642e-11
4.7684e-07 -2.0062e-07 2.0055¢-07 -3.6566e-11
2.3842¢-07 -1.0050e-07 1.0020e-07 -1.5298e-10
1.1921e-07 -4.9746e-08 4.9906e-08 7.9849e-11
5.9605e-08 -2.5532e-08 2.4760e-08 -3.8581e-10
2.9802e-08 -1.0630e-08 1.1721e-08 5.4551e-10
1.4901e-08 -6.9051e-09 7.9961e-09 5.4551e-10
7.4506e-09 5.4551e-10 5.4551e-10 5.4551e-10
3.7253e-09 5.4551e-10 5.4551e-10 5.4551e-10
1.8626e-09 -2.9257e-08 -2.9257e-08 -2.9257e-08
9.3132e-10 -2.9257e-08 -2.9257e-08 -2.9257e-08
4.6566e-10 -2.9257e-08 -2.9257e-08 -2.9257e-08
2.3283e-10 -2.9257e-08 -2.9257e-08 -2.9257e-08

Coémo se nota en la anterior salida, la convergencia mejora conforme h se
hace pequena, hasta llegar a cierto valor en que por errores de truncamiento,
el error en los esquemas de aproximacion en la derivada comienza a incre-
mentarse. Esto nos da una idea de los valores de h que podemos usar para
los esquemas de aproximacién de diferencias finitas progresiva, regresiva y
centrada respectivamente.

Derivadas Usando Mas Puntos Utilizando el valor de la funcién en més
puntos se construyen férmulas més precisas para las derivadas™, algunos

T Al usar estas derivadas en el método de diferencias finitas mostrado en la seccién (7.1)
las matrices generadas no serdn tridiagonales.
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ejemplos son

—3fi +4fis1 — fire

ff(z) = oAy + O(Az?) (8.20)
Plo) = 22 4;Z;+ fiz | o(aa?)

fley = S Bmtle o)

ISR SRl EEL D RN

oy = 2t ) igﬁf +16fisa = 8fivt | 4

8.3 Derivadas de Ordenes Mayores

De forma anéloga se construyen aproximaciones en diferencias finitas de or-
den mayor, aqui desarrollaremos la forma de calcular la derivada de orden
dos en diferencias centradas.

8.3.1 Derivada de Orden Dos

Partiendo del desarrollo de Taylor

Ax? Ax3 Azt

flzi 4+ Ax) = f(x;) + Az f'(x;) + o1 ") + Tfm(xi) + wa (&,)
(8.21)
y
Ax? Ax? Ax?t
[z, — Az) = f(z;) — Az f'(x;) + o "(x;) — Tfm(ﬂfi) + Tf(4)(€r)
(8.22)

eliminando las primeras derivadas, sumando las ecuaciones anteriores y des-
pejando se encuentra que

[z — Ax) = 2f(2;) + f(z: + Ax)
Ax?

2
() = SAT ) (32)
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as{, la aproximacion a la segunda derivada usando diferencias centradas con
un error de truncamiento O.(Az?) es™

f”(ﬂfi) _ f(xz - A%) B 2£<;U21) + f(xz + Am) (824)

Es comtin escribir la expresién anterior como

f//(xi) _ fi—l _A2.Z];z2+ fi+1

para simplificar la notacién.

Derivadas Usando Mdas Puntos Utilizando el valor de la funcién en
mads puntos se construyen férmulas méds precisas para las derivadas, algunos
ejemplos son

fir2 =2fin + i

f'(@) = e +O(Ax) (8.25)
fre) = +4f"zx2 P L2 o(a?)

" — fiza + 16 fi11 —30f; + 16 fi1 — fio
flla) = —2 ST L2 L oAt

8.3.2 Derivadas de Orden Tres y Cuatro

De forma andloga se construyen derivadas de érdenes mayores utilizando el
valor de la funcién en mds puntos, algunos ejemplos para terceras derivadas
son

Jivs = 3fize +3fir1 — fi

') = = +O(A) (8.26)
iv2 — 2[i 2fic1 — fie

fm(xi) _ f+2 f+21A+x3f 1 f 2 + O(AZL‘2)
i3 — Sfi—o +13f;-1 — 13 f; 8fira — fi

f///(xi) _ f 3 f 2 + f 81Am3 f+1 + f+2 f+3 + O(AZL’4)

5 - . .
">En el caso de que la derivada sea usada en una malla no homogénea, es necesario

incluir en la derivada a que Ax se refiere, por ejemplo en cada punto ¢, tenemos la Ax;_

(por la izquierda) y la Az;; (por la derecha), i.e. f"(z;) = f(zi7Amiz&;?f)(zﬁi);§xi+Azi+)
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Algunos ejemplos para cuartas derivadas son

fiva —4fizs +6fipa —4fia + fi

() = A + O(Ax) (8.27)
f””(iCi) — fi+2 - 4fi+1 +§J;i4_ 4fz'—1 + fi—2 + O(AQJQ)
P = —firz +12fi40 — 39 fia ‘ZZEZCJ} —39fi1 +12fi_9 — fi_s +O(AzY)

8.4 Derivadas en Dos y Tres Dimensiones

De forma andloga, se construyen aproximaciones en diferencias finitas de

primer y segundo orden en dos y tres dimensiones.

8.4.1 Derivadas en Dos Dimensiones

Usando el teorema de Taylor para funciones en dos variables x y y, es posible

escribir de forma exacta para el punto z; y y;

¥

- m

Figura 2: Discretizacién en un rectdngulo.

flzi+Az,y;) = f(zi,y) + Az

ox 2

of (i y;) " Ay P f (i, y; + 02Ay)

0x?
(8.28)

flooy; +Ay) = floi,y;) + Ay ay 5

Oy?
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Asi, la aproximacién en diferencias hacia adelante de df/0x y 0f /0y es

of (zs,v;) [ (@i + Az, y;) — f(245,95)

5 ~ A (8.29)
of (wiyy;) [ (wy; +Ay) — [ (w4,y;)
dy B Ay

o en su forma simplificada (asociamos Az = h'y Ay = k), entonces tenemos

af ($iayj) fz+1] fl]

o ~ - (8.30)
af (wiayj) ~ fz]Jrl fz]
Oy - k

La aproximacién en diferencias hacia atrés de 0f /0x y Of /Oy es

of (%;7%') f (xhyj) —f (951 - Ax,yj)

o ~ s (8.31)
of (x4,y;) -~ f(@iy;) = f (2 y; — Ay)
Oy a Ay

o en su forma simplificada tenemos

of (ﬂﬁi, yj) Jij — Jic1j

~ et T .32

ox h (8.32)
Af (i, y;) ~ fig = Jij
Oy - k '

La aproximacién en diferencias centradas de 0f/0x y Of /0y es

of (xi,y;) [ (@i + Az, y;) — f (2 — Az, y;)

- ~ A (8.33)
Of (wiy;) [,y +Ay) — f(zi,y; — Ay)
oy - 2Ay

o en su forma simplificada tenemos

of (zs,v;) fiv1j — fim1j

or oh (8.34)
of (wi,y;) _ fige1— fija
dy o 2k ’
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Por otro lado, la aproximacién en diferencias centradas de 9%f/0x? y

02 f/0y? es

Pf (i) ~ f i — Awyyy) = 2f (i, y;) + f (wi + Aw, yy)

s ~ N (8.35)
Pf(xiy) [y — Ay) —2f (zi,y;) + f (20, y; + Ay)
0y? N Ay?
o en su forma simplificada tenemos
O*f (x4,y;) Jic1g — 2fij + fivry
—a - = 2 (8.36)
Pf(xiy) _ figa—2fij + fijn
ayZ - k2 '

8.4.2 Derivadas en Tres Dimensiones

Usando el teorema de Taylor para funciones de tres variables x,y y z, es
posible escribir de forma exacta para el punto x;, y; y 2

Of (i, s, 2k) N Az 0*f (z; + 01 A, y5, )

flai+ Az, yj,2e) = f(xi,y), 2) + Az

or 2 0x?
(8.37)
af (xiay‘azk> Ay a2f (‘T"zay + 92Ay7 Zk)
f(xivyj + Aya Zk) = f(xiaij Zk) + Aya—yj + 7 Jayg
Of (xi,y;, 2 ANz O f (x;,y;, 21 + O03A%
f(xi,ijzk + AZ) — f(xiayjyzk) + AZ% + 7 f( yjazj 3 )

Asi, la aproximacién en diferencias hacia adelante de 0f/0x,0f/0y y

0f 0z es

af (xhyjazk) ~ f(mz‘{‘Ax;yJ?Zk) _f(xhyj?’zk)

o - Ax (8.38)
of (@isyjrze)  f iy + Ay, 2) — f (@i, 50 20)

dy B Ay
8f (%;%a%) ~ f(xﬂijzk"_AZ) _f<xi7ijzk)

0z o Az

o en su forma simplificada (para simplificar la notacién, asociamos Az =
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h,Ay =1y Az =m), tenemos
Of (wi,y;, 2x) Jivrik — Jijk

8x ~ Jonak = Jak (8.39)
Of (iyjo o) figrik — fijk

dy - [
Of (@isyjrzr)  _ figrer — Jigs

0z - m '

La aproximacién en diferencias hacia atrds de df/0x,0f /0y y Of /0% es

= ~ o (8.40)
af (I’Hy]7zk) ~ f(xiayj7zk) B f(xzayj —Ay,Zk)

oy o Ay
af (l’i,yj,Zk) ~ f(xiayj7zk) _f(xiaijzk _AZ)

0z - Az

o en su forma simplificada tenemos

of (ﬁi, Yjs Zk) fz',j,k - fi—l,j,k

~ S e e A1
ox h (841)
of (@isyjozn)  _ fijk = fij—1k

y - l
of (i, 5, 2r) - figk = Jijk—1

0z B m '

La aproximacién en diferencias centradas de f/0x,0f /0y y Of/0z es
Of (wi,yj, 2x) S (@i + Az, yj,2) — f (@i — Az, y5, )

pp ~ SAL (8.42)
af <$i7 Yjs Zk) ~ f (miv Yj + Ay? Zk) - f ("L‘ia Y — Aya Zk)

dy N 2Ay
af (miaijzk) ~ f(xiayj7zk+Az) _f(xiayJ'?Zk_Az)

0z N 2Az

o en su forma simplificada tenemos

of (5% Yj, Zk) fi-l—l,j,k - fi—l,j,k

~ 8.43
Ox 2h (8.43)
of (@isyjrzi)  Jigrie — fig—1k
dy - 21
of (x4,Yj, 2x) -~ Jigrt1 — fijr—
0z - 2m '

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 265 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

Por otro lado, la aproximacién en diferencias centradas de 02 f /922, 02 f | Oy?

y 0%f/02* es

an (xh Y Zk:) ~ f (SEZ - AJJ, Y Zk) - 2f (‘T’hyja Zk) + f (xl + AQJ, y]b’zh))

83:2 - Al’z (O Tt
82f (:Ch ij Zk:) ~ f (xh yj - Ayv Zk) - f (:Ci’ ij Zk:) + f (xia yj + Aya Zk)
oy? o Ay?
Pf(wisyp ) (i yy, 20 — A2) — f (@i yy, ) + f (0,45, 20 + A2)
072 o Az2

o en su forma simplificada tenemos

Pf(xiyim) ficvgw = 2fijn + fivrin

920 ~ s (8.45)
O f (x,y;, 21) o Jigmie = 2S£ figaie

0y? - 12
Pf(wisyp ) Jigao1r = 2fign + fijrn

022 a m? '

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 266 Antonio Carrillo Ledesma



Solucién de Grandes Sistemas de Ecuaciones Lineales

9 Apéndice C: El Cémputo en Paralelo

La computacion paralela es el uso de miiltiples recursos computacionales para
resolver un problema. Se distingue de la computacién secuencial en que varias
operaciones pueden ocurrir simultdneamente. Los sistemas de cémputo con
procesamiento en paralelo surgen de la necesidad de resolver problemas com-
plejos en un tiempo razonable, utilizando las ventajas de memoria, velocidad
de los procesadores, formas de interconexién de estos y distribucién de la
tarea, a los que en su conjunto denominamos arquitectura en paralelo. En-
tenderemos por una arquitectura en paralelo a un conjunto de procesadores
interconectados capaces de cooperar en la soluciéon de un problema.

Asi, para resolver un problema en particular, se usa una arquitectura o
combinacién de multiples arquitecturas (topologias), ya que cada una ofrece
ventajas y desventajas que tienen que ser sopesadas antes de implementar
la soluciéon del problema en una arquitectura en particular. También es
necesario conocer los problemas a los que se enfrenta un programador que
desea que su programa corra en paralelo, como son: el partir eficientemente’®
un problema en miiltiples subtareas y cémo distribuir eficazmente’” estas
segin la arquitectura en particular con que se trabaje. La eficacia difiere
de la eficiencia en el sentido de que la eficiencia hace referencia en la mejor
utilizacién de los recursos computacionales (procesadores), en tanto que la
eficacia hace referencia en la capacidad para alcanzar un objetivo, aunque en
el proceso no se haya hecho el mejor uso de los recursos computacionales.

El cémputo de alto rendimiento (HPC por High-Performance Compu-
ting) esta formado por un conjunto de computadoras unidas entre si en forma
de Cluster™, para aumentar su potencia de trabajo y rendimiento. En 2019
la supercomputadora SUMMIT de IBM funcionaban a més de 148 peta-
Flops™ (cada uno de ellos equivale a la realizacién de mas de 1000 billones

"0Es un indicador de la utilizacién efectiva de los diferentes recursos computacionales
(principalmente del uso de los procesadores) en relacién al algoritmo dado. Se entiende
que la eficacia se da cuando se utilizan menos recursos para lograr un mismo objetivo. O
al contrario, cuando se logran més objetivos con los mismos o menos recursos.

""La podemos definir como el nivel de consecucién de metas y objetivos. La eficacia
hace referencia a nuestra capacidad de lograr lo que no proponemos.

"8 Existe el Ranking de las 500 supercomputadoras més poderosas del mundo (esta se
actualiza cada seis meses en junio y noviembre) y puede ser consultada en:

https://top500.org

“FLOPS” operaciones de punto flotante por segundo. Describe una velocidad de
procesamiento tedrica: para hacer posible esa velocidad es necesario enviar datos a los
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de operaciones por segundo de las pruebas de rendimiento del HPC-AI),
mientras que en junio de 2020 FUGAKU de Japoén superaba los 415.5 peta-
Flops y en noviembre del mismo ano alcanzé los 2.0 exa-Flops, siendo este el
primer equipo en alcanzar valores por arriba de un exa-Flops para cualquier
precision sobre cualquier tipo de Hardware, manteniéndose en el primer lugar
del top 500 durante el 2021

El clésico uso del paralelismo, es el de disenio de programas eficientes en el
ambito cientifico. La simulacién de problemas cientificos es un drea de gran
importancia, los cuales requieren de una gran capacidad de procesamiento
y de espacio de memoria, debido a las complejas operaciones que se deben
realizar.

Otro uso clésico es el de las gréficas y videos de simulaciones generadas
por computadora. La generacién de fotogramas y videos requiere de una gran
cantidad de cédlculos matematicos. Esto supone una tarea muy compleja para
un solo procesador, luego es necesario que haya algin tipo de paralelismo,
para distribuir la tarea para que esta sea realizada eficiente y eficazmente.

Tradicionalmente, los programas informéticos se han escrito para el cém-
puto en secuencial. Para resolver un problema, se construye un algoritmo y
se implementa como un flujo en serie de instrucciones. Estas instrucciones
se ejecutan en una unidad central de procesamiento en un ordenador. Sélo
puede ejecutarse una instrucciéon a la vez y un tiempo después de que la
instrucciéon ha terminado, se ejecuta la siguiente.

Actualmente, es una préactica comun usar directivas de compilacién en
equipos paralelos sobre programas escritos de forma secuencial, con la espe-
ranza que sean puestos por el compilador como programas paralelos. Esto en
la gran mayoria de los casos genera codigos poco eficientes, pese a que corren
en equipos paralelos y pueden usar toda la memoria compartida de dichos
equipos, el algoritmo ejecutado continia siendo secuencial en una gran parte
del cédigo.

La computaciéon en paralelo, por el contrario, utiliza simultdneamente
multiples elementos de procesamiento para resolver un problema. Esto se
logra mediante la divisién del problema en partes independientes de modo
que cada elemento de procesamiento pueda ejecutar su parte del algoritmo
de manera simultdnea con los otros. Los elementos de procesamiento son di-

procesadores de forma continua. Por lo tanto, el procesamiento de los datos se debe tener
en cuenta en el diseno del sistema. La memoria del sistema, junto con las interconexiones
que unen los nodos de procesamiento entre si, impactan en la rapidez con la que los datos
llegan a los procesadores.
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versos e incluyen recursos tales como una computadora con miltiples proce-
sadores, varios ordenadores en red, Hardware especializado, o cualquier com-
binacién de los anteriores.

Los programas informéticos paralelos son més dificiles de escribir que
los secuenciales, porque la concurrencia introduce nuevos tipos de errores
de Software, siendo las condiciones de sincronizacién las m&s comunes. La
comunicacién y sincronizacién entre diferentes subtareas son algunos de los
mayores obstdculos para obtener un buen rendimiento del programa paralelo.

(Cémo Paralelizo mi programa? El problema de todos los usuarios
de Ciencias e Ingenierfa que hacen uso de métodos numéricos y su imple-
mentacién computacional es: jcémo paralelizo mi programa?, esta pregunta
no tiene una respuesta simple, depende de muchos factores, por ejemplo: en
que lenguaje o paquete estd desarrollado el programa, el algoritmo usado
para solucionar el problema, a que equipos paralelo tengo acceso y un largo
etc. Algunas respuestas ingenuas podrian ser:

e Si uso lenguajes de programacién compilables, puedo conseguir un com-
pilador que permita usar directivas de compilacién en equipos de memo-
ria compartida sobre programas escritos de forma secuencial, con la es-
peranza que sean puestos por el compilador como programas paralelos
haciendo uso de hilos, OpenMP y optimizacién del cédigo generado.

e Si uso paquetes como MatLab, Julia o Python, es posible conseguir
una version del paquete que implemente bibliotecas que usen CUDAs,
OpenMP o MPI para muchos de los algoritmos més usados en la pro-
gramacion.

e Si mi problema cabe en un sélo equipo, entonces puedo usar dos o mas
cores para resolver mi problema usando memoria compartida (puedo
usar OpenMP, trabajar con hilos o usando paquetes como MatLab o
lenguajes como Python, Julia, Fortran, C y C++, etc.), pero s6lo puedo
escalar para usar el mdximo nimero de cores de un equipo (que en la
actualidad puede ser del orden de 128 cores, hasta Terabytes de RAM
y con almacenamiento de algunas decenas de Terabytes).

e Simi problema cabe en la GRAM de una GPU, entonces el posible usar
una tarjeta gréfica (usando paquetes como MatLab o lenguajes como
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Python, Julia, Fortran, C y C++, etc.), pero sélo puedo escalar a la
capacidad de dichas tarjetas gréficas.

e Puedo usar un cluster que usa memoria distribuida-compartida en con-
junto con tarjetas graficas, este tipo de programacién requiere una
nueva expertes y generalmente implica el uso de paso de mensajes como
MPI y rediseno de los algoritmos usados en nuestro programa.

Notemos primero, que no todos los algoritmos son paralelizables. En
cualquier caso se tienen que ver los pros y contras de la paralelizacién para
cada caso particular. Pero es importante destacar que existen una gran
cantidad de bibliotecas y paquetes que ya paralelizan ciertos algoritmos que
son ampliamente usados como la solucién de sistemas lineales® y no lineales.
Ademais, el tiempo de programacion necesario para desarrollar una aplicaciéon
paralela eficiente y eficaz para la gran mayorfa de los programadores puede
ser de semanas o meses en el mejor de los casos. Por ello, es necesario hacer
un balance entre las diferentes opciones de paralelizaciéon para no invertir
un tiempo precioso que puede no justificar dicha inversién econémica, de
recursos computacionales y sobre todo de tiempo.

Antes de iniciar con los tépicos del computo en paralelo, es necesario cono-
cer cémo estd constituida nuestra herramienta de trabajo: la computadora.
Los conocimientos bésicos de arquitectura de las computadoras nos permite
identificar los componentes de Hardware que limitardan nuestros esfuerzos por
realizar una paralelizacién 6ptima de nuestro programa y en muchos casos
descubriremos de la peor manera que los algoritmos usados en nuestro pro-
grama no son los mas adecuados para paralelizar; y descubriremos con horror
que en algunos casos los tiempos de ejecucién no mejoran sin importar cuan-
tos equipos adicionales usemos, en el peor de los casos, el tiempo de ejecucion
se incrementa al aumentar equipos en vez de disminuir.

80 Algunas de las bibliotecas mds usadas para resolver sistemas lineales usando matrices
bandadas y dispersar son PETCs, HYPRE, ATLAS, LAPACK++, LAPACK, EISPACK,
LINPACK, BLAS, entre muchas otras alternativas, tanto para implementaciones secuen-

ciales como paralelas y mds recientemente para hacer uso de los procesadores CUDA en
las GPU de nVidia.
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9.1 ;Que es Computacién Paralela?

En el sentido m&s simple, la computacién paralela es el uso simultdaneo
de muiltiples recursos computacionales para resolver un problema computa-
cional:

e Un problema se divide en partes discretas que se pueden resolver si-
multdneamente

e Cada parte se descompone en una serie de instrucciones

e Las instrucciones de cada parte se ejecutan simultdneamente en dife-
rentes procesadores

e Se emplea un mecanismo global de control/coordinacién

(Por qué se hace programacién paralela? El hecho de que la progra-
macién paralela sea un paradigma da cuenta de que existe una razén por la
cual no ha dejado de ser necesaria o no ha sido totalmente automatizable,
igualmente hay otras razones interesantes detrds para entender la existencia,
actualidad y contemporaneidad de la programacién paralela:

e Ley de Moore: Esta ley propuesta por Gordon E. Moore en 1965 dice re-
sumidamente que el mimero de transistores en un Chip determinado se
doblarfa cada dos anos. Esto quiere decir un aumento del rendimiento
en los procesadores del alrededor del 50%, esto se traduce en escalar
la velocidad de reloj de los procesadores, pero esta ley no es fidedigna
desde el 2002 dénde solo ha habido un 20%, lo cudl sigue siendo un
aumento considerable, sin embargo, no seria suficiente para que todos
los avances en computacion que se han logrado hasta el dia y las necesi-
dades de procesamiento en crecimiento exponencial puedan satisfacerse
totalmente.

e Overclocking infinito: El Overclokcing tiene un limite a pesar de que
existiera una refrigeracién perpetia y adecuada del procesador. Esto
es debido a las corrientes pardsitas que impiden una velocidad tedrica-
mente infinita a la cual los circuitos pueden cambiar entre estados, o
de hecho sus transistores.
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Automatizacién del paralelismo: Se dice en este paradigma que el éxito
es inversamente proporcional al nimero de cores precisamente porque
existen complejidades en el corazén del paralelismo que implican cosas
que todavia no se pueden predecir ni con inteligencia artificial, se men-
ciona cuales son las posibles estrategias para atacar un problema de
forma paralela, esto da cuenta de que existe una forma préacticamente
determinada de abordarlos pero no de automatizarlos, a pesar de que
sf existan algunas partes que son automatizables en el proceso.

Solucién en el Hardware: Un diseno adecuado del Hardware permi-
tirfa que la paralelizacion siempre estuviera presente con respecto a los
procesadores que se estdn usando de tal modo que alguno los problemas
que son inherentes al paradigma pudieran evitarse. Esto ha resultado
imposible hasta la fecha, de hecho, solo disenar solamente algo tan
efectivo y tradicional como se ha hecho en programacion secuencial es
algo que no existe hasta ahora. Existen algunas aproximaciones como
OpenMP y programacién por hilos de las que hablaremos més adelante.

Ventajas

Resuelve problemas que no se podrian realizar en una sola CPU
Resuelve problemas que no se pueden resolver en un tiempo razonable
Permite ejecutar problemas de un orden y complejidad mayor
Permite ejecutar c6digo de manera més rapida (aceleracion)

Permite ejecutar en general mas problemas

Obtencion de resultados en menos tiempo

Permite la ejecucion de varias instrucciones en simultédneo

Permite dividir una tarea en partes independientes

Desventajas

Mayor consumo de energia

Mayor dificultad a la hora de escribir programas
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e Dificultad para lograr una buena sincronizacién y comunicacién entre
las tareas

e Retardos ocasionados por comunicacion entre tareas

e Nimero de componentes usados es directamente proporcional a los fa-
llos potenciales

e Condiciones de carrera

o Miiltiples procesos se encuentran en condicién de carrera si el
resultado de los mismos depende del orden de su llegada

o Si los procesos que estdn en condicién de carrera no son correc-
tamente sincronizados, puede producirse una corrupcién de datos

Paralelismo de Grano Fino, Grano Grueso y Paralelismo Ver-
gonzoso las aplicaciones a menudo se clasifican segin la frecuencia con que
sus subtareas se sincronizan o comunican entre si. Una aplicacién muestra un
paralelismo de grano fino si sus subtareas deben comunicarse muchas veces
por segundo, se considera paralelismo de grano grueso si no se comunican
muchas veces por segundo, y es vergonzosamente paralelo si nunca o casi
nunca se tienen que comunicar. Aplicaciones vergonzosamente paralelas son
consideradas las més féciles de paralelizar.

El tipo de problemas complejos que aborda el cémputo de alto rendimiento
(HPC por High-Performance Computing) no se pueden resolver con una com-
putadora de escritorio y tienen una escala determinada: toma mucho tiempo
resolverlos, se necesita una gran cantidad de memoria (RAM), se tienen que
realizar muchisimos experimentos parecidos y hay restricciones concretas de
tiempo para encontrar resultados. La mayoria de estas temédticas estdn rela-
cionadas con la innovacién en la industria y su aplicacién en dreas como
energia, medio ambiente, biotecnologia, medicina, ingenieria, etc.

A su vez, la evolucién del procesador la cantidad de transistores sigue
creciendo pero la velocidad de los nicleos individuales (core) casi no au-
menta. Podriamos comprar un procesador de 128 nicleos pero el desafio de
aprovechar la potencia de un procesador es cémo distribuimos el tiempo de
ejecucién de una misma tarea computacional.

De este modo, cada tarea computacional se divide en dos partes: serial
y paralelizable. Como todas las aplicaciones tienen una parte secuencial, el
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tiempo de cémputo de la aplicacién paralela estd acotado por esa seccion
serial (Ley de Ahmdahl). Esto implica dos cuestiones fundamentales:

1. Es necesario reducir lo més posibl