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Motivación
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Motivación …
La modelación de sistemas continuos en Ciencia e Ingeniería está
basada principalmente en la solución numérica de una ecuación 
diferencial parcial o sistemas de tales ecuaciones.

La solución de los sistemas que gobiernan tales modelos tienen 
un gran número de grados de libertad y a pesar de los constantes 
avances en cómputo, un sólo procesador no puede resolver 
dichos problemas.

Los métodos de discretización tradicionales como FEM, FDM y 
FVM generan un único gran sistema algebraico. Y su solución 
numérica no siempre es lo eficiente que se necesita al implemen-
tarse en equipos paralelos de alto rendimiento como clusters.
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Motivación …
Los métodos de descomposición de dominio se basan en la 
suposición de que un dominio            se puede particionar en E 
subdominios        entre los cuales puede o no existir traslape. De 
esta manera, se puede clasificar de forma burda a los métodos de 
descomposición de dominio como aquellos en que: existe 
traslape y en los que no existe. 

En los que no existe traslape, el problema es reformulado en 
términos de cada subdominio –mediante el uso de algún método 
de discretización- obteniendo una familia de subproblemas de 
tamaño reducido independientes entre sí, y que están acoplados a 
través de la solución de la interfase –la cual es desconocida- de 
los subdominios.

nΩ ⊂ ℜ
iΩ
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Motivación …
Dos de los algoritmos más usados en la actualidad de los méto-
dos de descomposición de dominio sin traslape son: FETI (Finite
Element Tearing and Interconnect) y BDDC (Balancing Domain
Decomposition by Constraints). Ambos algoritmos inician con la 
discretización de la ecuación diferencial parcial y en ellos los 
grados de libertad están asociados con las funciones base usadas 
en la discretización.

El algoritmo FETI es un método indirecto que usa 
multiplicadores de Lagrange, por otro lado, el algoritmo BDDC 
es un método directo que no usa multiplicadores de Lagrange.
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Motivación …
En el presente trabajo se introduce método de discretización  
“Derived-Vector Space” (DVS) que no usa multiplicadores de 
Lagrange, generando cuatro algoritmos precondicionados y 
cuatro no precondicionados, que son igualmente definidos 
cuando los problemas son simétricos, no simétricos o 
indefinidos. En dicha formulación quedan incorporados los 
algoritmos FETI-DP y BDDC. 

De esta forma, los métodos de descomposición de dominio en 
conjunción con el cómputo en paralelo permiten atacar 
eficientemente problemas que involucran un gran número de 
grados de libertad en los cuales se logra una alta eficiencia 
computacional al usar equipos paralelos de alto desempeño.
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Objetivos
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Objetivos …

Presentar el marco teórico del método de descomposición de 
dominio en el espacio de vectores derivados DVS.

Mostrar como el esquema es igualmente aplicable a matrices 
simétricas, no simétricas e indefinidas (i.e. no positivas y no 
negativas definidas).

Mostrar el desempeño computacional de los ocho algoritmos 
iterativos, de los cuales cuatro son no precondicionados y 
cuatro precondicionados.

Mostrar que la implementación en paralelo es escalable, 
alcanzando una alta eficiencia computacional en equipos 
paralelos de alto desempeño computacional.
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Conceptos Básicos
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Conceptos Básicos …
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Conceptos Básicos …
 son nodos "interiores" y son nodos de frontera interior

son nodos "primales"

                   y

son nodos "duales"

  

 

-   

Ι Γ
Π ⊂ Γ

∆ ≡ Γ Π
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Conceptos Básicos …
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El algortimo para BDDC está dado por el sistema virtual
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Conceptos Básicos …

( )

( ) ( )

1

1
1

1

El complemento de Schur está dado por  

 donde - 

sin embargo 

                             

porque los rangos de  y  cuando  no son dis

N T i i i i

i i I II Ii i
i

N T

i ii
i

T T

i i j ji j

S R S R S A A A A

S R S R

R S R R S R i j

ΓΓ Γ Γ
=

−
−

=

= =

≠

≠

∑

∑

juntos.

Donde  es la interfase entre subdominos y mientras que :  

es el operador de restricion, tal que .

ii i

i i i

,   R

R D R

Γ Γ ⊂ Γ Γ → Γ

=



15

Conceptos Básicos …
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Conceptos Básicos …
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Una vez resuelto el sistema virtual para  la 

solución en la frontera interior es dada por
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Esquema DVS-DDM
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Conceptos Básicos …
Problema original  

Au f=
⌢⌢ ⌢
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Conceptos Básicos …

Un inconveniente es que 

Cuando 
α β

α β
Ω ∩ Ω ≠ ∅

≠
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Esquema DVS-DDM …
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Esquema DVS-DDM …
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Esquema DVS-DDM …

 son nodos "interiores" y son nodos de frontera interior

son nodos "primales"

son nodos "duales"

Entonces 
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Esquema DVS-DDM …
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Esquema DVS-DDM …
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Esquema DVS-DDM …
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Formulaciones desarrolladas en DVS
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Formulaciones desarrolladas en DVS …
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Formulaciones desarrolladas en DVS …
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Formulaciones desarrolladas en DVS …
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Resultados y análisis de rendimiento



31

Ejemplo 1, La ecuación de Helmholtz
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Ejemplo 1, La ecuación de Helmholtz …
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Ejemplo 2, Da Conceicao y Markus Sarkis, 2005
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Ejemplo 2, Da Conceicao y Markus Sarkis …
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Ejemplo 3, Toselli 2001
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Ejemplo 3, Toselli 2001…
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Ejemplo 4, Toselli 2001
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Ejemplo 4, Toselli 2001…
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Ejemplo 5, Elasticidad Lineal
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Ejemplo 6, Problemas Simétricos y no Simétricos

( ) ( )
Operador elíptico más general de segundo orden 

Si consideramos a la matriz  simétrica con entradas

constantes y el vector  es nulo, el problema será simétrico,

en cualquier otro caso es

a u bu cu

a

b

−∇ ∇ + ∇ +i i i

 no simétrico
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Ejemplo 6, Resultados en Problemas 2D …
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Ejemplo 6, Resultados en Problemas 2D Simétricos
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Ejemplo 6, Resultados en Problemas 2D no Simétricos
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Ejemplo 6, Resultados en Problemas 3D …
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Ejemplo 6, Resultados en Problemas 3D Simétricos
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Ejemplo 6, Resultados en Problemas 3D no Simétricos
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Problema a trabajar en ejemplos 7, 8 y 9
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Problema 7, Selección de la Descomposición Óptima
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Problema 7, Selección de la Descomposición Óptima …

Descomposición 
2 x 2 y 512 x 512

Descomposición 
32 x 32 y 32 x 32

El factor de aceleración S es tal que 1 S(n) n, la eficiencia E es tal que 1/n E(n)1 y la fracción serial F es tal que 0 F(n) 1.

Se considera que en el caso ideal, el factor de aceleración debería de 

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤
aumentar linealmente al aumentar el número de procesadores

S(p) p, por su parte la eficiencia debería de ser cercana a la unidad cuando el Hardware se está usando de forma eficiente y en caso

contrario 

≃

se desaprovecha éste; por último, la fracción serial debería tender a cero y cualquier aumento indica una sobrecarga en el 

proceso de comunicaciones.
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Ejemplo 8, Selección de la Descomposición Adecu-
ada para el Equipo Paralelo con que se Cuente

Dominio 32 x 32 y 150 x 150 generando 23,040,000 grados de libertad

Cluster Kanbalam 1024 Cores AMD a 2.6 GHtz de 64 bits, cada 4 Cores cuentan con 8 GB de RAM

Cluster Pohualli de 104 Cores Intel Xeon a 2.33 GHtzde 64 bits, cada 8 Cores cuentan con 32GB de RAM
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Ejemplo 9, Escalabilidad …

31 x 33 y 150 x 150 generando 23,017,500 grados de libertad

31 x 33 y 200 x 200 generando 40,920,000 grados de libertad

31 x 33 y 250 x 250 generando 63,937,500 grados de libertad 
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Ventajas Algorítmicas y Computacionales
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Ventajas Algorítmicas y Computacionales …

• Para cada uno de estos algoritmos, se han generado fórmulas 
matriciales explícitas, las cuales son directamente usadas para 
desarrollar el código.
• Cuando han sido aplicados a problemas simétricos, no 
simétricos e indefinidos, la eficiencia numérica es del mismo 
orden que los algoritmos DDM en el estado del arte.
• Está desarrollado para problemas en 2 y 3 dimensiones.
• Los algoritmos son altamente paralelizables.
• Programación secuencial en C++, en paralelo en C++ y MPI.
• Simplificación de la jerarquía de clases de los códigos 
computacionales desarrollados.
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Conclusiones
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Conclusiones …
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Conclusiones …

• La formulación Dual y Primal de dos de los métodos más 
usados (FETI-DP y  BDDC) han sido derivadas de una manera 
unificada en el esquema DVS.

• El esquema DVS permite aplicar técnicas de descomposición 
de dominio directamente al sistema de matrices obtenidas 
después de que la ecuación diferencial parcial o sistemas de 
tales ecuaciones han sido discretizadas.

• El esquema DVS es igualmente aplicable a matrices 
simétricas, no simétricas e indefinidas (i.e. no positivas y no 
negativas definidas).



59

Conclusiones …

• Los algoritmos generados tienen un aplicabilidad general, ya 
que pueden ser aplicados a problemas de valor en la frontera 
asociados a una ecuación diferencial o sistemas de ecuaciones.

• Las formulaciones DVS permiten desarrollar códigos que 
satisfacen el paradigma DDM, i.e. en el cual la solución de 
problemas globales es obtenida exclusivamente por resolución 
de problemas locales.
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Conclusiones …

Algunas de las propiedades computacionales de los algoritmos 
DVS-DDM son:

• El código es robusto y con ligeras modificaciones es 
aplicado a problemas en 2D y 3D tanto escalares como 
vectoriales.
• El mismo código puede ser aplicado a una ecuación o a 
sistemas de ecuaciones.
• El código soporta diferentes resolvedores locales en los 
subdominios.
• El algoritmo global es débilmente acoplado a los 
subdominios.
• La formulación DVS es altamente paralelizable.
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Conclusiones …
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Trabajo futuro
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Trabajo futuro …
• Hacer una investigación sobre nuestros métodos no 
reportados en la literatura.
• Soportar condiciones de frontera generales para problemas 
Escalares y Vectoriales.

• Aplicar los métodos desarrollados y ampliar el código para 
soportar problemas:

• Parabólicos e Hiperbólicos.
• Lineales y no lineales.

• Implementar un mecanismo sencillo que permita definir 
ecuaciones o sistemas de ecuaciones, sus parámetros y 
condiciones de frontera que amplié el código desarrollado.


