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1 Introduccion

Los sistemas continuos -sistemas fisicos macroscépicos (véase [1])-, tales como
los yacimientos petroleros, la atmdsfera, los campos electromagnéticos, los
océanos, el aparato circulatorio de los seres humanos, la corteza terrestre y
muchos otros sistemas de interés en Ciencia y en Ingenierfa, al modelarse,
estos contienen un gran nimero de grados de libertad®.

Los modelos matematicos de los sistemas continuos (véase [37] y [10]) son
sistemas de ecuaciones diferenciales, las cuales son parciales -con valores ini-
ciales y condiciones de frontera- para casi todos los sistemas de mayor interés
en la Ciencia y la Ingenierfa. Salvo por los problemas més sencillos, no es
posible obtener por métodos analiticos las soluciones de tales ecuaciones, que
son las que permiten predecir el comportamiento de los sistemas continuos y
realizar las simulaciones requeridas.

La capacidad para formular los modelos matemdticos de sistemas con-
tinuos complicados y de gran diversidad, es sin duda una contribucién fun-
damental para el avance de la Ciencia y sus aplicaciones, tal contribucién
quedarfa incompleta y, debido a ello, serfa poco fecunda, si no se hubiera de-
sarrollado simultdneamente su complemento esencial: los métodos numéricos
y la computacion electrénica.

Sin embargo, la solucién numérica y las simulaciones computacionales de
problemas concomitantes en Ciencias e Ingenierfas han llevado al lfmite nues-
tra actual capacidad de prediccion, por la gran cantidad de grados de libertad
que necesitan nuestros modelos para tratar de representar a la realidad.

Con el desarrollo de nuevas herramientas numéricas y computacionales,
la diversidad y complejidad de problemas que pueden ser tratados de forma
satisfactoria y eficiente es impresionante. Pero hay que destacar, que todavia
hay una gama de problemas que hasta la fecha no es posible resolver satisfac-
toriamente o con la precisién deseada -como la prediccion climética a largo
plazo o simulacién de recuperacién mejorada en yacimientos petroleros, entre
otros-.

1.1 Antecedentes

La solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales por los esquemas
tradicionales -tipo Diferencias Finitas, Volumen Finito y Elemento Finito-

'El nimero de grados de libertad en un sistema fisico se refiere al nimero minimo de
numeros reales que es necesario especificar para determinar completamente el estado fisico.
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reducen el problema a la generacién y solucién de un -cada vez méas grande-
sistema algebraico de ecuaciones (véase [3]). La factorizacién directa de sis-
temas de gran escala O(10°) con toda su eficacia, no es, en general una
opcion viable, y el uso de métodos iterativos bédsicos -tales como el método
de gradiente conjugado o residual minimo generalizado- resultan en una con-
vergencia bastante lenta con respecto a otras formas de discretizacién como
son los métodos de descomposicién de dominio (véase [6] y [8]).

El desarrollo de métodos numéricos para sistemas algebraicos grandes,
es central en el desarrollo de cédigos eficientes para la solucién de proble-
mas en Ciencia e Ingenierfa, actualmente cuando se necesita implementar
una solucién computacional, se dispone de bibliotecas optimizadas® para la
solucién de sistemas lineales que pueden correr en ambientes secuenciales
y/o paralelos. Estas bibliotecas implementan métodos algebraicos robustos
para muchos problemas préacticos, pero sus discretizaciones no pueden ser
construidas por sélo técnicas algebraicas simples, tales como aproximaciones
a la inversa o factorizaciéon incompleta.

En la actualidad, los sistemas computacionales paralelos son ubicuos. En
ellos es posible encontrar méds de una unidad de procesamiento, conocidas
como Ntcleo (Core). El nimero de Cores es creciente conforme avanza la
tecnologia, esto tiene una gran importancia en el desarrollo eficiente de al-
goritmos que resuelvan sistemas algebraicos en implementaciones paralelas.
Actualmente la gran mayorfa de los algoritmos desarrollados son algoritmos
secuenciales y su implantacién en equipos paralelos no es éptima, pero es
una practica comin usar diversas técnicas de seudoparalelizaciéon -a veces
mediante la distribucién de una gran matriz en la memoria de los multiples
Cores y otras mediante el uso de directivas de compilacién-, pero la eficiencia
resultante es pobre y no escalable a equipos masivamente paralelos por la
gran cantidad de comunicacién involucrada en la solucién.

Para hacer eficiente la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales par-
ciales, se introdujeron los métodos de descomposicién de dominio que toman
en cuenta la ecuacién diferencial parcial y su discretizacién, permitiendo una
alta eficiencia computacional en diversas arquitecturas paralelas (véase [0] y
[8]). La idea bésica detréds de los métodos de descomposicién de dominio es
que en lugar de resolver un enorme problema sobre un dominio, puede ser
conveniente -0 necesario- resolver miiltiples problemas de tamano menor so-

2Como pueden ser las bibliotecas ATLAS -http://math-atlas.sourceforge.net- y HYPRE
-http://acts.nersc.gov/hypre/- entre muchas otras.
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bre un solo subdominio un cierto nimero de veces. Mucho del trabajo en la
descomposicién de dominio se relaciona con la selecciéon de subproblemas que
aseguren que la razon de convergencia del nuevo método iterativo sea rép-
ida. En otras palabras, los métodos de descomposiciéon de dominio proveen
precondicionadores a priori que puedan acelerarse por métodos en el espacio
de Krylov (véase [19]).

1.2 Meétodos de Descomposicién de Dominio

La descomposiciéon de dominio generalmente se refiere a la separacién de una
ecuacién diferencial parcial o una aproximacién de ella dentro de problemas
acoplados sobre subdominios pequenos formando una particion del dominio
original. Esta descomposicién puede hacerse a nivel continuo, donde dife-
rentes modelos fisicos, pueden ser usados en diferentes regiones, o a nivel
discreto, donde puede ser conveniente el empleo de diferentes métodos de
aproximacién en diferentes regiones, o en la solucién del sistema algebraico
asociado a la aproximacion de la ecuacién diferencial parcial -estos tres as-
pectos estan intimamente interconectados en la practica (véase [19])-.

Los método de descomposicién de dominio -Domain Decomposition Meth-
ods (DDM)- se basan en la suposicién de que dado un dominio Q2 C R”,

se puede particionar en E subdominios €2;,7 = 1,2, ..., F; tales que Q =
E
UQi , entre los cuales puede o no existir traslape (véase [3] y [19]).
=1

Entonces, el problema es reformulado en términos de cada subdominio -
mediante el uso de algin método de discretizacion- obteniendo una familia
de subproblemas de tamano reducido independientes entre si, y que estdn
acoplados a través de la solucién en la interfase -que es desconocida- de los
subdominios.

De esta manera, se puede clasificar de forma burda a los métodos de des-
composicién de dominio (véase [0]), como aquellos en que: existe traslape
entre los subdominios y en los que no existe traslape. A la primera clase
pertenece el método de Schwarz -en el cual el tamano del traslape es impor-
tante en la convergencia del método- y a los de la segunda clase pertenecen
los métodos del tipo subestructuracion -en el cual los subdominios sélo tienen
en comtn a los nodos de la interfase o frontera interior-.

Desde hace ya algiin tiempo, la comunidad internacional® inicio el estudio

3Ello se refleja en las mds de 19 conferencias internacionales de Métodos Descomposicién
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intensivo de los métodos de descomposicion de dominio, la atencién se ha
desplazado (véase [9]) de los métodos con traslape en el dominio (véase [73])
a los métodos sin traslape en el dominio (véase [50], [57], [67], [68] y [69]),
ya que estos iltimos son més efectivos para una gran variedad de problemas
de la Ciencia y la Ingenierfa.

Los métodos de descomposicién de dominio sin traslape son un paradigma
natural usado por la comunidad de modeladores (véase [1]). Los sistemas
fisicos son descompuestos en dos o mds subdominios contiguos basados en
consideraciones fenomenoldgicas o computacionales. Esta descomposicion se
refleja en la Ingenierfa de Software del c6digo correspondiente, ademés, el uso
de la programacién orientada a objetos, permite dividir en niveles la semén-
tica de los sistemas complejos, tratando asf con las partes, mas manejables
que el todo, permitiendo una implementacion, extensién y mantenimiento
sencillo (véase [17]).

Tomando en cuenta que los métodos de descomposiciéon de dominio sin
traslape son ficilmente implementados para su uso en computadoras parale-
las mediante técnicas de programacién orientada a objetos -porqué el algo-
ritmo del método es paralelo-, ademas, con los continuos avances en computo,
en particular, en la computacién en paralelo mediante equipos de cémputo
de alto desempeno y/o Clusters parecen ser el mecanismo mds efectivo para
incrementar la capacidad y velocidad de resolucion de varios tipos de proble-
mas de interés en Ciencias e Ingenierfas usando métodos de descomposiciéon
de dominio (véase [57], [07], [65], [70] y [72]).

La implementacion de los métodos de descomposicién de dominio permite
utilizar de forma eficiente, las crecientes capacidades del cémputo en paralelo
(véase [13] y [19]) -Grids' de decenas de Clusters, cada uno con cientos o
miles de procesadores interconectados por red, con un creciente poder de
céomputo medible en Peta Flops-, asi como el uso de una amplia memoria -ya
sea distribuida y/o compartida del orden de Tera Bytes-, permitiendo atacar

de Dominio (véase [18]) y de las cuales se han publicado 14 libros que recopilan los trabajos
més relevantes de cada conferencia. Ademds de varios mini simposios de descomposicién de
dominio en congresos mundiales como es el World Congress on Computational Mechanics
o el Iberian Latin American Congress on Computational Methods in Engineering.

4Bajo el Macroproyecto: Tecnologias para la Universidad de la Informacién y la Com-
putacién de la UNAM, se interconectaron cuatro Cluster heterogéneos -dos en la Facultad
de Ciencias, uno en el Instituto de Geofisica y otro en el Instituto de Matematicas Apli-
cadas y Sistemas- con redes no dedicadas y en ellos se probé una versiéon de los cédigos,
en los cuales se vio que es factible el uso en Grids y si estos cuentan con una red dedicada
-de alta velocidad- su eficiencia puede llegar a ser alta.
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una gran variedad de problemas que sin estas técnicas es imposible hacerlo
de manera flexible y eficiente. Pero hay que notar que existe una amplia
gama de problemas que se necesitan resolver, los cuales superan la capacidad
de computo actual, ya sea por el tiempo requerido para su solucién, por el
consumo excesivo de memoria o ambos.

Asi, los métodos de descomposicién de dominio que introducen desde la
formulacién matemética del problema una separacién natural de las tareas a
realizar y simplifican considerablemente la transmisién de informacién entre
los subdominios (véase [19]), en conjuncién con la programacién orientada a
objetos y el computo en paralelo forman una amalgama poderosa. La cual
permite construir aplicaciones que coadyuven en la solucién de una gran
gama de problemas concomitantes en Ciencias e Ingenierfas que requieren
hacer uso de una gran cantidad de grados de libertad.

Por otro lado, la lista de los métodos de descomposiciéon de dominio y
el tipo de problemas que pueden ser atacados por estos, es grande y estd
en constante evolucion (véase [18] y [19]), ya que se trata de encontrar un
equilibrio entre la complejidad del método -aunada a la propia complejidad
del modelo-, la eficiencia en el consumo de los recursos computacionales y la
precision esperada en la solucién encontrada por los diversos métodos y las
arquitecturas paralelas en la que se implante.

Dos de los esquemas mas comunmente usados (véase [18], [12], [13], [57],
[67], [68], [70], [72] ¥ [30]) en los métodos de descomposicién de dominio sin
traslapes son Finite Element Tearing and Interconnect Dual-Primal (FETI-
DP) y Balancing Domain Decomposition by Constraints (BDDC). Aqui,
FETI es sinénimo de Finite Element Tearing and Interconnect de Farhat
(véase [20] y [21]); y FETI-DP es la versién Dual-Primal de FETI (véase [22]
a [21]). BDD es el método de Balancing Domain Decomposition de Mandel
(véase [25] y [26]), mientras que BDDC es BDD con restricciones (véase [27]
al [29]). Ambos: FETI-DP y BDDC inician de la ecuacién diferencial par-
cial y en ellos los grados de libertad estdn asociados con las funciones base
usadas.

En el marco de los métodos de descomposicién de dominio sin traslape se
distinguen dos categorias: Los esquemas duales -es el caso del método Finite
Element Tearing and Interconnect (FETI) y sus variantes- los cuales usan
multiplicadores de Lagrange; y esquemas primales -es el caso del método Bal-
ancing Domain Decomposition (BDD) y sus variantes- que tratan el problema
sin el recurso de los multiplicadores de Lagran

Idealmente, los métodos de descomposicién buscan satisfacer lo que lla-
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mamos el paradigma-DDM: “el cual construye la solucién global por la re-
soluciéon de problemas locales, exclusivamente”. Para logar esto, es esencial
desconectar los problemas en los sudominios. En FETI-DP, tal desconexién
es lograda por la formulacién del método en el espacio producto que estd
contenido en el espacio de funciones discontinuas. Sin embargo, FETI-DP
usa una formulacién indirecta basada en los multiplicadores de Lagrange.
BBDC usa en lugar una formulacién directa, pero no trabaja en el espacio
de funciones discontinuas. Otro hecho dificil de superar por los métodos, es
que los algoritmos competitivos necesitan incorporar restricciones que eviten
la total desconexién de los subdominios.

En este trabajo se ha desarrollado una metodologia integradora de dos
de los métodos ampliamente usados -FETI-DP y BDDC- y se generan otros
nuevos (véase [30], [39]). A este esquema, lo hemos llamado el espacio de vec-
tores derivados -Derived Vectors Space (DVS)-, el cual es un esquema primal
similar a la formulacién BDD, donde una significativa diferencia entre el es-
quema BDD y DVS es que en este ultimo, el problema es transformado en
otro, definido en el espacio de vectores derivados, el cual es un espacio pro-
ducto, conteniendo funciones discontinuas donde todo el trabajo del método
es realizado, el cual proporciona un marco unificado para los métodos de des-
composicién de dominio sin traslape y es usado para formular y discutir en
general y de forma sistemética la teorfa de DDM para problemas simétricos,
no simétricos e indefinidos.

En la formulacién BDD por otro lado, el espacio original de funciones
continuas nunca es abandonado completamente y constantemente se regresa
a los grados de libertad asociados con el espacio de funciones continuas
pertenecientes a las subestructuras, el cual en su formulacién juega el rol
del espacio producto.

1.3 El Método de Descomposicién de Dominio en el
Espacio de Vectores Derivados

En el presente trabajo se da una perspectiva general de algunas de las maés
importantes formulaciones algebraicas de métodos de descomposicién de do-
minio sin traslape. Dos de los esquemas mas cominmente usados son (véase
(18], [42], [43], [57], [67], [68], [70] ¥ [72]): BDDC y FETI-DP. Los cuales
fueron puestos en el marco primal -véase secciones (14.1) y (14.2)- del espa-
cio de vectores derivados -Derived Vectors Space (DVS)-. El cual permite
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una efectiva y sintética presentacién de ambos métodos (véase [30] y [38]):
Formulaciones primal y dual.

Esto simplifica los algoritmos, los que se sintetizan en un breve con-
junto de formulaciones matriciales muy generales que son aplicables a ma-
trices simétricas, no simétricas e indefinidas cuando ellas provienen de la
discretizacién de ecuaciones parciales o sistemas de tales ecuaciones.

El espacio de vectores derivados constituye un espacio de Hilbert con
respecto al adecuado producto interior -el producto interior Euclidiano- y
mediante la utilizacién de la formulacién DVS, se saca provecho de la estruc-
tura del espacio de Hilbert, obteniendo de esta manera una gran simplicidad
para el algoritmo en el espacio de funciones definidas por tramos y se usa para
establecer una clara correspondencia entre los problemas a nivel continuo y
aquellos obtenidos después de la discretizacion.

En particular, usando el esquema DVS, se deriva de forma simple y ex-
plicita un conjunto de ocho férmulas matriciales aplicables a matrices simétri-
cas, no simétricas e indefinidas generadas a partir de la discretizacién de los
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales para un desarrollo simplificado
del cédigo computacional de modelos gobernados por una sola ecuacién dife—
rencial parcial o sistemas de estas ecuaciones, teniendo un amplio campo de
aplicacién a problemas précticos. Estas formulaciones matriciales explicitas
son usadas directamente en el desarrollo de cédigo computacional.

De las ocho férmulas matriciales explicitas, cuatro son no precondicionadas
y cuatro precondicionadas. De ellas, las que tienen interés préactico son por
supuesto las formulaciones precondicionadas, pero se incluyen las no pre-
condicionadas, porque de ellas se deriva el entendimiento tedrico de las pre-
condicionadas, ademds de ser el camino més directo para el desarrollo del
cédigo computacional, al permitir empezar con una formulacién simple y
posteriormente agregar el precondicionador para obtener la formulacién pre-
condicionada requerida.

De las cuatro férmulas matriciales precondicionadas, dos corresponden a
los algoritmos FETI-DP y BDDC, de las otras dos no se tiene contraparte
reportada en la literatura de métodos de descomposicién de dominio, aunque
la efectividad de su desempeno es del mismo orden de los métodos BDDC o
FETI-DP.

Notese que, todo el desarrollo de la metodologia ha sido hecho en el
espacio vectorial sujeto a restricciones y por lo tanto, todos los algoritmos
aqui presentados son algoritmos sujetos a restricciones.

Idealmente, los métodos DDM intentan producir algoritmos tal que “la
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solucién global es obtenida por la resolucién de problemas locales definidos
de manera separada en cada subdominio de la malla gruesa de la descomposi-
cién”; en este trabajo tal condicién serd referida como el “paradigma DDM”.
Cuando el paradigma DDM es totalmente satisfecho la paralelizaciéon de los
métodos DVS puede ser lograda de forma eficiente al asignar cada subdo-
minio a un procesador diferente.

Algunas caracteristicas importantes de la metodologia desarrollada son:

1. Las formulaciones Dual y Primal son de dos de los métodos comin-
mente usados -BDDC y FETI-DP- que han sido derivados de una ma-
nera unificada.

2. El esquema DVS incluye formulaciones algebraicas para matrices simétri-
cas, no simétricas e indefinidas -i.e. no positivas y no negativas definidas-
. Ademas se detallan las condiciones que tales matrices deben de sa-
tisfacer para que los algoritmos generales sean aplicables.

3. El esquema DV'S permite aplicar técnicas de descomposiciéon de dominio
directamente a la matriz que es obtenida después de que la ecuacién
diferencial -o sistema de tales ecuaciones- ha sido discretizada. La
aplicacién de tales procedimientos no requiere del conocimiento acerca
de la ecuacién diferencial que originé la matriz.

4. El esquema DVS puede ser aplicado independientemente del proce-
dimiento de discretizacion usado para obtenerlo; ya que la matriz que es
obtenida inmediatamente después de la discretizacién no esté definida
en el espacio de vectores derivados. La teoria provee una férmula para
derivar otra matriz en términos del problema formulado en el espacio
de vectores derivados (véase [31]).

5. Como es comtn en los métodos de descomposicién de dominio, la matriz
global nunca se construye; a este respecto, una manera simple de definir
el espacio vectorial derivado es presentada en este trabajo.

El esquema DVS obtenido, es innovador en varios aspectos y capaz de en-
globar a dos de los métodos de descomposicién de dominio més usados. Una
significativa innovacién es que los algoritmos desarrollados en este esquema
son igualmente aplicables a matrices simétricas y no simétricas (véase [35]).
En el presente trabajo se muestra que la solucién de matrices no simétricas
presenta eficiencia comparable a las simétricas.
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1.4 Objetivos del trabajo

Los objetivos del presente trabajo son agrupados en objetivos generales, ob-
jetivos particulares y objetivos de la implementacién, los cuales se detallan
a continuacion.

Objetivos Generales Los objetivos generales del presente trabajo son:

e Presentar el esquema del método de descomposicién de dominio en el
espacio de vectores derivados (véase [30], [39] y [38]), el cual permite
aplicar técnicas de descomposiciéon de dominio directamente al sistema
de matrices que son obtenidas después de que la ecuacién diferencial
o sistema de tales ecuaciones han sido discretizadas. La aplicacién de
tales procedimientos no requiere del conocimiento acerca de la ecuacién
diferencial que originé las matrices.

e Mostrar cémo la teoria provee una férmula para derivar la matriz en
términos del problema formulado en el espacio de vectores derivados,
ya que la matriz que es obtenida inmediatamente después de la dis-
cretizacion no estd definida en el espacio de vectores derivados. Como
es comun en los métodos de descomposicién de dominio, tal matriz
nunca se construye. A este respecto, una manera simple de definir el
espacio de vectores derivados es presentada en este trabajo.

e Mostrar como el esquema DVS es igualmente aplicable a matrices
simétricas, no simétricas e indefinidas.

e Mostrar la eficiencia computacional de los algoritmos desarrollados en
problemas que generan matrices simétricas y no simétricas, ademds de
mostrar que la implementacién en paralelo es escalable.

Objetivos Particulares Los objetivos particulares de este trabajo son:

e Mostrar los ocho algoritmos iterativos bésicos de descomposicién de
dominio sin traslape que se han obtenido, de los cuales cuatro son
formulaciones primales y los otros cuatro son formulaciones duales.

e Mostrar como dos de las férmulas precondicionadas corresponden a los
algoritmos FETI-DP y BDDC.
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e Mostrar en el caso de matrices simétricas y no simétricas (véase [31] y
[35]), en particular para problemas de Adveccién-Difusién (véase [29)]
y [52]) que la eficiencia numérica de los algoritmos precondicionados

estan en el mismo orden que los reportados en la literatura.

Objetivos de la Implementacién La implementacién de los cédigos de
los métodos de descomposiciéon de dominio en el espacio de vectores derivados
en su forma secuencial y paralela tiene como objetivo primario el resolver un
grupo de ecuaciones por todos los métodos desarrollados que satisfagan:

e FEl codigo sea independiente de la geometria del dominio.
e [l cédigo sea independiente de la dimensién del problema.
e FEl cédigo soporte ecuaciones escalares y vectoriales.

e El cédigo utiliza diferentes métodos de solucién del sistema lineal aso-
ciado al complemento de Schur local.

e El Algoritmo global sea débilmente acoplado a los subdominios.

e El desarrollo del cédigo sea orientado a objetos para simplificar la im-
plementacion y permitir tener un solo cédigo para la parte secuencial
y paralela con un minimo de cambios.

e La implementacién sea eficiente y escalable en paralelo.

1.5 Infraestructura Computacional Usada

El modelo computacional generado, estd contenido en un programa de com-
puto bajo el paradigma de orientacién a objetos, programado en el lenguaje
C++ en su forma secuencial y en su forma paralela en C++ y la interfaz de
paso de mensajes (MPI) bajo el esquema Maestro-Esclavo.

Hay que notar que, el paradigma de programacion orientada a objetos
sacrifica algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo de recur-
sos computacionales al momento de la ejecucién. Pero en contraste, permite
mayor flexibilidad a la hora de adaptar los c6digos a nuevas especificaciones.
Adicionalmente, disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mante-
nimiento y bisqueda de errores dentro del cédigo. Esto tiene especial interés
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cuando se piensa en la cantidad de meses invertidos en la programacién com-
parada con los segundos consumidos en la ejecucién.

Para desarrollar estos cédigos, se realizé una jerarquia de clases para
cada uno de los distintos componentes del sistema de descomposicién de
dominio en base a clases abstractas, las cuales reducen la complejidad del
esquema DVS, permitiendo usarlo tanto en forma secuencial como paralela
redefiniendo sélo algunos comportamientos.

La programacién, depuracién y puesta a punto de los codigos fue hecha
en el siguiente equipo:

e Notebook Intel dual Core a 1.7 GHtz con 2 GB de RAM en Linux
Debian, haciendo uso del compilador C++4 GNU y MPICH para el
paso de mensajes.

e PC Intel Quad Core a 2.4 GHtz con 3 GB de RAM en Linux Debian,
haciendo uso del compilador C++ GNU y MPICH para el paso de
mensajes.

Las pruebas de rendimiento de los distintos programas se realizaron en
equipos multiCore y Clusters a los que se tuvo acceso y que estdn montados
en la Universidad Nacional Auténoma de México, en las pruebas de anilisis
de rendimiento se usé el siguiente equipo:

e Cluster homogéneo Kanbalam de 1024 Cores AMD Opteron a 2.6 GHtz
de 64 bits, cada 4 Cores con 8 GB de RAM interconectados con un
switch de 10 Gbps ubicado en el Departamento de Supercémputo de la

D.G.C.T.I.C de la UNAM.

e Cluster homogéneo Olintlali de 108 Cores emulando 216 hilos, Intel
Xeon a 2.67 GHtz, 9 nodos con 6 Cores y 8 hilos de ejecucién con 48
GB RAM interconectados con GIGE 10/100/1000 Gb/s, a cargo del
Dr. Ismael Herrera Revilla del Departamento de Recursos Naturales
del Instituto de Geofisica de la UNAM.

e Cluster homogéneo Pohualli de 104 Cores Intel Xeon a 2.33 GHtz de
64 bits, cada 8 Cores cuentan con 32 GB de RAM interconectados
con un switch de 1 Gbps, a cargo del Dr. Victor Cruz Atienza del
Departamento de Sismologia del Instituto de Geofisica de la UNAM.
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e Cluster homogéneo 10 de 22 Cores Intel Xeon a 2.8 GHtz de 32 bits,
cada 2 Cores con 1 GB de RAM interconectados con un switch de 100
Mbps, a cargo de la Dra. Alejandra Arciniega Ceballos del Departa-
mento de Vulcanologia del Instituto de Geofisica de la UNAM.

e PC de alto rendimiento Antipolis de 8 Cores Intel Xeon a 2.33 GHtz
de 64 bits y 32 GB de RAM, a cargo del Dr. Victor Cruz Atienza del
Departamento de Sismologia del Instituto de Geofisica de la UNAM.

1.6 Organizacién del Trabajo

Para poder cumplir con los objetivos planteados del presente trabajo, se ini-
cia describiendo en el capitulo dos, las formulaciones Dirichlet-Dirichlet y
Neumann-Neumann a nivel continuo que son la base de las formulaciones en
el espacio de vectores derivados; en el capitulo tres se desarrolla el marco
tedrico del espacio de vectores derivados; para que conjuntando el material
del capitulo dos y tres, en el capitulo cuatro se deriven las ocho formula-
ciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-Neumann en el marco del espacio de
vectores derivados, de los cuales cuatro son formulaciones primales y cuatro
son formulaciones duales donde dos corresponden a los algoritmos Finite Ele-
ment Tearing and Interconnect Dual-Primal (FETI-DP) y Balancing Domain
Decomposition with Constraints (BDDC).

En el capitulo cinco, se muestra como los esquemas FETI-DP y BDDC
son puestos en términos del esquema de descomposicién de dominio en el es-
pacio de vectores derivados desarrollado, ademds se muestran sus principales
semejanzas y diferencias.

En el capitulo seis, se muestran los detalles de la formulacién numérica
del esquema de descomposicién de dominio en el espacio de vectores deriva-
dos, en particular se deriva la forma de construir las matrices involucradas
en el método y los detalles de la implementacién numérica, asi como la im-
plementacion de los operadores virtuales involucrados en el esquema.

En el capitulo siete, se muestra la implementacién computacional en el es-
quema Maestro-Esclavo como una forma de codificacién orientada a objetos
de los métodos de descomposiciéon de dominio en el espacio de vectores deriva-
dos tanto para generar el cédigo secuencial como el paralelo en el lenguaje
de programacién C++ y algunas consideraciones sobre su desempeno com-
putacional.

En el capitulo ocho, se realiza el andlisis de rendimiento para mostrar la
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eficiencia de los cédigos desarrollados, por una parte para manipular sistemas
simétricos y no simétricos; y por otra ver su escalamiento al usar cientos de
Cores en la ejecuciéon de algunas pruebas en equipos paralelos como es el
Cluster Kanbalam de la UNAM.

Por dltimo, en el capitulo nueve se dan las conclusiones de los logros
alcanzados en el presente trabajo y se esboza lo que se considera pueden ser
sus perspectivas.

En el apéndice, se muestran varias consideraciones sobre la implementacion
de los métodos de descomposiciéon de dominio en el espacio de vectores deriva-
dos, en especial sobre el caso en que la formulacién se basa en la creacién
de las matrices locales a partir de algiin método de discretizacién local por
subdominio como pueden ser los métodos de Elemento Finito, Diferencias
Finitas o Volumen Finito, as{ como el manejo de ecuaciones vectoriales o
escalares por el sistema desarrollado. Para terminar este apéndice se revisa
con detalle el método de descomposicién de dominio de subestructuracion y
su implementacién computacional, ya que este es la base de todos y cada uno
de los métodos de descomposicién de dominio tratados en este trabajo.

En el apéndice B, se muestra como hacer una eficiente implementacién
para la solucién de grandes sistemas de ecuaciones lineales por medio de
los métodos directos e iterativos, asi como las estructuras 6ptimas de las
matrices al codificarse en el lenguaje de programacién C++ tanto para su
implementacién secuencial como en paralelo.
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2 Sistemas Continuos y sus Modelos

Los fundamentos de la fisica macroscépica nos proporciona la ‘teorfa de los
medios continuos’. En este capitulo, en base a ella se introduce una formu-
lacién clara, general y sencilla de los modelos matemaéticos de los sistemas
continuos. Esta formulacién es tan sencilla y tan general, que los mode-
los bésicos de sistemas tan complicados y diversos como la atmésfera, los
océanos, los yacimientos petroleros, o los geotérmicos, se derivan por medio
de la aplicacién repetida de una sola ecuacién diferencial: ‘la ecuacién dife-
rencial de balance’.

Dicha formulacién también es muy clara, pues en el modelo general no hay
ninguna ambigiiedad; en particular, todas las variables y pardmetros que in-
tervienen en él, estan definidos de manera univoca. En realidad, este modelo
general de los sistemas continuos constituye una realizacién extraordinaria de
los paradigmas del pensamiento matemaético. El descubrimiento del hecho de
que los modelos matematicos de los sistemas continuos, independientemente
de su naturaleza y propiedades intrinsecas, pueden formularse por medio de
balances, cuya idea bésica no difiere mucho de los balances de la contabilidad
financiera, fue el resultado de un largo proceso de perfeccionamiento en el
que concurrieron una multitud de mentes brillantes.

2.1 Los Modelos

Un modelo de un sistema es un sustituto de cuyo comportamiento es posible
derivar el correspondiente al sistema original. Los modelos matematicos,
en la actualidad, son los utilizados con mayor frecuencia y también los més
versatiles. En las aplicaciones especificas estdn constituidos por programas
de cémputo cuya aplicacién y adaptacion a cambios de las propiedades de
los sistemas es relativamente facil. También, sus bases y las metodologias
que utilizan son de gran generalidad, por lo que es posible construirlos para
situaciones y sistemas muy diversos.

Los modelos matemaéticos son entes en los que se integran los conocimien-
tos cientificos y tecnolégicos, con los que se construyen programas de cém-
puto que se implementan con medios computacionales. En la actualidad,
la simulacién numérica permite estudiar sistemas complejos y fenémenos
na-turales que serfa muy costoso, peligroso o incluso imposible de estudiar
por experimentacién directa. En esta perspectiva la significacién de los mo-
delos mateméticos en ciencias e ingenieria es clara, porqué la modelacién
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matematica constituye el método maés efectivo de predecir el comportamiento
de los diversos sistemas de interés. En nuestro pais, ellos son usados amplia-
mente en la industria petrolera, en las ciencias y la ingenieria del agua y en
muchas otras.

2.1.1 Fisica Microscépica y Fisica Macroscépica

La materia, cuando se le observa en el &mbito ultramicroscépico, estd formada
por moléculas y dtomos. Estos a su vez, por particulas atin més pequenas
como los protones, neutrones y electrones. La prediccién del comportamiento
de estas particulas es el objeto de estudio de la mecdnica cudntica y la fisica
nuclear. Sin embargo, cuando deseamos predecir el comportamiento de sis-
temas tan grandes como la atmédsfera o un yacimiento petrolero, los cuales
estan formados por un nimero extraordinariamente grande de moléculas y
atomos, su estudio resulta inaccesible con esos métodos y en cambio el en-
foque macroscépico es apropiado.

Por eso en lo que sigue distinguiremos dos enfoques para el estudio de la
materia y su movimiento. El primero -el de las moléculas, los dtomos y las
particulas elementales- es el enfoque microscépico y el segundo es el enfoque
macroscopico. Al estudio de la materia con el enfoque macroscépico, se le
llama fisica macroscopica y sus bases tedricas las proporciona la mecédnica de
los medios continuos.

Cuando se estudia la materia con este tltimo enfoque, se considera que
los cuerpos llenan el espacio que ocupan, es decir que no tienen huecos,
que es la forma en que los vemos sin el auxilio de un microscopio. Por
ejemplo, el agua llena todo el espacio del recipiente donde estd contenida.
Este enfoque macroscépico estd presente en la fisica cldsica. La ciencia ha
avanzado y ahora sabemos que la materia estd llena de huecos, que nuestros
sentidos no perciben y que la energia también estd cuantizada. A pesar de
que estos dos enfoques para el andlisis de los sistemas fisicos, el microscépico
y el macroscépico, parecen a primera vista conceptualmente contradictorios,
ambos son compatibles, y complementarios, y es posible establecer la relacién
entre ellos utilizando la mecénica estadistica.

2.2 Cinematica de los Modelos de Sistemas Continuos

En la teoria de los sistemas continuos, los cuerpos llenan todo el espacio que
ocupan. Y en cada punto del espacio fisico hay una y solamente una particula.
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Asi, definimos como sistema continuo a un conjunto de particulas. Ain maés,
dicho conjunto es un subconjunto del espacio Euclidiano tridimensional. Un
cuerpo es un subconjunto de particulas que en cualquier instante dado ocupa
un dominio, en el sentido matemético, del espacio fisico; es decir, del espacio
Euclidiano tridimensional. Denotaremos por B(t) a la regién ocupada por el
cuerpo B, en el tiempo ¢, donde t puede ser cualquier niimero real.

] B

plLE)

Figura 1: Representacién del movimiento de particulas de un cuerpo B, para
un tiempo dado.

Frecuentemente, sin embargo, nuestro interés de estudio se limitara a
un intervalo finito de tiempo. Dado un cuerpo B, todo subdominio B C B,
constituye a su vez otro cuerpo; en tal caso, se dice que B C B es un subcuerpo
de B. De acuerdo con lo mencionado antes, una hipétesis bésica de la teoria
de los sistemas continuos es que en cualquier tiempo ¢ € (—o0o0,00) y en
cada punto z € B de la regién ocupada por el cuerpo, hay una y sélo una
particula del cuerpo. Como en nuestra revisién se incluye no solamente la
estdtica (es decir, los cuerpos en reposo), sino también la dindmica (es decir,
los cuerpos en movimiento), un primer problema de la cinemética de los
sistemas continuos consiste en establecer un procedimiento para identificar a
las particulas cuando estén en movimiento en el espacio fisico.

Sea X € B, una particula y p(X,t) el vector de la posicién que ocupa,
en el espacio fisico, dicha particula en el instante ¢. Una forma, pero no la
lnica, de identificar la particula X es asocidndole la posicién que ocupa en
un instante determinado. Tomaremos en particular el tiempo ¢t = 0, en tal
caso p(X,0) = X

A las coordenadas del vector X = (x1, 29, x3), se les llama las coordenadas
materiales de la particula. En este caso, las coordenadas materiales de una
particula son las coordenadas del punto del espacio fisico que ocupaba la

particula en el tiempo inicial, ¢ = 0. Desde luego, el tiempo inicial puede ser
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cualquier otro, si asi se desea. Sea B el dominio ocupado por un cuerpo en el
tiempo inicial, entonces X € B si y solamente si la particula X es del cuerpo.
Es decir, B caracteriza al cuerpo. Sin embargo, debido al movimiento, la
region ocupada por el mismo cambia con el tiempo y serd denotada por B(t).
Formalmente, para cualquier ¢ € (—o0, 00), B(t) se define por

B(t)={z R’ |3X €B tal que z=p(X,t)} (2.1)

el vector posicion p(X, t) es funcién del vector tridimensional X y del tiempo.
Si fijamos el tiempo ¢, p(X,t) define una transformacién del espacio Eucli-
diano R? en sf mismo y la Ec. (2.1) es equivalente a B(t) = p(B,t). Una
notacién utilizada para representar esta familia de funciones es p(-,t). De
acuerdo a la hipétesis de los sistemas continuos: En cualquier tiempo ¢ €
(—00,00) y en cada punto z € B de la regién ocupada por el cuerpo hay una
y s6lo una particula del cuerpo B para cada t fijo. Es decir, p(-,t) es una
funcién biunivoca, por lo que existe la funcién inversa p=!(-, t)._

Si se fija la particula X en la funcién p(X,t) y se varia el tiempo ¢,
se obtiene su trayectoria. Esto permite obtener la velocidad de cualquier
particula, la cual es un concepto central en la descripcién del movimiento.
Ella se define como la derivada con respecto al tiempo de la posicién cuando
la particula se mantiene fija. Es decir, es la derivada parcial con respecto al
tiempo de la funcién de posicién p(X,t). Por lo mismo, la velocidad como
funcion de las coordenadas materiales de las particulas, estd dada por

Q

V(X.1) = 50 (X.0). (22

2.2.1 Propiedades Intensivas y sus Representaciones

En lo que sigue consideraremos funciones definidas para cada tiempo, en cada
una de las particulas de un sistema continuo. A tales funciones se les llama
‘propiedades intensivas’. Las propiedades intensivas pueden ser funciones
escalares o funciones vectoriales. Por ejemplo, la velocidad, definida por la
Ec. (2.2), es una funcién vectorial que depende de la particula X y del tiempo
t.

Una propiedad intensiva con valores vectoriales es equivalente a tres es-
calares, correspondientes a cada una de sus tres componentes. Hay dos for-
mas de representar a las propiedades intensivas: la representacion Euleriana y
la representacién Lagrangiana. Los nombres son en honor a los matemaéticos
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Leonard Euler (1707-1783) y Joseph Louis Lagrange (1736-1813), respecti-
vamente. Frecuentemente, el punto de vista Lagrangiano es utilizado en el
estudio de los sélidos, mientras que el Euleriano se usa més en el estudio de
los fluidos.

Considere una propiedad intensiva escalar, la cual en el tiempo ¢ toma
el valor ¢(X,t) en la particula X. Entonces, de esta manera se define una
funciéon ¢ : B — R!, para cada t € (—o00,00) a la que se denomina re-
presentacién Lagrangiana de la propiedad intensiva considerada. Ahora, sea
¥(z,t) el valor que toma esa propiedad en la particula que ocupa la posicién
z, en el tiempo ¢t. En este caso, para cada t € (—o0,00) se define una
funcién ¢ : B(t) — R! a la cual se denomina representaciéon Euleriana de
la funcién considerada. Estas dos representaciones de una misma propiedad
estan relacionadas por la siguiente identidad

O(X, 1) = P(p(X,1),1). (2.3)

Noétese que, aunque ambas representaciones satisfacen la Ec. (2.3), las
funciones ¢(X,t) y ¥ (z,t) no son idénticas. Sus argumentos X y z son
vectores tridimensionales (es decir, puntos de R?); sin embargo, si tomamos
X =z, en general

P(X, 1) # (X, 1) (2.4)

La expresion de la velocidad de una particula dada por la Ec. (2.2), define
a su representacién Lagrangiana, por lo que utilizando la Ec. (2.3) es claro
que

(X 1) = V1) = v(p(X. 1) 1) (2.5)

donde v(z,t) es la representacién Euleriana de la velocidad. Por lo mismo

v(z,t) = V(p~'(z,1),1). (2.6)

Esta ecuacién tiene la interpretacion de que la velocidad en el punto x
del espacio fisico, es igual a la velocidad de la particula que pasa por dicho
punto en el instante ¢. La Ec. (2.6) es un caso particular de la relacién

Uz, t) = olp~ 'z, 1), 1)

de validez general, la cual es otra forma de expresar la relacién de la Ec. (2.3)
que existe entre las dos representaciones de una misma propiedad intensiva.
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La derivada parcial con respecto al tiempo de la representacion Lagrangiana
(X, t) de una propiedad intensiva, de acuerdo a la definicién de la derivada
parcial de una funcién, es la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre
en una particula fija. Es decir, si nos montamos en una particula y medimos
a la propiedad intensiva y luego los valores asi obtenidos los derivamos con

respecto al tiempo, el resultado final es %. En cambio, si ¢(z,t) es la
representacién Euleriana de esa misma propiedad, entonces w(, D es simple-

mente la tasa de cambio con respecto al tiempo que ocurre en un punto fijo
en el espacio. Tiene interés evaluar la tasa de cambio con respecto al tiempo
que ocurre en una particula fija, cuando se usa la representacién Euleriana.
Derivando con respecto al tiempo a la identidad de la Ec. (2.3) y la regla de
la cadena, se obtiene

3

0p(X,t) Y o Ipi
G g 0.0+ 0.0, (2)
Se acostumbra definir el Slmbolo Dy - por
D@/z 81&
— =t Z axz (2.8)
0, mds brevemente,
Dy 9y
A 2.
DL = +v- -V (2.9)
utilizando esta notacion, se puede escribir
d9(X,t) Dy _ (9

Por ejemplo, la aceleracién de una particula se define como la derivada
de la velocidad cuando se mantiene a la particula fija. Aplicando la Ec. (2.9)

se tiene D 5
v Ov
—_— = = . 2.11
Dt ot TV VY (2.10)

una expresién més transparente se obtiene aplicando la Ec. (2.9) a cada una
de las componentes de la velocidad. Asi, se obtiene
DVi aVi

= . . 2.12
D 5 +v- Vv, ( )
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Desde luego, la aceleracién, en representacion Lagrangiana es simplemente

Ivixn=2L px (2.13)
ot T gple ) '

2.2.2 Propiedades Extensivas

En la seccién anterior se consideraron funciones definidas en las particulas
de un cuerpo, mds precisamente, funciones que hacen corresponder a cada
particula y cada tiempo un nimero real, o un vector del espacio Euclidiano
tridimensional R3. En esta, en cambio, empezaremos por considerar fun-
ciones que a cada cuerpo B de un sistema continuo, y a cada tiempo t le
asocia un nimero real o un vector de R®. A una funcién de este tipo BE(B, 1)
se le llama ‘propiedad extensiva’ cuando estd dada por una integral

E(B,t) = (z, t)dx. (2.14)
B(t)

Observe que, en tal caso, el integrando define una funcién ¢ (z,t) y por
lo mismo, una propiedad intensiva. En particular, la funcién ¢(z,t) es la
representaciéon Euleriana de esa propiedad intensiva. Ademds, la Ec. (2.14)
establece una correspondencia biunivoca entre las propiedades extensivas y
las intensivas, porqué dada la representacion Euleriana i(z,t) de cualquier
propiedad intensiva, su integral sobre el dominio ocupado por cualquier
cuerpo, define una propiedad extensiva. Finalmente, la notacién empleada
en la Ec. (2.14) es muy explicita, pues ahf se ha escrito E(B, t) para enfatizar
que el valor de la propiedad extensiva corresponde al cuerpo B. Sin embargo,
en lo que sucesivo, se simplificard la notacién omitiendo el simbolo B es decir,
se escribird E(t) en vez de E(B,t).

Hay diferentes formas de definir a las propiedades intensivas. Como aqui
lo hemos hecho, es por unidad de volumen. Sin embargo, es frecuente que
se le defina por unidad de masa véase [10]. Es facil ver que la propiedad
intensiva por unidad de volumen es igual a la propiedad intensiva por unidad
de masa multiplicada por la densidad de masa (es decir, masa por unidad
de volumen), por lo que es facil pasar de un concepto al otro, utilizando la
densidad de masa.

Sin embargo, una ventaja de utilizar a las propiedades intensivas por
unidad de volumen, en lugar de las propiedades intensivas por unidad de
masa, es que la correspondencia entre las propiedades extensivas y las inten-
sivas es mas directa: dada una propiedad extensiva, la propiedad intensiva
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que le corresponde es la funcién que aparece como integrando, cuando aquélla
se expresa como una integral de volumen. Ademads, del cédlculo se sabe que

Y(z,t) = lim B®) _ i M'

Vol—0 Vol  Vol—0 Vol (2.15)

La Ec. (2.15) proporciona un procedimiento efectivo para determinar las
propiedades extensivas experimentalmente: se mide la propiedad extensiva
en un volumen pequeno del sistema continuo de que se trate, se le divide
entre el volumen y el cociente que se obtiene es una buena aproximacién de
la propiedad intensiva.

El uso que haremos del concepto de propiedad extensiva es, desde luego,
l6gicamente consistente. En particular, cualquier propiedad que satisface las
condiciones de la definicién de propiedad extensiva establecidas antes es, por
ese hecho, una propiedad extensiva. Sin embargo, no todas las propiedades
extensivas que se pueden obtener de esta manera son de interés en la mecénica
de los medios continuos. Una razén bdsica por la que ellas son importantes es
porqué el modelo general de los sistemas continuos se férmula en términos de
ecuaciones de balance de propiedades extensivas, como se verd mads adelante.

2.2.3 Balance de Propiedades Extensivas e Intensivas

Los modelos mateméticos de los sistemas continuos estdn constituidos por
balances de propiedades extensivas. Por ejemplo, los modelos de transporte
de solutos (los contaminantes transportados por corrientes superficiales o
subterrdneas, son un caso particular de estos procesos de transporte) se cons-
truyen haciendo el balance de la masa de soluto que hay en cualquier dominio
del espacio fisico. Aqui, el término balance se usa, esencialmente, en un
sentido contable. En la contabilidad que se realiza para fines financieros o
fiscales, la diferencia de las entradas menos las salidas nos da el aumento, o
cambio, de capital. En forma similar, en la mecénica de los medios continuos
se realiza, en cada cuerpo del sistema continuo, un balance de las propiedades
extensivas en que se basa el modelo.

Ecuacién de Balance Global Para realizar tales balances es necesario,
en primer lugar, identificar las causas por las que las propiedades extensivas
pueden cambiar. Tomemos como ejemplo de propiedad extensiva a las exis-
tencias de maiz que hay en el pais. La primera pregunta es: ;qué causas
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pueden motivar su variaciéon, o cambio, de esas existencias?. Un anélisis
sencillo nos muestra que dicha variacién puede ser debida a que se produzca
o se consuma. También a que se importe o se exporte por los limites del pais
(fronteras o litorales). Y con esto se agotan las causas posibles; es decir, esta
lista es exhaustiva. Produccién y consumo son términos similares, pero sus
efectos tienen signos opuestos, que facilmente se engloban en uno solo de esos
conceptos. De hecho, si convenimos en que la produccién puede ser negativa,
entonces el consumo es una produccién negativa.

Una vez adoptada esta convencién, ya no es necesario ocuparnos sepa-
radamente del consumo. En forma similar, la exportacién es una importaciéon
negativa. Entonces, el incremento en las existencias AE en un perfodo At
queda dado por la ecuacion

AE=P+1 (2.16)

donde a la produccién y a la importacién, ambas con signo, se les ha repre-
sentado por P y I respectivamente.

Similarmente, en la mecénica de los medios continuos, la lista exhaustiva
de las causas por las que una propiedad extensiva de cualquier cuerpo puede
cambiar, contiene solamente dos motivos:

i) Por produccion en el interior del cuerpo; y

ii) Por importacién (es decir, transporte) a través de la frontera.

Esto conduce a la siguiente ecuacion de “balance global”, de gran gene-
ralidad, para las propiedades extensivas

dE
Wiy = / oz, 1)z + / alz, )dz + / golz,t)de.  (2.17)
dt B(t) OB(1) ()

Donde g(z,t) es la generacién en el interior del cuerpo, con signo, de la
propiedad extensiva correspondiente, por unidad de volumen, por unidad de
tiempo. Ademds, en la Ec. (2.17) se ha tomado en cuenta la posibilidad
de que haya produccién concentrada en la superficie X(¢), la cual estd dada
en esa ecuacién por la ultima integral, donde gx(z,t) es la produccién por
unidad de drea. Por otra parte g(z,t) es lo que se importa o transporta
hacia el interior del cuerpo a través de la frontera del cuerpo 9B(t), en otras
palabras, es el flujo de la propiedad extensiva a través de la frontera del
cuerpo, por unidad de &rea, por unidad de tiempo. Puede demostrarse, con
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base en hipétesis vdlidas en condiciones muy generales, que para cada tiempo
t existe un campo vectorial 7(z,t) tal que

q(z,t) = 7(z,t) - n(z, 1) (2.18)

donde n(z,t) es normal exterior a 9B(t). En vista de esta relacién, la Ec.
(2.17) de balance se puede escribir como

dE
— ()= /B (t)g(z,t)dﬁ /8 B(t)f(z,t)-n(z,t)dm / gs(z, t)dz. (2.19)

(t)

La relacién (2.19) se le conoce con el nombre de “ecuacién general de ba-
lance global” y es la ecuacién bésica de los balances de los sistemas continuos.
A la funcién g(z, t) se le denomina el generacion interna y al campo vectorial
7(z,t) el campo de flujo.

Condiciones de Balance Local Los modelos de los sistemas continuos
estdn constituidos por las ecuaciones de balance correspondientes a una colec-
cién de propiedades extensivas. Asi, a cada sistema continuo le corresponde
una familia de propiedades extensivas, tal que, el modelo matemé&tico del
sistema estd constituido por las condiciones de balance de cada una de las
propiedades extensivas de dicha familia.

Sin embargo, las propiedades extensivas mismas no se utilizan directa-
mente en la formulacién del modelo, en su lugar se usan las propiedades
intensivas asociadas a cada una de ellas. Esto es posible porqué las ecua-
ciones de balance global son equivalentes a las llamadas condiciones de ba-
lance local, las cuales se expresan en términos de las propiedades intensivas
correspondientes. Las condiciones de balance local son de dos clases: ’las
ecuaciones diferenciales de balance local’ y ’las condiciones de salto’.

Las primeras son ecuaciones diferenciales parciales, que se deben satis-
facer en cada punto del espacio ocupado por el sistema continuo, y las se-
gundas son ecuaciones algebraicas que las discontinuidades deben satisfacer
donde ocurren; es decir, en cada punto de . Cabe mencionar que las ecua-
ciones diferenciales de balance local son de uso mucho més amplio que las
condiciones de salto, pues estas iiltimas solamente se aplican cuando y donde
hay discontinuidades, mientras que las primeras en todo punto del espacio
ocupado por el sistema continuo.

Una vez establecidas las ecuaciones diferenciales y de salto del balance
local, e incorporada la informacién cientifica y tecnolégica necesaria para
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completar el modelo (la cual por cierto se introduce a través de las llamadas
’ecuaciones constitutivas’), el problema matematico de desarrollar el modelo
y derivar sus predicciones se transforma en uno correspondiente a la teorfa de
la ecuaciones diferenciales, generalmente parciales, y sus métodos numéricos.

Las Ecuaciones de Balance Local En lo que sigue se supone que
las propiedades intensivas pueden tener discontinuidades, de salto exclusi-
vamente, a través de la superficie 3(¢). Se entiende por ‘discontinuidad de
salto’, una en que el limite por ambos lados de X(t) existe, pero son diferentes.

Se utilizard en lo que sigue los resultados matematicos que se dan a con-
tinuacion, ver [37].

Teorema 1 Para cada t > 0, sea B(t) C R3 el dominio ocupado por un
cuerpo. Suponga que la ‘propiedad intensiva’ (x,t) es de clase C*, excepto
a través de la superficie (t). Ademds, sean las funciones v(z,t) y vs(z,t)
esta dltima definida para x€ X(t) solamente, las velocidades de las particulas
y la de X(t), respectivamente. Entonces

%/B(t) Yz = /B(t) {%—f +V-(y¢)}d£+/2[(y—yz)@/}] ‘ndz.  (2.20)

Teorema 2 Considere un sistema continuo, entonces, la ‘ecuacion de ba-
lance global’ (2.19) se satisface para todo cuerpo del sistema continuo si y
solamente st se cumplen las condiciones siguientes:
i) La ecuacion diferencial
0
O Y )=V 14y (221)
vale en todo punto x€ R3, de la region ocupada por el sistema.
it) La ecuacion
[ (v—vg)—1] - n=09gs (2.22)

vale en todo punto xe€ 3.
A las ecuaciones (2.21) y (2.22), se les llama ’ecuacion diferencial de
balance local’ y ‘condicion de salto’, respectivamente.

Desde luego, el caso més general que se estudiard se refiere a situaciones
dindmicas; es decir, aquéllas en que las propiedades intensivas cambian con
el tiempo. Sin embargo, los estados estacionarios de los sistemas continuos
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son de sumo interés. Por estado estacionario se entiende uno en que las
propiedades intensivas son independientes del tiempo. En los estados esta-
cionarios, ademds, las superficies de discontinuidad Y(¢) se mantienen fijas
(no se mueven). En este caso %—f = 0y vy, = 0. Por lo mismo, para los
estados estacionarios, la ecuacién de balance local y la condicién de salto se
reducen a

Vo(w)=V-1+g (2.23)

que vale en todo punto z€ R3 y

(v —1]-n=gs (2.24)

que se satisface en todo punto de la discontinuidad 3(t) respectivamente.

2.3 Ejemplos de Modelos

Una de las aplicaciones mds sencillas de las condiciones de balance local es
para formular restricciones en el movimiento. Aqui ilustramos este tipo de
aplicaciones formulando condiciones que se deben cumplir localmente cuando
un fluido es incompresible. La afirmacion de que un fluido es incompresible
significa que todo cuerpo conserva el volumen de fluido en su movimiento.
Entonces, se considerardn dos casos: el de un ‘fluido libre’ y el de un ‘fluido
en un medio poroso’. En el primer caso, el fluido llena completamente el
espacio fisico que ocupa el cuerpo, por lo que el volumen del fluido es igual
al volumen del dominio que ocupa el cuerpo, asi

Vi(t) = /B K (2.25)

aqui, V;(t) es el volumen del fluido y B(t) es el dominio del espacio fisico (es
decir, de R?) ocupado por el cuerpo. Observe que una forma mds explicita
de esta ecuacion es

Vi(t) = /B . ldz (2.26)

porqué en la integral que aparece en la Ec. (2.25) el integrando es la funcién
idénticamente 1. Comparando esta ecuacién con la Ec. (2.14), vemos que el
volumen del fluido es una propiedad extensiva y que la propiedad intensiva
que le corresponde es 1) = 1.
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Ademais, la hipétesis de incompresibilidad implica
av;
dt

estd es el balance global de la Ec. (2.19), con g = gs =0y 7 =0, el cual a
su vez es equivalente a las Ecs. (2.21) y (2.22). Tomando en cuenta ademds
que ¢ = 1, la Ec. (2.21) se reduce a

V-v=0. (2.28)

() =0 (2.27)

Esta es la bien conocida condiciéon de incompresibilidad para un fluido li-
bre, ademds, aplicando la Ec. (2.22) donde haya discontinuidades, se obtiene
[v] - n = 0. Esto implica que si un fluido libre es incompresible, la velocidad
de sus particulas es necesariamente continua.

El caso en que el fluido se encuentra en un ‘medio poroso’, es bastante
diferente. Un medio poroso es un material sélido que tiene huecos distribuidos
en toda su extension, cuando los poros estdn llenos de un fluido, se dice que
el medio poroso esta ‘saturado’. Esta situacién es la de mayor interés en la
préactica y es también la més estudiada. En muchos de los casos que ocurren
en las aplicaciones el fluido es agua o petréleo. A la fraccién del volumen del
sistema, constituido por la ‘matriz sélida’ y los huecos, se le llama ‘porosidad’
y se le representara por ¢, asi

(@ t) = 1 Volumen de huecos
z,t) = lim
’ v=0  Volumen total

(2.29)

aqui hemos escrito ¢(x,t) para enfatizar que la porosidad generalmente es
funcién tanto de la posiciéon como del tiempo. Las variaciones con la posicién
pueden ser debidas, por ejemplo, a la heterogeneidad del medio y los cambios
con el tiempo a su elasticidad; es decir, los cambios de presién del fluido
originan esfuerzos en los poros que los dilatan o los encogen.

Cuando el medio estd saturado, el volumen del fluido V; es igual al volu-
men de los huecos del dominio del espacio fisico que ocupa, asi

Vi(t) = /B o ¢(z,t)dz. (2.30)

En vista de esta ecuacién, la propiedad intensiva asociada al volumen de
fluido es la porosidad ¢(z,t) por lo que la condicién de incompresibilidad del
fluido contenido en un medio poroso, estd dada por la ecuacién diferencial

99

E +V- (Q¢) = 0. (2.31)
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Que la divergencia de la velocidad sea igual a cero en la Ec. (2.28) como
condicién para que un fluido en su movimiento libre conserve su volumen,
es ampliamente conocida. Sin embargo, este no es el caso de la Ec. (2.31),
como condicién para la conservaciéon del volumen de los cuerpos de fluido
contenidos en un medio poroso. Finalmente, debe observarse que cualquier
fluido incompresible satisface la Ec. (2.28) cuando se mueve en el espacio
libre y la Ec. (2.31) cuando se mueve en un medio poroso.

Cuando un fluido efectiia un movimiento en el que conserva su volumen,
al movimiento se le llama ‘isocorico’. Es oportuno mencionar que si bien es
cierto que cuando un fluido tiene la propiedad de ser incompresible, todos
sus movimientos son isocoricos, lo inverso no es cierto: un fluido compresible
en ocasiones puede efectuar movimientos isocoricos.

Por otra parte, cuando un fluido conserva su volumen en su movimiento
satisface las condiciones de salto de Ec. (2.22), las cuales para este caso son

[¢(v —vg)] - n=0. (2.32)

En aplicaciones a geohidrologia y a ingenierfa petrolera, las discontinuidades
de la porosidad estdn asociadas a cambios en los estratos geolégicos y por
estd razon estan fijas en el espacio; asi, vy, = 0 y la Ec. (2.32) se reduce a

[pv] - n =0 (2.33)

o, de otra manera
G Vny, = P_Uy_. (2.34)

Aqui, la componente normal de la velocidad es v,, = v-n y los subindices
mds y menos se utilizan para denotar los limites por los lado mds y menos
de ¥, respectivamente. Al producto de la porosidad por la velocidad se le
conoce con el nombre de velocidad de Darcy U, es decir

U=¢v (2.35)
utilizando, las Ecs. (2.33) y (2.34) obtenemos
Ul-n=0y U, =U,_ (2.36)

es decir, 1.
La Ec. (2.34) es ampliamente utilizada en el estudio del agua subterrénea
(geohidrologia). Ahi, es frecuente que la porosidad ¢ sea discontinua en la
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superficie de contacto entre dos estratos geoldgicos diferentes, pues general-
mente los valores que toma esta propiedad dependen de cada estrato. En tal
caso, ¢, # ¢_ por lo que v,, # v,_ necesariamente.

Para més detalles de la forma y del desarrollo de algunos modelos usados
en ciencias de la tierra, véase [37], [10], [17] y [18].
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3 Ecuaciones Diferenciales Parciales

Cada una de las ecuaciones de balance da lugar a una ecuacién diferencial
parcial u ordinaria (en el caso en que el modelo depende de una sola variable
independiente), la cual se complementa con las condiciones de salto, en el
caso de los modelos discontinuos. Por lo mismo, los modelos de los sistemas
continuos estan constituidos por sistemas de ecuaciones diferenciales cuyo
nimero es igual al nimero de propiedades intensivas que intervienen en la
formulacion del modelo bésico.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales se clasifican en elipticas, hiper-
bélicas y parabdlicas. Es necesario aclarar que esta clasificaciéon no es exhaus-
tiva; es decir, existen sistemas de ecuaciones diferenciales que no pertenecen a
ninguna de estas categorfas. Sin embargo, casi todos los modelos de sistemas
continuos, en particular los que han recibido mayor atencién hasta ahora, si
estdn incluidos en alguna de estas categorias.

3.1 Clasificacién

Es importante clasificar a las ecuaciones diferenciales parciales y a los sis-
temas de tales ecuaciones, por qué muchas de sus propiedades son comunes
a cada una de sus clases. Asi, su clasificacién es un instrumento para al-
canzar el objetivo de unidad conceptual. La forma m&s general de abordar
la clasificacion de tales ecuaciones, es estudiando la clasificacién de sistemas
de ecuaciones. Sin embargo, aqui solamente abordaremos el caso de una
ecuacion diferencial de segundo orden, pero utilizando un método de anélisis
que es adecuado para extenderse a sistemas de ecuaciones.

La forma general de un operador diferencial cuasi-lineal de segundo orden
definido en Q C R? es

2 2 2
Lu= a(:p,y)% + b<x’y)8am—gy + c(x, y)g—y?; = F(z,y,u,uz,uy)  (3.1)

para una funcién v de variables independientes x e y. Nos restringimos al
caso en que a, b y ¢ son funciones sélo de x e y y no funciones de u.

Para la clasificaciéon de las ecuaciones de segundo orden consideraremos
una simplificacién de la ecuacién anterior en donde F'(z,y, u, uz,uy) = 0y
los coeficientes a, b y ¢ son funciones constantes, es decir

0%u 0%u 0%u

=y + b@x(‘?y + cay2

~0 (3.2)
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en la cual, examinaremos los diferentes tipos de solucién que se pueden
obtener para diferentes elecciones de a,b y c. Entonces iniciando con una
solucién de la forma

u(z,y) = f(mz +y) (3.3)

para una funcién f de clase C? y para una constante m, que deben ser
determinadas segin los requerimientos de la Ec. (3.2). Usando un apdstrofe
para denotar la derivada de f con respecto de su argumento, las derivadas
parciales requeridas de segundo orden de la Ec. (3.2) son

0?u ., 0% . 0%u
92 = m*f" =mf",

oxdy

a7 /! (3.4)

sustituyendo la ecuacién anterior en la Ec. (3.2) obtenemos

(am® +bm+c¢) f" =0 (3.5)
de la cual podemos concluir que f” = 0 6 am? + bm + ¢ = 0 6 ambas. En
el caso de que f” = 0 obtenemos la solucién f = fo + max + y, la cual es

una funcién lineal de x e y y es expresada en términos de dos constantes
arbitrarias, fo y m. En el otro caso obtenemos

am®> +bm +c=0 (3.6)
resolviendo esta ecuacién cuadrédtica para m obtenemos las dos soluciones

(—b + Vb2 — 4ac) (—b — Vb2 — 4ac)
myp = % y mo = % (37)

de donde es evidente la importancia de los coeficientes de la Ec. (3.2), ya que
el signo del discriminante (b* — 4ac) es crucial para determinar el niimero y
tipo de soluciones de la Ec. (3.6). Asi, tenemos tres casos a considerar:

Caso L. (b* — 4ac) > 0, Ecuacién Hiperbdlica.

La Ec. (3.6) tiene dos soluciones reales distintas, m y ms. Asi cualquier
funcién de cualquiera de los dos argumentos mix + y 6 mox + y resuelven a
la Ec. (3.2). Por lo tanto la solucién general de la Ec. (3.2) es

u(z,y) = F (miz +y) + G(maex + y) (3.8)
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donde F y G son cualquier funcién de clase C2. Un ejemplo de este tipo de
ecuaciones es la ecuacién de onda, cuya ecuaciéon canénica es

Pu  0*u

Caso II. (b* — 4ac) = 0, Ecuacién Parabdlica.

Asumiendo que b # 0y a # 0 (lo cual implica que ¢ # 0). Entonces se
tiene una sola rafz degenerada de la Ec. (3.6) con el valor de m; = 3 que
resuelve a la Ec. (3.2). Por lo tanto la solucién general de la Ec. (3. 2)

u(z,y) =F (mz+y) +yG(mix +y) (3.10)

donde F y G son cualquier funcién de clase C2. Si b= 0y a = 0, entonces la
solucién general es

u(z,y) = F (x) +yG(z) (3.11)

la cual es anédloga si b = 0 y ¢ = 0. Un ejemplo de este tipo de ecuaciones es
la ecuacion de difusién o calor, cuya ecuacién candnica es

*u  Ou
-5 =0 (3.12)

Caso III. (b* — 4ac) < 0, Ecuacién Eliptica.

La Ec. (3.6) tiene dos soluciones complejas m; y my las cuales satisfacen
que mso es el conjugado complejo de mq, es decir, mys = my. La solucién
general puede ser escrita en la forma

w(z,y) =F (miz+y) + G(max + 1) (3.13)

donde F y G son cualquier funcién de clase C2. Un ejemplo de este tipo de
ecuaciones es la ecuacién de Laplace, cuya ecuacién candnica es
Pu 0%
— + = =0. 3.14
ox?  Oy? (3:.14)

Consideremos ahora el caso de un operador diferencial lineal de segundo
orden definido en 2 C R" cuya forma general es

EUZZZGU&U@QJ +Z

i=1 j=1

(3.15)
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y consideremos también la ecuaciéon homogénea asociada a este operador
Lu=0 (3.16)

ademds, sea € ) un punto del espacio Euclidiano y V' (z) una vecindad de
ese punto. Sea una funcién u definida en V' (z) con la propiedad de que exista
una variedad ¥ de dimensién n — 1 cerrada y orientada, tal que la funcién
u satisface la Ec. (3.16) en V(z)\X. Se supone ademds que existe un vector
unitario n que apunta en la direccién positiva (inico) estd definido en X.
Ademais, la funcién u y sus derivadas de primer orden son continuas a través
de ¥, mientras que los limites de las segundas derivadas de u existen por
ambos lados de ¥. Sea z€ ¥ tal que

{82?% (@} 70 (3.17)

para alguna pareja i, 7 = 1,...,n. Entonces decimos que la funcién u es una
solucién débil de esta ecuacién en x.

Teorema 3 Una condicion necesaria para que existan soluciones débiles de
la ecuacion homogénea (3.16) en un punto x€ ¥ es que

i=1 j=1

Asi, si definimos a la matriz A= (a;;) y observamos que

i=1 j=1
entonces podemos decir que:
I) Cuando todos los eigenvalores de la matriz A son distintos de

cero y ademds del mismo signo, entonces se dice que el operador
es Eliptico.

IT) Cuando todos los eigenvalores de la matriz A son distintos de
cero y ademds n — 1 de ellos tienen el mismo signo, entonces se
dice que el operador es Hiperbdlico.

II) Cuando uno y sélo uno de los eigenvalores de la matriz A es
igual a cero, entonces se dice que el operador es Parabdlico.

Para el caso en que n = 2, esta forma de clasificacién coincide con la dada
anteriormente.
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3.2

Condiciones Iniciales y de Frontera

Dado un problema concreto de ecuaciones en derivadas parciales sobre un
dominio €2, si la solucién existe, esta no es nica ya que generalmente este
tiene un nimero infinito de soluciones. Para que el problema tenga una y
sélo una solucién es necesario imponer condiciones auxiliares apropiadas y
estas son las condiciones iniciales y condiciones de frontera.

En esta seccién sélo se enuncian de manera general las condiciones ini-
ciales y de frontera que son esenciales para definir un problema de ecuaciones
diferenciales:

A)

Condiciones Iniciales

Las condiciones iniciales expresan el valor de la funcién al tiempo
inicial ¢ = 0 (¢ puede ser fijada en cualquier valor)

u(z,y,0) =(z,y). (3.20)
Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera especifican los valores que la funcién
u(z,y,t) o Vu(z,y,t) tomardn en la frontera OS2, siendo de tres
tipos posibles:

Condiciones tipo Dirichlet

Especifica los valores que la funcién u(x,y,t) toma en la frontera 0
u(z,y,t) = v(z,y). (3.21)

Condiciones tipo Neumann

Aquf se conoce el valor de la derivada de la funcién u(z,y,t) con res-
pecto a la normal n a lo largo de la frontera 052

Vu(z,y,t) -n="(y). (3.22)
Condiciones tipo Robin
esta condicién es una combinacién de las dos anteriores
alz, y)u(z,y,t) + Bz, y)Vu(z,y,t) - n = ga(z,y) (3.23)
V,ye o

En un problema dado se debe prescribir las condiciones iniciales al pro-
blema y debe existir alguno de los tipos de condiciones de frontera o combi-
nacién de ellas en 0f2.
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3.3 Modelos Completos

Los modelos de los sistemas continuos estdn constituidos por:

e Una coleccién de propiedades intensivas o lo que es lo mismo,
extensivas.

e El conjunto de ecuaciones de balance local correspondientes
(diferenciales y de salto).

e Suficientes relaciones que liguen a las propiedades intensivas
entre s{ y que definan a g, 7 y v en términos de estas, las cuales
se conocen como leyes constitutivas.

Una vez que se han planteado las ecuaciones que gobiernan al problema,
las condiciones iniciales, de frontera y mencionado los procesos que inter-
vienen de manera directa en el fenémeno estudiado, necesitamos que nuestro
modelo sea completo. Decimos que el modelo de un sistema es completo si
define un problema bien planteado. Un problema de valores iniciales y condi-
ciones de frontera es bien planteado si cumple que:

i) Existe una y sélo una solucién vy,

ii) La solucién depende de manera continua de las condiciones iniciales y
de frontera del problema.

Es decir, un modelo completo es aquél en el cual se incorporan condi-
ciones iniciales y de frontera que definen conjuntamente con las ecuaciones
diferenciales un problema bien planteado.

A las ecuaciones diferenciales definidas en 2 C R”

Au = 0 (3.24)
0%u
2" Au =
BIe U 0
ou
= Au =
BT U 0

se les conoce con los nombres de ecuacién de Laplace, ecuacién de onda y
ecuacién del calor, respectivamente. Cuando se considera la primera de estas
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ecuaciones, se entiende que u es una funcién del vector = (zy, ..., x,,), mien-
tras que cuando se considera cualquiera de las otras dos, u es una funcién del
vector = (x1, ..., T,,t). Asi, en estos ultimos casos el nimero de variables
independientes es n+ 1 y los conceptos relativos a la clasificacién y las demas
nociones discutidas con anterioridad deben aplicarse haciendo la sustitucion
n — n + 1 e identificando x, 1 = t.

Ecuacién de Laplace Para la ecuacién de Laplace consideraremos condi-
ciones del tipo Robin. En particular, condiciones de Dirichlet y condiciones
de Neumann. Sin embargo, en este iltimo caso, la solucién no es tnica

pues cualquier funcién constante satisface la ecuacién de Laplace y también

0
a—gzgaconga:().

Ecuacién de Onda Un problema general importante consiste en obtener
la solucion de la ecuacién de onda, en el dominio del espacio-tiempo €2 x [0, ],
que satisface para cada t € (0,¢] una condicién de frontera de Robin en 02
y las condiciones iniciales

u(z,0) = up(z) y %(g, 0) =vo(z), Vel (3.25)
aqui ug(z) y vo(x) son dos funciones prescritas. El hecho de que para la
ecuacién de onda se prescriban los valores iniciales, de la funcién y su derivada
con respecto al tiempo, es reminiscente de que en la mecdnica de particu-
las se necesitan las posiciones y las velocidades iniciales para determinar el
movimiento de un sistema de particulas.

Ecuacién de Calor También para la ecuacién del calor un problema ge-
neral importante consiste en obtener la solucién de la ecuacién de onda, en
el dominio del espacio-tiempo € x [0, t], que satisface para cada t € (0, t] una
condicién de frontera de Robin y ciertas condiciones iniciales. Sin embargo,
en este caso en ellas sélo se prescribe a la funcién

u(z,0) = ug(z), VYaeQ. (3.26)
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4 Analisis Funcional y Problemas Variacionales

En este capitulo se detallan los conceptos bédsicos de andlisis funcional y
problemas variacionales con énfasis en problemas elipticos de orden par 2m,
para comenzar detallaremos lo que entendemos por un operador diferencial
parcial eliptico de orden par 2m en n variables, para después definir a los
espacios de Sobolev para poder tratar problemas variacionales con valor en
la frontera.

En donde, restringiéndonos a problemas elipticos, contestaremos una
cuestién central en la teorfa de problemas elipticos con valores en la frontera,
y estd se relaciona con las condiciones bajo las cuales uno puede esperar que
el problema tenga solucién y esta es tnica, asi como conocer la regularidad
de la solucién, para mayor referencia de estos resultados ver [2], [54], [55] v

[65]-

4.1 Operador Lineal Eliptico

Definicién 4 Entenderemos por un dominio al conjunto 2 C R™ que sea
abierto y conexo.

Para poder expresar de forma compacta derivadas parciales de orden m
o menor, usaremos la definicién siguiente.

Definicién 5 Sea Z'} el conjunto de todas las n-duplas de enteros no nega-
tivos, un miembro de Z', se denota usualmente por oo 6 3 (por ejemplo o =
(a1, g, ..., o). Denotaremos por |a| la suma |a] = oy + ag + ... + ay, y por
D%u la derivada parcial

oy,

D%y = 4.1
" 0x{* 0x3?...0xon (4.1)

ast, si |a] =m, entonces D*u denota la m-ésima derivada parcial de u.

Sea L un operador diferencial parcial de orden par 2m en n variables y
de la forma

Lu = Z (—1) pe (aap(z)D’u), z€QCR” (4.2)

laf,|8]<m

donde 2 es un dominio en R". Los coeficientes a,p son funciones suaves real
valuadas de z.
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El operador £ es asumido que aparece dentro de una ecuacién diferencial

parcial con la forma
Lu=f, (4.3)

donde f pertenece al rango del operador L.

La clasificacién del operador £ depende sélo de los coeficientes de la
derivada més alta, esto es, de la derivada de orden 2m, y a los términos
involucrados en esa derivada son llamados la parte principal del operador £
denotado por Ly y para el operador (4.2) es de la forma

Lo= Y ausD*"u. (4.4)

laf,|8]<m

Teorema 6 Sea & un vector en R", y sea £* = &840 o € ZF. Entonces
i) L es eliptico en x, € 2, si

D aap () TP A0 VEAO; (4.5)
ol Bl=m

i1) L es eliptico, si es eliptico en todos los puntos de €;
i11) L es fuertemente eliptico, si existe un nimero p > 0 tal que

D aag (o) €| = plg (4.6)

laf,|B]=m

¢l =

satisfaciéndose en todo punto x, € 2, y para todo & € R". Aqui
1
(E+..+8)7.

Para el caso en el cual £ es un operador de 2do orden (m = 1), la notacién
se simplifica, tomando la forma

"9 ou " ou
Lu=— Z a_:L‘Z <azg<£)a_x]) +Zaja7+a°u:f (4.7)

i,j=1 j=1 J

en €.
Para coeficientes adecuados a,j,a; y ap la condicién para conocer si el
operador es eliptico, es examinado por la condicién

n

Z aij(20)€:§; # 0 Ve #0 (4.8)

ij=1

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 45 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

y para conocer si el operador es fuertemente eliptico, es examinado por la

condicién
n

> aij(20)6:€; > plél. (4.9)
ij=1
4.2 Espacios de Sobolev

En esta subseccién detallaremos algunos resultados de los espacios de Sobolev
sobre el conjunto de nimeros reales, en estos espacios son sobre los cuales
trabajaremos tanto para plantear el problema eliptico como para encontrar
la solucién al problema. Primeramente definiremos lo que entendemos por
un espacio L2.

Definicién 7 Una funcion medible u(z) definida sobre Q C R"™ se dice que
pertenece al espacio L*(Q) si

/Q Ju(z)|* dz < o0 (4.10)

es decir, es integrable.

La definicién de los espacios medibles, espacios LP, distribuciones y deriva-
das de distribuciones estédn dados en el apéndice, estos resultados son la base
para poder definir a los espacios de Sobolev.

Definicién 8 FEl espacio de Sobolev de orden m, denotado por H™(2), es
definido

H™Q) = {u| D e L*(Q) Va tal que |af <m}. (4.11)

El producto escalar (-,-) de dos elementos v y v € H™(Q)) estd dado por

(11, 0) o = / S (D) (D) dz para w,v € H™ (Q).  (4.12)

® Jal<m
Nota: Es comtin que el espacio L?*(§2) sea denotado por HY().

Un espacio completo con producto interior es llamado un espacio de
Hilbert, un espacio normado y completo es llamado espacio de Banach. Y
como todo producto interior define una norma, entonces todo espacio de
Hilbert es un espacio de Banach.
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Definicién 9 La norma ||-|| gm inducida a partir del producto interior (-, ) ym
queda definida por

Julfy = ) = [ 5 (D0 (4.13)
2 |aj<m

Ahora, con norma ||-|| ;m, €l espacio H™(£2) es un espacio de Hilbert, esto
queda plasmado en el siguiente resultado.

Teorema 10 El espacio H™(2) con la norma ||-|| ;m €s un espacio de Hilbert.

Ya que algunas de las propiedades de los espacios de Sobolev sélo son vali-
das cuando la frontera del dominio es suficientemente suave. Para describir
al conjunto donde los espacios de Sobolev estédn definidos, es comiin pedirle
algunas propiedades y asi definimos lo siguiente.

Definicién 11 Una funcion f definida sobre un conjunto I' C R™ es llamada
Lipschitz continua si existe una constante L > 0 tal que

[f(z) = f) <Lz -yl Vo,yel (4.14)
Notemos que una funcion Lipschitz continua es uniformemente continua.

Sea Q C R" (n > 2) un dominio con frontera 0f), sea xo € 0 y cons-
truyamos la bola abierta con centro en xy y radio ¢, i.e. B(xg,¢), entonces
definiremos el sistema coordenado (&4, ..., ,,) tal que el segmento 0QNB(xy, €)
pueda expresarse como una funcién

gn = f(gh "‘7571—1) (415)

entonces definimos.

Definicién 12 La frontera 02 del dominio §2 es llamada de Lipschitz si f
definida como en la Fec. (}.15) es una funcion Lipschitz continua.

El siguiente teorema resume las propiedades méds importantes de los es-
pacios de Sobolev H™ (Q2) .

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 47 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

Teorema 13 Sea H™ () el espacio de Sobolev de orden m y sea Q C R™ un
dominio acotado con frontera Lipschitz. Entonces

i) H () C H™(2) sir > m

ii) H™(S2) es un espacio de Hilbert con respecto a la norma ||-|| gm

iii) H™(Q) es la cerradura con respecto a la norma ||-|| ;m del espacio

= (9Q).

De la parte 7ii) del teorema anterior, se puede hacer una importante in-
terpretacion: Para toda u € H™(S)) es siempre posible encontrar una funcién
infinitamente diferenciable f, tal que este arbitrariamente cerca de u en el
sentido que

lu = fllgm <e (4.16)

para algin € > 0 dado.
Cuando m = 0, se deduce la propiedad H°(Q)) = L?(Q) a partir del
teorema anterior.

Corolario 14 El espacio L*(Q) es la cerradura, con respecto a la norma L?,

del espacio C*(2).

Otra propiedad, se tiene al considerar a cualquier miembro de u € H™(f2),
este puede ser identificado con una funcién en C™(€), después de que posi-
blemente sean cambiados algunos valores sobre un conjunto de medida cero,

esto queda plasmado en los dos siguientes resultados.

Teorema 15 Sean X yY dos espacios de Banach, con X C Y. Sea f: X —
Y tal que f (u) = u. Si el espacio X tiene definida la norma ||| v el espacio
Y tiene definida la norma ||-||y , decimos que X estd inmersa continuamente
enY si

1F @)y = llully < K Jull (4.17)

para alguna constante K > 0.

Teorema 16 (Inmersion de Sobolev)

Sea 2 C R™ un dominio acotado con frontera OS) de Lipschitz. Si (m — k) >
n/2, entonces toda funcion en H™(S)) pertenece a C*(Q), es decir, hay un
miembro que pertenece a C*(Q). Ademds, la inmersion

H™(Q) C C*(Q) (4.18)

es continua.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 48 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

4.2.1 Trazas de una Funcién en H™ ().

Una parte fundamental en los problemas con valores en la frontera definidos
sobre el dominio €2, es definir de forma tnica los valores que tomara la funcién
sobre la frontera 0€2, en este apartado veremos bajo qué condiciones es posible
tener definidos de forma tinica los valores en la frontera 0f2 tal que podamos
definir un operador ¢r (-) continuo que actué en Q tal que tr (u) = usq.

El siguiente lema nos dice que el operador tr (-) es un operador lineal
continuo de C* (©2) a C (9<2), con respecto a las normas Ny ¥ Il 220 -

Lema 17 Sea ) un dominio con frontera 0X) de Lipschitz. La estimacion
[tr (W)l 200y < Cllull g1q) (4.19)
se satisface para toda funcion u € C! (ﬁ) , para alguna constante C' > 0.

Ahora, para el caso tr(-) : H' () — L?*(09), se tiene el siguiente teo-
rema.

Teorema 18 Sea ) un dominio acotado en R"™ con frontera OS2 de Lipschitz.
Entonces:

i) Eziste un tnico operador lineal acotado tr (-) : H* (Q) — L?(99), tal
que

It ()l 2 o0y < Cllull g1qy » (4.20)

con la propiedad que siu € C* (ﬁ) , entonces tr (u) = u |aq -
ii) El rango de tr (-) es denso en L (09).

El argumento anterior puede ser generalizado para los espacios H™ (12)
de hecho, cuando m > 1, entonces para toda u € H™ (2) tenemos que

D% € H' () para |a] <m —1, (4.21)

por el teorema anterior, el valor de D“u sobre la frontera estd bien definido
y pertenece a L? (Q), es decir

tr (Du) € L* (Q), la] <m —1. (4.22)

Ademas, si u es m-veces continuamente diferenciable, entonces D%u es al
menos continuamente diferenciable para o] <m — 1y

tr (D) = (D) |sq - (4.23)
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4.2.2 Espacios H]" (Q).

Los espacio H{" () surgen comtinmente al trabajar con problemas con valor
en la frontera y serdn aquellos espacios que se nulifiquen en la frontera del
dominio, es decir

Definicién 19 Definimos a los espacios H{" (1) como la cerradura, en la
norma de Sobolev ||| gm , del espacio CJ' () de funciones con derivadas
continuas del orden menor que m, todas las cuales tienen soporte compacto
en ), es decir Hi" () es formado al tomar la union de C§* (2) y de todos
los limites de sucesiones de Cauchy en C§' () que no pertenecen a C§" () .

Las propiedades bésicas de estos espacios estdn contenidas en el siguiente
resultado.

Teorema 20 Sea 2 un dominio acotado en R™ con frontera 0S) suficien-
temente suave y sea H'(Y) la cerradura de C§° (2) en la norma ||-|| ym
entonces

a) HJ* () es la cerradura de C§° () en la norma ||| gm ;

b) H'(©) © H™(Q);

c) Siu e H™(Q) pertenece a HJ'(2), entonces

D% =0, sobre 09, |a] < m — 1. (4.24)

Teorema 21 (Desigualdad de Poincaré-Friedrichs)
Sea € un dominio acotado en R™. Entonces existe una constante C > 0
tal que

/|u|2dx < C/ V| dz (4.25)
¢ 0
para toda u € Hj ().

Introduciendo ahora una familia de semi-normas sobre H™ (€2) (una semi-
norma |-| satisface casi todos los axiomas de una norma excepto el de positivo
definido), de la siguiente forma:

Definicién 22 La semi-norma |-|,, sobre H™ (), se define como

m

W2 = Y /|Dau|2dx. (4.26)

loa|=m Q

Esta es una semi-norma, ya que |u|, = 0 implica que D*u = 0 para |a| = m,
lo cual no implica que u = 0.
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La relevancia de esta semi-norma esté al aplicar la desigualdad de Poincaré-
Friedrichs ya que es posible demostrar que |-|; es de hecho una norma sobre
Hy (2).

Corolario 23 La semi-norma ||, es una norma sobre H} (), equivalente
a la norma estandar ||-|| ;1 -

Es posible extender el teorema anterior y su corolario a los espacios
H{" (Q) para cualquier m > 1, de la siguiente forma:

Teorema 24 Sea ) un dominio acotado en R™. Entonces existe una cons-
tante C' > 0 tal que
lull7> < Clul;, (4.27)

para toda w € H" (), ademds, |-|,, es una norma sobre Hi" (Q) equivalente
a la norma estandar ||-|| gm -

Definicién 25 Sea Q2 un dominio acotado en R™. Definimos por H™ (2)
al espacio de todas las funcionales lineales acotadas sobre H{" (Q), es decir,
H=™(Q) serd el espacio dual del espacio HJ" (2) .

Teorema 26 ¢ serd una distribucion de H~™ () si y sdlo si q puede ser
expresada en la forma

g= > D, (4.28)

|oe|<m

donde q, son funcionales en L? (2).

Algunos Comentarios y Precisiones Sea () un dominio tal que la fron-
tera 0S) es suficientemente suave (considerando sélo frontera Lipschitz con-
tinua), entonces existe un operador vy, : H' (2) — L?(Q) lineal y continuo,
tal que yov = tr (v) sobre 9Q para toda v suave (por ejemplo v € C* (Q)),
un andlisis mas profundo muestra que tomando las trazas de todas las fun-
ciones de H! (€2) uno no obtiene el espacio completo de L? (), s6lo obtiene
un subespacio de este. Tenemos entonces

H (99) C v, (H'(Q)) C L (09) = H® (99) (4.29)

donde cada inclusién es estricta.
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Finalmente reconocemos que el espacio 7, (H' (1)) pertenece a la familia
de espacios H*® (02) y corresponde exactamente a el valor de s = 1/2. De tal
forma que

HY2(09) = v, (H' (Q)) (4.30)

con

= inf v 4.31
HgHHl/z(aQ) UeHl(my%U:gH HHl(Q) ( )

de forma similar, se ve que las trazas de las funciones en H? () pertenecen
a el espacio H® (02) para s = 3/2, por lo tanto tenemos que

H*2(09) = 7, (H? (Q)) (4.32)

= inf ) . 4.33
Iollsrom = ol ol (4.33

Esto puede generalizarse a las trazas de derivadas de orden alto. Por ejemplo,
si la frontera 09 es suficientemente suave, podemos definir 22 . € H'/2 (0Q)

an |09
para v € H% ().
Por otro lado, para ejemplificar algunos casos de H" notemos que

Hy(Q) = {v|ve H (Q),v,, =0} (4.34)

Ov
H(Q) = {U|U€H2(Q),’U|OQ:O}7%8920}.

Ademss, en algunas ocasiones necesitamos considerar funciones que se nuli-
fican en alguna parte de la frontera, supongamos que 92 = D U N, donde
D es frontera tipo Dirichlet y N es frontera tipo Neumann y D NN = (),
entonces podemos definir

Hyp () ={v|veH (Q),v, =0} (4.35)
y donde tenemos que Hg () C Hy () C H' (Q).

4.2.3 Espacios H (div, ()

Definicién 27 Sea 2 un dominio acotado en R"™. Definimos a (L? ()" al
espacto

(L* ()" = {grad H' ()} & {rot Hy ()} . (4.36)
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Definicién 28 Sea Q2 un dominio acotado en R™. Definimos por H (div, )
al espacio

H (div,Q) = {q| g€ (L*(Q)", divge L*(Q)}. (4.37)

Definicién 29 La norma ”'Hz(div,ﬂ) de H (div, ), se define como

14l oy = Nalls + Nl div ally - (4.38)

Cuando H (div, ) es equipada con la norma H||§{( div.0) €l correspondiente
producto interior se convierte en un espacio de Hilbert.

Notemos que, si €2 es un dominio acotado en R”, con frontera suave 0f2,
si n es un vector normal a J€2 y sea q € H (div,2), entonces los vectores de
H (div, Q) admiten una norma de la traza sobre 092 Esta norma de la traza
q - n pertenece a H ~1/2.(9Q) y esto se sigue de la férmula de integracién por
partes

/g - grad vdx + / div qudz = (v,q- Q>H1/2(8Q)><H—1/2(8Q) (4.39)
Q 0

para toda ¢ € H (div, Q) y cualquier v € H' () . Pudiendo escribir formal-
mente f a0 V4 - nds en lugar del producto dual <v, q- Q> .

Lema 30 Sea g € H (div, ), podemos definir q-ny,, € H™/*(0Q) y por la
formula de Green

/ div qudx + / q- grad vdz = (v,q - n) (4.40)
Q - Q -
para toda v € H' ().

Lema 31 La traza del operador q € H (div,) — q-n,, € H=Y2(09) es
suprayectiva.

Sea 2 un dominio con frontera suave 0f), ademds supongamos que es
frontera tipo Neumann N = 0f), entonces podemos definir

Hoy (div,Q) = {q| g € H (div,Q),{v,q-n) =0,Yv € Hy 5, (V) }. (4.41)

este espacio contiene funciones del espacio H (div, )) cuyas trazas normales
se nulifican en la frontera V.
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Definicién 32 Un subespacio importante de H (div,§2) es N° (div, ), que
se define como

N°(div,Q) = {q | q € H (div,Q), div g=0}. (4.42)

Lema 33 FEl operador de traza normal q — q ny,, €suna forma suprayectiva
N° (div, Q) sobre {p | p€ H-2(09Q), (u,1) =0} .

4.3 Férmulas de Green y Problemas Adjuntos

Una cuestién central en la teorfa de problemas elipticos con valores en la
frontera se relaciona con las condiciones bajo las cuales uno puede esperar
una unica solucién a problemas de la forma

Lu = fq enQCR" (4.43)
Bou = go
Biu =
' . & en 0f2

Bm—lu = 9gm-1

donde L es un operador eliptico de orden 2m, de forma

Lu = Z (—1) pe Z aos(Z)Du |, z€QCR" (4.44)

la|<m [B]<m

donde los coeficientes a3 son funciones de x suaves y satisfacen las condi-
ciones para que el operador sea eliptico, el conjunto By, By, ..., B,,_1 de ope-
radores de frontera son de la forma

Bju= Y 0D =g, (4.45)
la|<g;

y Constltuyen un conjunto de condiciones de frontera que cubren a L. Los
coeficientes by son asumidos como funciones suaves.

En el caso de problemas de segundo orden la Ec. (4.45) puede expresarse
como una sola condicién de frontera

ou
Bu = ijﬁ_:c] +cu=g en . (4.46)

J=1
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Antes de poder ver las condiciones bajo las cuales se garantice la existencia
y unicidad es necesario introducir el concepto de férmula de Green asociada
con el operador L*, para ello definimos:

Definicién 34 Con el operador dado como en la Ec. (}.44), denotaremos
por L* al operador definido por

Lou=>" (1D | Y apa(z)Du (4.47)

la|<m 1B1<m

y nos referiremos a L* como el adjunto formal del operador L.

La importancia del adjunto formal es que si aplicamos el teorema de
Green (167) a la integral

/ vLudzx (4.48)
Q

obtenemos

/vﬁudg:/uﬁ*vdg—l—/ F(u,v)ds (4.49)
Q Q 09

en la cual F'(u,v) representa términos de frontera que se nulifican al aplicar el
teorema ya que la funcién v € H} (). Si £ = L*; i.e. anp = ag, el operador
es llamado de manera formal el auto-adjunto.

En el caso de problemas de segundo orden, dos sucesivas aplicaciones del
teorema de Green (167) y obtenemos, para i y j fijos

0 ou ou ou Ov
_ |, 2= - iy el )
/Qvﬁa:i (aw 8xj> dzx /asz va; o, n;ds + /Qam o, 8xidﬁ 50)
_ _/ Ou o Ov
— , va;; aa:jnl ua;; aminj s

Q axj * aLCZ =

Pero sumando sobre ¢ y j, obtenemos de la Ec. (4.49)

Lo =— Z a% <aﬂ<£)§—£) (4.51)

ij=1
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_ ou ov
tal que £ es formalmente el auto-ajunto si a;; = a;;.

Para hacer el tratamiento més simple, restringiremos nuestra atencién
al problema homogéneo, es decir, en el cual go, g1,...,gm-1 = 0 (esta no es
una restriccion real, ya que se puede demostrar que cualquier problema no-
homogéneo con condiciones de frontera puede convertirse en uno con condi-
ciones de frontera homogéneo de una manera sistemdtica), asumiremos tam-
bién que 2 es suave y la frontera 02 de () es de clase C'°.

Asi, en lo que resta de la seccién, daremos los pasos necesarios para poder
conocer bajo que condiciones el problema eliptico con valores en la frontera
del tipo

Lu = fo enQCR" (4.53)
B,u=0
Blu =0
) en 0f)
Bm_lu =0

donde el operador £ y B; estén dados como en (4.44) y (4.45), con s > 2m
tiene solucién y esta es tnica. Para ello, necesitamos adoptar el lenguaje
de la teorfa de operadores lineales, algunos resultados clave de dlgebra lineal
estdn detallados en el apéndice.

Primeramente denotemos N(B;) al espacio nulo del operador de frontera

Bj: H* () — L?(Q), entonces
N(Bj) ={ue H*(Q) | Bju=0 en 00} (4.54)
para 7 =0,1,2,....,m — 1.
Adicionalmente definimos al dominio del operador £, como el espacio
D(L) = H°(QNN(By)N..NN(By-1) (4.55)
= {ueH(Q)|Bju=0en0Q,j=0,1,...m—1}.
Entonces el problema eliptico con valores en la frontera de la Ec. (4.53)
con s > 2m, puede reescribirse como, dado £ : D(£) — H*™?™(Q), hallar u

que satisfaga
Lu= fq enf. (4.56)
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Lo primero que hay que determinar es el conjunto de funciones fq en
H*7?™ (Q) para las cuales la ecuacién anterior se satisface, i.e. debemos
identificar el rango R(L) del operador L. Pero como nos interesa conocer
bajo qué condiciones la solucién u es tnica, entonces podemos definir el
nicleo N (L) del operador £ como sigue

N(L) = {ueDL)|Lu=0} (4.57)

= {ueH Q)| Lu=0 enQ,Bju=0en0dQ,j=0,1,..,m—1}.
Si el N(L) # {0}, entonces no hay una tunica solucién, ya que si ug es una
solucién, entonces ug + w también es solucién para cualquier w € N(L), ya

que

Asi, los elementos del nicleo N(L£) de £ deberan ser excluidos del dominio
D(L) del operador L, para poder asegurar la unicidad de la solucién w.

Si ahora, introducimos el complemento ortogonal N (£)* del niicleo N (L)
del operador £ con respecto al producto interior L?, definiéndolo como

N(L): ={veDEL)| (v,w)=0VYwe N(L)}. (4.59)
De esta forma tenemos que
D(L)=N(L)® N(L)* (4.60)

i.e. para toda u € D(L), u se escribe como u = v + w donde v € N(£)* y
w € N(L). Ademds N(L)N N (L) = {0}.

De forma similar, podemos definir los espacios anteriores para el problema,
adjunto

L'v = fq enQCR" (4.61)
Biu=0
Biu=0
) en Of)
B _qu=0
y definimos
D(L*) = H°Q)NN(By)N..NN(B_,) (4.62)

= {uEHS(Q)\B;-‘uzoenaﬂ,jzo,l,..,m—l}.
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Entonces el problema eliptico con valores en la frontera de la Ec. (4.53)
con s > 2m, puede reescribirse como, dado £* : D(L*) — H*™?™(Q), hallar
u que satisfaga

L'u = fo en . (4.63)
Definiendo para el operador L£*
N(L*) = {ue DL | Lu=0} (4.64)

= {uEHS(QHE*u:O enQ,B}‘u:OenﬁQ,j:0,1,..,m—1}.

N(LH*t ={ve DL | (v,w),, =0 Yw e N(L*)}. (4.65)

Asi, con estas definiciones, es posible ver una cuestién fundamental, esta
es, conocer bajo qué condiciones el problema eliptico con valores en la frontera
de la Ec. (4.53) con s > 2m tiene solucién y esta es tnica, esto queda resuelto
en el siguiente teorema cuya demostracién puede verse en [55] y [2].

Teorema 35 Considerando el problema eliptico con valores en la frontera de
la Ec. (4.53) con s > 2m definido sobre un dominio 2 acotado con frontera
0) suave. Entonces

i) Existe al menos una solucion si y sélo si f € N(L*)*, esto es, si

ii) Asumiendo que la solucion u existe, esta es tinica siu € N(L)*, esto
es, Si

(U W) 2y =0 Yw € N(L). (4.67)

iii) Si existe una unica solucidn, entonces existe una tnica constante
C > 0, independiente de u, tal que

[ull o < C NN ggom - (4.68)

Observacién 1 i) El teorema afirma que el operador L es un operador
suprayectivo de D(L) sobre el subespacio de funciones en H*™>™ que sa-
tisface (4.67). Ademds el operador L es inyectivo si el dominio es restringido
al espacio de funciones que satisfagan a (4.66).

it) La parte (iii) del teorema puede interpretarse como un resultado de
reqularidad, en el sentido en que se muestra

uw€ H?™(Q) si f € H*(Q). (4.69)
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Asi, formalmente podemos definir el adjunto formal de la siguiente manera

Definicién 36 Sea £ un Operador Diferencial, decimos que un operador
L* es su adjunto formal si satisface la siguiente condicion

wlu —ul*w =V -2 (u,w) (3.1)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal. Aqui D (u,w) es
una funcional bilineal que representa términos de frontera.

Ejemplos de Operadores Adjuntos Formales A continuacién se mues-
tra mediante ejemplos el uso de la definicién de operadores adjuntos formales
y la parte correspondiente a términos de frontera.

A) Operador de la derivada de orden cero

La derivada de orden cero de una funcién u es tal que

d™u
— = 4.70
dz™ Y ( )

es decir, n = 0, sea el operador
Lu=u (4.71)
de la definicién de operador adjunto tenemos que
wlu =ul'w+V -2 (u,w) (4.72)
entonces el término izquierdo es
wlu = wu (4.73)

de aqui
ul*w = uw (4.74)

por lo tanto el operador adjunto formal es
L'vw=w (4.75)

nétese que el operador es auto-adjunto.
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B) Operador de la derivada de primer orden

La derivada de primer orden en términos del operador es

Lu=c—

dx

de la definicién de operador adjunto tenemos

desarrollando el lado

wlu =ulw+V -2 (u,w)

izquierdo
du
wlu = we——
_ d(weu)  d(cw)
N dz dz
_ d(weu) ucd—w
B dz dx

por lo tanto, el operador adjunto formal es

d
Lo = —c22

dx

y los términos de frontera son

C) Operador Eliptico

D (u, w) = weu

El operador eliptico mds sencillo es el Laplaciano

Lu=—N\u=

0 [ 0Ou

de la ecuacién del operador adjunto formal tenemos

wly =

0
axi

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 60

0 ([ Ou
—w(%i (81‘,)
0 ou
oz; (w(“)x,-) *

0 ou 0 ow 0
O ( 39:1) * Ox; ( 8:):1) &L‘Z (

ou Ow

( Ox; w(‘?mz) 8:UZ (axl)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)
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entonces, el operador adjunto formal es

0 (ow
LA = — 4.83
es decir, el operador es autoadjunto. Notemos que la funcién bilineal
D(u,w) es
0 0
D (u,w) = - “ (4.84)

U —w .

D) Consideremos el operador diferencial eliptico mas general de segundo
orden

Lu=—V"-(a-Vu)+ V- (bu)+ cu (4.85)
de la definicién de operador adjunto formal tenemos que
wlu =ul'w+ V- D (u,w) (4.86)
desarrollando el lado derecho de la ecuacién anterior
wlu = w(=V-(a-Vu)+ V- (bu)+ cu) (4.87)
= —wV-(a-Vu)+wV - (bu) + weu

aplicando la igualdad de divergencia a los dos primeros sumandos se
tiene que la ecuacién anterior es

wlu = —V-(wa-Vu)+a-Vu-Vw+ V- (wbu) (4.88)
—bu - Vw + wcu
= —V-(wa-Vu)+ V- (uaVw) —uV- (a-Vw) + V - (wbu)
—bu - Vw + wcu
= V- [a(wVw—wVu)] + V- (wbu) —uV - (a- Vw)

—bu - Vw + wcu
reordenando términos se tiene

wluy = —uV-(a-Vw)—ub- Vw + ucw + (4.89)
V- [a(uVw —wVu) + (wbu)]

por lo tanto, el operador adjunto formal es

L'w=-V-(a-Vw)—b-Vw+ cw (4.90)
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y el término correspondiente a valores en la frontera es
D (u,w) =a- (uVw —wVu) + (wbu) . (4.91)
E) La ecuacién bi-arménica
Consideremos el operador diferencial bi-arménico
Lu = A%u (4.92)
entonces se tiene que
wlu =ul*w+ V-2 (u,w) (4.93)
desarrollemos el término del lado derecho

wlu = wA’u (4.94)
= wV - (VAu)

utilizando la igualdad de divergencia
V-(sV)=sV-V+V.Vs (4.95)

tal que s es funcién escalar y V' vector, entonces seaw = sy VAu =V,
se tiene

wV - (VAu) (4.96)
= V. (wVAu) — VAu-Vw

ahora sea s = Au y V = Vw, entonces

V- (wVAu) — VAu - Vw (4.97)
= V- (wVAu)+ AuV -Vw — V- (AuVw)
= AwV - -Vu+ V- (wVAu— AuVw)

sea s = Aw y V = Vu, entonces

AwV -Vu+ V- (wVAu — AuVw) (4.98)
= V- (AwVu) = Vu -V (Aw)+ V- (wVAu — AuVuw)
= —Vu-V(Aw)+ V- (wVAu+ AwVu — AuVw)

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 62 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

por ultimo sea s =uy V =V (Aw) y obtenemos

—Vu -V (Aw) + V - (wVAu + AwVu — AuVw) (4.99)
= uV - (V(Aw)) =V - (uV (Aw)) + V - (wVAu+ AwVu — AuVw)

reordenando términos
wlu = ulA*w + V - (wVAu + AwVu — AuVw — uVAw)  (4.100)
entonces se tiene que el operador adjunto formal es
Lw = A%w (4.101)
y los términos de frontera son

D (u,w) = wVAu+ AwVu — AuVw — uVAw. (4.102)

4.4 Adjuntos Formales para Sistemas de Ecuaciones

En esta seccién trabajaremos con funciones vectoriales, para ello necesita-
mos plantear la definicién de operadores adjuntos formales para este tipo de
funciones.

Definicién 37 Sea L un operador diferencial, decimos que un operador L*
es su adjunto formal si satisface la siguiente condicion

w

I~

u—uL'w=V-2 (uuw) (4.103)

tal que las funciones u y w pertenecen a un espacio lineal. Aqui D(u,w)
representa términos de frontera.

Por lo tanto se puede trabajar con funciones vectoriales utilizando ope-
radores matriciales.

A) Operador diferencial vector-valuado con elasticidad estdtica

Sea

I~

U= -

<
[l

:Vu (4.104)
de la definicién de operador adjunto formal tenemos que

wlu=uLl'w+V-D(uuw) (4.105)
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para hacer el desarrollo del término del lado derecho se utilizara no-
tacién indicial, es decir, este vector wLu tiene los siguientes compo-

nentes 5 P
Up .
—w [ —C..—2)):i=1.2 4.1
w; (81‘] (Olqu axq>) 3 2 ) a3 ( 06)

utilizando la igualdad de divergencia tenemos

0 Ou,,
_ ¢ dup, Ow; 0 (wiC’ 8up>
J

Jpq@xq Or; Ox; ”pqaa;q

= axj (UzCzJpq axj> - u@axj (Cz]pq axj> - axj (wzcszqa%‘q)

reordenado términos tenemos que la ecuacién anterior es

9 (uiC’ O _ a“p) 2 <C aw") (4.108)

ijpq ijpgq 1jpq
Oz, Oz, Oz, Oz, 0z,

en notacién simbdlica tenemos que

wLu=-uV- (g:Vw> +V- (g-Q:V@—@-Q:V@) (4.109)
por lo tanto el operador adjunto formal es
L'w=-V" (g Vw) (4.110)
y los términos de frontera son
Dww) =u-C:Vu—-w-C:Vu (4.111)
El operador de elasticidad es auto-adjunto formal.
Métodos Mixtos a la Ecuacién de Laplace
Operador Laplaciano
Lu=Au=f (4.112)
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escrito en un sistema de ecuaciones se obtiene

|1 -V p|_1|0
oefe TIEL)
consideraremos campos vectoriales de 4 dimensiones, estos son denota-
dos por :
U= {E,u} yw = {g,w} (4.114)
ahora el operador diferencial vector-valuado es el siguiente
_ L =V p
- [1 )] "
- p—Vu
= Vop
entonces
I A O e A B
wéu—{w} [V- 0 ] {u} (4.116)

utilizando la definicién de operador adjunto
wlu = ulw +V - D (u, w) (4.117)

haciendo el desarrollo del término izquierdo se tiene que
_ el Ve
o = (2110 T [2] s
_ | a|. |p-Vu
| w V-p
= @p—g¢V-utwV-p

aqui se utiliza la igualdad de divergencia en los dos términos del lado
derecho y obtenemos

gp —qV - -u+wV-p (4.119)

= Q—FUV-Q—V-(gu)—g-Vw—i—V-(wg)
= p(¢g—Vw)+uV-qg+ V- (wp—ug)
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si se agrupa los dos primeros términos en forma matricial, se tiene

p(¢—Vuw) +uV- g+ V- (wp—uq) (4.120)
- [@ﬂ {g_wvw]+v'(w£—ug)

e[ T

por lo tanto, el operador adjunto formal es
. I =V q
L'w = {V- 0] [w} (4.121)
B q—Vuw
= Vg
y el término correspondiente a valores en la frontera es

D (u, w) = wp — ugq. (4.122)

Problema de Stokes

El problema de Stokes es derivado de la ecuacién de Navier-Stokes, la
cual es utilizada en dindmica de fluidos viscosos. En este caso estamos
suponiendo que el fluido es estacionario, la fuerza gravitacional es nula
y el fluido incompresible. Entonces el sistema de ecuaciones a ser
considerado es

—V-u = 0

se considerard un campo vectorial de 4 dimensiones. Ellos serdn deno-
tados por

U={u,p} yW={w,q} (4.124)
ahora el operador diferencial vector-valuado es el siguiente
-A V U
p [T m
el desarrollo se hard en notacién indicial, entonces tenemos que
WLU = { ~wAu +uVp (4.126)
= —qV - u
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usando notacién indicial se obtiene

Pu;  Op\ 0*u; dp
o ZJ: 8xj 8xj2 B Xj: al’j <wl(‘3xj) B
Ow; + 9 (wip)
p@xz (91:1 ib

desarrollando la primera suma como la derivada de dos funciones se
tiene

82wi 0 aw,
J J
P 8xj l@xj pal’i 8@ b
reordenando términos tenemos

Pw;  Ow;
S iy (4.129)

7 8$j Zax]’ Z@xj 8:62 b

Ahora consideremos la ecuacién 2 en Ec. (4.126), tenemos

—qV-u (4.130)

en notacién indicial se tiene
_ - _ 4.131
7> o, Z T, (4.131)
dq 0
R TR

en la ecuacién anterior se utilizé la igualdad de divergencia, entonces
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agrupando las ecuaciones Ec. (4.129) y Ec. (4.131) se tiene

‘ - 8:1:? 0x; 4 - ox;
_ Z uAa2w’ _ % +
N — &sz p(‘?xi
J
Zi u Qv O +i(w.)+
— Ox; ‘Oz, ‘O, oz,
dq 0
ECES T
ordenando los términos tenemos
0“w; dq ow;
B DRIA N S R (4133

escribiendo la ecuacién anterior en notacién simbdlica, se obtiene
—uAw+uVg—pV-w+ V- (uVw — wVu + wp — uq)

por lo tanto, el operador adjunto formal es

RENIN

y el término de valores de frontera es

D (u,w) = uVw — wVu+ wp — ug.

(4.132)

(4.134)

(4.135)

(4.136)

4.5 Problemas Variacionales con Valor en la Frontera

Restringiéndonos ahora en problemas elipticos de orden 2 (problemas de or-
den mayor pueden ser tratados de forma similar), reescribiremos este en su
forma variacional. La formulacién variacional es mas débil que la formulacién
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convencional ya que esta demanda menor suavidad de la solucién u, sin em-
bargo cualquier problema variacional con valores en la frontera corresponde
a un problema con valor en la frontera y viceversa.

Ademais, la formulacion variacional facilita el tratamiento de los proble-
mas al usar métodos numéricos de ecuaciones diferenciales parciales, en esta
seccién veremos algunos resultados clave como es la existencia y unicidad de
la solucién de este tipo de problemas, para mayores detalles, ver [55] y [2].

Si el operador L estd definido por
Lu=—V-a-Vu+cu (4.137)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, el problema queda
escrito como
—V-.a-Vutcu = fq enQ (4.138)
u = g en Of.
Si multiplicamos a la ecuacién —V-a-Vu+cu = fo porv eV = H} (),

obtenemos

—v(V-a-Vu+cu) =vfg (4.139)

aplicando el teorema de Green (167) obtenemos la Ec. (4.50), que podemos
re-escribir como

/Q (Vo-a-Vu+ cuv)dz = /Qvfgdg. (4.140)
Definiendo el operador bilineal
a(u,v) = /Q (Vv-a-Vu+cuw)dz (4.141)
y la funcional lineal
I(w) = (fv) = /Q v fodz (4.142)

podemos reescribir el problema dado por la Ec. (4.43) de orden 2, haciendo
uso de la forma bilineal a (-, ) y la funcional lineal [ (-).

Entonces entenderemos en el presente contexto un problema variacional
con valores de frontera (VBVP) por uno de la forma: hallar una funcién u que
pertenezca a un espacio de Hilbert V' = H} () y que satisfaga la ecuacién

a(u,v) = (f,v) (4.143)
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para toda funcién v € V donde a(-,-) es una forma bilineal y /() es una
funcional lineal.

Definicién 38 Sea V' un espacio de Hilbert y sea |-||,, la norma asociada
a dicho espacio, decimos que una forma bilineal a (-,-) es continua si existe
una constante M > 0 tal que

@ o) < M ully ol Y, eV (4.144)
y es V -eliptico si existe una constante o > 0 tal que
a(v,v) > alv|} VeV (4.145)
donde |-||;, es la norma asociada al espacio V.

Esto significa que una forma V' — eliptico es una que siempre es no negativa
y toma el valor de 0 sélo en el caso de que v = 0, i.e. es positiva definida.

Notemos que el problema (4.138) definido en V' = Hg () reescrito como el
problema (4.143) genera una forma bilineal V-eliptico cuyo producto interior
sobre V' es simétrico y positivo definido ya que

a(v,v) > alv|} >0, YweV,u#0 (4.146)

reescribiéndose el problema (4.143), en el cual debemos encontrar u € V' tal
que
a(u,v) = (f,v) — a(ug,v) (4.147)

donde ug = g en 012, para toda v € V.

Entonces, la cuestién fundamental, es conocer bajo qué condiciones el
pro-blema anterior tiene solucién y esta es tinica, el teorema de Lax-Milgram
nos da las condiciones bajo las cuales el problema (4.138) reescrito como el
problema (4.143) tiene solucién y esta es tnica, esto queda plasmado en el
siguiente resultado.

Teorema 39 (Lax-Milgram)

Sea V' un espacio de Hilbert y sea a (-,-) : V x V — R una forma bilineal
continua V -eliptico sobre V. Ademds, sea l(-) : V — R una funcional lineal
continua sobre V. Entonces
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i) El VBVP de encontrar w € V' que satisfaga
a(u,v) = (f,v)y ,YoeV (4.148)

tiene una y solo una solucion;
it) La solucion depende continuamente de los datos, en el sentido de que

1
lally < = el (4.149)

donde |||y es la norma en el espacio dual V* de V' y « es la constante de
la definicion de V -eliptico.

Msds especificamente, considerando ahora V' un subespacio cerrado de
H™(Q) las condiciones para la existencia, unicidad y la dependencia continua
de los datos queda de manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema 40 Sea V' un subespacio cerrado de H™(S2), seaa(-,-) : VXV — R
una forma bilineal continua V -eliptico sobre V' y sea [(-) : V — R una
funcional lineal continua sobre V. Sea P un subespacio cerrado de V' tal que

alu+pv+p) =a(u,v) Yu,veV yppeP (4.150)

También denotando por Q) el subespacio de V consistente de las funciones
ortogonales a P en la norma L?; tal que

Q:{v€V|/updg:0 VpGP}, (4.151)
Q
y asumiendo que a (-,-) es Q-eliptico: existe una constante o > 0 tal que

alq,q) > allqlly paraqe @, (4.152)

la norma sobre () serd la misma que sobre V. Entonces
i) Eziste una dnica solucion al problema de encontrar u € Q) tal que

a(u,v)=(lv)y, YveV (4.153)
sty solo si las condiciones de compatibilidad
(l,p)=0 parape€ P (4.154)

se satisfacen.
i1) La solucion u satisface

lullg < o |1

o (4.155)

(dependencia continua de los datos).
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Otro aspecto importante es la regularidad de la solucién, si la solucién
u al VBVP de orden 2m con f € H* ?™(2) donde s > 2m, entonces u
pertenecerd a H*()) y esto queda de manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema 41 Sea 2 C R"™ un dominio suave y sea uw € V la solucion al
VBVP

a(u,v) = (f,v), veV (4.156)
donde V.C H™(Q). Si f € H*2™(Q) con s > 2m, entonces u € H*(Q) y la
estimacion

(4.157)

||u| Hs S O ||f| Hs—2m

se satisface.
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5 Meétodos de Solucién Aproximada para EDP

Ya que en general encontrar la soluciéon a problemas con geometria diversa
es dificil y en algunos casos imposible usando métodos analiticos. En el
presente capitulo se prestara atencién a varios aspectos necesarios para en-
contrar la solucién aproximada de problemas variacionales con valor en la
frontera (VBVP).

En este capitulo se considera el VBVP de la forma

Lu = fo enQ (5.1)
u = g en )

donde

Lu=—-V-a-Vu+cu (5.2)
con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, como un caso particular
del operador eliptico definido por la Ec. (4.43) de orden 2, con 2 C R* un
dominio poligonal, es decir, {2 es un conjunto abierto acotado y conexo tal
que su frontera d2 es la unién de un nimero finito de poligonos.

La sencillez del operador £ nos permite facilitar la comprensiéon de muchas
de las ideas bésicas que se expondran a continuacion, pero tengamos en mente
que esta es una ecuacién que gobierna los modelos de muchos sistemas de la
ciencia y la ingenierfa, por ello es muy importante su solucion.

Si multiplicamos a la ecuacién —V-a-Vu+cu = fq porv € V = Hg (Q),
obtenemos
—v(V-a-Vu+cu) =vfq (5.3)
aplicando el teorema de Green (167) obtenemos la Ec. (4.50), que podemos
reescribir como

/ (Vv ~a-Vu+ cuv) dx = / vfodz. (5.4)
Q

Q
Definiendo el operador bilineal

a(u,v) = /Q (Vv-a-Vu+ cuv)dz (5.5)

y la funcional lineal
l(v) = {f,v) = / v fodzx (5.6)
Q

podemos reescribir el problema dado por la Ec. (5.1) de orden 2 en forma
variacional, haciendo uso de la forma bilineal a (-, -) y la funcional lineal  (-).
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5.1 Meétodo Galerkin

La idea bésica detras del método Galerkin es, considerando el VBVP, encon-
trar u € V = H} (Q) que satisfaga

a(u,v) = (f,v) YveV (5.7)

donde V' es un subespacio de un espacio de Hilbert H (por conveniencia nos
restringiremos a espacios definidos sobre los nimeros reales).

El problema al tratar de resolver la Ec. (5.7) estd en el hecho de que
el espacio V' es de dimensién infinita, por lo que resulta que en general no
es posible encontrar el conjunto soluciéon. En lugar de tener el problema en
el espacio V, se supone que se tienen funciones linealmente independientes
by, Py, ...y by en V' y definimos el espacio V" a partir del subespacio dimen-
sionalmente finito de V' generado por las funciones ¢,, es decir,

VP = Generado {ﬁbz}@]\; . Vhcw (5.8)

El indice h = 1/N es un pardmetro que estard entre 0 y 1, cuya mag-
nitud da alguna indicacién de cuan cerca V" estd de V, h se relaciona con
la dimensién de V". Y como el mimero N de las funciones base se escoge
de manera que sea grande y haga que h sea pequeno, en el limite, cuando
N — oo, h — 0.

Después de definir el espacio V", es posible trabajar con V" en lugar de
V' y encontrar una funcién u; que satisfaga

a(up,vp) = (f,on) Yo, € VR (5.9)

Esta es la esencia del método Galerkin, notemos que u;, y v, son sélo
combinaciones lineales de las funciones base de V", tales que

N N
up, = Z Ci(bi y v, = Z dj¢j (510)
i=1 j=1

donde vy, es arbitraria, como los coeficientes de d; y sin pérdida de generalidad
podemos hacer v;, = ¢;. Asi, para encontrar la solucién wu;, sustituimos las
Ecs. (5.10) en la Ec. (5.9) y usando el hecho que a (-, ) es una forma bilineal
y [ (+) es una funcional lineal se obtiene la ecuacién

N

> oa(didy) e =(f.9;) (5.11)

=1
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0 més concisamente, como

N
Y Kijei—Fj=0 j=12..N (5.12)
i=1
en la cual
Kij :a(¢iv¢j) y Fj = <f7 ¢j> (513)

notemos que tanto K;; y F; pueden ser evaluados, ya que ¢;, a(-,-) y [ ()
son conocidas.
Entonces el problema se reduce a resolver el sistema de ecuaciones lineales

N
Y Kyei—Fj;, j=12,..N (5.14)
=1

0 mds compactamente

I|ﬁ
S

-F (5.15)

en la cual K y F son la matriz y el vector cuyas entradas son K;; y Fj
respectivamente. Una vez que el sistema es resuelto, la solucién aproximada
uy, es encontrada.

Notemos que la forma bilineal a (-, -) define un producto interior sobre V|

si a(-,-) es simétrica y V —eliptica, entonces las propiedades de linealidad y

simetria son obvias, mientras que la propiedad de V —elipticidad de a (-, ) es
por

a(v,v) > alll> >0 VYo #0, (5.16)

ademds, si a (-, -) es continua, entonces la norma ||v||, = a (v, v) generada por
este producto interior es equivalente a la norma esténdar sobre V', tal que si
V' es completa con respecto a la norma estdndar, esta también es completa
con respecto a la norma ||v|,.

Por otro lado, si el conjunto de funciones base {¢;} | se eligen de tal
forma que sean sean ortogonales entre si, entonces el sistema (5.12) se sim-
plifica considerablemente, ya que

Kij=a(¢;,¢;,) =0 sii#}j (5.17)
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Asi, el problema (5.1) definido en V* = H{ (Q) reescrito como el problema
(5.7) genera una forma bilineal V"-eliptica cuyo producto interior sobre V"
es simétrico y positivo definido ya que

a(vn,vp) > allop][in >0, Yo, € VP v, #0 (5.19)

reescribiéndose el problema (5.9) como el problema aproximado en el cual
debemos encontrar u, € V" C V tal que

a (up,vp) = (f,vn) — a(ug, vy) (5.20)

donde ug = g = 0 en 99, para toda v, € V", es decir
/ (Vvh ~a - Vuy, + cuhvh) drdy = / fouvpdzdy (5.21)
Q - Q

para todo v, € V",

Entonces, el problema (5.1) al aplicarle el método Galerkin obtenemos
(5.4), el cual podemos reescribirlo como (5.21). Aplicando el teorema de
Lax-Milgram (39) a este caso particular, tenemos que este tiene solucién
unica y esta depende continuamente de los datos.

Como un caso particular del teorema de Lax-Milgram (39) tenemos el
siguiente resultado

Teorema 42 Sea V" un subespacio de dimension finita de un espacio de
Hilbert V, sea a(-,-) : V' x V* — R una forma bilineal continua y V-

eliptica, y 1(-) : V" — R una funcional lineal acotada. Entonces existe una
tinica funcion u, € V" tal que satisface

a (up,vp) = (L, vp) Yo, € VI (5.22)
Ademas, sil(-) es de la forma
<l,7jh> = / fQUhdg (523)
Q
con f € L*(Q), entonces
1
lunlly < —l1£1lz2 (5.24)
donde « es la constante en (5.16).
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El siguiente resultado nos da una condicién suficiente para que la apro-
ximacién uy del método Galerkin converja a la solucién u del problema dado
por la Ec. (5.7), para mds detalle véase [2] y [55].

Teorema 43 Sea V un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert, y sea
la forma bilineal a(-,-) : VP x V* — R continua V -eliptica y sea 1 (-) una
funcional lineal acotada. Entonces existe una constante C, independiente de
h, tal que
lu—unlly <€ inf vy (5.25)
v EVH

donde u es solucion de (5.7) y uy es solucion de (5.20), consecuentemente,
una condicion suficiente para que la aproximacion uy, del método Galerkin
converge a la solucion u del problema dado por la Ec. (5.7) es que ezista una
familia {Vh} de subespacios con la propiedad de que

inf |lu—w4ll, =0 cuando h — 0. (5.26)
vhevh

5.1.1 El Método de Residuos Pesados

Este método se basa en el método Galerkin, y se escogen subespacios U”
y V" de tal manera que la dimensién dim U" = dim V" = N, eligiendo las
bases como

{gbl}f\;l para U" y {@Dj }j\;l para V" (5.27)

entonces
N

N
Up = ZC@Z‘ Y Uh = ij% (5.28)
j=1

i=1
donde los coeficientes b; son arbitrarios ya que vy, es arbitraria.
Sustituyendo esta tltima expresién Ec. (5.28) en

(Lup — fyvn) =0 (5.29)

se obtienen N ecuaciones simultdneas
N
E Kijci = .Fj con j) = ]., ,N
i=1

en la cual en la cual K y F son la matriz y el vector cuyas entradas son
Kz’j = (EQ%Q/)J‘) y FJ = (fy w])
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donde (-, -) representa el producto interior asociado a L?. A la expresién
T(Uh) = E’U,h — f (530)

se le llama el residuo; si u; es la solucion exacta, entonces por supuesto el
residuo se nulifica.

5.1.2 Método de Elemento Finito

El método Finite Elements Method (FEM) provee una manera sistematica y
simple de generar las funciones base en un dominio con geometria €2 poligonal.
Lo que hace al método de elemento finito especialmente atractivo sobre otros
métodos, es el hecho de que las funciones base son polinomios definidos por
pedazos (elementos €2;) que son no cero sélo en una pequena parte de 2,
proporcionando a la vez una gran ventaja computacional al método ya que
las matrices generadas resultan bandadas ahorrando memoria al implantarlas
en una computadora.

Asi, partiendo del problema aproximado (5.21), se elegird una familia de
espacios V"(h € (0,1)) definido por el procedimiento de elementos finitos
(descritos en las subsecciones siguientes en el caso de interpoladores lineales,
para otros tipos de interpoladores, ver [10]), teniendo la propiedad de que
V" se aproxima a V cuando h se aproxima a cero en un sentido apropiado,
esto es, por supuesto una propiedad indispensable para la convergencia del
método Galerkin.

Mallado del dominio El Mallado o triangulacién 7;, del dominio €2 es el
primer aspecto bésico, y ciertamente el mds caracteristico, el dominio  C R?
es subdividido en E subdominios o elementos €2, llamados elementos finitos,

tal que
E
a-Ja

e=1

donde:

e Cada Q. € 7, es un poligono (rectdngulo o tridngulo) con inte-
rior no vacio (€, # 0)) y conexo.

e Cada (), € T, tiene frontera 02, Lipschitz continua.
e Para cada 2;,Q); € 7, distintos, Qz N Qj = 0.
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e El didmetro h; = Diam(S.) de cada €, satisface Diam(€.) < h
para cada e =1,2,..., K.

e Cualquier cara de cualquier elemento ; € 7}, en la triangu-
lacién es también un subconjunto de la frontera 02 del dominio
(2 0 una cara de cualquier otro elemento 2; € 7} de la triangu-
lacién, en este tltimo caso €2; y €2; son llamados adyacentes.

e Los vértices de cada €, son llamados nodos, teniendo /N de ellos
por cada elemento 2,.

Una vez que la triangulacién 7;, del dominio €) es establecida, se procede
a definir el espacio de elementos finitos P"[k] a través del proceso descrito a
continuacion.

Funciones Base A continuacién describiremos la manera de construir las
funciones base usadas por el método de elemento finito. En este proce-
dimiento debemos tener en cuenta que las funciones base estdn definidas en
un subespacio de V = H' (Q) para problemas de segundo orden que satisfacen
las condiciones de frontera.

Las funciones base deberan satisfacer las siguientes propiedades:

e Las funciones base ¢, son acotadas y continuas, i.e ¢, € C' (€2,) .

e Existen ¢ funciones base por cada nodo del poligono €., y cada
funcién ¢, es no cero solo en los elementos contiguos conectados
por el nodo 1.

e ¢, = 1 en cada ¢ nodo del poligono €. y cero en los otros nodos.

e La restriccién ¢; a . es un polinomio, i.e. ¢, € P[] para
alguna k& > 1 donde P[] es el espacio de polinomios de grado
a lo méas k sobre (..

Decimos que ¢, € P[] es una base de funciones y por su construccién
es evidente que estas pertenecen a H' (2) . Al conjunto formado por todas las
funciones base definidas para todo Q. de € serd el espacio P"[k] de funciones
base, i.e.

E
P'[k] = | Pilf2]
e=1
estas formardn las funciones base globales.
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Solucién aproximada Para encontrar la solucién aproximada elegimos
el espacio P"[k] de funciones base, como el espacio de funciones lineales ¢,
definidas por pedazos de grado menor o igual a k (en nuestro caso k = 1),
entonces el espacio a trabajar es

V" = Generado {¢; € P"[k] | ¢;(x) =0 en 00} . (5.31)

La solucién aproximada de la Ec. (5.21) al problema dado por la Ec.
(5.1) queda en términos de

/Q (V(bi ra-Vo; — c¢l¢j) dxdy = /Qfgd)jdxdy (5.32)

si definimos el operador bilineal

Kij=a (¢i7 ¢j) = /Q (V¢i i - Vo — cgbigbj) dxdy (5.33)

y la funcional lineal

Fy=(/, ¢j>=/ﬂfg¢jd:cdy (5.34)

entonces la matriz K = [Kj;], los vectores u = (uy,...,un) y F = (F1, ..., Fy)
definen el sistema lineal (que es positivo definido)

Ku=F (5.35)

donde u serd el vector solucién a la Ec. (5.35) cuyos valores serén la solucién
al problema dado por la Ec. (5.21) que es la solucién aproximada a la Ec.
(5.1) en los nodos interiores de .

Un Caso mias General Sea el operador eliptico (caso simétrico) en el
dominio €2, y el operador definido por

Lu = fq enQ\X (5.36)
u = g en 0f)
[uly, = Jo
lan, - Vulg = J
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donde
Lu=-V-a-Vu+cu (5.37)

conjuntamente con una particion [[ = {2, ..., Qg} de . Multiplicando por
la funcién w obtenemos

wlu = —wV -a-Vu+ cwu = wfq (5.38)

entonces si w(x) es tal que [w] = 0 (es decir w es continua) y definimos

E
a(u,w) = Z/ (Vu-a- Vw+ cwu) dz (5.39)
i=1 7S
tal que a (u,w) define un producto interior sobre
H Q) =H (Q)®H (W) @..oH (Q).

Entonces, reescribimos la Ec. (5.38) como
a(u,w) = /wfdg—i— Z/ way, - Vuds (5.40)
0 —

= /wad£+/ wan-Vudg—/w[an-Vu]Edg
Q a0 >

Sea ug(x) una funcién que satisface las condiciones de frontera y .Jy una
funcién que satisface las condiciones de salto, tal que

i) ug(x) = g(x) en 0N
i) [uo(2)]y = Jo

y sea u(x) = ug(x) + v(z). Entonces u(x) satisface la Ec. (5.39) si y sélo
si v(x) satisface

@ (u,w) = / wfadz — (o, w) — / Jywds (5.41)

para toda w tal que w(z) = 0 en 9. Sea {¢,} una base de un subespacio de
dimensién finita V" definido como

Vi={¢; | ¢; € C*(U),Vi,¢; =0en 0y ¢, € C° ()} . (5.42)
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La solucién por elementos finitos de (5.41) se obtiene al resolver el sistema
lineal

Ku=F (5.43)
donde
=a (¢m ¢3) (5-44)
y
F; = /Q¢jfgdg— a (u0,¢j) — /2 J1¢;ds (5.45)

esta solucidén serd la solucion en los nodos interiores de €.

5.2 Meétodo de Penalizaciéon Interior

En la década de los 70s se desarroll6 el método de Interior Penalty (IP)
de forma independiente del método Galerkin para ecuaciones elipticas y
parabdlicas resultando en dos métodos independientes en los que se usan
elementos finitos discontinuos, y un nimero grande de variantes se han in-
troducido y estudiado. Las penalizaciones fueron primeramente introducidas
en el método de Elementos finitos como una forma de imponer condiciones
de frontera tipo Dirichlet débiles mdas que incorporarlas a las condiciones de
frontera dentro del espacio de elementos finitos [63].
Sea €2 un dominio y sea el operador eliptico

—Au = f enQ (5.46)
u = 0 endf)

/Vu-Vvdg—/ —vds—/fvdx (5.47)
Q a0 On

para toda funcién de prueba v suﬁaentemente suave. Puesto que u se nulifica
en la frontera, tenemos también que B(u,v) = [ fvdz donde

claramente

B(u,v) = / Vu - Vodx — —vds —/ —uds—l—/ nuvds  (5.48)
Q a0 On a0 On 0

para cualquier funcién de peso 7. El método entonces determina una solu-

cién aproximada wu;, en un subespacio de elementos finitos de H! () tal que

B(up,vy) = [ fopdz para todo vy, en el mismo espacio. Notemos que el se-

gundo término de la forma bilineal B surge para asegurar que el método es

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 82 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

consistente. El tercer término fue adicionado para que el problema discreto
sea simétrico (y de manera que el método es verdaderamente variacional -la
solucién discreta minimiza B(u,u)/2 — [ fu sobre el espacio de elementos
finitos). Finalmente el dltimo término es el término de penalizacion, el cual
es necesario para garantizar la estabilidad.

Se muestra que si 7 es tomado como C/h donde h es el tamano del
elemento y C' es una constante suficientemente grande, entonces la solucién
discreta converge a la solucién exacta con orden 6ptimo en H' y L2

Un método de penalidad diferente para imponer condiciones de frontera
tipo Dirichlet no incluye cualquiera de los términos segundo o tercero en la
Ec.(5.48), y usa como peso de penalizacién h~ para alguna o > 0. A causa
de la omisién del término de consistencia, el método y su andlisis incluyen
un error de consistencia.

Otra interesante posibilidad es la de incluir todos los términos en la
Ec.(5.48) pero cambiando el signo del tercer término en B. La forma bi-
lineal ya no sera simétrica, pero tiene una propiedad coercitiva favorable, a
saber, B(u,u) > [ |Vu|?, no importando cual 5 > 0 se escoja.

5.3 Meétodo Galerkin Discontinuo

En el presente capitulo se dard un esquema para el entendimiento, com-
paracién y andlisis de varios métodos de Galerkin Discontinuo que han sido
propuestos para el tratamiento de problemas elipticos. Esta clase incluye los
llamados métodos de penalizacién interior [63].

Mallado del dominio El Mallado o triangulacién 7, del dominio €2, sin
pérdida de generalidad, consideremos el dominio 0 C R?, el cual es subdivi-
dido en F subdominios o elementos (). llamados elementos, tal que

Q= LEJQ (5.49)

e=1

donde:

e Cada Q. € 7, es un poligono (rectdngulo o tridngulo) con inte-
rior no vacio (€2, # () y conexo.

e Cada (), € 7, tiene frontera 02, Lipschitz continua.
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e Para cada ();,Q); € 7, distintos, QZ N Solj = 0.
e El didmetro h; = Diam(S.) de cada €, satisface Diam(€.) < h
para cada e =1,2,..., K.

e Cualquier cara de cualquier elemento ; € 7, en la triangu-
lacién es también un subconjunto de la frontera 02 del dominio
2 0 una cara de cualquier otro elemento 2; € 7} de la triangu-
lacién, en este tltimo caso €2; y €2; son llamados adyacentes.

e Los vértices de cada (), son llamados nodos, teniendo N de ellos
por cada elemento ().

5.3.1 Generalizacion del Método Galerkin Discontinuo

Sea ) un dominio y se el operador eliptico

—Au = f enQ (5.50)
v = 0 en o2

donde el dominio €2 se asume como un dominio poligonal y f es una fun-
cion dada en L?*(Q2). Para obtener la formulacién débil sobre la cual la dis-
cretizacién se basa, reescribimos el anterior problema como sigue

c=Vu, —V-.o=f en() (5.51)
u=0 en 0. (5.52)

Sea K la clausura de un subconjunto abierto de €2 con frontera por peda-
zos suave. Si multiplicamos la anterior ecuacién por funciones de prueba e
integramos formalmente sobre K, tenemos

/U'le':—/ uV-de—i—/ uny, - 7ds (5.53)
K K oK

/ o-Vudr = / fudz +/ o - nivds (5.54)
K K oK

donde nx es el vector normal unitario exterior a 0K. Esta es la formulacién
débil que buscdbamos. Con esto en mente podemos ahora definir el método
generalizado Galerkin Discontinuo.

Denotamos por 7j, una triangulacién del dominio 2 en poligonos K, y por
P(K) un espacio de dimensién finita de funciones suaves, tipicamente poli-
nomios, definidos sobre el poligono K. Este espacio es usado para aproximar
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la variable u. Ademds, denotamos por ¥(K) otro espacio de dimension finita
de funciones suaves que serdn usadas para aproximar la variable auxiliar o.
Sean

Vi={vel*Q)|v,€Pk), VKEeT} (5.55)
5, — {7’ e (L2 () |7, €S(k), VKe Th} (5.56)

y consideramos la siguiente formulacién débil:
Encontrar u, € V}, y o5, € ¥, tal que para toda K € 7}, tenemos

/ oy - Tdr = —/ upV - Tdx + Z heEny, - tds, V1 € L(K)  (5.57)
K K

eCOK V€

/ oy, - Vodr = / fodx + Z het - nyvds, Vo € P(K) (5.58)
K K eCOK vV €

donde las sumas son tomadas sobre los bordes del poligono K, y el flujo
numérico h&* y h&™ son aproximaciones a 0|, = Vu,, y a u), respectivamente
sobre las caras de la triangulacién.

Por ejemplo, para elementos triangulares, podemos tomar P(K) como el
conjunto de polinomios de grado p > 1y %(K) como el conjunto de todos los
polinomios del campo vectorial de grado p — 1 o p. La eleccién de la forma
de construir los flujos es crucial, algunas propiedades bédsicas que deben de
compartir todas las elecciones de flujo se dan a continuacién:

1. Localidad.- Sea K = Kj un elemento de la triangulacién, y sea e uno
de sus bordes. Asumimos primero que e es un borde interior de nuestra
triangulacién, tal que existe un segundo elemento K5 que comparte el
borde e con K;. Entonces asumimos que h&¥ y h&% dependen de las
restricciones up|, ¥ 0|, de up y o a K;, @ = 1,2. Més precisamente,
de modo local tenemos

e, K _ 1K
P = R (s O, Uy Ty ) (5.59)

en los ejemplos, estas funcionales dependen de la forma particular de

he™ y hi™, ya que dependen sélo de las trazas de unj, , Vun|,, ¥ Onjy,

sobre el borde e. Ya que up, Vu, y 0, son en general discontinuas a

través de e, la traza de wy), sobre e serd diferente que la traza de

Up|,, sobre e, y de forma similar Vu, y o, las cuales tendran dos
2
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diferentes trazas sobre e. Asf que, h&" y h&" dependen linealmente de
seis cantidades
(uh|K1) ; (VUhK1>| ; (O'hK1>| ; (5.60)

<Uh|K2>e , <VuhK2>|e , <0hk2>|e ) (5.61)

En nuestro particular caso de un problema homogéneo con condiciones
de frontera tipo Dirichlet, los flujos sobre los bordes de la frontera
tienen la misma dependencia funcional sobre esas seis trazas, siempre
que se interpreten las trazas proximas a K, como sigue:

<uh|K2>e —0, (5.62)

<Vuh|K2>|e = (VuhKl)le y <0h|K2>e = <ah|K1)|e. (5.63)

Finalmente, es importante notar que en todos los métodos se analizard
e, K .

hy™ la cual no depende de oy, (ni sobre Vuy,,, la cual es menos

importante).

2. Consistencia.- En todos los métodos se considera como consistente en
el sentido que, en una forma funcional descrito como

P (i, Vit Uy Vit ) = Vg (5.64)

e, K —
hu <U|K1,VU|K1,U‘K2, VU‘}Q) = Ule (565)
donde u es una funcién suave que satisface las condiciones de frontera.

3. Comnservacion.- Todos los métodos satisfacen
hoR = poke (5.66)

donde e es un borde que comparten los elementos K; y Ks, y de tal
forma que podemos escribir de forma simplificada hf. De tal forma
que la propiedad de conservacion la podemos escribir como: Si S es la
unién de alguna coleccién de elementos, entonces, tomando a v como
idénticamente la unidad en la Ec.(5.58) y sumando sobre K contenida
en S tenemos

/fd:c + > [ hS - nds=0. (5.67)
S

eCcoS Ve
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Cerramos esta seccién con varios comentarios adicionales concernientes a
las propiedades antes mencionadas.

e Como se vio, si h%% no depende de o}, entonces la variable auxiliar
o, puede ser eliminada localmente en términos de u, y Vuy,, usando
la Ec.(5.57). Cuando se usan tridngulos, se usa la base ortonormal de
Dubiner convirtiendo esta eliminacién en trivial.

e En todos los métodos se considera h¢ depende de cualquiera de las dos,
de las trazas de Vuy, o de oj, pero no de ambas. Aquéllas categorias,
para las cuales la matriz de carga tiende a ser matriz dispersa incluye
a los métodos de Penalizacién Interior y Baumann y Oden.

e La mayorfa de los métodos satisfacen adicionalmente a la propiedad de
conservacién dada por la Ec.(5.66), la propiedad andloga h&ft = pe2
en cuyo caso escribimos A{,. Y nos referiremos a esta como métodos com-
pletamente conservativos, estos métodos generan después de eliminar
o una matriz de carga simétrica excepto para los métodos de Bau-
mann y Oden y en este caso son conocidos como métodos de penalidad
pura. Todos los métodos que se consideran aqui son completamente
conservativos.

e Notemos que, en vista de la Ec.(5.58) sélo la componente normal h& -
ny, de h& participa en el método, la componente tangencial es irrele-
vante. En la préactica, la componente normal depende sélo de las trazas
normales.

5.3.2 Flujos Numéricos Independientes de Vu,,

Sea e un borde que comparten los elementos K; y Ks. Definiendo también
los vectores normales n; y ny sobre e apuntando hacia el exterior de K y
K, respectivamente. Si v es una funcién sobre K; U K5 pero con posibles

discontinuidades a través de e, sea v; que denota (U| K) K 1=1,2.
Para una funcién escalar v definimos
b= % (i +vs),  [[o]] = vim1 + vans (5.68)
si 7 es una funcién vector valuada, tenemos
F= ! (T1+ 72), 7] = T1.m0 + T2 - o (5.69)

2
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notemos que el salto [[v]] de una funcién escalar v es un vector paralelo a n y
que [[7]] es el salto de la componente normal de la funcién vectorial 7, siendo
esta una cantidad escalar. La ventaja de esta definicién es que no depende
del asignamiento de un orden a los elementos K;.

Aqui consideraremos que el método es determinado por la siguiente elec-
cién del flujo numérico

he' = on — a®[[un]] + 5°[[on] (5.70)
hoR =ty + ¢ - [[un]]

donde (3 y ¢ son funciones vector valuadas sobre e. A menudo ellas son
constantes y en muchos métodos ellas se toman como nulas. El término
af ([[un]]) puede ser tomada simplemente como

a® ([[un]]) = 1 [[un] (5.71)

para alguna constante o funcién n°. Otra posibilidad es definir el operador
re : L' (e) — X definida como

/Q re(q) - Tdz = — / q-ds (5.72)

para todo 7 € X y ¢ € L' (), y el conjunto

—

a* ([[un]]) = n°re [[un]. (5.73)

Primero reescribimos el método insertando el flujo de la Ec.(5.70) dentro de
la ecuacién de Galerkin dadas por las Ecs.(5.57) y (5.58) y tomando sobre
K € T;,. Denotando por &, el conjunto de todas los bordes, obteniendo

/ah-Tda: = /Vuh Tdr + (5.74)
Q

Z o ~ [lua]] - #) ds

ee&y

Z/Kah~Vvdx = /vada;—i- (5.75)

K

> /(c'fh — o ([[un]]) + 5°[[unl]) - [[v] ds

ecy, €
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para toda 7 € ¥, v € V},. Si tomamos que todos los af, 5 y ¢ se nulifican,
recuperamos el método de Galerkin Discontinuo original. Este método puede
ser inestable al menos para mallas uniformes, sin embargo la estabilidad
se logra si a® es un operador positivo. Definiendo a¢ por la Ec.(5.73) con
n® > 0 (pueden ser 3° y 7¢ zero) obteniendo las variantes de Bassi y Rebay,
definiendo ¢ por la Ec.(5.71), n° > 0 obtenemos el método LDG.

Continuando, podemos eliminar o para reescribir el método en términos
de uy, solamente (esto es lo usualmente preferido en la implementacién). Para
hacer esto, definimos dos operadores R y L. El operador R : V;, — ¥, dado
por R(v) =} ¢ Te ([[un]]) , 0 equivalentemente,

/ R(p)-rde ==Y [ [l¢]l- +ds (5.76)
Q e€&y €
para toda 7 € X, y el operador L : L' (UE,) — X que es definido por
/Q L(p)-rdz="Y_ [¢-[llds (5.77)
ecy, €

para toda 7 € X,.
Denotamos por Py la L?—proyeccién sobre Y, entonces podemos re-
escribir la Ec.(5.74) como

on = Ps(Vug) + R (un) + L (7 - [[us])) (5.78)

y la Ec.(5.75) como
Z/KJh -Vudr = /vadx + /Qah (=R (v)+ L(B-[[v]])) (5.79)
=3 o @) [l as

e€e€y €

donde 3 y v son funciones sobre U, las cuales estdn dadas por ¢ y ~¢
respectivamente, sobre cada borde e. Finalmente insertando la Ec.(5.78) en
la Ec.(5.79), obtenemos

> /K (Pe(Vun) + R (un) + L (v - [[un]])) - (Vo + R (v) + L (3 - [[v]])) dz
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+Z/ ]]dsz/ﬂfvdx. (5.80)

ec&y

Notemos que la segunda suma del lado izquierdo de la Ec.(5.80) es simétrica,
con respecto a u; y v ya que

3 / o ([fur) - [[o]) ds = (5.81)

ecp €
Dece, J. 77 uh [[v]] ds, si a° es definido por Ec.(5.71)
>ece, J.n°re ([[un]]) - e [[v]] ds, si a® es definido por Ec.(5.73).
de este modo es claro que la matriz de carga simétrica es obtenida si elegimos
B¢ = —~¢ para toda e. Esta eleccién es usada por el método LDG.

En la préctica la inclusién de VP(K) C X(K) generalmente es suficiente.
En el caso de la proyeccién Pg no es requerida en la Ec.(5.80).

Finalmente, notemos que el soporte de v es contenido en un solo elemento
K, entonces el soporte de R(v) el cual generalmente contiene a todos los
elementos que contienen el borde de K. Consecuentemente el producto R(uy,)-
R(v) en la Ec.(5.80) la cual generalmente tiene un gran impacto negativo en
la dispersién de la matriz de carga. Este problema es mucho menos severo
cuando el flujo numérico es independiente de oy,.

5.3.3 Flujos Numéricos Independientes de o),

Primeramente consideremos, en lugar de la Ec.(5.70) el siguiente flujo numérico

B = T — af [funl] + ¢ [Vun] (5.82)
he™ =+ [[un]]

donde 3¢y 7¢ son funciones vector valuadas sobre e. Procediendo a la elimi-
nacién de la variable o, como en la seccién anterior. Pero usando las defini-
ciones de Ry L en las Ecs.(5.76) y (5.77) respectivamente, obtenemos

Z/K (Ps(Vun) + R (un) + L (v - [[un]])) - Vv (5.83)

+Vuy - (R(v) — L(B - [v])) da

+) / ) - [[v]] ds = /Q fudz.

ecy,
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escogiendo f = v = 0y « escogido como la Ec.(5.71), recuperamos el método
de Penalizacién Interior, mientras que para § =y = 0 y «a escogido como la
Ec.(5.73) procedemos a recuperar el método original de Galerkin Discontinuo
de Bassi y Rebay sobre algunas suposiciones generales, y para elementos
triangulares, el esquema de estabilidad y convergencia éptima se da siempre
y cuando n° > 3, donde este nimero representa, en esencia el nimero de
bordes por elemento.

Notemos que el nimero de entradas no cero de la matriz de carga es
reducida a un minimo, esto es debido a que el término R(uj) - R(v) que
aparece en la Ec.(5.80) ya no estd presente en la Ec.(5.83).

Considerando ahora otra familia de flujos numéricos, consideremos

heg = (Vup — a ([[un]]) (5.84)
hZ’K = ’llh +9 [[uh]} ‘NK
donde ( y ¢ son pardmetros reales. Diferentes opciones de estos pardmetros
son seleccionadas en los diferentes métodos de Galerkin Discontinuo. Note-
mos que para § # 0 corresponde a métodos en los cuales no es totalmente
conservativo y para ( # 1 la consistencias es violada.

Usando la Ec.(5.84) en las Ecs(5.57) y (5.58) y procedemos a eliminar o,

como antes, obtenemos

Z /K (Ps(Vug) - Vo4 (1 —20) R (up) - Vo + (Vuy, - R(v))dz (5.85)

+Z/ [[v]]ds_/ﬂfvdm

ec&y

para § = 1,( = 1,a* = 0y VP(K) C X (K) (tal que se VP(K), Ps se
reduce al operador inclusién y puede ser suprimido), esto es exactamente el
método Galerkin Discontinuo de Baumann y Oden. Para ver esto, la anterior
ecuacion puede ser reescrita. Para iniciar notemos que

/Q Vu- R(v)de =—) / || s = — Z / 8nK ds  (5.86)

ecéy
donde seleccionamos en cada elemento K, para cada e € 0K

() = 5 (o™ — ), (5.87)
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con obvio entendimiento de los simbolos. Con esta notacién y cuando VP(K) C
Y (K), la Ec.(5.85) puede ser reescrita como

EK: /KVuh - Vudx + /BK ((25 — 1) ([ugn)) % — C ([un)) %) ds (5.88)

# 3 [at Q) (ol ds = [ fods
ec&, V€ Q

el cudl es el método Galerkin Discontinuo de Baumann y Oden cuando ¢ =
( =1y a®=0. Este método requiere algunas suposiciones adicionales, como
es el hecho de que los polinomios deberdn de ser de grado mayo o igual a dos.
La situacién cobra importancia cuando af es tomada como en la Ec.(5.71) o
Ec.(5.73) con n° > 0.

Por otro lado, tomando 6 = 1/2 y ¢ = 0 en la Ec.(5.84), la Ec.(5.85)
quedarfa como

Z /K Ps, (Vuy,) - Vodzr + Z af ([[ug]]) - [[v]] ds = /foud:c. (5.89)

e€Ey €

esto, cuando VP (K) C X(K), puede ser visto como una extension del método
de Babuska-Zldmal de Penalizacién Interior.

5.3.4 Distintos tipos de Métodos Galerkin Discontinuo

En esta unificacién de diversos métodos de Galerkin Discontinuo, en esta sec-
cién se resumen las diferentes opciones de flujo que se necesitan para obtener
las diversas variantes del método. Para todas las variantes del método P(K)
es el espacio de polinomios esténdar y ¥ (K) es tomado tal que contiene
VP(K).

Podemos ver que esta divisién en clases subdivide de forma natural aque-
llos métodos completamente conservativos y los parcialmente conservativos,
por otro lado, divide aquellos cuyo flujo es independiente de o;, y aquellos que
no lo son. Podemos decir que los métodos completamente conservativos ge-
neran problemas simétricos cuando los pardametros de su flujo numérico estan
adecuadamente definidos, y los métodos parcialmente conservativos generan
métodos no simétricos.

También notemos que cuyos métodos en los cuales el flujo numérico es
independiente de o} produce matrices de carga con un marcado nimero de
entradas distintas de cero.
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Meétodo hok hot
Bassi-Rebay 1 oy up,
Brezze et al. 1 Op — nere/[[u\h]] Uy,

LDG on = 1 [[un]] + B [lon]] |t + 7 [[un]
1P ﬂh - ’I]e [[uh]] ’llh
Bassi-Rebay 2 Up — nere/[[u\h]] Uy,
Baumman-Oden Up, Up, — [[un]] - nx
Babuska-Zldmal —n° [[un]] Up|
Brezze et al. 2 —nere/[[u\h]] Up

5.4 Meétodo Discontinuo Enriquecido

El método estandar de elementos finitos que se basa en polinomios continuos
definidos por pedazos mediante la aproximacion Galerkin, esta es 6ptima para
el operador de Laplace, en el sentido de que este minimiza el error en la norma
de energfa o en la semi-norma H'!, esta propiedad asegura buen desempefio en
el cdlculo sobre mallado no muy fino. Sin embargo, un buen desempeno sobre
cualquier mallado no estd garantizado para el método de elementos finitos,
principalmente en presencia de gradientes grandes y oscilaciones rapidas.

Numerosos métodos se han desarrollado para salvar estas deficiencias, la
gran mayoria de ellos se basan en modificaciones del método Galerkin, moti-
vada por el método FETI para descomposicién de dominio no conforme con
el uso de multiplicadores de Lagrange, el método de Discontinuo Enriquecido
[64] propone una discretizacién con elementos finitos estdndar con un campo
polinomial en el cual cada elemento es enriquecido por un espacio libre de
soluciones que gobiernan el problema homogéneo con coeficientes constantes.
Este enriquecimiento es facil de obtener y es virtualmente independiente de
la geometria y el orden del polinomio usado en la discretizaciéon. De este
modo, las caracteristicas de las ecuaciones diferenciales son incluidas en la
aproximacion.

El concepto de métodos de elementos finitos con multiplicadores de La-
grange para hacer cumplir las restricciones de frontera son bien conocidos
y estos han sido exitosamente aplicados a el andlisis estructural de sistemas
modelados por diferentes tipos de elementos.

Sea ) C R™ un dominio con frontera suave 0S2, por simplicidad conside-
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raremos el siguiente problema con condiciones de frontera Dirichlet: Encon-
trar u : 2 — R tal que
Lu= fen (5.90)

u = g sobre 02 (5.91)

donde f : Q2 — Ry g: 02 — R son funciones dadas, el operador L es
considerado como de segundo orden.

Particionando el dominio €2 en E subdominios {4, ...,2g} sin traslape
con fronteras 0€2;, con i =1, ..., F tal que

Q=J% (5.92)

donde
E
(=0 (5.93)
=1

y denotamos a la unién de los elementos interiores por
Q=Jo (5.94)
similarmente, la unién de los elementos de la frontera es denotado por

E
00 = | oo (5.95)
i=1
y a los elementos en la interfase o los elementos de la frontera interior es

I = 90\09. (5.96)

Un ejemplo de un dominio €2 y su descomposiciéon en subdominios §2; y
cada €); a su vez descompuesto en €2, subdominios se muestra en la figura:
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Q

| ket

Py

|

r
~—y

Py

P

Figura 2: Dominio 2 descompuesto en subdominios €2;, con i = 1,2, ..., 9.

Sea I';; = 0€2;N0S2; donde 0S2; y 0€2; son las fronteras de dos subregiones
adyacentes, entonces definimos como la traza a la restriccion de v* a T';.
Pero como I';j, para dos subregiones vecinas hay dos trazas definidas una
que corresponde a v’ y otra a v’, entonces se requiere introducir la siguiente
notacién para poderlas distinguir entre si:

vy = Tr(v') (5.97)
cuando (2; cae del lado positivo de I';; y
v_=Tr(v?) (5.98)

en caso contrario. Aqui Tr(v) designa al operador traza de la funcién v. En
general v, # v_ ya que se trabaja con espacios de funciones definidas por
tramos.

Observacion 2 Notemos que al considerar una funcion w en §2, su defini-
cion en I' es innecesaria, ya que la medida de Lebesque de I' es cero. Si la
traza de w, es definida en casi todos lados salvo un conjunto de medida cero
sobre 0), para o = 1, ..., E, entonces tal traza es también definida en I'. En
particular, si la traza de w, esta definida sobre 02, para cada oo =1, ..., F,
entonces ellas definen dos funciones definidas en casi todos lados salvo un
conjunto de medida cero sobre I, denotadas por (w,,w_) correspondientes a
los lados de trazas positivas y negativas de I' respectivamente.
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Definicién 44 El salto de v sobre I de funciones definidas por pedazos como
[[w]] = wy —w_ (5.99)

y el promedio como

= % (wy +w_) (5.100)

respectivamente.

5.4.1 Formulacién Variacional Hibrida con Continuidad Débil

La férmula variacional del problema con condiciones de frontera dado por
la Ecs.(5.90) y (5.91) estd dado en términos de el conjunto de soluciones de
prueba

V= L*(Q)n H (5@) (5.101)

estas funciones posiblemente sean discontinuas a través de los elementos de
frontera, similarmente, las funciones no necesariamente satisfacen las condi-
ciones de frontera Dirichlet.

La continuidad entre elementos y las condiciones de frontera Dirichlet
son ambas impuestas débilmente por los multiplicadores de Lagrange en

H-1/? (5?2) , sea,
H (div; Q) = {p | p € (L*(Q))" ,divp € L* ()} (5.102)

y tomando p € W = H (div; 2) entonces las trazas normales de p sobre 0f);
son tomados como los multiplicadores de Lagrange. Estas trazas normales

p - n estdn bien definidas por pertenecer a H /2 (5?2) y satisfacen

(P 1n,0)5 = (Vv,p)g, + (v,divp)g, (5.103)

aqui (-,-) es la dualidad entre los pares H~/2(0Q) y H'/?(09) y los sub-
indices denotan dominios de integracion distintos de 052, y (-, -) es el producto
interior en L?(Q) y los subindices denotan los dominios de integracién dis-
tintos de ). El vector normal unitario que apunta hacia afuera de la frontera
es denotado por n. No son requeridos grados de libertad adicionales en la
aproximacién por multiplicadores del Lagrange como la traza normal de p,
comparada con las funciones escalares definidas sobre los elementos de la
frontera.
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Ahora, buscaremos el punto estacionario u € V y p €W de los multipli-
cadores de Lagrange

II(u,p) = 1ot (u,u) = (p-n,v)55 — L (u) — Ly (p) (5.104)

2
admitiendo para las discontinuidades, el operador bilineal a (-, -) definido so-

bre los elementos interiores (NZ, satisfaciendo
a(v,u) = (v, Lu)g + (Lyu,v) 55 (5.105)

aqui, Ly, es el operador de frontera correspondiente a £. Los términos repre-
sentando los datos son

L(v) = (v,f) (5.106)
Ly(q) = —{(q-n,g)

para funciones f y ¢ suficientemente suaves.

Muiiltiples métodos de estabilizacién incluyendo saltos supone el operador
de frontera a través de los elementos de la interfase. Tales términos son
derivados directamente de las ecuaciones gobernantes del método variacional
multiescala. La presente formulacién impone continuidad del campo en si
mismo.

5.4.2 Formulacién Débil

El punto estacionario de la funcional dada por la Ec.(5.104) es obtenida por
el establecimiento en la primera variacién a cero. En forma particionada,
esto conduce a

a(v,u) —(p-n,v)g55 =L (v) (5.107)

—(a-n,v)55 = Ly (q) (5.108)

aqui, v € V y q €WV son variaciones arbitrarias de u y p, respectivamente.

La clave de las condiciones de estabilidad para la formulacién mixta y
hibrida son descritos por el Teorema de Brezzi. Ellas se necesitan verificar
para el problema dimensional finito. Estas condiciones restringe la selecciéon
de la interpolacién de elementos finitos que puede usarse para un aplicacién
particular. La discretizacién de las Ecs.(5.107) y (5.108) conducen a una
diagonal por bloque tipicamente de ceros.
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La correspondiente ecuacién FEuler-Lagrange tipica es

Lu=f,enQ (5.109)
[[u]] = 0, sobre I' (5.110)

u = g, sobre 0f) (5.111)

p - n =L,u, sobre o0 (5.112)

esta tltima ecuacién facilita una interpretaciéon de los multiplicadores de
Lagrange. Por ejemplo, si £; es la derivada normal, entonces p = Vu en (2.

5.4.3 Aproximacién Galerkin

Buscamos aproximar la solucién " € V*C V de la forma
u = uf 4+ u® (5.113)

aqui, v € V' C H'(Q) son las funciones polinomiales continuas estdndar
definidas por pedazos de elementos finitos en la escala gruesa y u® € V@
es el campo enriquecido. Distinto es en la escala fina, las cuales tienen un
rol similar, u? puede ser discontinua a través de los elementos de frontera.
Esto nos permite burlar los inconvenientes al intentar aproximar la escala
fina global de las funciones de Green del método variacional multiescala, y la
pérdida de los efectos globales esperados por la restricciéon de los residuales
libres que se nulifican en la traza de los elementos de frontera. Un adicional
beneficio potencial es que mejora la aproximacién de soluciones discontinuas.

Esto proporciona gran flexibilidad en la seleccién de V¥ en este esquema.
Asumimos que la aproximacién de soluciones particulares para V¥ es satis-
factoria. El enriquecimiento debe por lo consiguiente contener soluciones de
la ecuacién parcial homogénea que no son representadas por el subyacente
campo polinomial, en este método, el campo enriquecido puede enteramente
capturar la solucién homogénea, mdas que simplemente mejorar el campo
polinomial.

Débil imposicién de continuidad permite el uso de espacios libres de solu-
ciones como base para el enriquecimiento. Consecuentemente la potencial
dificultad de problemas con valor de frontera a nivel de elemento no pueda
ser resuelto, ni analitica ni numéricamente. El relativamente simple espacio
libre de soluciones es aplicable a practicamente cualquier geometria y orden
polinomial que se le aplique al elemento.
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Resumiendo, se emplea la suma directa de las relaciones V" = V¥ @ V9,
donde u® € V9 y V? es generada por las soluciones de

Lu® =0 en R" (5.114)

que no estdn contempladas en las bases polinomiales. Entonces estas fun-
ciones son empleadas a un nivel de elementos, tipicamente se emplean solu-
ciones del caso con coeficientes constantes, el cual es facil de obtener.

El tratamiento de funciones de peso es consistente con la Ec.(5.113), a
saber v" = v + 19 y q € W". Por el método Galerkin, se busca u" € V" y
p € W" tal que para todo {vh, qh} € V" x Wh satisfagan

a(v"u") = (p" m,0") = =L (v") (5.115)
—{(q" - n,v") 5 = Ly (q") (5.116)
estas ecuaciones pueden ser descompuestas como sigue
a (0" u”) +a (0" u®) = (p" n,0") 5 =L (v7) (5.117)
a (v?,u”) +a (v?,u®) — (p" - n,0?) 5 = L (v9) (5.118)
—(q" - n,u") 52 —(q" - n,v") 5 = Ly (d") (5.119)

Debido a la naturaleza discontinua de V?, la Ec.(5.118) puede ser usada
para eliminar u® por condensacién estética en el nivel de elementos. Este
procedimiento proporciona una aproximacién local (y por tanto econémica)
de efecto global a escala fina sobre las escalas gruesas. La escala fina es
derivada por los elementos interiores residuales L (UQ) —a (UQ, ul ), y el inter
elemento y las discontinuidades de frontera <ph ‘n, UQ> 50"

5.4.4 Condensacion Estatica

Mi4s que meramente un recurso conceptual, la eliminacién local de u®, con-
duce a la formulacién u” — p, es propuesto como un procedimiento practico
que simplifica y condiciona la formulacién, a fin de reducir el costo computa-
cional. De esta forma, el costo de resolver la matriz del problema que resulta
del método es virtualmente independiente de la dimensién de u®.

El campo de enriquecimiento generalmente contiene varios grados de
libertad en cada elemento. Consecuentemente, la condensacion estdtica es
presentada en esta seccién en términos de ecuaciones discretas. Para la
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adveccion-difusion el enriquecimiento puede contener un solo grado de liber-
tad.
Consideremos una particion del sistema global de las ecuaciones discretas

KPP KPQ KPC u” FP
KOP K0 KO° u? 3 ={ F@ (5.120)
KeP Koe 0 p FC

aqui, u?,u? y p son vectores conteniendo los grados de libertad de u”,u®
y p" respectivamente. Las matrices de la Ec.(5.120) provienen de los térmi-
nos de las ecuaciones de la formulacién Galerkin de acuerdo a las siguientes
relaciones

) — K@
—(p" - m,09) 5 — K (5.121)
—<qh~n,vp — KC¢P

IS

<
RS

£
Lo

debido a la continuidad de u”, los arreglos K¢ y K" son vacios excepto a
lo largo de la frontera del dominio 0f2.

El sistema global es obtenido del ensamble de los elementos de los arreglos,
el montaje de los nodos polinomiales de los grados de libertad es convencional,
los coeficientes del enriquecimiento son la generalizaciéon de los grados de
libertad internos a cada elemento. La restriccion de los grados de libertad
estan definidos en los elementos de frontera: Vértices, esquinas y caras en
una, dos y tres dimensiones respectivamente. El arreglo de elementos es

kPP kPQ kPC
k' = | k@P k9@ k@C (5.122)
k¢P k€@ 0

con la obvia correspondencia entre la matriz global y de elementos. Notemos
que para resultados 6ptimos del siguiente procedimiento a nivel de elemen-
tos, los términos provienen de <ph ‘N, UP>BQ‘ y <qh -n, uP>aQ‘ deben de esta
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contenidas en kP’¢ y k“F respectivamente, aunque el ensamble cancele a casi
todas las entradas a lo largo de la frontera del dominio.

Los grados de libertad del enriquecimiento son eliminados a nivel de ele-
mentos para obtener

~ EPP EPC
K = [Ecp ’Ecc] (5.123)
donde
KPP = kPP —kPQ (kQQ) T kP (5.124)

_ kCP_kCQ kQQ
KCC —  _kC@ (kQQ)*l k@C

la condensacion estdtica elimina la diagonal por bloques de ceros de la matriz
sin condensacion.

El sistema global que resulta, reduce v — p la formulacién la cual es
obtenida como un ensamble del arreglo de elementos. Este sistema en par-
ticular es adecuado para soluciones iterativas. La solucién para el campo
eliminado es obtenida como un post-procesamiento con cada elemento.

5.4.5 Aproximacién de los Multiplicadores de Lagrange

Una amplia revisién de técnicas de aproximacion de los multiplicadores de
Lagrange se han empleado en este método, nos concentraremos en el es-
calamiento de las funciones base de los multiplicadores de Lagrange usando
el factor de escala s con la dimensién de £,. Para £ dada, s se escoge tal que
los coeficientes de las entradas de las matrices correspondientes a p y a u sean
del mismo orden de magnitud, con la idea de mejorar el condicionamiento de
la matriz.

Consideremos a los multiplicadores de Lagrange que sean constantes a lo
largo de las caras de un tridngulo. Esto se consigue en el presente esquema
como las trazas normales de

h _ c1 + c3x ‘
p'(z,y) = 8{ ¢ + C3y }, con (x,y) € (5.125)

en las caras del tridngulo, originalmente denotada por RTj. En este caso
divp" = const en ;.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 101 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

En un tridngulo con los multiplicadores de Lagrange que varfan lineal-
mente a lo largo de las caras, denotado por BDM, se consigue al considerar
nodos en los tres vértices, con la interpolacién lineal estdndar de los valores
en los nodos de p”. Los seis grados de libertad de estos elementos puede ser
reemplazada por los seis componentes normales de p” sobre 9€); (dos por
cara). Sin embargo, la representacién nodal es particular de la adecuada
estructura convencional de datos de los elementos finitos.

La aproximacion para cuadrildteros se define en términos de las coorde-
nadas naturales en el cuadrado de referencia que estd alineado con los ejes
cartesianos. En el caso de que la aproximacién se especifique en términos de
la componente normal de las caras de los elementos, el mapeo del dominio
fisico es llevado a cabo por un cambio de variables conocida como la trans-
formacioén de Piola tal que la componente normal es preservada. En el caso,
cuando los valores nodales son usados en conjuncién con la integracién de
acuerdo a la integracion del lado derecho de la Ec.(5.103) muy probablemente
se deberd de usar funciones isoparamétricas.

Considerando multiplicadores de Lagrange que son constantes a lo largo
de las caras del cuadrado de referencia. Es obtenida en el presente esquema
como las trazas normales de

h o Cc1 + cx
P’ (z,y) —s{ és + cay } (5.126)

en las caras del cuadrado original denotado BDFM y la cual coincide con
RT, para rectdngulos. En este caso divp" = const en ; como para RT. La
traza normal es constante, como es requerido y la aproximaciéon puede ser
especificada por las cuatro componentes normales de p” sobre la frontera.

5.4.6 Condiciones de Frontera Neumann y Robin

Hasta aqui se considerd sélo el caso de condiciones de frontera Dirichlet.
Sin embargo la formulacién preserva la estructura de las matrices a nivel de
elementos de las Ecs.(5.122) y (5.123) en presencia de condiciones de frontera
tipo Neumann y Robin.

Considerando una particién de la frontera del dominio 92 = 0Q2p U Qg
donde 9Qp N INr = 0. Se asume que las condiciones sobre la frontera tipo
Dirichlet sobre toda la frontera del dominio dada por la Ec.(5.91) es reem-
plazada por

u = g sobre 0Qp (5.127)
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Lyu + au = 3 sobre 0Qg (5.128)

aqui, g : 0Qp — R, a: 002 — Ry [ : 00 — R son funciones dadas.
La Ec.(5.128) representa las condiciones de frontera tipo Robin, también las
condiciones tipo Neumann en el caso espacial de o = 0.

Extendiendo p a 0{2g como sigue

W = {p|p€H(div,Q),p -n=—f sobre 9z} (5.129)

y la funcional dada por la Ec.(5.104) es modificada por

1 1

I (u,p) = 3¢ (u,u) + 3 (Qu, u) o, — (P10, 0) 55 — L (u) — Ly (p) . (5.130)

Esto conduce a la modificaciéon de la forma débil

a(v,u) + (o, v) o, — (P10, 0)55 = L (v) (5.131)
—{a-n,u)g = —Ly(q) (5.132)

donde,
qEWs={q|qe€H(div,Q),q-n =0 sobre 0Qr} . (5.133)

La Ec.(5.112) de Euler-Lagrange es ahora reemplazada por
p-n = Lyu sobre ' U0Qp (5.134)

p-n = Lyu+ au sobre 0g (5.135)

para condiciones de frontera tipo Neumann (o = 0) la definicién de p no es
cambiada.

La discretizacién de las formulaciones anteriores estdn contenidas en las
matrices a nivel de elementos de las Ecs.(5.122) y (5.123). El proceso de
ensamble ahora cuenta con la imposicién de los valores p - n sobre €2z como
una condicién esencial de frontera, de la misma manera que las condiciones
de frontera tipo Dirichlet son impuestas en el método de elementos finitos
convencional. En otras palabras, los grados de libertad asociados al nivel de
elementos con p - n sobre J€)z no son ensamblados dentro de los coeficientes
de la matriz global. En cambio, para datos inhomogéneos (5 # 0), se usan
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los términos del lado derecho. El proceso de discretizacién es el dado por las
siguientes relaciones

— (p"n,0?) L Kac (5.136)

siendo estas las modificaciones para condiciones de frontera tipo Neumann y
Robin.

5.5 Meétodos de Elementos Finitos Mixtos e Hibridos

En algunas circunstancias es usual aproximar una ecuacién diferencial par-
cial, en algiin dominio €2 el cual es a su vez descompuesto en subdominios
QF no traslapados, ya sea por que los métodos numéricos usados sean de
diferente espacio dimensional y/o por que las mallas no sean iguales en los
diferentes subdominios.

El distintivo de estos métodos de aproximacién es que, en principio, la
soluciéon aproximada puede no ser continua en la seccién de unién en las
interfaces del subdominio. Es por ello que la aproximaciéon Galerkin no puede
ser usada para este tipo de problemas, ya que el espacio de dimensién finita
usado hecho de funciones discontinuas no es un subespacio de H'((Q).

Las alternativas para este tipo de problemas consisten en dar una nueva
formulacién débil del problema el cual sea compatible con los espacios usados
Qg de manera independiente. Esto se puede hacer mediante los métodos
mixtos e hibridos [65].
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5.5.1 Meétodos Mixtos

Sea €2 C R" un dominio y se el operador eliptico
—Au = f enQ (5.137)
u = 0 endf2
donde el dominio {2 de asume como un dominio poligonal y f es una fun-
cién dada en L?(€2). Para obtener la formulacién débil sobre la cual la dis-
cretizacion se basa, reescribimos el anterior problema como sigue
c=Vu, V-oc=—f en{ (5.138)
u=0 en Of.
Entonces la Ec.(5.138) nos lleva directamente al siguiente problema silla:
Encontrar (o,u) € L? ()" x H} (Q) tal que
(0,7)gq — (1, V) =0,  Vre L*Q)" (5.139)

- (07 VU)O,Q = _(f7 ?}),v CAS H& (Q)

estas ecuaciones pueden ser tratadas en el esquema general de problemas con
punto silla con los espacios

X =L*Q)", M = H} (Q) (5.140)
a (Ua T) = (Ua 7_)O,Q ) b (7—7 ’U) = (77 vU)O,Q

las formas lineales son continuas, donde a es L?—eliptica. Para checar
la condicién inf-sup, usaremos la desigualdad de Friedrichs Ec.(21): Dada

v € H}(Q), consideremos el cociente que aparece en la condicién para
T=-VvelL?(Q)"

b(r,v) —(1,Vv)gq (Vu,Vo)gq 1
- = - = v, > = |jv]]; - (5.141)
Ilo I llg Vol c
Entonces ¢ proviene de la desigualdad de Friedrichs y depende solamente
de Q, el problema de punto silla dado por la Ec.(5.139) es estable.
Es facil construir elementos finitos adecuados para una triangulacién 7p,,
sin pérdida de generalidad, consideremos el dominio Q C R?, el cual es
subdividido en E subdominios o elementos €2, llamados elementos, tal que

E
a=J (5.142)
e=1
donde:
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e Cada Q. € 7, es un poligono (rectdngulo o tridngulo) con inte-
rior no vacfo (€2, # () y conexo.

e Cada (), € 7}, tiene frontera 02, Lipschitz continua.
e Para cada (;, Q; € 7, distintos, Q; N QJ’ = 0.

e El didmetro h; = Diam(S2.) de cada €, satisface Diam(2.) < h
paracadae=1,2, ..., F.

e Cualquier cara de cualquier elemento ; € 7, en la triangu-
lacién es también un subconjunto de la frontera 92 del dominio
(2 0 una cara de cualquier otro elemento 2; € 7} de la triangu-
lacién, en este ultimo caso €2; y €2; son llamados adyacentes.

e Los vértices de cada (), son llamados nodos, teniendo N de ellos
por cada elemento (..

Elijamos k& > 1, y definimos los conjuntos
X, = (MY ={0, € L2 (V)" | o4, € Py para T € T, }(5.143)
My, = M§y={v, € Hy(Q) | vy, € Py paraT €T, } .

notemos que sélo las funciones en M) son continuas. Ya que VM, C X},
podemos verificar la condicién inf-sup de la misma forma que para problemas
continuos.

El problema de punto silla con pares diferentes del tipo

H(div,Q) = {r € L*(Q)" | div 7 € L* (Q)} (5.144)

con la norma del operador de divergencia

17 sy = (71 + litiv 7113) . (5.145)
Buscamos (o, u) € H (div, ) x L?(Q) tal que
(0,7)gq + (div T,u) o =0, Vr € H (div, Q) (5.146)
(div o,v)yq = —(f, V)00, Yo € L2 ().
Para aplicar la teorfa general, tenemos los espacios
X = H (div, Q), M = L*(9) (5.147)
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a(o,7)= (O’,T)O’Q, b(r,v) = (div 7',11)07Q

claramente la forma lineal es continua. Entonces ya que la div 7 = 0 para 7
en el nicleo de V, tenemos que

2 2 . 2 2
a(r,7) = I7llo = lI7llo + Idiv 7llg = [Tl a0 - (5.148)

Esto establece la elipticidad de a sobre el nicleo. Ademds, para v € L2
dada, existe w € C5° () con [[v —wlly o < 5 vl q - Sea & = inf {1,z € Q}
y

zl

T1(z) = / w (t, 9, ..., T,) dt (5.149)
3

Ti(x) = 0, para i > 0.

Entonces obviamente div 7 = g“ = w, y el mismo argumento se aplica
para la desigualdad de Friedrich dada por ||7'||0 < cllw||, . Por ello

b(r,v) S (w,v)g0 > 1
1Tl vy — A+ 0) lwllgq — 2(1+¢)

y asf la condicién inf-sup es satisfecha.

A primera vista, aparentemente la solucién existe sélo si u € L2. Sin
embargo, u € H} (Q), y entonces C5° ()" C H (div, ), la primera ecuacién
de la Ec.(5.146) dice que en particular que

o] (5.150)

uaﬂ dex = —/ o Tidz, para 7; € C5° (). (5.151)
Ox; Q

Por lo tanto u posee una derivada débil 2% = o;, y como u € H' ().
Ahora, la Ec.(5.146) junto con la férmula de Green y Vu = o implica

/ u-Tvds = /Vu-TdaH—/div Tud (5.152)
o9 Q Q

= /a-tdx—i—/diVTudx:O
9] Q

ya que se satisface para toda 7 € C*(92)", tenemos que u = 0 sobre la
frontera en el sentido mds general. i.e. de hecho u € H} (Q).
En el caso estdndar la condicién natural de frontera es g“ = 0, pero aquf

la condicién natural de frontera es v = 0.
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Notemos que la Ec.(5.139) caracteriza la solucién del problema variacional

1(mff)o—(f,u) —  min (5.153)

2
Vu—0c = 0

donde el multiplicador de Lagrange coincide con o, y puede ser eliminado de
la ecuacién, por otro lado la Ec.(5.146) suge del problema variacional

1
5(0,0)0 — min (5.154)

dive+f = 0

en este caso, el multiplicador de Lagrange coincide con u de la Ec.(5.138).

Algunas veces la Ec.(5.139) con X = L? y M = H} es llamado método
primal mixto, mientras la Ec.(5.146) con X = H (div) y M = L? es llamado el
método mixto dual. El dual del problema variacional mixto estd relacionado
con la estimacién del error.

Teorema 45 (Prager y Synge)

Sea o € H (div),v € H} (Q) y asumase que div o+ f = 0. Ademds, sea u
una solucion de la ecuacion de Poisson Au = — f con condiciones de frontera
cero. Entonces

lu—v|? + |lgrad u — o} = ||grad v — o[} (5.155)

Los Elementos de Raviart-Thomas Los elementos de Raviart y Thomas
son adecuados para el problema de punto silla dado por la Ec.(5.146). Sea
k> 0,9 C R? y supéngase una triangulacién regular 7, y tal que

X, = RT} = {T e L2 (Q)? |7, = <ZT) +er (;) (5.156)
T

ar,br,cr € Py para T € T;, 7 - v es continuo sobre la frontera inter-elemento}
My, =M"(T;) ={ve L’ Q) |v, € PrparaT € Tp,} (5.157)

la continuidad de la componente normal sobre la frontera asegura la con-

formabilidad X, C H (div, Q).
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Por conveniencia, consideramos elementos de Raviart-Thomas sélo para
k = 0. La construcciéon depende estrechamente de las siguientes asevera-
ciones. Las funciones en (P;)? que tienen la forma

() ()

estan caracterizadas por el hecho de que n - p es constante en cada linea
ax + Py = cte siempre que n sea ortogonal a la linea. Por lo tanto, dado un
tridngulo 7', la componente normal es constante y puede ser prescrita sobre
cada borde de T, formalmente, el elemento de Riviart-Thomas es la tripleta

(T, (Po)? + - Py, mip(2:)) (5.159)

con ¢ = 1,2,3 con z; en el punto medio de cada borde 1.

La resolubilidad del problema de interpolacién es facilmente verificada,
dado un vértice a; de T, podemos hallar un vector v; € R? tal que es las
proyecciones sobre las normales de los bordes adyacentes tienen valores pres-
critos. Ahora determinamos p € (P;)” tal que

p(a;) =v;, coni=1,23 (5.160)

es la forma intermedia p € (P1)2 que las componentes normales son lineales
en cada borde del tridngulo. Ellas son planos constantes, ya que por cons-
truccién llegan al mismo valor en ambos vértices del borde. De este modo
las funciones construidas necesariamente pertenecen a un conjunto especifico

de (P1)2 .
Un operador de Interpolacién Sea k& > 0 y 1" un tridngulo. Definimos
pp: HY (T) — RT;, (T) (5.161)

por
/(q — prq) - nprds =0 (5.162)

para todo pr € Py, y cada borde e € 0T y

/ (¢ — pra) - pr_ydz =0 (5.163)
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para todo py_; € P2, (si k > 1).
Dada una triangulacién 7 sobre Q, definimos pq, : H' () — RT} local-
mente por

(re®)), = pr (4 (5.164)

para toda T € 7.

Nos restringimos al caso cuando £ = 0. Recordando que la componente
normal de v € RTj es constante sobre cada borde. La Ec.(5.162) expresa que
coincide con el valor promedio del componente normal de la funcién dada.
Esto se satisface por la solucién del problema de interpolacion.

Del teorema de la integral de Gauss se concluye que

/ div(q — prq)dz = [ (q— prq) - nds =0. (5.165)
T ecdT ¥ €

por otro lado, los elementos de Raviart-Thomas son lineales por pedazos y
a =div prq es constante sobre T. Por la Ec.(5.165) « es el valor promedio de
div v sobre 1. Por lo tanto « es la constante con la menor desviacién de div
q. Tal que se ha establecido la siguiente propiedad para k£ = 0.

Propiedad Minimal Dada una triangulacién 7 sobre Q. Sea II;, la L?—pro-
yeccién sobre MF¥. Entonces tenemos que para todo g € H* (Q)

div (¢ — prq) = idiv g (5.166)

esta ecuacion es llamada la propiedad del diagrama conmutativo

HY(Q) & 12(Q)
pol LI (5.167)
RT, & M~
Lema 46 La funcion
div: RTy — M° (5.168)

es suprayectiva.
Lema 47 Sea 7T}, sea una triangulacion reqular del dominio §). Entonces

g = Podll raivgy < chlal, + o | div g — vl - (5.169)
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Ahora la estimacién del error de la solucién por elementos finitos de la
Ec.(5.138)

— on |l — <c|hlo|l,+h + inf -
|o UhHH(dw,Q) |u—unlly < e ( o] Jully fhlen/\/to 1f fh“0>
(5.170)

Implementacién y Postprocesamiento En principio, la discretizacion
genera un sistema indefinido de ecuaciones. Puede ser llevado a un sistema
positivo definido mediante un procedimiento.

Para ello se elige los gradientes que pertenezcan al subespacio de H (div, Q) ,
primeramente admitimos gradientes en L2 (Q)2 , v después explicitamente se
requiere div o;, € L? () . Equivalentemente, requerimos que los componentes
normales o,n no existan saltos sobre los bordes. Para lograr esto, forzamos
la continuidad de ojn sobre los bordes mediante una restriccién explicita.
Esto introduce a los multiplicadores de Lagrange.

La aproximacion de las funciones para o, no requieren condiciones de
continuidad, y en cada funcién base tiene soporte sobre un sélo tridngulo. Si
eliminamos las variables asociadas por condensacién estdtica, las ecuaciones
resultantes son dispersas como antes del proceso de eliminacién. En adicién,
hemos eludido la costosa construccién de la base de elementos de Raviart-
Thomas.

Una ventaja adicional es que los multiplicadores de Lagrange pueden ser
considerados como una aproximacién por elementos finitos de u sobre los

bordes.

Normas Dependientes de la Malla para los Elementos de Raviart-
Thomas El cédlculo de elementos finitos con elementos de Raviart-Thomas
puede ser analizada desde el esquema de método mixto primal, i.e. con el
par H' (Q),L? (). Ya que la componente tangencial de las funciones en la
Ec.(5.156) pueden tener saltos en la frontera entre elementos, en este contexto
los elementos no son conformes y necesitamos normas que dependan de la
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malla

1/2
ITllon = Qmﬁ+h§jwmﬁJ (5.171)

ecl'y,

1/2
o]y, = (ZIvlf,TJrh_lZHHvHIIﬁ,e)

TEFh (:‘EFh

donde I'y, = Uy (0T N Q) es el conjunto de fronteras entre elementos. Sobre
los bordes de T'y, el salto [[v]] de v y la componente normal 7-n de 7 estén bien
definidas. Nétese que ambas 7 - n y [[v]] cambian de signo si la orientacién
de los bordes se toman en sentido contrario. Por lo tanto, el producto es
independiente de la orientacién.
La continuidad de la forma bilineal a (-, -) es obvia. La coercitividad se
sigue de
Il < C l7ll, (5.172)

para toda 7 € RT}, el cual es obtenido por el escalamiento del argumento
estdndar. La forma bilineal b (-.-) es reescrita por el uso de la férmula de

Green
bra)=—3" /

Ter, /T

7 - grad vdx + / [[v]] Tnds (5.173)

Ty,

ahora, la continuidad con respecto a la norma dada por la Ec.(5.171) es
inmediata.

Lema 48 La condicidon inf-sup es

b
o B0)

> Bvly, (5.174)
rerTy, I7llon

para todo v € MF se satisface con la constante > 0 la cual depende sola-
mente de k y de la forma del pardmetro de la triangulacion Ty,.

Comportamiento Débil de los Métodos Mixtos En el método primal
mixto dado por la Ec.(5.139) genera una forma débil de la forma cuadrética
a(--), sea u, € M, C Hy (Q) y o € X C L*(9) la solucién del método
mixto

(on, ) — (T, Vur)yq =0, V1 e Xy (5.175)
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— (on, VU)O’Q = —(f,v), Yv € M,

si By, = VM, C X}, entonces la primera ecuacién implica o, = Vuy,, y la
Ec.(5.175) es equivalente al cldsico tratamiento de la ecuacién de Poisson con
el espacio de elementos finitos M), siendo este caso poco interesante.

El caso més interesante es cuando Fj, & Xj. Sea P, : L? () — X}, la
proyeccion ortogonal sobre Xj,. La primera ecuacion en la Ec.(5.175) se lee

Op = Ph (Vuh) (5176)

y la segunda
(PuNVup, Vv)o g = (f,0) (5.177)

para toda v € Mj,.
Esta es la ecuacion débil para el problema de minimizacién relajado

% /Q [P, Vup]? do — /Q fon — min (5.178)
sélo la parte del gradiente que se proyecta sobre X contribuye a la energia
en la formulacién variacional. El grado de debilidad es fijada por la eleccién
del espacio destino de la proyeccion.

Otra caracterizacion de las ecuaciones variacionales dada por la Ec.(5.175)
puede ser reescrita en la forma en la cual genera ecuaciones lineales con
una matriz positiva definida. Escogemos un subespacio Ej, del complemento
ortogonal L? con respecto a X}, tal que

VM, C X @ Ej. (5.179)

El método mixto dado por la Ec.(5.175) es equivalente a la formulacién
variacional

(Vun, Vo)y g + (En, VU)o = (f,0)0q (5.180)

para toda v € M, y
(VUh, 77/)079 + (gfb 77)079 =0 (5181)

paratodan € Ey, si el espacio Ej, es enriquecido con gradientes que satisfacen
la Ec.(5.179). Aqui la relajacion de la forma variacional y de la proyeccién Py,
son definidas por E}, i.e por el complemento ortogonal del espacio destino.

La estabilidad del método mixto puede establecerse por el enriquecimiento
de elementos y se muestra que la estabilidad no depende de la eleccién del
espacio E),.
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Lema 49 Los espacios Xy, y My, satisfacen la condicion inf-sup con la cons-
tante 8 > 0 si y sdlo si satisface la desigualdad fuerte de Cauchy

(Vun, in)oq < /1= B [Vunlly Il (5.182)

para todo vy, € My yn, € E,,.

5.5.2 Métodos Hibridos

Sea €2 un dominio, consideremos el caso en el cual el dominio es dividido en
dos subdominios €2; y {25 por una frontera interior suave I'. Consideramos el
caso de un problema con condiciones de frontera tipo Dirichlet con coeficiente
variable a (x) , donde a (x) es discontinuo sobre I'. La formulacién variacional
de este problema es:

Encontrar u € H} (Q2) tal que

/ ay (x) grad u-grad vdx%—/
971

ay (x) grad u-grad vdr = / fodx (5.183)
Qo Q

para toda v € H} (). Definiendo u; = U, Y U2 = U, , la interpretacién
formal del problema dado por la Ec.(5.183) queda en la forma

—div (a1 (z) grad uy) = f, en Oy

—div (ag (x) grad ug) = f, en (5.184)
Ul|rno, — 0, U2|pnoa, — 0
uy = g, sobre I’ (5.185)
al% + Ouz = 0, sobre I

a1 —~——
8n1 8712

donde n; y ns son las normales exteriores en I' a los subdominios €2; y €2

respectivamente. La condicién de continuidad dada por la Ec.(5.185) estd

implicitamente contenida en la formulacién variacional. Un importante caso

especial se tiene cuando a; () = as () = 1, se tiene el siguiente resultado.
Sea u una solucién del problema de Dirichlet

{ —Au=f (5.186)

U =0
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donde I' es la frontera interna de los subdominios 2; y 5 del dominio {2
. Entonces el problema anterior es equivalente a buscar la solucién u del
problema

—Aul = f, en Ql
—Aug = f, en Qs (5.187)
Ul|rnon, — O’UQ\FmaQQ =0
u; = ug, sobrel’ (5.188)
8U1 8u2
— +— = 0, sobreT
o on, , sobre

para mostrar este resultado es necesario definir propiedades de las derivadas

normales 244 2 gobre I'. Esto requiere de alguna regularidad de f, por

P
ony y dng
ejemplo f € L? ().

Método de Descomposicién de Dominio para el Problema Dirichlet
Consideraremos ahora el problema de Laplace con condiciones de frontera
sobre el dominio {2, sea el problema de minimizacién definido sobre H} ()
y donde f € L? () es dada

1
inf = / |grad v|* dz — / fudz (5.189)
veHy(2)2 Jo 0
) oo 12 1w |2 .

donde [grad v|” = |g=| + |5>| =grad v-grad v. Este problema tiene una
tinica solucién u caracterizada porque u € H} () y

/ grad u - grad vdr = / fuodx (5.190)

Q Q

para toda v € H} (Q2) .
Si u es solucién, entonces satisface, en el sentido de distribuciones

—Au=f, en Q
{ w20 (5.191)

el cual es un problema esténdar de Dirichlet. Si H} () es reemplazado por
Hj , (Q2), entonces del problema dado por la Ec.(5.191) se convierte en un
problema mixto

—Au=f,en
u, =0 (5.192)
du
on|N
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en el cual tendremos condiciones de frontera tipo Dirichlet en D y condiciones
de frontera tipo Neumann en N. En particular para N = I', tendremos un
problema de Neumann. Notemos que el problema de minimizacién dado por
la Ec.(5.189) sobre H' (Q2) en lugar de H} () pudiendo definir a u salvo una
constante aditiva, y requerimos las condiciones de compatibilidad fQ fdx =0,
que pueden ser necesarias de la Ec.(5.190), tomando v = 1 en .
Denotando por H~'/2(T") al espacio dual de H'/? (') y tomando

g€ HY2(T) (5.193)
entonces, consideramos la funcional
1
—/ grad v|* dz — / fvdx — (g,v) (5.194)
2 Jo Q
donde (-,-) denota la dualidad entre H~/2(I') y H'/?(T'), en algunas oca-

siones se suele escribir esto como fr guds en lugar de (g, v) . Minimizando la
Ec.(5.194) sobre Hj p, (€2) genera el problema

—Au= f,en ()
uj, =0 (5.195)
o _
onin — 9

cuando D = () la solucién es definida salvo una constante aditiva y podemos
elegir f y g tal que [, fdx — [ gds = 0.

Consideremos el problema dado por la Ec. (5.195) en el dominio €2, el
cual es subdividido en E subdominios €2;, i = 1, ..., E/ sin traslape, es decir

E
Ny =2 Vi£j y Q=% (5.196)
=1

y al conjunto

E
T=|JTs si%i=00\00 (5.197)

i=1
lo llamaremos la frontera interior del dominio €2, denotamos por H al didmetro
H; = Diam(Q;) de cada €; que satisface Diam(§2;) < H para cada i =
1,2, ..., E, ademas, cada subdominio €2; es descompuesto en una mallado fino
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7, de K subdominios mediante una triangulacién €2, de modo que esta sea
conforme, denotamos por h al didmetro h; = Diam(£2.) de cada . que
satisface Diam().) < h paracadae=1,2,..., K decadai=1,2,..., E.

Entonces el método de descomposicién de dominio para el problema de
Dirichlet es reescrito como la funcional

B
J(v) = Zl {%/ﬂz grad v|* dz — /Ql fvdx} (5.198)

introduciendo el espacio funcional
X(Q) ={v|veL*(Q),vq € H (2 HH1 (5.199)

podemos extender J(v) sobre X (). Por otra parte H) () es un subespacio
cerrado de X (Q) y podemos considerar "v € Hj (€)” como una restriccién
lineal sobre v € X (€2). Esta restriccién fija que sobre e;; = 09; N 0L,
tenemos, en H /2 (€ij) que u; = u;, donde u; = Ulg, - Aplicando un proce-
dimiento en el cual se imponen restricciones mediante los Multiplicadores de
Lagrange adecuadamente elegidos en H~1/2 (€i;), pero es mejor introducir
q € H (div,)) y usar como multiplicadores la traza normal de ¢ sobre 0f);.
Esto genera el problema de punto silla -

E
inf sup { / |grad v|* dz —/ q.n;vds —/ fvdx} (5.200)
veEX (D) gEH (div,Q2) ', — o0 Qi

para los cuales se tienen las siguientes condiciones de optimizacién: para
i=1,..., E, encontrar u; € H' (€;) tal que

/ grad u; - grad v;dx = / fuidr + / p.nvids (5.201)
oF o} lo T

para toda v; € H' (Q;)

E
Z /m g-nuds =0 (5.202)
i=1 7 0%

para todo ¢ € H (div,2), esta tltima condicién expresa la continuidad de u
en la interfase e;; y la condicién u|,. = 0. La condicién dada por la Ec.(5.201)
muestra que u; es solucién en €2; del problema de Neumann

{ —Au; = f, en

guz :p n,, en OQ (5203)
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la resolucién de este problema requiere una condicién de compatibilidad
(hacer v; = 1 en la Ec.(5.201))

/ p.@ids—k/ fdx =0 (5.204)
oQ; Q

sobre cada subdominio 2;. Esta condicién puede ser escrita como

/ (divp+ f) dz = 0. (5.205)
Q;

De la Ec.(5.204) tenemos que el multiplicador p.n puede ser visto como
la derivada normal de u. En efecto, cuando el equilibrio se alcanza, tenemos
en las interfases

ou; Oy

= N = —D. . = .2
8ni ]_9 I B ﬂ] 8n] (5 06)

y u; = u;. Un adecuado levantamiento de p en cada €2; para tener div p+f = 0
siempre se puede hacer por las Ecs.(5.204) y (5.205).

Dual del Problema del método de Descomposicion de Dominio
Considerando el dual del problema de la formulacién de punto silla anterior.
Primeramente un comentario, si tomamos el infimo sobre la parte constante
de v € X (2) sobre cada §2; tenemos una restriccién a la Ec.(5.205) sobre
p- Es por lo tanto posible suponer div p + f = 0, esto puede ser hecho por
las modificaciones a p que es interna a ; (esto es, no es necesario modificar
p.n;) y es transparente la formulacién de la EC.(5.200). Escribimos

/ q.n;vds = / div qudx + / ggrad vdx (5.207)
o Q - Q-

y obtenemos de la Ec.(5.200)

E
sup inf { / |grad vl| dx —/ g.grad v,d:z:} (5.208)
div g+f=0 v €H(Q; )/]R Q;

de esta iltima ecuacién, es evidente obtener que P, =P,
grad u; = P (}_7@) (5.209)
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donde P es el operador proyeccion en (L (€))? sobre grad(H* (£2;)) , donde
(L ()" = {grad H' ()} & {rot Hy ()} (5.210)
de la cual v; puede ser eliminado y reescribir el problema dual
1 & 2
sup - = / ‘P (q) ‘ dx (5.211)
g€H(div,Q) y div g+f=0 2 ; Q; -

el cual se puede reescribir como
1
inf —/ lq|” dx (5.212)
2 Q

para todo ¢ € {g e (L2())? | div g+ f= 0} , en esta ultima ecuacion se
ve que el operador proyeccién no es necesario.

Método Dual Hibrido Ahora consideremos el problema dual a la Ec.(5.212),
esto es,

1
inf —/ lq|” dx (5.213)
g€H (div,Q) y div g+f=02 Jq '=

aplicando el principio de la descomposicién de dominio a este problema,
introducimos

Y (Q) = {g g, € H (div, Qi)} ~ 14 (v ) (5.214)

asi, H (div, Q) es ahora un subespacio cerrado de Y (2) caracterizado por

Z /Q (p-n;) vds =0 (5.215)

para toda v € H} ().
Entonces podemos transformar la Ec.(5.213) en un problema de punto
silla

E
1 2
inf  sup {—/ )q. dx +/ q,@ivds} 5.216
€Y (Q) yeHL(Q) ; 2 Jo, I o0, " ( )
bajo las restricciones locales
div ¢ + f = 0, sobre €, (5.217)

la ventaja de esta formulacién es que es facil encontrar g, que satisfaga la
Ec.(5.217).
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6 Meétodo FETI

Algunas de las formulaciones mas conocidas de los métodos de descomposi-
cién de dominio estan basadas en un andlisis de las condiciones de transmisién
entre las interfaces del subdominio, los cuales usan el operador de Steklov-
Poincaré. Nos interesa el estudio sistematico de algunas de las mejores for-
mulaciones de métodos de descomposicion de dominio que se basen en la
aplicacién del operador de Steklov-Poincaré. Estos métodos estdn basados
en una aproximacion especial de las férmulas de Green aplicable a funciones
discontinuas.

El concepto unificador bésico de la teoria, consiste en interpretar los méto-
dos de descomposiciéon de dominio como procedimientos para obtener infor-
macioén acerca de la solucién en la frontera interior la cual separa el subdo-
minio de cada uno de los otros, suficiente para definir problemas bien plantea-
dos en cada uno de los subdominios - referidos como problemas locales-. De
esta manera, la solucién puede ser reconstruida al resolver cada uno de los
problemas locales exclusivamente.

La familia de algoritmos FETT (Finite Element Tearing and Interconnect-
ing) y Neumann-Neumann [38] y [58] son de los métodos mejor conocidos y
mds probados para la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales elip-
ticas. Ellos son métodos iterativos de subestructuracién Sec.(19.7) y com-
parten muchos componentes algoritmicos, tales como soluciones locales para
ambos problemas con condiciones de frontera Neumann y Dirichlet sobre las
subregiones en donde el problema fue particionado.

6.1 Conceptos Basicos

En este capitulo se considerardn problemas con valor en la frontera (VBVP)
de la forma

—Vu = f enQ (6.1)
u = g en )
entonces el problema dado por la Ec. (6.1) se reescribe como: hallar u €
Hy () tal que a (u,v) = l(v).

Consideremos el problema dado por la Ec. (6.1) en el dominio €2, el cual
es en general subdividido en E subdominios §2;, © = 1, ..., E sin traslape, es
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decir .
i=1
y al conjunto
E
I=Jr, siT;=00,\00 (6.3)

i=1
lo llamaremos la frontera interior del dominio €2, denotamos por H al didmetro
H; = Diam(Q;) de cada €; que satisface Diam(§;) < H para cada i =
1,2, ..., F, ademds, cada subdominio §2; es descompuesto en una mallado fino
7T, de K subdominios mediante una triangulacién €2, de modo que esta sea
conforme, denotamos por h al didmetro h; = Diam(€).) de cada Q. que
satisface Diam(Q.) < h para cadae=1,2,..., K decadai=1,2,.... F.

Un ejemplo de un dominio €2 y su descomposicién en subdominios §2; y
cada €; a su vez descompuesto en €2, subdominios como se muestra en la
figura:

Q

-

[,

.|

r
~—

Py

-]

Figura 3: Dominio 2 descompuesto en una particién gruesa de 3 x 3 y cada
subdominio €2; en una particién fina de 7 x 5.

Sin pérdida de generalidad tomemos g = 0 en 0f2, notemos que siempre
es posible poner el problema de la Ec. (6.1) como uno con condiciones de
frontera Dirichlet que se nulifiquen mediante la adecuada manipulacién del
término del lado derecho de la ecuacion.

Denotemos por V() al espacio de funciones definidas por pedazos que
son generadas por el método de elemento finito estdndar las cuales se nulifican
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en 0F); N O2.
La aproximaciéon por elementos finitos de un problema eliptico que es
continuo a través de I' se denota por V" (Q).

Si consideramos el dominio €2 particionado en dos subdominios €2; y (s,
la formulacién dada por la Ec. (6.1), es equivalente al siguiente problema
acoplado

—Auy = f en(y (6.4)
up = 0 en dQ\I
U = uy enl
aul 3u2
— = — r
8%1 (9n2 i

—Auy = f en )y
Uy = 0 en 8QQ\F

aqui u; es la restriccién de u a €; y n; es el vector normal a €2;. La condicién
sobre la interfase I' es llamada las condiciones de transmisibilidad y ellas son
equivalentes a la igualdad de cualquier combinacién lineal independiente de
trazas de funciones y sus derivadas normales, a las derivadas normales en
muchos ambitos se les conoce también como flujo.

Considerando una triangulacién del dominio y una aproximacioén de la Ec.
(6.1) por el método de elemento finito ver seccién (24.4). Tal aproximacién
da origen a un sistema lineal

Au=1> (6.5)

donde la matriz A es simétrica y positiva definida, la cual para una malla de
didmetro h, tipicamente tiene un nimero de condicionamiento sobre el orden

de 1/h%. Aqui

1 1
A, 02 éﬁr Ury bry

A= 01 éy A |u=|u, | yb=| by (6.6)
A, 4 Ay Yr br

se ha particionado en los grados de libertad de los nodos interiores de €2; y
Q5 v los nodos de la frontera interior I'. La matriz de rigidez A y el vector de
carga f se obtienen por subensamble de las correspondientes contribuciones
de ambos subdominios, i.e.

2 2 ' i
A = [ a1 ] y b = [ b, ] coni=1,2 (6.7)

=i
=I'l =IT
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son las matrices y vectores de rigidez para el problema de Poisson con condi-
ciones de frontera Dirichlet sobre 0€2;\I" y condiciones de Neumann sobre I,
asi tenemos que

1 2
él"l" - érr + épr y b_FZ = b_Fl + b_FQ- (6.8)

De la Ec. (6.4), se buscard una aproximacién a las condiciones de trans-
misién, mediante una aproximacion a las derivadas normales sobre I'. Supo-
niendo la existencia de la solucién exacta local u;, su derivada normal puede
ser definida como una funcional lineal usando la férmula de Green Ec. (167).
Asi, si ¢ es una base nodal de funciones para los nodos de I', se tiene de la

J
Ec. (6.4) la siguiente expresion

amcb ds= [ (B, +Vu- 96 de = [ (~f0,+ V- Vo,) de
(6.9)
Una aproximacién A; de la funcional representante de la derivada normal
puede ser encontrada mediante el reemplazo de la solucién exacta u, en el lado
derecho de la ecuacién anterior con la aproximacién por elementos finitos.
Corriendo j sobre todos los nodos de I' y usando la definicién de la matriz
de carga local, se introduce la expresiéon

Ai = é;[ﬂz T élFFEz — br;- (6.10)

Notemos que esta expresién coincide con el residual correspondiente a los
nodos sobre I' del problema de Poisson con condiciones de Neumann sobre

I
Usando la Ec. (6.10), se aproxima la Ec. (6.4) mediante

é}IHI + é}FEI = b (6.11)
Ur, = Ur, =Uur
(A Jur + Arrurl b_r‘l) = — (A2 ur, + AFFUF2 b_r2> = Ar
2
énﬂ1 + é[FUFQ = bi,

nétese que la primera y tltima ecuacién es la discretizacion del problema
de Poisson para las funciones interiores u;, con condiciones de frontera tipo
Dirichlet que se nulifican sobre 9§2;\I' y es igual al valor comin ur sobre
['. Alternativamente, la primera y tercera ecuacién provee una discretizacién

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 123 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

del problema de Poisson en €2; para la funcién local u; con datos de frontera
Neumann igual a Ar y que se nulifique sobre 0{;\I', de forma andloga se
férmula un problema con datos de frontera en 25 con las ecuaciones tres y
cuatro.

Es posible también obtener una ecuacién para la traza de la solucién exac-
ta sobre I' trabajando directamente con el problema continuo Ec. (6.10) el
correspondiente operador es llamado Steklov-Poincaré. El complemento de
Schur seccién (19.7) es una aproximacién de la ecuacién de Steklov-Poincaré,
determinado directamente por la aproximacién mediante el método de ele-
mento finito, particularmente, por la aproximacién de la derivada normal Ec.

(6.10).

6.1.1 Una Ecuacién para el Flujo Usando el Complemento de
Schur

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales dado por la Ec. (6.5), donde
la matriz A, u y b se definen como en Ec. (6.6). En el primer paso de la
gran mayorfa de los métodos iterativos de descomposicién de dominio, los
nodos interiores uy, desconocidos en los subdominios son eliminados. Esto
corresponde a un factorizacién por bloques de la matriz de la Ec. (6.6) en

L 0 0 1 1
A= 0 1 0 éo” Ag %5F (6.12)
=" ) L\ ! 9 _2 -1 0 :011 :ér )
A (4) & (4) 1 5
resultando el sistema lineal
1 1
a0 A b,
0 én éﬂ, u=| b, (6.13)
0 0 2 gr
Aqui [ es la matriz identidad y
-1 -1
_ 1 1 1 2 2 2
S = érr N éFI (én) éIF N ép[ (én) éII‘ (6.14)

es la matriz del complemento de Schur véase seccién (19.7) relativo a las
incégnitas sobre I'. También definimos el complemento de Schur local como

= =IT =TI

(Ai )1 Al (6.15)

=II =IT
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con i = 1,2. Pudiendo encontrar el complemento de Schur para ur mediante
el sistema

Sur = gr (6.16)
donde -
S = §1+§2 (6.17)
g = gr, +or,

w, = (o=t (4) o)
-1
gry, = (b_r2 _éf“f (éi[) ﬁz)

nétese que una vez encontrado ur mediante la resolucién del sistema de la
Ec. (6.16) los nodos interiores pueden ser encontrados usando

ur; = (éln) h (bl éIFuF> (6.18)

Para derivar una ecuacién para la derivada normal Ar sobre I' se usa los
valores A\p = )\p = )\p de frontera interior que son desconocidos tercera
ecuacion de la Ec (6. 11) y resolver el sistema local de problemas de Neumann
para encontrar u, y u,, i.e.

AZ AZ :| |: ur. :| |: b] :| .
=/ =Ir —=i ,coni=1,2 (6.19)
[ AFI Arr Yr; br, + Ar
usando factorizacion por bloques de las matrices locales, se tiene
= ()7 (o, + A, (6.20)

donde gr, es dado como en la Ec. (6.17). Usando la segunda ecuacién del
problema de la Ec. (6.11) la cual crea ur, y ur, iguales, encontramos la
ecuacién para el flujo, y estd dada por

Fr =dr (6.21)
con
E = (87 +(8)" (6.22)
de = dr, +dr,
d_F1 = (él)_lg_r
dr, = (8% gr,
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6.1.2 Extension Armodnica Discreta

El espacio de funciones armoénicas discretas es un subespacio importante,
relacionado directamente con el complemento de Schur y de los valores de
los nodos sobre I

Denotaremos por H; (zﬂ) a la proyeccién de los nodos ur € I' a los nodos
interiores uy, pertenecientes al subdominio (2;.

Definicién 50 Una funcion u,; definida sobre §; es llamada armdnica dis-
creta sobre €); si ' '
éznﬂi + éln,zﬂz =0. (6.23)

Notemos que u; = H; (E) es completamente definido por sus valores
sobre 9€); N T y es ortogonal -en el producto interior a(-,-) — al espacio
VPO Hg ().

El espacio V* C V" (Q) global de funciones arménicas discretas con-
sistentes de funciones armoénicas discretas sobre cada subdominio );. Una
funcién u pertenece a V" siy sélo si

Al up+ A up =0 (6.24)

y es completamente definida por sus valores sobre I'. El espacio V" es orto-
gonal -en el producto interior a (-, )- a todos los espacios interiores

VPN HG (), coni=1,..., E. (6.25)

Denotaremos la extensiéon armonica discreta por pedazos de ur por ‘H (ur) )

6.2 One-Level FETI

6.2.1 Algoritmos en Dos Subdominios
En esta subseccién se mostrardan dos algoritmos, uno corresponde al Neumann-

Neumann y otro al Dirichlet-Dirichlet, este tltimo conocido como FETTI.

El Algoritmo Neumann-Neumann Si consideramos el dominio {2 par-
ticionado en dos subdominios §2; y s, la formulacién dada por la Ec. (6.1),
puede ser expresada como un problema iterativo en el se inicia con un valor

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 126 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

supuesto ur, el primer paso en este algoritmo consiste en resolver un pro-
blema con condiciones de Frontera Dirichlet en cada €2; con datos ur,, sobre
I', para después resolver un problema en cada subdominio con condiciones de
frontera Neumann sobre I eligiendo como la derivada normal la diferencia de
la solucién de los dos problemas con condiciones de frontera Dirichlet. Los
valores sobre I' de la solucién de dichos problemas Neumann es empleado
para corregir el valor inicial ur, y encontrar el nuevo valor de ur,, y asf
continuar de manera iterativa para n > 0, y el algoritmo queda expresado
como

—AU?H/Q =f ,en®y

(D;) Q?H/Q =0 , end\I' p, coni=1,2 (6.26)
g?—i-l/Z _ U_rn . en T
—AQ?H =0 , en €
(V) vt =0 ;en 0N & con = 1,2
guntl  oul T gyn /2 r
aﬂi o 8@1 + 8@2 ; en
En-‘y—l — En -0 (Q_/lH_l + Q_};H-l) en T

para algin adecuado 0 € (0, 60,,4,) . Usando una aproximacion a la derivada
normal, se derivard un método iterativo para el problema discreto. Definiendo
los vectores w, = ur, y r; = vy, entonces se tiene que

(D3) {éilw?ﬂﬂ + éijr—urn = by, coni =1, 2} (6.27)
Ai AZ wn""l 0
. =JI =T -1 — -
WJ{[é& é%p} {E?“] [Lr”’w“ b2

2

an—f—l — En —0 (ﬂ7l'b+1 _’_ﬂn—i—l)

donde el residual i es definido como

I = <é§1w’f+1/2 +é;r7£n —b_rl) + <A2 w2 +é§rﬂn —b_r2> (6.28)

=rr—2

en vista de la tercera ecuacién de la Ec. (6.11).
Eliminando Q?H/ 2 "2 de la Ec. (6.27) entonces (D;) queda dado por

)

tr = — (g0 — Sur") (6.29)
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el cual muestra que la diferencia ¢r del flujo local es igual a menos el residual
del sistema del complemento de Schur. Usando factorizacién por bloques de
las matrices locales A , los problemas (N;), quedan en términos de

mt = () = () (o - Sur). (650

-3 —

Por lo tanto, encontramos

u = =0 ()7 (87 (g - Swr)  (631)
lo cual muestra que el algoritmo Neumann-Neumann es también un sistema
iterativo precondicionado de Richardson para el sistema del complemento de

Schur, con precondicionador (§ 1) Iy (§2)71 . La matriz precondicionada es

ES=((8)7"+ ()7 8= ()" +©)7) (8" +5) . (632

La aplicacién de este algoritmo implica la solucién de dos problemas con
condicién de frontera tipo Dirichlet y dos problemas con condicién de frontera
tipo Neumann con datos sobre I'.

El Algoritmo Dirichlet-Dirichlet Consideremos aqui el dual del algo-
ritmo Neumann-Neumann este se le conoce como Finite Element Tearing and
Interconnecting (FETI) o algoritmo Dirichlet-Dirichlet. Si consideramos el
dominio §2 particionado en dos subdominios 2; y €25, la formulacién dada por
la Ec. (6.1), puede ser expresada como un problema iterativo en el se inicia
con un valor supuesto Ar, del flujo sobre I' ver Ec. (6.21) - aqui Ap es una
aproximacioén a la derivada normal en la direccién n;—, el primer paso en este
algoritmo consiste en resolver un problema con condiciones de Frontera Neu-
mann en cada §); con datos Ar, sobre I', para después resolver un problema
en cada subdominio con condiciones de frontera Dirichlet sobre I' eligiendo
como la derivada normal la diferencia de la solucién de los dos problemas
con condiciones de frontera Neumann. Los valores sobre I' de la solucién
de dichos problemas Neumann es empleado para corregir el valor inicial Ar,
y encontrar el nuevo valor de Ar , y asf continuar de manera iterativa para
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n > 0, y el algoritmo queda expresado como

—Aunﬂ/z =f ,en(

(V) ”*1/2 =0 ,endQ\L & coni=12 (6.33)
ou n+1/2
8n = >\F , €N T
—Avtt =0 , en {);
(D)4 vt =0 ,en OU\I' 3 coni=1,2

ot = T2 i en T
n+1 n+1

)\Fn+1 — )\Fn . 0 (091 + 822 ) en F

- - on, on,

para algin adecuado 0 € (0,60,,4,) . Usando una aproximacion a la derivada
normal, se derivard un método iterativo para el problema discreto. Definiendo
los vectores w, = ur, y r; = vy, entonces se tiene que

A AT b, |
. =]JI =T -1 _ —
(N;) {{ VUL } { R } [ be, + /\F ]}, coni=12 (6.34)

=I'7 =IT -
(D){AZH ?+l/2+A’t"—0 coni=1 2}
n+1l __ n n+1 n+1
ﬁi _ﬁz 0(771 +ﬂ2 )

donde el residual ¢r es definido como

t_ — ln+1 ’7;+1 (635)
y el flujo p+!
U R (6.36)

conforme a la Ec (6.10).
Eliminando w!™/?, 2y "2 de la Ec. (6.34), usando factorizacién
por bloques de las matrices locales éi, los problemas (V;), quedan en térmi-

nos de
te = — (de — ") (637

el cual muestra que la diferencia ¢r del flujo local es igual a menos el residual
del sistema de la Ec. (6.21). Los problemas (D;) quedan en términos de

=S8t = =8 (dr — EAX") - (6.38)

)
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Por lo tanto, encontramos
A = At =6 (S, + S, ) (de — M) (6.30)

lo cual muestra que el algoritmo Dirichlet-Dirichlet es también un sistema
iterativo precondicionado de Richardson para el sistema del complemento de
Schur, con precondicionador S, + S,. La matriz precondicionada es

F=s((8)"+(8)7") = (8" +8) ((8) 7 +(8)7")  (640)

la aplicacién de este algoritmo implica la solucién de dos problemas con condi-
cién de frontera tipo Neumann y dos problemas con condicién de frontera
tipo Dirichlet con datos sobre I'.

6.2.2 Algoritmos en Miiltiples Subdominios

Sea Q C R™ un dominio, y IT = {€y, ..., Qg} una particiéon o descomposicién
en subdominios del dominio 2, i.e. se asume que:

1.- Q,, para a = 1, ..., E es un subdominio de {2,

2.- Q, ﬂQg = @, siempre que a # 3.

E
3-0c 0.

a=1

La notacién 02 y 012, o = 1, ..., E es tomada de la frontera del dominio
Q) y la frontera del subdominio €, respectivamente, claramente

E
00 C | 09 (6.41)

a=1

Adicionalmente definimos T'; = 09; () 9€2, a la frontera interior como
r=Jr. (6.42)

Notemos que I'' y I'; son conjuntos abiertos. Un problema acoplado como
en la Ec. (6.4) puede ser resuelto hallando las condiciones de transmisién
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impuestas a lo largo de cada borde 0€; () 0€2;.El sistema lineal dado por la
Ec. (6.5) puede ser escrito como

PEaIF R I

=Irl =IT

=

el cudl ha sido particionado en los grados de libertad de los nodos interiores
de los subdominios y los nodos de frontera sobre I'. La matriz de carga y
el lado derecho fueron obtenidos por subensamble de los correspondientes
componentes relativos a los subdominios segin la Ec. (6.7).

Las incégnitas en el interior de los subdominios u; pueden ser eliminadas
por eliminacién Gaussiana en bloques y el sistema lineal resultante es

]l -la] o

Como antes, el complemento de Schur y el vector gr puede ser encontrado
por subensamble de las contribuciones locales, ver seccién (19.7). Primero
definimos una familia de operadores de restriccion, dado un vector de la
cantidad de grados de libertad que el vector ur sobre la interfase I', definimos
la restriccién ﬁl (ur) como el vector de grados de libertad de ur sobre I';. Aqui
R' es una matriz rectangular de ceros y unos. Y para cada subdominio €

ES grados de libertad de los nodos de la frontera interior I'; de €2; como en
la Ec. (6.7), teniendo

(B)' S'R’ (6.45)

(§Z>T (b_Fz o élrf (411) h Qz)

donde el complemento de Schur local es definido como en la Ec. (6.15) y
(@’)T es el transpuesto de ﬁ‘

([

=1

g =

M-

=1

El Algoritmo Neumann-Neumann FExaminando el método Neumann-
Neumann para dos subdominios, en particular la Ec. (6.32), entonces la
generalizacion al caso de miiltiples subdominios queda dada en términos de

E

Sen =2 (B) (&) RS (6.46)

=1
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Notemos que la aplicacion de este operador a un vector implica la solucién en
cada subdominio €2;, de un problema con condiciones de frontera Dirichlet
y un problema con condiciones de frontera Neumann sobre 0€2; N I'. Asi

también, todos los subdominios que no tocan 052, g es no singular y (5”')71

puede entenderse como una seudo inversa o una inversa de un problema
regularizado.

Adicionalmente, el algoritmo Neumann-Neumann también puede ser defi-
nido a nivel continuo usando la Ec. (6.26), coni = 1, ..., E con condiciones de
frontera Neumann para el problema N; sobre cada cara I';; = 0€; N 0€;. La
nueva iterada ur™*! en los nodos de la interfase, se construye por la correccién

en todos los subdominios que tienen nodos sobre esas fronteras.

El Algoritmo Dirichlet-Dirichlet Aqui trataremos la versién més gene-
ral del algoritmo Dirichlet-Dirichlet mejor conocido cémo método One-Level
FETI.

Primeramente consideremos a 2 C R™ un dominio, y IT = {Qy,...,Qp}
una particién o descomposicién en subdominios del dominio €2, ademads sea
I'; la frontera de interior del subdominio §2; y I" la frontera interior del dominio
Qi.

Asumiremos que las discontinuidades en la ecuacion diferencial parcial -si
existen- estardn alineadas con las fronteras de los subdominios, tal que en
cada subdominio €;, el coeficiente p(x) de la ecuacién tenga un valor cons-
tante, sin pérdida de generalidad se asumird p, > 0. Ademds, denotaremos
a W; como el espacio de trazas de €;, es decir

Wy =W"©0NT), coni=1,...F (6.47)

también denotaremos W como el espacio producto del espacio de las trazas,
es decir

E
w=]]w (6.48)
=1

y la extensién arménica discreta Sec(6.1.2) por pedazos de ur por H (@) .

Asi, en lo que resta de esta seccion, se trabajara casi exclusivamente con
funciones en el espacio de trazas W, y cuando sea conveniente, se consideraran
como un elemento representante de las funciones arménicas discretas en €;,
de tal forma que w € W, H (w) denotard la extensién por pedazos de la
armoénica discreta sobre todo el subdominio €2;, entenderemos H (w) como
un elemento en el espacio producto W con componentes H; (w;) .
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Reformulando el problema definido por la Ec. (6.1) a uno reducido a
la interfase I' por medio de elementos finitos, como un problema de mini-
mizacién con restricciones impuestas por lo requerimientos de continuidad
en I' queda como:

Encontrar v € W tal que

J(u) =3 <@a§_%>:—o<ia u) — min } (6.49)

donde la matriz por bloques S es formada por las matrices S Ec. (6.15)
del complemento de Schur en el i— ésimo subdominio, el vector. por bloques
u es formado por los vectores u; solucién de la frontera interior en cada i—
ésimo subdominio y el vector f es formado por los vectores f. de la frontera
interior en cada :— ésimo subdominio, i.e.

él 0 ce 0 Uy fl

llen
I

=
I

|
I

(6.50)
y la matriz B es formada por las matrices B en cada i— ésimo subdominio
tal que la solucién asociada a més de un subdominio coincida, i.e.

B:[él, Cee e EE} (6.51)

es construida de {0,1,—1} tal que los valores de la solucién ,u asociada a
mas de un subdominio coincida cuando Bu = 0, donde la eleccién de B no
es tnica. o o
Noétese que un mismo nodo en la frontera interior pertenece a dos o mas
subdominios, por ello es necesario algiin mecanismo para asegurar que la
solucion asociada a mdas de un subdominio coincida.
El problema (6.49) es soluble de manera unica ya que el

Kernel (S) N Kernel (B) = {0} (6.52)

lo cual indica que S es invertible sobre el Kernel (é) :

Pero introduciendo un vector de multiplicadores de Lagrange A\ para im-
poner las restricciones Bu = 0, obtenemos una formulacién silla de la Ec.
(6.49):
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Encontrar (u,\) € W x U tal que

Su+B"A=f
{— o0 (6.53)

la solucién A de la Ec. (6.53) es tnica salvo la adicién de un elemento del
Kernel (BT) . El espacio de multiplicadores de Lagrange U, es por lo tanto

elegido como el Rango (B ) . Este espacio puede ser entendido como el espacio

de las funciones de salto en W.

Definicién 51 Decimos que un subdominio ); es un subdominio flotante si
la interseccion de este con la frontera del dominio 0S) es vacia.

También usamos a la matriz R construida de todos los espacios nulos
de los elementos de S, cuyos elementos estdn asociados cada subdominio de
manera individual

@1 0O --- 0
R= (6.54)
- : .0

tal que el Rango (E) = Kernel (é ) . De hecho, sélo los subdominio flotantes
contribuyen, i.e. el subdominio que intersecta a 0€2 no contribuye al Kernel (§ ,
y por tanto esas columnas de R son nulas.

Una solucién u a la primera ecuacién de la Ec. (6.53) existe si y s6lo
si f — ETA € Rango (é) , esta restriccién permite la introduccién de un

operador proyeccién P. Obteniendo

w=§(f~BTN)~Rasi (f—B'N) L Kemel(S)  (6.5)
donde ST es una pseudo-inversa de S, notemos que « puede ser fécilmente
determinada una vez encontrada \.
Sustituyendo la expresion para u dentro de la segunda ecuacién de la Ec.
(6.53) obtenemos
BS'B"A= BS'f - BRa (6.56)

asi, se obtiene el sistema

(6.57)
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donde la primera ecuacién se obtiene de la segunda ecuacién de Ec. (6.53) al
sustituir u de la Ec. (6.55) y la segunda se obtiene de la primera Ec. (6.53)
al sustituir también u de la Ec. (6.55) y usando el hecho que (f — B"A) L

Kernel (S ) . Estaltima ecuacién puede escribirse més compactamente como

=== 8 (6.58)

donde F = BS'B",G = BR,d=BS'f ye=R"f.
S

Introduciendo una matriz simétrica y positiva definida Q@ y un producto

interior <A, H> = <A, %> sobre U = Rango(B), como antes (-, -) es el pro-

ducto estdndar del espacio L2. Sea

-1
Pr=1-G(G"QG) ¢'Q (659

la proyeccion de U sobre el subespacio de multiplicadores de Lagrange que
son (Q-ortogonales al Rango (G) ; también definimos

P-1-QG(c"eG) ¢ (6.60)

como la proyeccién de U sobre el Kernel (GT) , esta proyeccién es ortogo-
nal en el Q! producto interior, es decir, el producto interior definido por

raty)
Notemos que si Q) = I, entonces PT = I-BR <(BR)T£ (BR)) - (ﬁ)Ti,

desarrollando

PT = [-BR(BR)" (BR) ' (BR) (6.61)
= I-BRR"B™'B"'R"RB
- é - =Kernel(S)
an, gTQ =0 — PTOyKernel(S) (y)
Aplicando PT al sistema dado por la Ec. (6.58) obtenemos
PTEXN=P"d
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ya que P"Ga = BRa — Proygermes)(BRa) =
Multiplicando la Ec. (6.56) por <§T% )

0
g @ encontramos que

N——

o= (67QG) GTQ - FY) (6:63)

el cual queda totalmente determinado por los valores de A. Notemos que los
operadores Py PT representa solamente la parte global del precondicionador.
Introduciendo ahora los subespacios

V = {A eU | <A,§> =0, con z € Kernel (é)} (6.64)
= Kernel (QT) = Rango (g)

Vi = {H €U | (u,Bz),=0, con z € Kernel (é)} (6.65)
= Rango (ET)

donde el espacio V' es isomorfo al dual del espacio V.

El método One-Level FETT es un método de Gradiente Conjugado pre-
condicionado en el espacio V, aplicado a

PTFA=P'd ) AeX+V (6.66)

con condicién inicial aproximada A\ escogido tal que GAg =
El precondicionador més bdsico para FETT al tomar () = I, es de la forma

|I§
||

E
=2 B8 ()" (6.67)
otra variante es
PM™'P"FA=PM 'P"d A€ X+ V (6.68)

notemos que en esta variante, para A € V, PM'PTF\ = PM'PT"PTFP),
y esto puede ser visto como el producto de dos matrices simétricas, nétese
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. _ . . ~—1 .
que estrictamente M ! no tiene una inversa por eso usaremos M  que si la
tiene y es definido como

N = (BD'B")'BD'SD'B" (BD'B") (6.69)
E
= (Bp7B") 'Y B (D) s () (&) (8RB
donde
D' 0 0
D- 1 (6.70)
= : 0
0 D"

en la cual cada Qz es la matriz diagonal con los elementos 51 (x) correspondientes
a los puntos x € 9Q; , N T'y,.

Entonces el método One-Level FETI queda en términos del método de
Gradiente Conjugado precondicionado como a continuacién se muestra:

1.- Inicializa

Mo = QG (GTQQ> - e+ p, pp € Rango (P)

kS
I

> 9
e
|
[>~
|
—
>
e

3
I
1=
|
5
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Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A\ obtenemos la
solucién en los nodos de la frontera interior u mediante

u=5'(f - B")) (671

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se
recurre a la aplicacién de la Ec (19.73) del método de subestructuracién o
complemento de Schur, solucionando asf el problema.

Como se ha mencionado a lo largo de esta seccion, el algoritmo One-Level
~—1 a1
FETT es determinado por la eleccion de Q y M . Para la eleccién Q = M,

cada paso correspondiente al método de Gradiente Conjugado supone una
aplicacién de PT y uno de P, la solucién de un problema con condiciones
de frontera Dirichlet sobre los subdominios es necesario para la aplicacién
de M - y la solucién de un problema con condiciones de frontera Neumann
sobre los subdominios es necesario para la aplicacién de F en el cédlculo del

nuevo residual. Entonces la aplicacién de ET y P implica dos adicionales

A1
aplicaciones de () = My la solucién de dos problemas sobre la particién

gruesa, esto es un total de un problema con condiciones de frontera tipo
Neumann y tres problemas con condiciones de frontera tipo Dirichlet sobre
cada subdominio y dos problemas sobre la particién gruesa en cada paso de
la iteracién.

6.2.3 El Algoritmo One-Level FETI Simplificado

Aqui trataremos la versién particular del algoritmo Dirichlet-Dirichlet en el
cual R = 0, entonces reformulando el problema definido por la Ec. (6.1)
a uno reducido a la interfase I' por medio de elementos finitos, como un
problema de minimizacién con restricciones impuestas por lo requerimientos
de continuidad en I' queda como:

Encontrar v € W tal que

J(uw) =35 <@éﬁ>:—o<i> u) — min } (6.72)

donde la matriz por bloques S es formada por las matrices g Ec. (6.15)
del complemento de Schur en el i— ésimo subdominio, el vector por bloques
u es formado por los vectores u,; solucién de la frontera interior en cada i—
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ésimo subdominio y el vector f es formado por los vectores f. de la frontera
interior en cada i— ésimo subdominio, i.e.

él 0O --- 0 U, f1

lln
I

=
I

<
I

(6.73)

E
y la matriz B es formada por las matrices B* en cada i— ésimo subdominio
tal que la solucién asociada a mds de un subdominio coincida, i.e.

32[21, cee e EE} (6.74)

es construida de {0,1,—1} tal que los valores de la solucién ,u asociada a
mas de un subdominio coincida cuando Bu = 0, donde la eleccién de B no
es lnica. o o

Notese que un mismo nodo en la frontera interior pertenece a dos o més
subdominios, por ello es necesario algiin mecanismo para asegurar que la
solucién asociada a méas de un subdominio coincida.

El problema (6.72) es soluble de manera unica ya que el

Kernel (S) N Kernel (B) = {0} (6.75)

lo cual indica que S es invertible sobre el Kernel (E) :

Pero introduciendo un vector de multiplicadores de Lagrange A para im-
poner las restricciones Bu = 0, obtenemos una formulacién silla de la Ec.
(6.72): o

Encontrar (u,A) € W x U tal que

{ Sut QTAO_ ! (6.76)

la solucién A de la Ec. (6.76) es tnica salvo la adicién de un elemento del
Kernel (ET) . El espacio de multiplicadores de Lagrange U, es por lo tanto

elegido como el Rango (é ) . Este espacio puede ser entendido como el espacio
de las funciones de salto en .
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Una solucién u a la primera ecuacién de la Ec. (6.76) existe si y sélo si
f- B")\ € Rango (S ) , sustituyendo la expresién para u dentro de la segunda

ecuacién de la Ec. (6.76) obtenemos
BS'B'A=BS'f (6.77)

donde éT es la inversa de S y tomado como precondicionador -el més bdsico-
para FETI

E
M~ =BSB" =Y Bis'(B)". (6.78)

Entonces el método one-level FETI simplificado queda en términos del
método de Gradiente Conjugado precondicionado como a continuacién se
muestra:

1.- Inicializa

LS |

= o%lo
12
=
|
=
2
sy
N
=

2.- Itera k = 1, 2... hasta converger

<T>‘
[y
?lr'
—_

¢ =r
21 = BSBT)_l ¢!
yk=1 = k1 -
_k T !
5 = §§

e <yk71’qk71>
N R CTI)
A= N1 akph

B k=1 _ gk (B:STéT) Bk

13

Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A\ obtenemos la
solucién en los nodos de la frontera interior v mediante

u=>5"(f-B") (6.79)
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y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se
recurre a la aplicacién de la Ec (19.73) del método de subestructuracién o
complemento de Schur, solucionando asf el problema.

6.3 Dual-Primal FETT

El método dual-primal FETT (FETI-DP) fue introducido posteriormente que
el método One-Level FETI, siendo esto una gran contribucién a la teorfa para
la resolucién de problemas elipticos de segundo y cuarto orden. Este método
se basa en hacer cumplir un nimero relativamente pequeno de restricciones
de continuidad a través de la frontera interior en cada paso de las iteraciones
en comparacion con el método de One-Level FETTI.

Primeramente consideremos a 2 C R™ un dominio, y II = {€,...,Qp}
una particion o descomposicién en subdominios del dominio €2, ademads sea
I'; la frontera de interior del subdominio §2; y I la frontera interior del dominio
Qi~

Asumiremos que las discontinuidades en la ecuacién diferencial parcial -si
existen- estardn alineadas con las fronteras de los subdominios, tal que en
cada subdominio €;, el coeficiente p(x) de la ecuacién tenga un valor cons-
tante, sin pérdida de generalidad se asumird p;, > 0. Ademds, denotaremos
a W, como el espacio de trazas de €);, es decir

W; =W"0NT), coni=1,..,.F (6.80)

también denotaremos W como el espacio producto del espacio de las trazas,
es decir

w=T[w: (6.81)
i=1
y la extensién armonica discreta (6.1.2) por pedazos de ur por ‘H (u_p) .

Asi, en lo que resta de esta seccion, se trabajara casi exclusivamente con
funciones en el espacio de trazas W; y cuando sea conveniente, se considerardan
como un elemento representante de las funciones arménicas discretas en 2;,
de tal forma que w € W, H; (w) denotara la extensién por pedazos de la
armoénica discreta sobre todo el subdominio €2;, entenderemos H (w) como
un elemento en el espacio producto W con componentes H; (w,) .

La aproximacién por medio de elementos finitos estdndar al problema
eliptico es continua a través de la frontera interior I' y denotamos al corres-
pondiente subespacio de W por W. En este método se usan subespacios
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intermedios W de W, de tal manera que el complemento de Schur usado en

los calculos serd estrictamente positivo definido.
E

Denotamos W" () como un subespacio de H Wl (€Q;) el cual es igual
=1

a W cuando es restringido a la frontera interior I'. Adicionalmente se intro-
ducen dos subespacios Wi, WA C W correspondiendo a la parte primal y
dual del espacio W ademds W = Wn ® WA Relacionamos al espacio dual
Wa con los saltos en la frontera interior I y los multiplicadores de Lagrange
son introducidos para eliminar tales saltos.

En el método FETI-DP se expresard al complemento de Schur g rela-

cionado con el espacio dual Wa, asi, en esta seccién, W consiste de funciones
en W que toman el mismo valor en los vértices del subdominio y puede
escribirse como

W = WH D WA. (682)

Aqui Wi C W oes el espacio de funciones con la frontera interior I',
continua que se nulifican en todos los nodos sobre I' excepto en los vértices del
subdominio €;, coni=1,....E,y Wa es la suma directa de los subespacios
locales WA i le. WA = EBVVAZ donde VVAZ C W; y consiste de las funciones
locales sobre 0f); que se nulifican en los vértices de ;.

El continuo de los grados de libertad asociados con los vértices de cada
subdominio y con el subespacio Wi es llamado primal (IT) , mientras aquellos
-potenciales discontinuidades a través de I'- asociados con los subespacios
WAJ- y con el interior de la frontera de cada subdominio §2; es llamado dual

(A).

Ademis consideramos la familia de funciones de peso d; € W;, las cuales

estdn asociadas con cada 0€); y definidas para v € [£,00) por la suma de
contribuciones de §2; con los vecinos pertinentes, asi definimos

29
Y
8i(x) = Zﬂe—’jpf z €00, NI, (6.83)
Pi

donde N, es el conjunto de indices j de las subregiones tal que x € 92, 5, la
pseudo-inversa 53 es definida por

oi(x) = (Bi(w) ™", x € 0 N (6.84)
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Sea é la matriz de carga, la cual es obtenida por la restriccién

A =diag {4, ... A"} (6.85)

B
de HW" Q) a W"(Q), donde A’ es la matriz de carga generada por el

método de subestructuracion en el subdominio i, notemos que A no es una
matriz diagonal en bloques ya que ahora estdn acoplados los distintos sub-
dominios que tienen un vértice en comun. Particionando A como

4, . An A
é = <é]H)T Ay . Aja (6.86)
(4.) (4u) A
|4
f=|Jun (6.87)
fa

donde el superindice [ se refiere a los grados de libertad asociados a los nodos
internos de los subdominios §2;, II se refiere a los asociados con los vértices de
los subdominios §2; y A a los asociados al interior de las caras de la frontera
de los subdominios §2;.

Notemos que éu y A Aa SOD matrices diagonales por bloques y cada
bloque corresponde a un dominio individual 2; y cada no-cero de A A Te-
presenta un acoplamiento entre los grados de libertad asociados a un subdo-
minio. A es obtenida por el ensamble parcial de las contribuciones locales
asociadas con cada subdominio ;.

Eliminado las variables I y II, entonces el complemento de Schur aso-
ciado a los grados de libertad del conjunto A, del interior de las caras de las
fronteras 0€2;, queda como

& T T 4, 4y

s=di [ ) (@) T] ] (3] o
7 T T én ém - i

f—A - f—A B [ <é1A> <énA> } <41H>T él‘[l‘{ { }‘fE } (6.89)
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también obtenemos una reduccién del lado derecho f » del vector de carga

asociado con los subdominios individuales. Denotamos por ua € Wa el

vector de grados de libertad asociado a las caras de los subdominios.
Reformulando el problema definido por la Ec. (6.1) a uno reducido a un

segundo subespacio Wa como un problema de minimizacién con restricciones

impuestas por lo requerimientos de continuidad en I' queda como:
Encontrar ua € W tal que

J(ua) = 3 <§U_A7U_A - <f_Av“_A> — min } (6.90)
0

la matriz B A €8 construida de {0,1, —1} tal que los valores de la solucién
,ua asociada a mds de un subdominio coincida cuando B Ala = 0, donde la
eleccion de B A Do es unica.

Pero introduciendo un vector de multiplicadores de Lagrange A € V =
Rango (é A) para imponer las restricciones Bu = 0, obtenemos una formu-

lacién silla de la Ec. (6.90). Eliminando el subvector u,, y obteniendo el
siguiente sistema de multiplicadores de Lagrange

FA=d (6.91)

con

E=p(8)" (8) 4=m ()R w9

Una vez A encontrada, podemos resolver hacia atrds y obtener

up = (§>_1 (f_A - (§A>TA) € Wa. (6.93)

Los valores de la solucién en el interior de los subdominios u; y en los
vértices de los subdominios up son obtenidos como un subproducto cuando
se resuelve el sistema lineal con la matriz por bloques dada por la Ec. (6.88).

Introduciendo una matriz de escalamiento diagonal QZ, donde cada uno
de los elementos de la diagonal corresponde a un multiplicador de Lagrange
que fuerzan la continuidad entre los valores de los nodos de algunas u; € W*
y u; € W7 en algin punto z € T, y estd dado por 53(1‘) También se define
un escalamiento del salto por medio del operador

1 pl E pE
ED,A = [ QAEA 1 QAEA } (6.94)

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 144 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

aqui, como antes, el bloque EZA es obtenido por extracciéon de columnas de
B A asociadas con el espacio local W;.

Resolviendo el sistema dual dado por la Ec. (6.91) usando el método de
Gradiente Conjugado con el precondicionador

M = B S(B )T

— =D, A=A \=D,A
Eo o, \T
- ZQAéAéA (éA) D,
i=1
donde é’A es la restriccién del complemento de Schur local é’ a WA,i c W

El método FETI-DP es un método de Gradiente Conjugado precondi-
cionado para resolver el sistema precondicionado

M7'Ex=M"d (6.95)

quedando en términos del método de Gradiente Conjugado precondicionado
como a continuacion se muestra:

1.- Inicializa

1= d - BN
B =0
B1Z§0

)
Ak — Ak*l + Oék}_?k
fk — Ekfl _ akEpk
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Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A\ obtenemos la
solucién en los nodos de la frontera interior ua mediante

us=(3)" <f_A - (éA)TA) (6.96)

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se
recurre a la aplicacién de la Ec (19.73) del método de subestructuracion o
complemento de Schur, solucionando asf el problema.

El método FETI-DP presenta las siguientes ventajas:

e El algoritmo no requiere de la caracterizacion del kernel de los proble-
mas locales con condiciones de frontera Neumann. Adicionalmente, la
imposicién de adicionales restricciones en cada iteracién siempre crea
problemas locales no singulares y al mismo tiempo proporciona un sub-
yacente problema grueso global.

e El algoritmo no requiere la introduccién de matrices de escalabilidad
Q.
e Kl algoritmo en el método de Gradiente Conjugado puede usar un valor

inicial arbitrario Ag.

6.4 Variantes para la Implementacién Numérica

El método FETI-DP es un método de Gradiente Conjugado precondicionado
para resolver el sistema precondicionado

MU= M (6.97)

donde

M~ = B,,S,(B )T

=ZpaZa \Epa
B NT

- ZQAéAéA (éA) D,
i=1

E=B, (é) h (ﬁ)T y d=B, (g) - fa. (6.98)

La implementacién computacional queda como:
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r=d—Fu
w=M"r
v=M"'w
&:Zyzlw?
k=1

Mientras que k£ < N

Si||v]|, <e Salir

z=Fv

Q@
===

Zj:l UjT

u=1u-+tv
r=r—tz
w=M"r
B = Z?:l w]2

Si||rll, <e Salir

Asi, en esta seccién describiremos cémo hacer el cédlculo en donde estén
involucradas las matrices S y S™' (ya que estas matrices son virtuales, ya
que todo queda en funcién de las matrices locales S%), el célculo de los nodos
interiores y otras variantes de la implementacién numeérica que ofrece mejoras
computacionales al modelo.

6.4.1 Implementacién de la Matriz J

Primeramente indicaremos una forma de construir la matriz B y como cons-
truir a la matriz J véase [02], la cual en nuestras pruebas presenta mejores
resultados en la implementaciéon computacional que la matriz B, para ello

recordando, la matriz B es formada por las matrices B® en cada i— ésimo
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subdominio tal que la solucién asociada a mas de un subdominio coincida,
ie.

52[21’ cee e EE} (6.99)

es construida de {0,1,—1} tal que los valores de la solucién ,u asociada a

mas de un subdominio coincida cuando Bu = 0, donde la eleccién de B no

es unica. o o
Estructura de B @ donde ¢ es un nodo de multiplicidad 2 queda como

BYW = { } j ] (6.100)

y la estructura de é(q), donde ¢ es un nodo de multiplicidad 4 queda como

1 -1 -1 1
BW = } j j } (6.101)
1 -1 -1 1

Por otro lado, la matriz j es formada por las matrices j en cada i— ésimo
subdominio tal que la solucién u asociada a més de un subdominio coincida,
i.e.

12[117 jE]Cy ju=0. (6.102)

Para ello, primeramente definimos dos matrices a y j con la propiedad de
que I = a+j, donde a y j son ambas simétricas, no-negativas e indenpotentes,
donde ademas aj = ja = 0, mediante la matriz local de promedio definida
como a(®) = ﬁ Zg(q) donde |Z| es la multiplicidad de los nodos primales

q€Z
q, y la matriz local de salto definida como j (@) — - g(q).

Asi, la estructura de g(‘J) yJ @ donde ¢ es un nodo de multiplicidad 2

queda como -

D [0 [ =
DN [0 [ =
| |
<
1=
~
S
=

1 _1
_ [ 2 2 } (6.103)
2 2
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y la estructura de g(‘J) y j@. donde ¢ es un nodo de multiplicidad 4 queda

CcOomo

IS
—
S
=
N N e N N

e N N N

N N N N

N N N N

—~
=}
=

1.

Lol e

N N N

1 1 _1
1 "1 1

3 _1 _1

_41 §4 _il (6.104)
1 1 1

1 1 3
1 "1 1

Mis concretamente supéngase que se tiene un dominio que es particionado
en 2 x 2 y cada subdominio en 2 x 2, usando FETI One-Level tenemos que
hay 4 subdominios, en cada subdominio se tiene 4 elementos, 9 nodos, 1 nodo
interior y 3 nodos de frontera interior. En total se tienen 4 nodos interiores,
5 nodos en la frontera interior y 12 multiplicadores de Lagrange.

Suponiendo que se construyera las matrices globales, entonces la estruc-
tura de las matrices B, a y j serfa la siguiente:

[ise
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SO P OO RO, OORFO

SO OO OO o OO

OOOOOOOO'

0 000
0 100
0 000
0 000
0 100
0 010
0 100]|
0 000
10 0 1
0 100
0 010
~10 0 1|
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cCo oo oo oo |lve o

r 1 00 0 o oo oo onao
OO0 OO OO O

— i —
OO OO OO OO O NS o lro oflrolro omvo o

O IO O HITO HIFO O RO O coococo oo oamo o

SO O OO OO OANO O AN

o oflro co oo oo o
S OHNO O O OO O O O

O HITO O HITO HTO O~ O O o Tlvo o flvomvyo o Tvo ©
OO OO OHNO OO O HND

C oo o oo oo o |wo
OO O HTO HIFO O O O

— — Ll
N O e & & & o o & o o Tlvo ocmvo Tlvo o Tlvo ©

oMo O O QN0 O O Teo oo cocococooc oo

o
O HITO O HITO IO O HIFD O
o onlno © o Olrto co o

o
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L ]

Il
3|

o mivo © Tlvo Tlvo o Tvo o

mlao oo ccoococo oo
L 1

"l

(6.105)
(6.106)

TIA
A"
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A

)

TIT1

-1
HH)
S%, dénde S® esta formada por el complemento de

4
é(}f

(

o
AIT

AN éan (

AA

4
é()t

por
2
E
=1
5 =

>

«

6.4.2 Calculo de la Matriz S
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-1

Asf que, las matrices locales S y <éﬁn> no se construyen, ya que estas
serfan matrices densas y su construccion es computacionalmente muy costosa,
y como sélo nos interesa el producto Syr, o més precisamente [Za:l §a] yr,

entonces si llamamos yr® al vector correspondiente al subdominio «, entonces
tendremos

-1
it = (45, - A3 (4h) 45 ) ™ (6.107)

Para evaluar eficientemente esta expresion, realizamos las siguientes ope-
raciones equivalentes

ozl = A3 (6.108)
(0% « -1 (0% (0%

z2 = (éAH (énn> éHA>y—F

ur® = zl—22

la primera y tercera expresiéon no tienen ningiin problema en su evaluacion,
para la segunda expresion tendremos que hacer

3= Ay " (6.109)
con este resultado intermedio deberiamos calcular
1
vl = (ém) 23 (6.110)

-1
ero como no contamos con | A% entonces multiplicamos la expresion
_HH Y
por A%H obteniendo

-1
A wd= A (A0 ) a3 (6.111)

al simplificar, tenemos
A? x4 = 23. (6.112)

=M1
Esta tltima expresion puede ser resuelta usando Factorizacién LU o Gra-
diente Conjugado (cada una de estas opciones tiene ventajas y desventajas
que deben ser evaluadas al momento de implementar el cédigo para un pro-
blema particular). Una vez obtenido 24, podremos calcular

x2 = éznx_él (6.113)
asi
ur® =x1 — 22 (6.114)

completando la secuencia de operaciones necesaria para obtener §aypa.
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6.4.3 Calculo de la Matriz §_1

En los algoritmos descritos anteriormente, interviene la evaluacién de S
Dado que la matriz S no se construye, entonces la matriz S~ tampoco es
necesaria construirla, en lugar de ello se procede de la siguiente manera. Se
asume que en las operaciones anteriores al producto de S™', se ha obtenido
un vector, supongamos que es v, entonces para evaluar

u=S"1v (6.115)
se procede a multiplicar por S a la ecuacién anterior, obteniendo

Su

I
2)

Sty (6.116)

simplificando, tenemos que

Il
|

Su =, (6.117)

asi, mediante algin procedimiento directo u iterativo (usando factorizacién
LU o CGM) resolvemos el sistema anterior.

6.4.4 Calculo de los Nodos Interiores

La evaluacion de

-1
U =~ (énn> Applia (6.118)
involucra nuevamente célculos locales de la expresion
—1
w =~ (d5y) A (6:119)
en esta estd nuevamente involucrado (é?[n)_ , por ello deberemos de usar

el siguiente procedimiento para evaluar eficientemente esta expresién, rea-
lizando las operaciones equivalentes

zd = A® up® (6.120)

2= Lpplr

wt = (a5) o

=—IIII

multiplicando por A7 a la ltima expresién, obtenemos
-1
AT = A% (énn) x4 (6.121)
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simplificando, tenemos

«@ o
érm =4 (6.122)
esta tltima expresién puede ser resuelta usando Factorizacién LU o Gradiente

Conjugado.

Como se observé, para resolver el sistema Aan = b podemos usar Fac-
torizacion LU, Gradiente Conjugado o cualquier otro método para resolver
sistemas lineales, pero debera de usarse aquel que proporcione la mayor ve-
locidad en el célculo o que consuma la menor cantidad de memoria (am-
bas condicionantes son mutuamente excluyentes), por ello la decisién de qué
método usar deberd de tomarse al momento de tener que resolver un problema
particular en un equipo dado y basicamente el condicionante es el tamano de
la matriz éﬁn

Para usar el método de Factorizacién LU, se deberd primeramente de
factorizar la matriz bandada A? _ en una matriz LU, la cual es bandada pero
incrementa el tamaiio de la banda a mds del doble, pero esta operacién sélo
se deberd de realizar una vez por cada subdominio, y para solucionar los
diversos sistemas lineales éﬁng = b sélo serd necesario evaluar los sistemas

y = b (6.123)

=Y

5l

en donde y es un vector auxiliar. Esto proporciona una manera muy eficiente
de evaluar el sistema lineal pero el consumo en memoria para un problema
particular puede ser excesivo.

Por ello, si el problema involucra una gran cantidad de nodos interiores y
el equipo en el que se implantara la ejecucién del programa tiene una cantidad
de memoria muy limitada, es recomendable usar el método de Gradiente
Conjugado, este consume una cantidad de memoria adicional muy pequena
y el tiempo de ejecucién se optimiza versus la Factorizacién LU.

De esta forma, es posible adaptar el cédigo para tomar en cuenta la
implementacién de este en un equipo de computo en particular y poder sacar
el méximo provecho al método de Subestructuracién en la resolucién de pro-
blemas elipticos de gran envergadura.

En lo que resta del presente trabajo, se asume que el método empleado

para resolver Annx = b en sus respectivas variantes necesarias para evitar el

—1
célculo de <éﬁn> es el método de Gradiente Conjugado, logrando asf el

maximo desempeno en velocidad en tiempo de ejecucién.
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FETI One-Level En el caso de FETT One-Level, al ser la matriz j simétrica
y positiva definida, la cual cumple también la restriccién dada por la Ec.
(6.49) ya que Ju = 0, entonces la formulacién silla de dicha ecuacién, se
reduce a: -

Encontrar (u,A) € W x U tal que

{ Su ‘ij =1 (6.124)

1©

]

la solucién A de la Ec. (6.124) es unica salvo la adicién de un elemento del

Kernel (l) . El espacio de multiplicadores de Lagrange U, es por lo tanto

elegido como el Rango ( J ) . Este espacio puede ser entendido como el espacio

de las funciones de salto en W.
El método One-Level FETT es un método de Gradiente Conjugado pre-
condicionado en el espacio V, aplicado a

P'EA=P'd, Ael+V (6.125)

con condicién inicial aproximada )¢ escogido tal que GAg = e. Con el pre-
condicionador mds bdsico para FETI al tomar () = I, tiene la forma

E
M= jSj = Zzéz (6.126)
donde
E=js',  G=jR  d=jS'f, e=Rf (620
y
-1
Pr-1-G(d"ec) ¢'Q (6.128)
-1
P=1-QG(¢"QG) G (6.129)

Entonces el método One-Level FETI usando la matriz l en vez de la

matriz B queda en términos del método de Gradiente Conjugado precondi-
cionado como a continuacion se muestra:
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1.- Inicializa

GTQQ) - e+ p, o € Rango (P)

q £ L
Sh—1 M_lqk—l
gk—l _ Ek—_l

k yk_lvqk_l

Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A\ obtenemos la
solucién en los nodos de la frontera interior v mediante

u=8' (i—@> (6.130)

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se
recurre a la aplicacién de la Ec (19.73) del método de subestructuracién o
complemento de Schur, solucionando asi el problema.

FETI One-Level Simplificado En el caso de FETI One-Level simplifi-
cado se toma a R = 0, se reduce a:

El método One-Level FETI es un método de Gradiente Conjugado pre-
condicionado en el espacio V, aplicado a

FA=d, (6.131)

con el precondicionador

[

E

=1
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donde

F = Z_SJ'T, d= Z—Si' (6.133)

Entonces el método One-Level FETT simplificado queda en términos del
método de Gradiente Conjugado precondicionado como a continuacién se
muestra:

1.- Inicializa

A =0

ro = (38') ~ (i8') 2"
=0 -
p'=0

k=1 _ k=1
_k 1 ) O
2= (48i) @
yh1 = k=1
_k: yhl g1
/8 = gyk—quk—2>
Bk _ gkq + ﬁklgkq
ak: <yk—17qk—1>

(. (381)*)
Ak _ Ak_l + akpk

Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A obtenemos la
solucién en los nodos de la frontera interior u mediante

u=5t <i_ lg) (6.134)
y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se

recurre a la aplicacién de la Ec (19.73) del método de subestructuracién o
complemento de Schur, solucionando asi el problema.
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FETI Dual-Primal En el caso de Dual-Primal, al ser la matriz j simétrica

y positiva definida, la cual cumple también la restriccién dada por la Ec.
(6.90) ya que Ju = 0, entonces la formulacién silla de dicha ecuacién, se

reduce a: .
Encontrar ua € W tal que

J(ua) = 3 <§“_A “A> <L “—A> - min } (6.135)
IaHe T

la matriz ja es construida tal que los valores de la solucién , ua asociada a
mas de un subdominio coincida cuando j up = 0.

Asf, el método FETI-DP es un metodo de Gradiente Conjugado precondi-
cionado para resolver el sistema precondicionado

M7'FA=M""d (6.136)

con el precondicionador

Mt = S (6.137)

=D, A:A'ZD A
- ZQAZ :AZ A

donde gA es la restriccién del complemento de Schur local é’ a WAJ- cCWiy

E=i ()5, 4=l (8) A Gy
iy [ DA, o DRIE (6.139)
S=A [ ' ! i1 T A " A
= =aa <ém> <énA> ] < ém) A [ A } (6.140)
; A, An 1
B=ta-1(4,) (4.) ] (1) A FARGE

El método FETI-DP queda en términos del método de Gradiente Conju-
gado precondicionado como a continuacion se muestra:
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1.- Inicializa

r’=d—E\
Bt=0
121:&0

)
Ak _ Ak_l + Oék]zk
Ek — Zkfl _ OZkEpk

Asi, una vez calculando el multiplicador de Lagrange A\ obtenemos la
solucién en los nodos de la frontera interior ua mediante

us=(3)" <f_A - (§A>TA) (6.142)

y para obtener la solucién en los nodos interiores de cada subdominio se
recurre a la aplicacién de la Ec (19.73) del método de subestructuracion o
complemento de Schur, solucionando asi el problema.

6.5 Implementacién Computacional

A partir de los modelos matematicos y los modelos numeéricos en esta secciéon
se describe el modelo computacional contenido en un programa de computo
orientado a objetos en el lenguaje de programacién C++ en su forma secuen-
cial y en su forma paralela en C++ usando la interfaz de paso de mensajes
(MPI) bajo el esquema maestro-esclavo.

Esto no sélo nos ayudara a demostrar que es factible la construccién del
propio modelo computacional a partir del modelo matemédtico y numérico
para la solucién de problemas reales. Ademas, se mostrara los alcances y limi-
taciones en el consumo de los recursos computacionales, evaluando algunas
de las variantes de los métodos numéricos con los que es posible implementar
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el modelo computacional y haremos el anélisis de rendimiento sin llegar a ser
exhaustivo esté.

También exploraremos los alcances y limitaciones de cada uno de los méto-
dos implementados y como es posible optimizar los recursos computacionales
con los que se cuente.

Primeramente hay que destacar que el paradigma de programacién orien-
tada a objetos es un método de implementacion de programas, organizados
como colecciones cooperativas de objetos. Cada objeto representa una ins-
tancia de alguna clase y cada clase es miembro de una jerarquia de clases
unidas mediante relaciones de herencia, contencién, agregacién o uso.

Esto nos permite dividir en niveles la seméantica de los sistemas complejos
tratando asf con las partes, que son mas manejables que el todo, permitiendo
su extensién y un mantenimiento mas sencillo. Asi, mediante la herencia,
contencién, agregaciéon o usé nos permite generar clases especializadas que
manejan eficientemente la complejidad del problema. La programacién ori-
entada a objetos organiza un programa entorno a sus datos (atributos) y a
un conjunto de interfases bien definidas para manipular estos datos (méto-
dos dentro de clases reusables) esto en oposicién a los demds paradigmas de
programacion.

El paradigma de programacion orientada a objetos sin embargo sacrifica
algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo de recursos com-
putacionales al momento de la ejecucion. Pero en contraste, permite mayor
flexibilidad al adaptar los cédigos a nuevas especificaciones. Adicionalmente,
disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mantenimiento y bisqueda
de errores dentro del cédigo. Esto tiene especial interés cuando se piensa
en la cantidad de meses invertidos en la programacién comparado con los
segundos consumidos en la ejecucion del mismo.

Para empezar con la implementacién computacional, primeramente definire-
mos el problema a trabajar. Este, pese a su sencillez, no pierde generalidad
permitiendo que el modelo mostrado sea usado en muchos sistemas de la
ingenierfa y la ciencia.

La implementacion de los métodos a priori, requieren de mas trabajo tanto
en la fase de construccién como en la parte de su aplicacién, la gran ventaja
de este tipo de precondicionadores es que pueden ser éptimos, es decir, para
ese problema en particular el precondicionador encontrado serd el mejor pre-
condicionador existente, llegando a disminuir el nimero de iteraciones hasta
en un orden de magnitud.
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El Operador de Laplace y la Ecuacién de Poisson Consideramos
como modelo matemdtico el problema de valor en la frontera (BVP) aso-
ciado con el operador de Laplace en dos dimensiones, el cual en general es
usualmente referido como la ecuacién de Poisson, con condiciones de frontera
Dirichlet, definido en €2 como:

~V2u+ku = foenQ (6.143)
u = gaq en Of2.

Se toma estd ecuacién para facilitar la comprensién de las ideas bésicas.
Es un ejemplo muy sencillo, pero gobierna los modelos de muchos sistemas
de la ingenierfa y de la ciencia.

En particular consideramos el problema con €2 definido en:

Q=1[0,1] x [0, 1] (6.144)

donde
fa=exp(zy) y goa=0. (6.145)

En todos los célculos de los métodos numéricos usados para resolver el
sistema lineal algebraico asociado se usé una tolerancia minima de 1 x 107°.

A partir de la formulacién del método de elemento finito visto en la seccién
(5.1.2), la implementacién computacional que se desarroll6 tiene la jerarquia
de clases siguiente:

FEM2D Rectingulos FEM2D Tridngulos

\ FEM2D | ‘ FEMID |

‘ Resuelve Ax=b ‘ /\l Base FEM \/\ Geometria
\ Y >

VAN

\ |

Interpolador Lineal Interpolador Cuadratico

Figura 4: Jerarquia de clases para el método de elemento finito

Donde las clases participantes en FEM2D Rectdangulos son:
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La clase Interpolador Lineal define los interpoladores lineales usa-
dos por el método de elemento finito.

La clase Problema define el problema a tratar, es decir, la ecuacion
diferencial parcial, valores de frontera y dominio.

La clase Base FEM ayuda a definir los nodos al usar la clase
Geometria y mantiene las matrices generadas por el método y a
partir de la clase Resuelve Az=B se dispone de diversas formas
de resolver el sistema lineal asociado al método.

La clase FEMZ2D controla lo necesario para poder hacer uso de la
geometria en 2D y conocer los nodos interiores y de frontera, con
ellos poder montar la matriz de rigidez y ensamblar la solucion.

La clase FEM2D Rectdngulos permite calcular la matriz de rigidez
para generar el sistema algebraico de ecuaciones asociado al método.

Notemos que esta misma jerarquia permite trabajar problemas en una y
dos dimensiones, en el caso de dos dimensiones podemos discretizar usan-
do rectdngulos o tridngulos, asi como usar varias opciones para resolver el
sistema lineal algebraico asociado a la soluciéon de EDP.

Por otro lado, la computacién en paralelo es una técnica que nos per-
mite distribuir una gran carga computacional entre muchos procesadores.
Y es bien sabido que una de las mayores dificultades del procesamiento en
paralelo es la coordinacién de las actividades de los diferentes procesadores
y el intercambio de informacién entre los mismos.

Para hacer una adecuada coordinacién de actividades entre los diferen-
tes procesadores, el programa que soporta el método de subestructuracion
paralelo, usa la misma jerarquia de clases que el método de subestructuracion
secuencial. Este se desarroll6 para usar el esquema maestro-esclavo, de forma
tal que el nodo maestro mediante la agregacién de un objeto de la clase de
Geometria generé la descomposicién gruesa del dominio y los nodos esclavos
creen un conjunto de objetos FEM2D Rectdangulos para que en estos objetos
se genere la participacién fina y mediante el paso de mensajes (via MPI)
puedan comunicarse los nodos esclavos con el nodo maestro.

La implementacién computacional que se desarrollé tiene una jerarquia
de clases en la cual se agregan las clases FEM2D Rectingulos y Geometria,
ademds de heredar a la clase Problema. De esta forma se rehusé todo el
cédigo desarrollado para FEM2D Rectdngulos, la jerarquia queda como:
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La clase DDMZ2D realiza la particién gruesa del dominio mediante
la clase Geometria y controla la particién de cada subdominio me-
diante un objeto de la clase de FEM2D Rectangulos generando la
particién fina del dominio. La resolucién de los nodos de la fron-
tera interior se hace mediante el método de gradiente conjugado,
necesaria para resolver los nodos internos de cada subdominio.

Geometria FETI-DP FEM2D Rectangulos

3

Problema

¢

Interpolador Lineal Interpolador Cuadratico

Figura 5: Jerarquia de clases para el método de subestructuracion secuencial

Asi, el dominio €2 es descompuesto en una descomposiciéon gruesa de n.xm
subdominios y cada subdominio €; se parte en p x ¢ subdominios, generando
la participacion fina del dominio como se muestra en la figura:

Dominio Q Subdominio Q i

2y

/
Q, ] P

Figura 6: Descomposicién del dominio €2 en E = n x m subdominios y cada
subdominio €2; en p X ¢ subdominios

Realizando las siguientes tareas:
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A) El nodo maestro genera la descomposicién gruesa del dominio
(supongamos particionado en n x m subdominios) mediante la
agregacion de un objeto de la clase Geometria, esta geometria es
pasada a los nodos esclavos.

B) Con esa geometria se construyen los objetos FEM2D Rectan-
gulos (uno por cada subdominio), donde cada subdominio es par-
ticionado (supongamos en p x ¢ subdominios). Cada objeto de
FEM2D Rectingulos genera la geometria solicitada, regresando
las coordenadas de los nodos de frontera del subdominio corres-
pondiente al nodo maestro.

C) Con estas coordenadas, el nodo maestro conoce a los nodos
de la frontera interior (son estos los que resuelve el método de
descomposicién de dominio). Las coordenadas de los nodos de la
frontera interior se dan a conocer a los objetos FEM2D Rectdn-
gulos en los nodos esclavos, transmitiendo sélo aquellos que estan
en su subdominio.

D) Después de conocer los nodos de la frontera interior, cada
objeto FEM2D Rectdangulos calcula las matrices

A A A An Apa Y Apa
necesarias para construir el complemento de Schur local

-1

L | | A, 4 "
a4 @) @y a | Lae]
L

y i NT T fr'
Ja =Ja" - [ (ém) (éHA> } <é’m>T AL {Ez }

sin realizar comunicacién alguna. Al terminar de calcular las
matrices se avisa al nodo maestro de la finalizacién de los célculos.

E) Mediante la comunicacién de vectores del tamano del nimero
de nodos de la frontera interior entre el nodo maestro y los objetos
FEM2D Rectdngulos, se prepara todo lo necesario para empezar el
método de gradiente conjugado y resolver el sistema lineal virtual
MUEA =M.
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F) Para usar el método de gradiente conjugado, se transmite un
vector del tamano del nimero de nodos de la frontera interior
para que en cada objeto se realicen las operaciones pertinentes y
resolver asf el sistema algebraico asociado, esta comunicacién se
realiza de ida y vuelta entre el nodo maestro y los objetos FEM2D
Rectdangulos tantas veces como iteraciones haga el método. Re-
solviendo con esto los nodos de la frontera interior uy.

G) Al término de las iteraciones se pasa la solucién A’ de los nodos
de la frontera interior que pertenecen a cada subdominio dentro
de cada objeto FEMZ2D Rectingulos para que se resuelvan los

N\ =1 ) T
. . ; ~ P 1 ; . .
nodos interiores up’ = <§ ) fa — (E’A) A" ], sin realizar

comunicacion alguna en el proceso, al concluir se avisa al nodo
maestro de ello.

I) El nodo maestro mediante un tltimo mensaje avisa que se
concluya el programa, terminado asf el esquema maestro-esclavo.

Del algoritmo descrito anteriormente hay que destacar la sincronfa entre
el nodo maestro y los objetos FEMZ2D Rectingulos contenidos en los nodos
esclavos, esto es patente en las actividades realizadas en los incisos A, B y
C, estas consumen una parte no significativa del tiempo de calculo.

Una parte importante del tiempo de célculo es consumida en la generacién
de las matrices locales descritas en el inciso D que se realizan de forma
independiente en cada nodo esclavo, esta es muy sensible a la discretizacién
particular del dominio usado en el problema.

Los incisos E y F del algoritmo consumen la mayor parte del tiempo total
de ejecucion al resolver el sistema lineal que dard la solucién a los nodos de la
frontera interior. La resolucién de los nodos interiores planteada en el inciso
G consume muy poco tiempo de ejecucién, ya que sélo se realiza una serie
de célculos locales previa transmisién del vector que contiene la solucién a
los nodos de la frontera interior.

Este algoritmo es altamente paralelizable ya que los nodos esclavos estan
la mayor parte del tiempo ocupados y la fraccién serial del algoritmo estd
principalmente en las actividades que realiza el nodo maestro, estas nunca
podrén ser eliminadas del todo pero consumird menos tiempo del algoritmo
conforme se haga més fina la malla en la descomposicién del dominio.

Por ejemplo, para resolver la Ec. (6.143), usando 3072 x 3072 nodos
podemos tomar alguna de las siguientes descomposiciones:
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Nodos
Nodos Elementos Total Nodos
Descomposicién Subdominios Desconocidos
Interiores Subdominio Subdominio
Subdominio
8X 8y 384%x384 64 147456 148225 146689 9388096
16Xx16 y 192x192 96 36864 37249 36481 9339136
32%32 y 9696 1024 9216 9409 9025 9241600
64X64 v 48X 48 4096 2304 2401 2409 9048064
128X 128 y 24x24 16384 576 625 529 8667136

Cada una de las descomposiciones genera un problema distinto. Usando
el equipo secuencial a 2.8 GHz y evaluando el desempeno del método de
subestructuracion secuencial se obtuvieron los siguientes resultados:

Iteraciones Tiempo
Particion Nodos Frontera Interior
Subestructuraciéon Subestructuracién
8X 8y 384x384 42945 4 18071 seg.
16X16 y 192x192 91905 3 4751 seg.
32X 32 y 96 X96 189441 2 911 seg.
6464 y 48x48 382977 1 781 seg.
128X 128 y 24x 24 76395 1 3130 seg.

y para el método FETI-DP secuencial se obtuvieron los siguientes resul-
tados:

Iteraciones Tiempo
Particion Nodos Frontera Interior

FETI-DP FETI-DP
8X 8y 384x384 42945 2 14685 seg.
1616 y 192x192 91905 2 3985 seg.
32X 32 y 9696 189441 1 777 seg.
6464 y 48x48 382977 1 673 seg.
128X 128 y 24x 24 76395 1 2977 seg.

Nétese que atin en un solo procesador es posible encontrar una descom-
posicién que disminuya los tiempos de ejecucién (la descomposicion de 64 x 64
y 48 x 48 concluye en 673 seg. versus los 781 seg. en el caso del algoritmo
de subestructuracion ).

Notemos también que en la dltima descomposicién, en lugar de disminuir
el tiempo de ejecucion este aumenta, esto se debe a que se construyen muchos
objetos FEM2D Rectdngulos (76395 en este caso), con los cuales hay que
hacer comunicacién resultando muy costoso computacionalmente.
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Por otro lado, para la implementacién paralela, la descomposicién ade-
cuada del dominio para tener un buen balanceo de cargas se logra cuando
se descompone en n X m nodos en la particién gruesa, generandose n * m
subdominios y si se trabaja con P procesadores (1 para el nodo maestro y
P — 1 para los nodos esclavos), entonces el balance de cargas adecuado serd
cuando (P —1) | (nxm). Asi, los siguientes tiempos fueron obtenidos al usar
1,2,3,5,9 y 17 procesadores.

Usando para los cédlculos en un procesador el equipo secuencial y para
la parte paralela el cluster homogéneo a 2.8 GHz resolviendo por el método
de gradiente conjugado, la solucién para una particion 64 x 64 y 48 x 48 se
encontro la solucién en 1 iteracion en los siguientes tiempos:

Particién CPUs | Tiempo Total
64x64 y 48x48 1 673 seg.
64x64 y 48x48 2 820 seg.
64x64 y 48x48 3 415 seg.
64x64 y 48x48 ) 286 seg.
64x64 y 48x48 9 222 seg.
64x64 y 48x48 17 190 seg.

Las métricas de desempeno son las siguientes

Procesadores | Tiempo | Factor de Aceleracion | Eficiencia | Fraccién Serial
1 673 seg.
2 820 seg. 0.8207 0.41036 1.43684
3 409 seg 1.6216 0.54056 0.42496
5 399 seg. 2.3531 0.47062 0.28120
9 353 seg. 3.0315 0.33683 0.24609
17 330 seg 3.5421 0.20835 0.23746

Estos resultados pueden ser apreciados mejor de manera gréfica como se
muestra a continuacién:
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Tiempo {seg.) Factor de Aceleracién
1000 4.000
200 3000
. G0
E =E 2000
a0
200 ’—‘ |_| 1.000
0 0.0
Procesadores Procesadores
Eficiencia Fracccién Serial
0&00 2.000
0500
0400 1500
== 0300 1000
0.200 4
0.100 4 0.500
0000 i
Proecesadores Procesadores

Figura 7: Métricas de desempeno mostrando sélo cuando las cargas estdn
bien balanceadas (2, 3, 5, 9 y 17 procesadores).

En cuanto a las métricas de desempeno, obtenemos que el factor de ace-
leracién en el caso ideal deberfa de aumentar de forma lineal al aumento del
nimero de procesadores, que en nuestro caso no es lineal pero cumple bien
este hecho si estdn balanceadas las cargas de trabajo.

El valor de la eficiencia deberd ser cercano a uno cuando el Hardware
es usado de manera eficiente, como es en nuestro caso cuando se tiene un
procesador por cada subdominio.

Y en la fraccién serial su valor deberia de tender a cero en el caso ideal,
siendo este nuestro caso si estdn balanceadas las cargas de trabajo, de aquf
se puede concluir que la granularidad del problema es gruesa, es decir, no
existe una sobrecarga en los procesos de comunicacion siendo el cluster una
buena herramienta de trabajo para este tipo de problemas.

Finalmente las posibles mejoras de eficiencia para el método de subestruc-
turacién en paralelo para disminuir el tiempo de ejecucién pueden ser:

eBalance de cargas de trabajo homogéneo.

e Al compilar los cédigos usar directivas de optimizacion.
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eUsar bibliotecas que optimizan las operaciones en el manejo de
los elementos de la matriz usando punteros en las matrices densas
o bandadas.

okl cédlculo de las matrices que participan en el complemento de
Schur pueden ser obtenidas en paralelo.

Un comentario que considero pertinente hacer, es con respecto a la com-
paraciéon del nimero de iteraciones que se requiere para concluir un pro-
blema dado por ejemplo entre los métodos FETI-DP y por el Complemento
de Schur, ya que por ejemplo, tomando una particion de 10 x 10 y cada
subdominio en 10 x 10 tenemos:

Para el método de Complemento de Schur:

El CGM resuelve para 1701 nodos de frontera interior (1701 gra-
dos de libertad) en 38 iteraciones.

Para el método de FETI-DP

El CGM resuelve para 1701 nodos de frontera interior, pero con
3564 multiplicadores de Lagrange (3564 grados de libertad) en 79
iteraciones.

Por ello hay que tomar en cuenta que el niimero de iteraciones pese a que
resuelven el mismo problema, no son comparables por los distintos grados
de libertad que se resuelven en el sistema lineal, pero el tiempo de ejecucién
si deberd de usarse para comparar los métodos FETI-DP y Schur para una
particién dada de un problema determinado.
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7 Funciones Definidas por Tramos

Sea Q C R™ un dominio, y IT = {€y, ..., Qg} una particién o descomposicién
en subdominios §2; sin traslape del dominio €2 -también conocida como malla
gruesa 7. Un ejemplo de un dominio §2 y su descomposicién en subdominios
Q; y cada §2; a su vez descompuesto en (), subdominios se muestra en la figura:

‘) i A f!__ 'I h lr 5
i .-’ | // QU
.-".' L | -)—
P %
]r ¥ & L1 ol
Fi & {
T y
Fi
I T
] 1

Figura 8: El dominio €2, su frontera externa 02 y la frontera interna I.

Se asume que:
1.- Q;, para i =1, ..., E es un subdominio de (),

2.- Q; ﬂQj = O, siempre que i # j.
E

3-0c |
i=1

La notacién 02 y 0);, i = 1, ..., ' es tomada de la frontera del dominio
Q) y la frontera del subdominio €); respectivamente, claramente

E
o0 c | oo (7.1)

i=1
Adicionalmente definimos a la frontera interior cémo
I =JoNoe, (7.2)
i#£]
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y a 0f) como la frontera exterior del dominio €2, denotamos por H al didmetro
H; = Diam(Q;) de cada €; que satisface Diam(€;) < H para cada i =
1,2, ..., E, ademds, cada subdominio €2; es descompuesto en una mallado fino
7T, de K subdominios mediante una triangulacién €2, de modo que esta sea
conforme, denotamos por h al didmetro h; = Diam(f2.) de cada €. que
satisface Diam(€.) < h para cadae=1,2,..., K decadai=1,2,..., F.

También asumimos que salvo en un conjunto de medida cero sobre I' se
define un nico vector normal denotado por n cuyo sentido se elige arbitraria-
mente y el lado positivo de I' es definido hacia el sentido positivo del vector
normal.

Sea D (£2) un espacio lineal de funciones definidas en €2, entonces

Definicién 52 Identificamos como una sola funcion, a dos funciones u,w €
D (Q) cuyo dominio de definicion estda contenido en 2, cuando se satisface
la condicion de que el conjunto de puntos en los cuales u # w tiene medida
de Lebesgue cero.

Dada una particién II = {4, ..., g} del dominio €2, entonces

Definicién 53 Una funcion definida por pedazos es una sucesion de fun-
ciones {wy, ..., wg}, tal que para cadai =1, ..., E, la funcion w; estd definida
en ;. Dada una funcion w definida en ) esta tiene una tunica funcion
definida por pedazos {wy, ...,wg}, tal que

w,=wlg, coni=1,..,FE (7.3)

donde w

o, €s la restriccion de w a €.

Esto establece una correspondencia biunivoca entre las funciones definidas
en () y las funciones definidas por pedazos.

Definicién 54 Identificaremos a la funcion w definida en casi todos la-
dos salvo un conjunto de medida cero en 0 y la correspondiente sucesion

{’U)l, ,’U)E} .

Asi, dada una funcién w contenida en Q, la sucesion {wy,...,wg} serd
referida como la representaciéon definida por pedazos de w y las funciones
w;, 1 = 1,..., K como componentes locales de w. También, establecemos una
correspondencia biunivoca entre los espacios {D (1), ..., D (2g)} y D (Q) en

Q.
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Definicién 55 Dada una familia {D (), ..., D (g)} de espacios lineales
definidos en Q) ..., Qg respectivamente, definimos el espacio lineal D (§2) con-
tenido en ) por

D@Q)=D(Q)®...5 D (Qp). (7.4)

Teorema 56 Sea {w, ..., wg} la representacion en pedazos de cualquier fun-
cion w, entonces w € D () si y sélo si w; € D (£;) para todoi=1,..., E.

Definicién 57 El espacio lineal de funciones definidas por pedazos D (Q) por
el espacio cuyos elementos son la restriccion a €); de las funciones pertenecientes

En cuyo caso la funcién de D () a D () la cual asocia a cada w € D ()
una representacién en pedazos de

es una biyeccién la cual es referida como la inmersién natural de D (§2) sobre
D ()@ ...® D (Qg) . En lo sucesivo identificaremos los dos espacios lineales
y escribiremos

D(Q)CD()&..4D (). (7.6)

En vista de las definiciones anteriores, para cada funcién v € D (Q),
existe una sucesién de funciones {vy,...,vg} tal que v; = v |q,;i = 1,..., E,
donde v |, es la restriccion de v a ;.

Puesto que una funcién v € D (Q) se forma por las restricciones de fun-
ciones definidas de manera independiente en cada subdominio €;, esta es en
general totalmente discontinua en la frontera interior I', asi, las funciones
que pertenecen a este espacio pueden tener discontinuidades de salto finitas
tanto en el valor de la funcién como en el valor de sus derivadas normales en
r.

Cuando se califica a una funcién como continua, se entiende que la funcién
es continua en su valor, sin asumir nada acerca de la continuidad en sus
derivadas. Aunque es claro que la funcién es continua en todo 2, esto es,
en cada subdominio €2; y en la frontera interior I', se pondrd énfasis en la
continuidad através de I'. Cuando se califica a una funcién como totalmente
continua, se entiende que la funcién es continua tanto en su valor como
en sus derivadas normales a través de I'. Cuando se califica a una funcién
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como totalmente discontinua, se entiende que la funcién puede presentar

discontinuidades tanto en su valor como en sus derivadas normales a través
deT.

Sea I';; = 0€2;N0S2; donde 0S2; y 0f2; son las fronteras de dos subregiones
adyacentes, entonces definimos como la traza a la restriccién de v* a Ty;.

Pero como I';;, para dos subregiones vecinas hay dos trazas definidas una
que corresponde a v’ y otra a v/, entonces se requiere introducir la siguiente
notacién para poderlas distinguir entre si:

vy = Tr(v') (7.7)
cuando €2; cae del lado positivo de I';; y
v_=Tr(v) (7.8)

en caso contrario. Aqui 7Tr(v) designa al operador traza de la funcién v. En
general v, # v_ ya que se trabaja con espacios de funciones definidas por
tramos.

Observacion 3 Notemos que al considerar una funcion w en §2, su defini-
cion en I' es innecesaria, ya que la medida de Lebesque de I' es cero. Si la
traza de w, es definida en casi todos lados salvo un conjunto de medida cero
sobre 09), para o = 1, ..., E, entonces tal traza es también definida en I'. En
particular, si la traza de w, esta definida sobre 02, para cada oo =1, ..., F,
entonces ellas definen dos funciones definidas en casi todos lados salvo un
conjunto de medida cero sobre I, denotadas por (wy,w_) correspondientes a
los lados de trazas positivas y negativas de I' respectivamente.

Definicién 58 El salto de v sobre ' de funciones definidas por pedazos como
[w] = wy —w- (7.9)

y el promedio como

(wy +w_) (7.10)

DN | —

w =

respectivamente.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 172 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

Observemos que tanto el promedio de una funcién w, cémo el producto
[w] - n no depende de como se elija el sentido del vector normal unitario n en
', ademas las siguientes identidades se satisfacen

we =i+ ful] y wo = - [[u]]. (7.11)

La discontinuidad de una funcién en la frontera interior I" se puede expre-
sar ya sea especificando los valores de sus trazas en I', o bien, especificando
los valores de su promedio y de su salto en I". Ademds, si la funcién v es
continua a través de I' se tiene que

V=0, =v_ =70 y que [[v]] = 0.

Por otro lado tenemos que si u y v son funciones definidas en €2, entonces
tenemos que
[[uv]] = @ [[v]] + O [[u]] en T

7.1 Espacios de Sobolev de Funciones Definidas por
Tramos

Dada una familia de espacios lineales {D (), ..., D (Q2g)}, tal que D (£2;),
para cada i = 1,2,...F, es un espacio lineal de funciones definido en casi
todos lados salvo un conjunto de medida cero en 2;, se puede considerar el
espacio

DQ)=D()®...®D(Qg) (7.12)

entonces, los elementos de D (2) son funciones definidas por tramos, (wy, ..., wg) ,
conw; € D(;),i=1,2,...,F.

Definicién 59 FEl espacio de Sobolev de orden p > 0 para funciones definidas
por tramos estd dado por

~

HP (Q,11) = H? (1) & ... & H? (Qp) (7.13)
aqut, H? (S;) es el espacio de Sobolev de orden p, de funciones definidas

en Q. Cada funcion w € H? (Q) es una sucesion, w = (wy, ..., wg) ,con
w; € HP (), i=1,2,..., E.
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Observemos que cuando w € H? (£2), entonces las restriccion, w; de w a
(); tiene la propiedad que w; € H? (§2;) . Por lo tanto

HP (Q) C H? (Q) (7.14)

Para p > 0, esta es una inclusién propia. Sin embargo para p = 0,
H°(Q) = H°(Q) = L?(Q). Ademss

H°(Q)= H°(Q) > H? (Q) Vp >0 (7.15)

Aqui las funciones definidas en {2 han sido identificadas con sus repre-
sentaciones por partes. Todos los espacios H? ()), para p = 0,1,2, ..., estdn
hechos de funciones las cuales pertenecen a H° () = L? ().

Teorema 60 Para cada p > 0, una funcion @ = (uy,..,up) € H°(Q)
pertenecen a H? () si y sdlo si la norma

SIS

E
1ol 0n = (Z ||UiH12;,Qi) (7.16)
i=1

estd bien definida.

Cuando HP (Q) es equipada con esta norma el correspondiente producto
interior (,-), se convierte en un espacio de Hilbert.

Observacion 4 Las siguientes propiedades se satisfacen:
1.- Cuando w € HP (Q), entonces la restriccion de w a Q, w, tiene la
propiedad de que w, € H? (§,). Por lo tanto

~

H? (Q) ¢ A7 (Q) (7.17)

2.- Cuando u € H' (Q) entonces
[[u]] =0 sobre T < u € H' () (7.18)

3.- Cuando u € H? (Q) entonces

[[u]] =0 y Hg—zn =0 sobre T = u e H*(Q). (7.19)
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La identidad
E
Z/ UgWandr = / uwnida:—/(uw)nidx (7.20)
— Joa. a0 r

_ /a wwnids - /F (i) + 0 ] ) o

puede ser facilmente verificada. Aqui n; es cualquier componente del vector
normal unitario.

7.2 Foérmulas Green-Herrera

Sea 2 un dominio y IT = {Qy,...,Qg} una particién o descomposicién en
subdominios del dominio €2. Sea una ecuacién diferencial en forma general

EUILUQ Efg, €en Qi,i: 1,...,E (7.21)
con condiciones de frontera
Bju = Bjuy = gy, en 02 (7.22)

y saltos prescritos
Jku = JkuF = j[‘, en I’ (723)

donde B; y Ji son k operadores diferenciales. Aqui, ug = (u}], - ug) , UY,
y ur son funciones dadas en ﬁl (Q), que definen los datos del problema. De
manera tal que tenemos un problema bien planteado, es decir, se garantiza la
existencia y la unicidad de la solucién. El problema enunciado se denomina
Problema con Valores en la Frontera con Saltos Prescritos.

Siu € Dy (), entonces la ecuacion diferencial Lu esta definida en el inte-
rior de cada €); parai = 1,..., E. De igual forma, si w € Do (Q) entonces L*w
estd definida en el interior de cada €);, para i = 1, ..., E. Ambos operadores
diferenciales podrian no estar definidas en I' U 0).

Y como por definicién del operador diferencial £ y su operador diferencial
adjunto formal L£* satisfacen la condicién

wlu —ul'w =V -3 (u, w) (7.24)

donde D (u,w) es una funcién bilineal definida en Dy (Q2) x D, (Q2) apropia-
da para el operador £. Ademds asumimos que existen funcionales bilineales
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B (u,w),C (w,u),J (u,w) y K (w,u) donde las primeras dos estén definidas
en 0F) y las dos tltimas sobre I, tal que

D (u,w)-n=DB(u,w) —C (w,u) en OS2 (7.25)

—[® (u,w)]] n=J (u,w) — K (w,u) en I’ (7.26)

generalmente, las definiciones de By J depende de las condiciones de frontera
y de criterios de suavidad del problema en particular de que se trate, si los
coeficientes del operador diferencial son continuos, las férmulas de Herrera
para J y K satisfacen

[2 (u, w)]] = D (@, [[w]]) + D ([[ul], w) (7.27)
J (u,w) = =D ([[u]] ,w) -ny K(w,u) =2 (4, [w])  n. (7.28)

Si integramos la ecuacion (7.24) cada €2; parai = 1,2, ...E, y se considera
E

Q= U Q,, se tiene que

> / (wlu —ulrw)dz =Y [ VD (u,w)dzx (7.29)

aplicando el teorema generalizado de la divergencia

/ VD (u,w) dz = / D (u,w) - gz — / (D (w,w)]] -npdz  (7.30)

o0N r

en el lado derecho de la Ec. (7.29) obtenemos

>/ wluds — 3" [uerwds = [®ww) nde~ [ 19 (ww) - nde

i=1"q, i=1"q, Q r

=

(7.31)
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desarrollando el dlgebra de saltos en el segundo sumando del lado derecho de
la ecuacion anterior se tiene

E E
Z/wﬁudg— Z/uﬁ*wdg (7.32)
=19, =179,

Ahora, para poder usar las férmulas de Green se introducen las siguien-
tes funcionales bilineales reales definidas en D; (2) x Dy (§2). Sean las fun-
cionales bilineales B (u, w) ,C* (u,w) , J (u,w) y K* (u, w) tales que producen
las siguientes descomposiciones

D (u,w) -n=B(u,w) —C* (u,w) en 0f) (7.33)
D (u, [[w]]) - n =K (u,w) en I’ (7.34)
— D ([[u]],w) n=T (u,w) en I’ (7.35)

donde C* (u,w) es el transpuesto de la funcional bilineal C (w, u) y se define
como

C* (u,w) =C (w,u) (7.36)

de igual manera para

K* (u,w) = K (w,u) . (7.37)

La funcional bilineal B (u,w) estd en funcién de los valores de frontera
(condiciones de frontera y condiciones iniciales), mientras que la funcional
C* (u,w) involucra los valores desconocidos en 02 (informacién desconocida).

Por otra parte, la funcional K* (u,w) involucra los valores relacionados
con los promedios u en I' mientras que la funcional J (u,w) involucra los
valores relacionados con los saltos [[u]] en T'.

Adicionalmente, consideramos las funcionales bilineales reales definidas
en D1 (Q) X D2 (Q) :

Pu,w) = wlu, en ) parai=1,.., F (7.38)

T (u, w) = wlL*u, en); parai=1,.., F (7.39)
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Sustituyendo las Ecs. (7.33) a (7.39) en Ec. (7.32) y reordenando los
términos, se obtiene la férmula de Green-Herrara

E

Z/P U, w dw—/B(u,w)dg—/J(u,w)dg (7.40)
=1 Q 20 -
i/j*(u,w)dz—/C*(u,w)dg—/lc*(uaw)dz,

=g, o r

Ahora, sean las funcionales bilineales reales
(Pu,w) , (Bu,w) , (Tu,w) , (Q u,w) , (C*u,w) y (K*u,w) (7.41)

definidas en D; (Q) x Ds () tales que

(Pu,w) Zi/?(u,w)a@:

E
/wﬁudg en(); parai=1,... F
i=1 7,

(Bu, w) /B en 0f) (7.43)
20

(Ju,w) /j enT (7.44)
r

(7.45)

(Cu,w)y = [ C*(u,w)dz en 0N 7.46)
l

(Kru,w) = /K*(u,w)daj enT (7.47)

Si se sustituye las Ecs. (7.42) a (7.47) en (7.40), se tiene

(Pu,w) — (Bu,w) — (Ju,w) = (Q*u,w) — (C*u,w) — (K*'u,w)  (7.48)
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que se satisface para todo (u,w) € Dy () x Do (€2), o bien, por la propiedad
de linealidad

(P—-—B—-J)u,w) ={((Q"—C*— K")u,w) (7.49)
o de manera compacta
P-B-J=Q —-C" —K* (7.50)

esta expresion representa la férmula Green-Herrera para operadores en cam-
pos discontinuos.

Las funcionales bilineales
(Pu,w) , (Bu,w) , (Tu,w) , (Q*u,w) , (C*u,w) y (K*u,w) (7.51)

también se pueden considerar como operadores funcionales lineales definidos
en Dy () y valuadas en Dj (£2) , i.e., valuados en el dual algebraico de D5 (£2) .

Por ejemplo, P : Dy (Q) — D2 (Q) dénde Pu € Di (Q) v u € Dy (). De
igual modo, los transpuestos de las funcionales bilineales

(P*u,w) , (B*u, w) , (T u, w) , (Qu,w) , (Cu, w) y (Ku,w) (7.52)

se pueden considerar como operadores funcionales lineales definidos en D, (Q)
y valuados en D3 (), i.e., valuados en el espacio dual algebraico de D; (),
por ejemplo P* : Dy (Q) — Dj (2) dénde Pw € Di () y w € Dy (Q).

Finalmente, sean las funciones uy € D, (Q) yur € Dy (©2) . Entonces las
funcionales lineales gy € D} () y jr € D3 () se define como

9o (w) = (Bug, w) para todo w € Dy () (7.53)
jr (w) = (Jur,w) para todo w € Dy () (7.54)

o brevemente:
gojrBuy (7.55)
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Férmula de Green La férmula de Green es un caso particular de las
férmulas de Green-Herrera cuando (Ju,w) = 0y (K*u,w) = 0, lo cual
implica la continuidad de la funcién u y de sus derivadas normales a través
de T

Supongase que las condiciones de salto en I' son nulas, entonces al aplicar
el teorema de la divergencia (7.30) en el lado derecho de Ec. (7.29) se obtienen

E

> / wlu — XE: / ul*wdz = / D (u, w) - ndz. (7.57)

i=1"q, i=1"7q, a0

Si se compara con la Ec. (7.31) se observa que [© (u,w)] = 0. Ahora, si
se introduce las funcionales bilineales previamente definidas se tiene

é/?(u,w)dg—éfj*(u,w)dgz /(B(u,w) — C*(u,w))dz (7.58)

o0N

de esta forma se obtiene
(Pu, w) — (Bu,w) = (Q"u, w) — (C*u, w) (7.59)

y mds compactamente

P-B=Q —-C (7.60)

para todo (u,w) € Dy (Q)x Dy (Q). Esta tltima férmula, es la llamada
férmula de Green convencional.

7.3 Formulaciones Variacionales con Valor en la Fron-
tera con Saltos Prescritos

Definicién 61 Se dice que las condiciones de frontera gy € l/)\; () en 00
y las condiciones de salto prescrito jr € D} () son condiciones compatibles
cuando existe una funcion ugrDq () tal que

go = Bugr, en 0 (7.61)
jr = Juer, enT.

Es decir, que ambas condiciones se pueden derivar de una tnica funcion,
de modo que realmente no imponen condiciones contradictorias.
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Definicién 62 El problema de contorno con valores en la frontera con saltos
prescritos (BVPJ) consiste en buscar una funcion v € Dy (), tal que sa-
tisfaga:
1) El operador
Lu = Lug = fa, en ) (7.62)

2) Condiciones de frontera

B(u,-) = B(ug, ) = ga, en 0 (7.63)
3) Saltos prescritos

J(u,-) =T (ur,-) =jr, en T (7.64)

donde ugq, ug, y ur son funciones dadas en ﬁl (Q), que definen los datos
del problema, ademdas las condiciones de frontera en 0S) y las condiciones de
salto en I' deben de ser compatibles.

Ademas se usa la convencion de que la Ec. (7.62) que se satisface sola-
mente en los puntos interiores de cada una de las subregiones ;i =1, ..., E.

Si definimos las siguientes funcionales f, g y j que pertenecen a D3 ()
c6mo

(f,w) = (Pug,w), para todo w € Dy () (7.65)
(g,w) = (Bug, w) , para todo w € Dy () (7.66)
(j,w) = (Jur,w), para todo w € Dy () (7.67)

entonces

Definicién 63 Una formulacion débil del problema con valores en la frontera
con saltos prescritos se puede escribir como

Pu = f; Bu = g; Ju=j. (7.68)

Definicién 64 Llamaremos solucion de un problema con valores en la fron-
tera con saltos prescritos, a una funcion u € Dy () que satisfaga la formu-
lacion débil del problema con valores en la frontera con saltos prescritos.
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En lo sucesivo se supondrd que existe al menos una solucién del pro-
blema con valores en la frontera con saltos prescritos ademds la Ec. (7.68)
es equivalente a la siguiente ecuacién simple:

(P=B~Ju=f-g-j (7.69)

Una condicién suficiente para que la Ec. (7.69) sea equivalente a la Ec.
(7.68) es que By J sean operadores de frontera para P : Dy (Q2) — D35 (Q) .
Si escribimos la Ec. (7.69) de manera més explicita resulta

(P—B—J)u,w)y={(f —g—j,w) para todo w € l/?\; (Q)  (7.70)

la cual representa la formulacién variacional del problema con valores en
la frontera con saltos prescritos y nos referiremos a ella como la ecuacién
variacional en términos de los datos del problema.

Haciendo uso de la férmula Green-Herrera Ec. (7.50) se obtiene la siguien-
te formulacién variacional equivalente en términos de la informacién comple-
mentaria:

(Q—-C—-K)'u,w)y=(f —g—j,w) para todo w € D, Q) (7.71)

cuando se aplica el método de residuos pesados, la solucién aproximada u €
Dy () satisface

(Q—-C—-K)uw*)=(f—g—jw) cona=1,.,F (7.72)

donde {wl, ey wF } C Dy (2) es un sistema de funciones de peso.
Como la solucién exacta satisface la Ec. (7.71) entonces se cumple que

(Q—-C—-K)(u—1a),w*) =0 cona=1,...FE (7.73)

este resultado puede ser usado para analizar la informacién acerca de la
solucion exacta que estd contenida en la solucién aproximada.
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8 Meétodo de Trefftz

En este capitulo se consideraran problemas con valor en la frontera (VBVP)
de la forma

Lu = f enQ (8.1)
u = g en )

donde
Lu=—Au (8.2)

como un caso particular del operador eliptico definido por la Ec. (4.43) de
orden dos.Consideremos el problema dado por la Ec. (8.1) en el dominio
QCR"y Il ={Q,.., 0z} una particién o descomposicién en subdominios
del dominio €2, i.e. se asume que:

1.- Q;, parai =1,..., E es un subdominio de (2,

2.- Q) ﬂQj = O, siempre que i # j.

E
3-0c |

=1

Q

|

—

P~y

Figura 9: El dominio 2, su frontera externa 02 y la frontera interna I'.

La notacién 092 y 9€2;, i = 1, ..., I/ es tomada de la frontera del dominio
Q) y la frontera del subdominio €2; respectivamente, claramente

E
o0 c | oo (8.3)

i=1
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Adicionalmente definimos a la frontera interior cémo

I =|JoNoQ, (8.4)
i#]
y a df2 como la frontera exterior del dominio €.
También asumimos que salvo en un conjunto de medida cero sobre I' se
define un inico vector normal denotado por n cuyo sentido se elige arbitraria-

mente y el lado positivo de I' es definido hacia el sentido positivo del vector
normal.

El método Trefttz-Herrera es un método -al igual que en los métodos de
Descomposicién de Dominio-, permite construir la solucién global definida en
todo el dominio, resolviendo exclusivamente problemas de contorno locales
formulados en cada uno de los subdominios de la particién.

La estrategia general para alcanzar dicho propédsito consiste en recabar
cierta informacion de la solucién pero tinicamente en la frontera interior I' de
la particién, que sea la suficiente para definir problemas de contorno indepen-
dientes y bien planteados en cada uno de los subdominios, cuyas soluciones
individuales sean precisamente las restricciones correspondientes de la solu-
cién global. Para esto, se elige de antemano cierta informacién objetivo de
la solucién en que posea esta propiedad, la cual se denota como informacién
buscada.

Existen dos grandes categorias de métodos para recabar dicha informa-
cién buscada: los métodos directos y los métodos indirectos. Los métodos
directos utilizan soluciones locales del operador diferencial original para es-
tablecer las condiciones de compatibilidad que debe aportar la informacién
buscada; mientras que los métodos indirectos utilizan para tal fin el operador
diferencial adjunto. Entonces, a partir de estas condiciones de compatibilidad
se deriva una matriz del sistema global asociada con el problema.

Los métodos directos se derivan de una forma muy general de las condi-
ciones de continuidad de Poincaré-Steklov, mientras que los métodos indirec-
tos se derivan de una teorfa desarrollada por Herrera, la cual se relaciona con
la metodologia Trefftz, llamada con frecuencia teoria Trefftz-Herrera. Exis-
ten diversas maneras de implementar cada uno de estos métodos. Una de
ellas, se basa en el uso de una clase especial de funciones de base y de peso,
llamadas genéricamente funciones éptimas.

En los métodos de localizacion indirectos se desarrolla y se aplica un
sistema de funciones de peso especializadas que tiene la propiedad de capturar
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la informacién buscada de la solucién en la frontera interior exclusivamente.
La idea de construir tales funciones 6ptimas de peso surge del hecho de que en
el método de residuos pesados, la informacién acerca de la solucién exacta
que contiene la soluciéon aproximada, depende del sistema de funciones de
peso que se aplica.

Para utilizar esta dependencia en la construccién de las funciones 6ptimas
de peso, se requiere de un procedimiento de andlisis. Las herramientas bésicas
de este andlisis son las férmulas de Green-Herrera, las cuales se pueden aplicar
atin cuando las funciones de base y de peso son completamente discontinuas,
cosa que no se puede hacer en los espacios de Sobolev estdndares ni con los
operadores definidos en ellos.

Entonces, las férmulas de Green-Herrera se aplican para disenar las fun-
ciones 6ptimas de peso adecuadamente, las cuales tienen entre otras propieda-
des las de ser soluciones locales a la ecuacién diferencial homogénea asociada
con el operador diferencial adjunto. Las funciones 6ptimas de peso se uti-
lizan para derivar las condiciones de compatibilidad de las cuales se obtiene
la informacién buscada.

Por otro lado, en los métodos de localizaciéon directos se introduce un
espacio lineal cuyos elementos, llamados funciones 6ptimas de base, tiene la
siguiente propiedad: una funcién 6ptima de base satisface las condiciones de
continuidad de Poincaré-Steklov si y sélo si contienen la informacién buscada.
Cuando se utiliza la aproximacién directa, la obtencién de la informacion
buscada se transforma en la construccion de la funcién 6ptima de base que
cumple con las condiciones de Poincaré-Steklov, de la cual se deriva la matriz
del sistema global. Las funciones éptimas de base son soluciones locales de la
ecuacion diferencial homogénea asociada con el operador diferencial original
del problema considerado.

Como se mencioné anteriormente, el término de funciones 6ptimas denota
un conjunto de funciones que incluye tanto a las funciones 6ptimas de base
como a las funciones 6ptimas de peso, de modo que el primero se compone
de la suma directa de los dos 1ltimos.

8.1 Conceptos Basicos

Trabajaremos con los espacios de Sobolev para definir los espacios lA)a (Q),
ya que estos son apropiados para manejar funciones discontinuas definidas
por tramos, en donde las trazas de las funciones y de sus derivadas normales
en las fronteras de los subdominios 0f); siempre estdan definidas y en conse-
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cuencia, los saltos y los promedios de éstas. De esta forma, se garantiza la
existencia y la unicidad de la solucién para los problemas de contorno con
saltos prescritos y con coeficientes discontinuos, en donde la solucién también
puede ser discontinua.

La ubicacién dentro del dominio €2 tanto de los saltos prescritos como de
las discontinuidades de los coeficientes del operador diferencial determinan
la particién II, de forma que solamente haya éstos sobre la frontera interior
I'. De esta forma, la solucién solamente puede presentar discontinuidades en
r.

Usando las definiciones del capitulo de Funciones Definidas por Tramos,
entonces los espacios D; (2) y Dy (2) corresponden a los espacios de las
funciones de base y de las funciones de peso respectivamente. Las funciones
de base construyen la solucién de la ecuacién diferencial; mientras que las
funciones de peso o funciones de prueba ponderan a la ecuacién diferencial.

En esta seccion se trabaja con ecuaciones diferenciales parciales elipticas
de segundo orden, en consecuencia, se utilizardn para definir los espacios de
las funciones base y funciones de peso los espacios de Sobolev por tramos
H5(Q) de orden s = 2, es decir

Dy (Q) c H2(Q) y Dy () € H2(). (8.5)

Definicién 65 Decimos que un conjunto de funciones €& C Dy (Q) es un
conjunto de funciones TH-Completo para P : Dy (Q2) — D3 (2) cuando

(Pu,w) = 0, para todo w € &€ (8.6)

es decir
Pu = 0. (8.7)

Definicién 66 Decimos que un operador B : Dy (Q) — l/)\; (Q) es un ope-

~

rador de frontera para P : Dy (Q) — Z/D\; (), cuando N« C Do () es un
conjunto de funciones TH-Completo para P, es decir

(Pu,w) = 0, para todo w € Ng-. (8.8)

Teorema 67 Sean los operadores B y J operadores de frontera para el ope-
rador P y ademds, sean los espacios Np«, N« y N7+ espacios TH-Completos
para los operadores P, B y J respectivamente: Entonces, las ecuaciones

Pu=f;, Bu=g; Ju=]j (8.9)
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son equivalentes a la ecuacion
(P—B—J)u,w)=(f—9g—jw). (8.10)

En virtud de las férmulas de Green-Herrera, se tienen dos formulaciones
débiles. La primera, la ecuacion

(P-B-TJu=f-g—j (8.11)

referida como formulacién variacional en términos de los datos del problema
y la segunda llamada formulacién variacional en términos de la informacién
complementaria

@Q—C—Kyu=f—g-j (3.12)

de hecho, si la funcién u € D, (Q) es la solucién del BVPJ se dice que los
términos Pu, Bu y Ju son los datos del problema, mientras que los términos
Q*u, C*u y K*u son la informaciéon complementaria.

Si se tiene un BVPJ homogéneo con condiciones homogéneas, las si-
guientes observaciones son ttiles.

Corolario 68 Sean los operadores B y J operadores de frontera para el ope-
rador P y ademds, sean los espacios Np«, N« y N7« espacios TH-Completos
para los operadores P, B y J respectivamente. Entonces se tiene que

Pu = 0; Bu = 0; Ju=0< (P—-B—-J)u,w)=0. (8.13)

Teorema 69 Sean los operadores C y IKC operadores de frontera para el ope-
rador Q y ademds, sean los espacios Ng, No y Ny espacios TH-Completos
para los operadores Q),C y IC respectivamente. Entonces se tiene que

Q"u = 0; C*u = 0; Ku=0& ((Q—-C—-K)u,w)=0. (8.14)

8.1.1 Condiciones de Poincaré-Steklov

Sea el siguiente problema de Poisson con solucién unica u € C* (Q) sujeto a
condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet

—Au = fq enQ (8.15)
u = 0 en 0f)
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introduciendo la siguiente particién IT = {4, 2y} . Entonces, este problema
se puede formular de manera equivalente en multiples subdominios como
—Aul = fQ en Ql (816)
w; = 0 en QN

—Auy = fq en ) (8.17)
uy = 0 en 9NN I,

uy = ug enl (8.18)
aul 8U2
T2 T
on on i

donde u; es la restriccién de la solucién u en €2; y n es un vector normal a
09);. Las ecuaciones (8.18) representan las condiciones de transmisién en T'.

Cuando se aplica algin método de descomposicién de dominio a una
ecuacién diferencial, en general se tiene que resolver un problema de condi-
ciones de transmisién en I'. En particular, esta ecuaciéon de transmisién se
puede representar por medio del operador de Steklov-Poincaré. Para tal
efecto, considerese los siguientes problemas tipo Dirichlet

w; = 0 en d2N QY
w;, = A enl

para ¢ = 1,2, donde A\ es el valor desconocido de u en I'. La solucién w; se
puede escribir como

w; = ul +ul (8.20)
donde u; y u, son la solucién de los siguientes problemas
~Auf = 0 en () (8.21)
uf = 0 en 00N O
u’ = X enT
y
~Aul = fo en () (8.22)
uf = 0 en 0QN O
ul 0 enI
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de aqui que la funcién u!’ sea una extensién armoénica de A en €, la cual se
denotard como H;\; ademds H = H; + Hs. Por otro lado, la funcién u! se
denotard como G;\; ademds G = G + Gs.

En consecuencia, comparando las ecuaciones del problema (8.16) a (8.18)

con el problema (8.19) se tiene que

8101 . 8w2
w; = u;, 1 =1,2 siy sélo si — o = on " r (8.23)

esta tltima condicién equivale a que A satisfaga la ecuacién de transmision
de Steklov-Poincaré

SA=X enl (8.24)
donde S es el operador de Steklov-Poincaré y se define como
0 0 0
S\ = %HM - %Hg/\ = H%HA” (8.25)

X

Gt~ <Gt = Ha%gfg”

finalmente, el operador inverso del operador Steklov-Poincaré S™1, se le llama
operador de Poincaré-Steklov.

8.2 Meétodo Indirecto de Trefftz-Herrera

Partiendo de la formulacién variacional en términos de la informacién com-
plementaria de un BVPJ

(Q—C—K)uw)=(f —g— j,w), para todo w € D, (Q) (8.26)

de la informacién relacionada con la solucién u € D; () en el interior de los
subdominios €2; de la particién II estd dada por el término QQ*u, en la frontera
exterior X2 por el término C*u y en la frontera interior I' por el término *u.

El método indirecto de Trefftz-Herrera se caracteriza por construir un
espacio de funciones de peso especializado para capturar cierta informacién
de la solucién en las fronteras de los subdominios, dicho espacio se llama
espacio de funciones 6ptimas de peso OT € D2 (©). La informacién que
se busca de la solucién en la frontera interior puede ser el promedio de la
funcién, el promedio de sus derivadas o una combinacién de éstos. De hecho,
esa informacién buscada determina los espacios nulos relacionados con los
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operadores ),C y K cuando se aplica el método de residuos pesados. El
analisis para construir las funciones éptimas de peso se detalla a continuacién.

Primero notemos que la informacién buscada de la solucién sélo estd en
['U 0 y no en el interior de los subdominios €2;. Entonces, para obtener esa
informacién se requiere eliminar el término Q*u de la Ec. (8.26) aplicando
el método de residuos pesados, la condicién anterior se logra construyendo
funciones de peso tales que satisfaga la condicién Qw = 0 en el interior de
cada subdominio €2; por separado, y de este modo, se introduce el espacio

nulo de @ el cual es Ng = {w € Dy (Q) | Qu =0 en cada QZ} .

Definicién 70 Definimos al nicleo de @), como w € D, (Q) tales que Qu =
0 en cada €;, i.e.

Ng = {w € D, (Q) | Quw =0 en cada QZ} : (8.27)

En este método se pretende recabar suficiente informacién de la solucién
en I' U 0f) para proponer problemas de contorno locales bien planteados en
cada subdominio €;, i.e., no es necesario recabar toda la informacién posible
de la solucién en I' U 0. Esto induce la descomposicién del operador K en
dos partes. Una parte se refiere a la informaciéon buscada de la solucién en
I' y otra parte se refiere a la informacién redundante o no buscada de la
solucién en I'.

Definicién 71 Sea la descomposicion { Sy, Ri} de la funcional bilineal K tal
que

donde el operador Sy se toma de tal forma que S;u sea precisamente la in-
formacion buscada de la solucion en T.

Con el objetivo de formalizar la descomposiciéon del operador K se in-
troduce lo siguiente: Sean S} (u,w) y R} (u,w) funcionales bilineales reales
definidas en D (2) x Dy () tales que producen la siguiente descomposicién

K* (u, w) =S}, (u, w) + Ry, (u,w) para todo w € T’ (8.29)
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ademds sean (Sju,w) y (Rju,w) funcionales bilineales reales definidas en
Dy (2) x Dy (£2) tales que

(Spu,w) = /S,;k (u,w)dz en T (8.30)

r

(Rju,w) = /R’,; (u,w)dz en T
T

El operador Ry se asocia con la informacién redundante o no buscada
de la solucién en I'. Asi, una vez considerada la descomposiciéon del ope-
rador I, cuando se requiere eliminar el término Rju de la Ec. (8.26). Apli-
cando el método de residuos pesados, la condicién anterior se logra cons-
truyendo funciones de peso tales que satisfagan la condicién Rju = 0 en
I' y de este modo, se introduce el espacio nulo de Rj en cual es Ng, =

{wGEQ(Q)]Rkw:()enF}.

Definicién 72 Definimos al nicleo de Ry comow € Dy () tales que Ryw =
0enl,ie

Ng, = {w €Dy (Q) | Rew =0 en F} . (8.31)

Definicién 73 Sea un BVPJ con solucién unica u € Dy (Q), sean las fun-
ctonales bilineales Sy, y Ry, tales que K =Sy, + Ry, ademds sea U € 1/51 (Q) tal
que

Sit = Siu en T (8.32)

entonces decimos que U contiene la informacion buscada de la solucion en T'.

Por otro lado, notemos que para una ecuacién diferencial eliptica de se-
gundo orden se necesita condiciones de frontera en todo 0f) para que el
problema de contorno esté bien planteado.

Lo anterior significa que, en general, no se busca informacién en Of).
Entonces se requiere eliminar el término C; de (8.26). Aplicando el método
de residuos pesados, la condicién anterior se logra construyendo funciones
de peso tales que satisfagan la condicién Cw = 0 en 92 y de este modo, se

introduce el espacio nulo de C el cual es Ng = {w € D, (Q) | Cw=0en 89} :

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 191 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

Definicién 74 Definimos el nulo de C cémo w € Dy () tales que Cw = 0
en 0S), i.e.

Ne = {w €Dy (Q)|Cw=0 en 89} : (8.33)

Definicién 75 Definimos al espacio de funciones optimas de peso 6T como
Or = NN Ne N Ny, C Dy () (8.34)

1.€.
(Q —C— Rp)"u,w) =0, para todo w € Ng N Ne N Ng,. (8.35)

Teorema 76 Método indirecto de Trefftz-Herrera

Sea el BVPJ (P—B—J)u= f—g—7j, con los datos f = Puq,g = Bugy y
j = Jur donde uq € 151 (Q),uy € lA?l (Q) yur € lA?l (Q). Ademds sea 5T el
espacio de funciones dptimas de peso TH-Completo para S}, : D, (Q) x l/)\; (Q)
y supongase que el BVPJ tiene una unica solucion u € Dy (Q). Entonces
e Dy (2) contiene la informacion buscada, i.e. S;u = Siu, siy sdlo si

— (Spu,w) = (f —g— j,w), para toda w € Or. (8.36)

Por 1ltimo, puesto que el operador () se relaciona con el operador dife-
rencial adjunto y el espacio de funciones base se toma igual que el espacio
de funciones 6ptimas de peso, el método Trefftz-Herrera solamente es capaz
de obtener informacién de la solucién en la frontera interior I' y no es capaz
de obtener informacién de la solucién en el interior de los subdominios €);.
Para encontrar la solucién en el interior de los subdominios €2; se necesita un
procedimiento llamado interpolacién éptima.

El procedimiento llamado interpolacién éptima consiste en extender la
informacién buscada de la solucién en I' al interior de cada subdominio €2;
de la siguiente manera. Una vez encontrada la informaciéon buscada de la
solucion en I', junto con las condiciones de frontera Bu = Bug en 0f) y las
condiciones de salto Ju = Jur en I', se obtienen problemas de contorno
locales bien planteados e independientes, en cada €2;. La solucién de estos
problemas de contorno locales extiende la informacién buscada de la solucién
en I' al interior de los subdominios (2;.
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8.3 Meétodo directo de Steklov-Poincaré

Partiendo de la formulacién variacional en términos de los datos de un BVPJ
(P=B—=T)u,w)=(f—g—j,w), paratodow € Dy (Q)  (8.37)

donde la informacién relacionada con la solucién u € D, (©) en el interior
de los subdominios €2; de la particién II estd dada por el término Pu, en
la frontera exterior JS) por el término Bu y en la frontera interior I' por el
término Ju.

El método directo de Steklov-Poincaré se caracteriza por construir un
espacio de funciones de base especializada para contener cierta informacion
de la solucién en las fronteras de los subdominios, dicho espacio se llamara
funciones 6ptimas de base, donde la informacién que se busca de la solucién
en la frontera interior es el promedio de la funcién. Una propiedad relevante
es que las funciones 6ptimas de base contienen la informacién buscada si y
sélo si satisfacen las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov en la
frontera interior I'. De hecho, la condicién anterior determina los espacios
nulos relacionados con los operadores P, By J. El andlisis para construir las
funciones 6ptimas de base se detalla a continuacién.

Primero, se requiere que las funciones éptimas de base satisfagan las
condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov en la frontera interior I'. Esto
induce la descomposicion del operador J en dos partes. Una parte se refiere
precisamente a dichas condiciones de continuidad en I', mientras que la otra
parte se refiere a condiciones de continuidad redundantes en I'.

Definicién 77 Sea la descomposicion {S;, R;} de la funcional bilineal J tal
que
J =S; + R, (8.38)

donde el operador S; se toma de tal forma que S;v sea precisamente las
condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov en T .

Con el objetivo de formalizar la descomposicién del operador J se in-
troduce lo siguiente. Sean S; (u,w) y R;(u,w) funciones bilineales reales

definidas en D; () x Ds (Q) tales que producen la siguiente descomposicién

J =S; (u,w) + R; (u,w) para toda z € T, (8.39)
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luego, sean (S;u,w) y (Rju,w) funcionales bilineales reales definidas en
D1 () x Dy (22) tales que

(Sju,w) = /Sj (u,w)dz en T’ (8.40)

r

(Rju,w) = /Rj (u,w)dz en T
T

El operador R; se asocia con las condiciones de continuidad redundantes
en I'. También la descomposicién del operador J induce una descomposiciéon
correspondiente pero en los datos del problema, especificamente en j= Jur,
de modo que

Js = Sjul"
jR = Rqu.

La estrategia general del método directo de Steklov-Poincaré consiste en
lo siguiente. La solucién u € Dy (2) se conforma de la suma de dos funciones.
Una funcién éptima de base v € 53 la cual cumple con las condiciones de
continuidad de Poincaré-Steklov en I' y que contiene la informacién buscada
de la solucién en I';y una funcién auxiliar u, € D; (£2) la cual cumple las
condiciones de continuidad redundantes en I' y que no contiene en absoluto
la informacién buscada. Ademds, la funcién auxiliar u, se construye con las
soluciones particulares locales de cada uno de los subdominios de la particion,
satisfaciendo las condiciones de frontera y las condiciones de saltos prescritos
asociadas con las condiciones redundantes de continuidad en I'. Ciertamente
la funcién auxiliar u, no es una funcién éptima de base.

De este modo, la solucién u € 131 (2) se puede escribir como u = v + u,
donde u, € D1 () y v € Op, lo cual implica que la Ec. (8.37) se transforma
en

(P=B—J)v,w)=(f—g—Jjw) = ((P—=B—=JT)up,w) (8.42)

para toda w € Dy (€2) . En cierto modo se puede decir que la funcién auxiliar
upes una solucién particular, construida resolviendo problemas de contorno
locales, mientras que la funcién 6ptima de base v es una solucién homogénea,
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construida resolviendo un problema de contorno global y cuya utilidad es
la de acoplar las mencionadas soluciones locales al contrarrestar sus discon-
tinuidades que presentan en I" introducidas por la forma en que se construyen.

Definicién 78 Sea la funcion auxiliar u, € Dy (Q) tal que

(P —B—Rj)uy,w) =(f —g— jr,w) para toda w € D, () (8.43)

Siu, =0 (8.44)

donde el operador Sy se utiliza para establecer la informacion buscada y se
definid en la Ec.(8.28).

Nétese que si Sju, = 0 entonces Sju = Sf (v+u,) = Siv, lo cual sig-
nifica que efectivamente la funcién éptima de base contiene completamente
la informacién buscada de la solucién en T'.

Para el caso de una ecuacién diferencial eliptica de segundo orden la solu-
cién particular u, € D; (€2) se construye como una funcién que satisface por
separado los problemas de contorno no homogéneos locales en cada subdo-
minio €2;. Esta funcién también satisface las condiciones de frontera en 0f2
y las condiciones de saltos prescritos pero tnicamente de la funcién en T,
imponiéndose que su promedio sea cero en I'.

Sin embargo, puesto que dicha funcién se obtiene a partir de problemas
locales independientes, aunque si es posible construirla satisfaciendo condi-
ciones de continuidad de la funcién en las fronteras de los subdominios, no lo
es satisfaciendo simultdneamente condiciones de continuidad en sus derivadas
normales. De aqui que la funcién 6ptima de base v € Op, con el objetivo
de acoplar soluciones locales particulares, debe contribuir a satisfacer estas
iltimas condiciones de continuidad. Lo anterior se logra gracias a que la
funcién 6ptima de base contrarresta el salto en las derivadas normales en I’
que representa la funcién auxiliar u,. Esto tltimo constituye precisamente
las condiciones de continuidad de Poincaré-Steklov.

Ademads, para el caso eliptico, la informacién buscada de la solucién en
I' es el promedio de la funcién. Nétese que la funcién auxiliar u, satisface
las condiciones de salto de la funcién en I' y su promedio es cero en I'. En
consecuencia, la funcién éptima de base v es continua en I' y es precisamente
el promedio de la solucién en I, i.e.

U |1": (up + U) ’1": v ’1": v ’1’* . (845)
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A continuacién, se plantea el espacio de funciones 6ptimas de base. Puesto
que la funcién auxiliar u, ya satisface la ecuacion diferencial homogénea, en-
tonces las funciones 6ptimas de base se construyen de tal modo que satisfagan
la condicién Pv = 0 en el interior de cada subdominio €2; por separado y de
este modo, se introduce el espacio nulo de P el cual es

Np = {v € Dy (Q) | Pv =0 en cada Ql}

y puesto que la funcién auxiliar u,ya satisfizo las condiciones de frontera,
entonces las funciones 6ptimas de base se construyen de tal modo que sa-
tisfagan la condicién Bv = Oen 0f2 y de este modo se introduce el espacio

nulo de B el cual es Ng = {v € D; (Q) | Bu =0 en cada 89} Por 1ltimo, la
descomposicién del operador J introduce su espacio nulo de R;, el cual es
Ng, = {v e Dy (D) | R;v =0 en cada F}.

Definicién 79 Definimos a los espacios nulos de P, B y R; como

Np = {v € Dy (Q) | Pv=0 en cada QZ} (8.46)

Np = {v € Dy (Q) | Bu=0 en cada 89}

Ng, = {v €Dy (Q) | Rjv =0 en cada F}
respectivamente.

Definicién 80 Sea el espacio de las funciones dptimas de base 63 definido
como R R
OB = N'p N N'p N NRj C D1 (Q) (847)

lo cual implica que
(P — B — Rj)up,w) =0 para toda v € Np N Np N Ng,. (8.48)

Asi, el espacio de funciones de peso 132 (©) lo tomamos igual que el espacio
de funciones de base D; (Q) y denotaremos a 0 € Op como una funcién 6p-
tima de base que contiene la informacién buscada de la solucién u € Dy (),
ie. Spv = Siu.

Como conclusién, el siguiente teorema establece las condiciones que se
debe cumplir para que la funcién de base © contenga la informacién buscada
de la solucién u en I'.
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Teorema 81 Sea el BVPJ (P — B —J)u = f —g—j con los datos f =
Puq,g = Bug y j = Jur donde ug € 131 (Q),uy € lA?l (Q) yur € lA?l Q).
Ademds sea 53/2[ espacio de funciones dptimas de base TH-Completo para
S; + Dy () x D5 () y supongase que el BVPJ tiene una unica solucion
u e Dy (Q) tal que u =0+ up, donde v € Op y u, € Dy () cumple con la
Ec.(8.42) y Ec.(8.43). Entonces 0 € Op contiene la informacion buscada,
i.e. S;v = Siu, siy solo si

— (S0, w) = (Sjup,, w) — (Js,w), para toda w € Os. (8.49)

Finalmente, a diferencia del método indirecto de Trefftz-Herrera, el método
directo de Steklov-Poincaré no requiere del procedimiento de interpolacién
Optima para extender la informacién buscada de la solucién en I' al interior
de los subdominios €2; de la particién II, ya que el operador P se relaciona
con el operador diferencial original.
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9 Meétodos de Funciones Discontinuas Definidas
por Tramos

Consideremos la ecuacién de Poisson en un dominio Q y II = {Q,...,Qp}
una descomposicién en subdominios del dominio 2 y asumiendo condiciones
de frontera tipo Dirichlet igual a cero, i.e.

—Au = fqgen (9.1)
% = 0 sobre 0f)

el espacio D, donde la solucién @ es buscada, se define como
D = {ve H*(Q) | traza v =0 sobre 9Q} (9.2)

otro espacio que usaremos en lo sucesivo es

D= {v e H? (Q,11) | traza v = 0 sobre OQ} : (9.3)

Cuando el dato fq es tal que la solucién @ pertenece a D, entonces este
problema es equivalente a el siguiente problema con valores en la frontera
con saltos prescritos (BVPJ):

Encontrar @ € D tal que

“Ai = foenQua=1,.,E (9.4)
@ - [[Z]] o

aqui las condiciones de frontera no aparecen ya que estas fueron incorporadas
en la definicién del espacio D, mds precisamente, u € D satisface la ecuacion
(9.5) siy sélo si @ = u.

Se desarrollardn dos maneras de aproximar el problema dado por la Ec.
(9.4):

A.- Una manera es introducir una funcién auxiliar 4, € D que
satisfaga

—At, = foenQ,,a=1,...,FE (9.5)

[ap]] = Oy f/b;; = 0 sobre I
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entonces, si u = @ — 4, obtenemos para u € D las ecuaciones

—Au = OenQua=1,..F (9.6)
= ov |[5]] == [|%2]| e

B.- Otra opcién es reemplazar la ecuacién (9.5) por

— A, = foenQ,,a=1,..,FE (9.7)
ou,11 . du,
Ha—nH = Oya—n—OsobreF
en Ccuyo caso
—Au = 0enQ,,a=1,...F (9.8)
. Ju
[l = -y |[5e]] <oenr.

La primera aproximacion da lugar al algoritmo Neumann-Neumann y la
segunda aproximacién da lugar al algoritmo Dirichlet-Dirichlet. Indepen-
dientemente de la aproximacion elegida, se estdn buscando funciones en el
espacio lineal

DE{UED|—Au:OenQa;azl,Z...,E}. (9.9)

9.1 Algoritmos a Nivel Continuo

En esta seccién, los algoritmos mostrados en la seccién anterior, serdn presen-
tados a nivel discreto en una manera en que pueden ser aplicados a cualquier
nimero de dimensiones y a cualquier nimero de particiones del subdominio
), incluyendo particiones con vértices y operadores diferenciales que sean
positivos pero no positivos definidos. Aprovechando la ventaja del tipo de
sistema discreto que se obtiene se usard en el algoritmo el método para reso-
lucién de sistemas lineales Gradiente Conjugado, ver seccién (21.2.5).

9.1.1 Algoritmo Neumann-Neumann

Construir:
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l.-a, € D que satisfaga
—At, = foenQua=1,..,FE (9.10)
[, = 0yd=0enT
@ € D que satisfaga
— At = foenQyua=1,..,F (9.11)
[a]] = H%H =0enl

y definimos u = @ — @, donde u = ug; ® ugs.

f—

2.- Construir ug; € D, tal que

o]l 28], 22 pmr o

3.- Definiendo r° € D tal que

[[°]] =0y =iy enl (9.13)
sea p’ =10y u’ = 0.
Usando el método de Gradiente Conjugado, entonces para n = 0,1, 2, ....

4.- Construir y" € D tal que

o N N L

HanH =0y o = o en I’ (9.14)

5.- .

p P
o = 9.15
L (0.15

6.-

"t =" 4 amp" (9.16)
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7.- Ademsds, construir ¢" € D tal que

[¢"]=0yq"=¢"enT (9.17)
8.-
R (9.18)
) 1t
rtT e
= 9.19
5 rno.pn ( )
10.-
pn+1 — TnJrl + 5npn (920)
11.-
n=n+1, (9.21)
y regresar a 4.
9.1.2 Algoritmo Dirichlet-Dirichlet
Construir:
1.- @, € D que satisfaga
—Au, = foenQya=1,...,FE (9.22)
& &
—= = 0y—=0enTl
[ L?n] } Y on o
@ € D que satisfaga
—Au = foenQua=1,.. F (9.23)
. ou
[l =[]y [[5]| ~oer
y definimos u = @ — 4, donde u = u1; @ up2.
2.- Construir u;; € D, tal que
[un]] = = [[@)]] y u1=0enT (9.24)
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3.- Definiendo 7° € D tal que

0 55 G
HGLH 0y &0 O p (9.25)

= — = e
on Y o on
sea p’ =% y u® = 0.
Usando el método de Gradiente Conjugado, entonces para n = 0,1, 2, ....

4.- Construir y" € D tal que

[0 =0y 4" =p*enT (9.26)
5.- Y
p D
o = — 9.27
propt Yt 8:27)
6.-
T T (9.28)
7.- Ademads, construir ¢" € D tal que
9q" aq" _ "
— | =0y =— = r 9.29
H on H Y on on " (9:29)
8.-
R ' (9.30)
9.- !
Y —— 31
gt (9.31)
10.-
=t gt (9.32)
11.-
n=n+1, (9.33)

y regresar a 4.

Observacion 5 Notemos que en estas formulaciones son tales que de ma-
nera directa se obtienen transformaciones positivo definidas sin recurrir a los
multiplicadores de Lagrange.
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9.2 Discretizacion Axiomatica

Sea D un espacio de Hilbert de funciones de dimensién finita definido en
de dimensién N, sea IT = {Q, ..., Qp} una particién, definiendo, para cada
a=1,..,F,

D(Q) ={v|v=u, yueD} (9.34)

entonces, escribimos
D=D(Q)®..® D () (9.35)

por lo tanto, D es un espacio de funciones definidas por pedazos y bajo la
inmersion natural de D dentro de D, tenemos que D C D. Una funcién
w € D () se dice que tiene soporte local cuando existe un « € {1, ..., E'} tal
que el soporte de w estd contenido en la clausura de €2,. B

Dada cualquier funcién w € D, decimos que una funcién w € D es hija
de w, cuando w es la restriccion de w a un subdominio de la particién,
claramente, todas las hijas de una funcién @ € D tienen soporte local. En
cuanto al producto interior en estos espacios, asumiremos que ellos satisfacen

E
u‘w:Zua‘wa (9.36)
a=1

donde, u = {ul, ,uE} yw = {wl, ...,wE} .
Sea B C D una base de D

B= {wl, ...,wﬁ} (9.37)

entonces para cada i = 1,...,N, B® C D es una coleccién de hijas de w".
Ademas escribimos

N . ~
B=UBcD (9.38)

=1
claramente, lo elementos de B tienen soporte local, y también asumimos que
B, como fue definida es una base linealmente independiente de D.

La coleccién de conjuntos {Bl, e BN} es clasificado en dos subfamilias
{B], ...,Bﬁvf} C {Bl, ...,Bﬁ} y {BL, ...,Bfﬂvr} C {Bl, ...,Bﬁ} . ellos han sido

definidos por las siguientes condiciones B! € {Bf, BN } siy solo si la
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cardinalidad B’ es uno, B’ € {B%, ..., BT} si y sélo si la cardinalidad de B
es mds grande que uno. Entonces

{Bl, ...,BN} = {BL,...BY YU {BL, .. BY) (9.39)
definiendo
Ny i Nr .
Br=UB; v Br=UDBr (9.40)
i=1 i=1
tal que
B =B;UBr. (9.41)

Ahora definimos una familia de conjuntos BL, i=1, ..., N1, donde cada
conjunto E? es definido al remplazar el conjunto Bi por un conjunto equi-

valente linealmente independiente (en el sentido que cada uno de Bi y Ezr
generan el mismo espacio lineal). La notacién siguiente es adoptada

- {ij, wh w?,m(i)} (9.42)
donde w?, es definida como la funcién madre de la funcién wh, € B C D, i.e.

w'eBcCD (9.43)

i
Wap

ademsds, el conjunto
- {wfh, wf,m(i)} (9.44)

es un complemento algebraico del conjunto {W} , con la propiedad que B;

cuando es definida por la Ec. (9.42), genera el mismo espacio lineal que FF,
otras definiciones son

Bry = {w]l\/[,...,wzr} (9.45)

Nr
Br, = |JB]
i=1
Br = BrayUDBry

notemos que Bry; C B C D. Con esta definicién Br y Br generan el mismo
espacio lineal, sin embargo la diferencia significativa entre Br y Br es que
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todos los elementos de Br tienen soporte local, lo cual no es cierto para Br.
Ademas una propiedad adicional es

B = Bry + Br. (9.46)

Los subespacios generados por las funciones By, Br, Br; y Bras serdn deno-
tados por D o1, Dp, Dr,,y Dr, respectlvamente y cuyas dimensiones de los es-
pacios D I Dp y D son N 1, Nry N respectivamente y satisfacen N=N 7+ Nr.

Ademis
ﬁ D[—|—DF con D[ﬂDr = {O} (9 47)
Dp = DF1 + Dr2 con Dpl N Dp2 = {0} .
y -~
D = Dy + D, (9.48)

la Ec. (9.47) implica que cualquier funcién v € D y cualquier funcién vr € Dr
puede ser escrita de forma tnica de las siguientes maneras

v =71r + 5[, con ur € ﬁp y vr € ﬁ[ (949)
’17:’17J+’17M, con i)i] S §F1 ng < ﬁrz (950)
U=70;+ 0y +0;, condy € Dr,oy € Dr, y U € Dy. (9.51)

Por otro lado, si el espacio D C D es definido como el complemento orto-
gonal, con respecto a 13, de 51 - 157 ie. D= {v €D |v-w=0Ywe 51} ,
entonces

D=D+D;yDnD; ={0} (9.52)

introduciendo la notacién Proyp : D — D es introducida por el operador
proyeccién de vectores de D sobre D, recordando que D = Dr + Dy y Dr N
D; = {0}, entonces la

ProypDr = D (9.53)

ademsds la funcién Proyp : D — D es una biyeccion.

En lo que sigue de este cdpitulo, el complemento ortogonal de los sub-
espacios de D serdn tomados con respecto a D. Usando tal notacién, adi-
cionalmente definimos

Dy = Proypﬁpl y Dy = PTO’!/DEF2 (9.54)
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junto con
Doy = (D)™ y Dy = (D). (9.55)
Entonces
D = D11 + D12 y D11 N D12 = {O} (956)
ya que B B
D = ProypDr, + ProypDr, (9.57)

por la Ec. (9.47).

9.3 Esquema (General

En esta seccién, se establecera el esquema general en términos de los distintos
métodos de subestructuracién pueden ser formulados.

Axiom 82 La unica suposicion de este esquema es que existe un espacio de
Hilbert D y un par de subespacios cerrados de D, { D11, D12} con la propiedad
de que

D= D11 + D12 Yy D11 N D12 = {0} . (958)

Definicién 83 Sea
Dy = (Dy)"™ y  Dy= (D). (9.59)
Teorema 84 Asumiendo el axioma y definicion anteriores se tiene

D = Dy + Dy Y D11 N Dy = {0}
D= D12 + D22 Yy D12 N D22 B {0} (960)
D = Dy + Dy Y Doy N Dyy = {0}

De las formulaciones dadas por las Ecs(9.58 y 9.60) implican que cualquier
funcién u € D puede ser escrita de forma tinica como

U= U + Uz = Uy + Uz (9.61)

con
Uap € Dap con o, =1,2. (9.62)
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Muiltiples métodos iterativos de subestructuracién pueden ser formulados
en términos de los siguientes dos problemas abstractos que se formulan a
continuacion:

Problema 1: En este problema us; € Doy es un dato: Entonces, dado
Uy € Doy, encontrar u € Dis tal que u = ugy + uge, para alguna usy € Dos.

Problema 2: En este problema u;; € Dq; es un dato: Entonces, dado
uyy € Dy, encontrar u € Dos tal que u = uyy + uo, para alguna u;s € Dys.

Dependiendo de la forma en que los subespacios de D sean escogidos,
entonces estos problemas llevan a una generalizacién de versiones de aproxi-
maciones tipo Neumann-Neumann y Dirichlet-Dirichlet.

De la Ec.(9.61), se deduce lo siguiente

2 2

po = Y (uag)y, ¥ Uia =Y (u2g)y, (9.63)

B=1 B=1
con o = 1, 2. Definiendo para cada «, 8 = 1,2 y para cada v € D, la funcién
Tag i Dia — Dag 'y Hag Do — Dg por

Tapth = (U1a)gg y Mgt = (U2a)14 - (9.64)
Lema 85 Cuando u € D15 y w € Doy se tiene que
W+ Tooll = —U * floggW (9.65)

Corolario 86 Definiendo la transformacion Tp : Dis — Dia, para toda
u € Dig por

TD’U, = — 99T 22U (966)
y la transformacion T : Dog — Dao, para toda u € Day por
TNUu = —ToofloyU (9.67)

entonces, cada una de estas transformaciones es no-negativa definida.

Teorema 87 Dadas las formulaciones de los problemas 1 y 2, sea I la trans-
formacion identidad, entonces:
A) Una funcion u € Diy es la solucion del Problema 1, siy sdlo si

([ -+ TD) U = H1U21 (968)
B) Una funcion u € Dy es la solucion del Problema 2, si y sdlo si

({ +Tn)u = Trou11. (9.69)
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Aqui las transformaciones (I +Tp) : Do — Diay (I +Ty) : Dag — Do
son positiva definida. Ya que ambas I +Tp y I + T son transformaciones
positiva definida, el método de Gradiente Conjugado (21.2.5) es aplicable a
este tipo de problemas. Para obtener los nuevos algoritmos se usa la siguiente
secuencia de pasos:

Algoritmo 1

Sea u° dado, se calcula r° = b — Au®, p°® = 0.

Paran =0,1,...
1.- -
p D
o' = —— 9.70
pr - Apt (570)
2.-
u"tt ="+ a"p" (9.71)
3.-
T = — " Ap” (9.72)
4'_ n+1 n+1
[T = o (9.73)
. rn
5.-
pn—i-l — 7JL-‘,—l + Bnpn (974)
6.-
n=n+1 (9.75)

y regresar a 1.
Cuando se aplica la Ec.(9.68) y se usa
(L = pgaTo2) U = pypuz

tal que A =1 — pyou9; = I +Tp y b = 15u91, entonces el esquema general
toma la forma:
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Algoritmo 2

Sea p° = 1% = b = pypug y u® = 0.

Paran =0,1, ...
1.-
Qﬂn = ngp" (976)
2.- o
p P
o= — 9.77
prept Yt (577)
3.-
"t =" 4 a"p" (9.78)
4.-
q" = poo" (9.79)
5.-
it = g (9.80)
0-- 1t
rTh et
= 9.81
p r.rn ( )
7.-
pn—l—l — Tn+1 + Bnpn (982)
8.-
n=n+1 (9.83)
y regresar a 1.
El algoritmo para la ecuacién
(I — Tazfigy) U = T1aun (9.84)

se obtiene de forma similar.
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Ahora, Consideremos el operador diferencial de segundo orden en un do-
minio  y sin pérdida de generalidad consideramos IT = {€;, Q2 } una descom-
posicién en subdominios del dominio €2 y asumiendo condiciones de frontera
tipo Dirichlet igual a cero, i.e.

Lu = —Au+u, en 0 y (9.85)
u = 0, en 0f).

Entonces tenemos la siguiente férmula de Green-Herrera

( )

G (u,w) = éwﬁudg—f-{ [[u]] (;_1;:_ W Hg—z — dx = (9.86)

\ Ve
( . 3

—~

- prevtee g im 2 2] bas- ot

\ /

con las siguientes propiedades

G (u,w) = é{Vu -Vw +uw}dz + { [[u]] a0+ [[w]] n dz  (9.87)
y
i{Vu -Vw+uwldz = E];wﬁudg — { w H% _ + [[w]] g—z d£9-88)

)

= gu/:wdg—{ qu—::_ﬂ[uH% dx

\ Vs

reescribiendo estas en términos de funciones discontinuas, se tiene que

— Au +u = fQ, en Ql y QQ (989)
u = 0, en 0f2.

[u]] =0 } o
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cuya formulacién débil es: u es solucién si y sélo si

G (u,w) = [wfodz, para toda w € H (). (9.90)
Q
considerando ahora a las funciones armoénicas definidas como
Lu = 0, c1n Ql y QQ. (991)
Entonces
57; Clou 51\1 ] ow
G ww) = [ {10 G || 52| pae =t 5o || 5| e
(9.92)
con las siguientes propiedades
. . 3\
w Hu
G (u,w) = [{Vu-Vw+uwlde + [ [[u]] =— + [[w]] == pdz  (9.93)
Q T 372 871
J
y
J{Vu-Vo+uwlde = —[(u Ou + ] ]]@ dz = (9.94)
Quwuw_—rwan wan_—.
: I
[ ow ow
el e
\ J

expresando estas tltimas como una formulacién armoénica usando funciones
discontinuas tenemos

—Au+u = fq, en 0 y Q (9.95)
u = 0, en Of).
_ 0
ng] __jF.l } : en
[[5e]] = ¢
donde j2 y ji son dadas, cuya formulacién débil es: u es solucién si y s6lo si
.051; 1. 2
G(u,w) = [ g, + jru ¢ dz, para toda w € H (). (9.96)
T n
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Definicién 88 Sea D el espacio donde la solucion u es buscada y se define
como

D ={ve H*(Q)|traza v =0, sobre O} (9.97)

as? también definimos al espacio D como

D = {v e H*(Q,10) | traza v =0, sobre GQ} : (9.98)
Definicién 89 Definimos al espacio de las funciones armonicas como
D= {ue[) | ~Au=0, en Qa;a:1,2,...,E}. (9.99)

Definicién 90 Usando el espacio de las funciones armonicas definimos ahora
los siquientes subespacios

Dy = {weD|w=0, enl} (9.100)
Dy, = {weD]|[w]]=0, enI'}

Dy = w€D|a—w:0, en I
on

Dyy = {w€D|H0—wH:O, enf‘}
on

donde D11 L Dyo y Doy L Doy en el producto interior euclidiano y Doy L D1o
y D11 L Doy en el producto interior de energia.

Entonces, cada funcién w € D puede ser escrita de una tinica forma como
W = Wil + Wig CON W1y € Dll y Wiz € D12 (9101)

ademads, Dy vy D1 como también Dyy v Dis son ortogonales con respecto al
producto interior

2
u-w = Z/ Vw - Vudz (9.102)
a=1 a

esto puede verse usando la relacién

2 ou ou

> Vw-Vud:U:—/ MH%HHM]% dx (9.103)

a=1"%k r
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la cual se demuestra usando la Ec.(7.20). La transformacion 795 : D1s — Dag
es caracterizada por: Dada una funcién w € D tal que

[[w]] = 0 sobre I' (9.104)

entonces (Tow) € D es tal que

0 (ngw) . 0 (7’22’11)) N 5?7)
H o H =0y = on sobre I' (9.105)

similarmente, la transformacion piqy : Day — Do es caracterizada por: Dada
una funciéon w € D tal que

H%’H — 0 sobre T (9.106)

entonces (pyow) € D es tal que

[[199w]] = 0 ¥ pigpw = w sobre T. (9.107)

Notese que la evaluacion de Toow requiere resolver un problema con condi-
ciones Neumann sobre I' en cada una de las particiones del subdominio 2,
y (o, mientras que la evaluacién de p,,w requiere resolver un problema con
condiciones Dirichlet sobre I' en cada una de las particiones del subdominio
Q1 y Q9. Entonces la evaluacion de T = —p457T99 involucra la resolucién de
un problema Neumann seguido de uno Dirichlet, mientras que la evaluacién
de Ty = —Taa/t9, involucra la resolucién de un problema Dirichlet seguido
de un problema Neumann.

9.4 Procedimiento para Evaluar la Transformacion de
Componentes

Para aplicar el esquema general de la seccién anterior, necesitamos un pro-
cedimiento efectivo de evaluacién de las transformaciones

Tap : Dia — Dag y top * Daa — Dip (9.108)

requeridas. Esto queda totalmente establecido si p,5 € Dag, @, 8 = 1,2 tal
que
U = U1 + U2 = U] + Uos (9109)

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 213 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

y puede ser evaluado efectivamente cuando u € D es dado.
Considerando las suposiciones de la seccién anterior, entonces existen
subconjuntos linealmente independientes

_BcD, BcDy  BrcDr (9.110)
Br C Dp, Bry C DF2, BFJ C Dr‘l
los cuales satisfacen
B:B[UBF y Bp :B[‘MUBFJ (9111)

el espacio generado por cada uno de los subconjuntos Br y Br, es 5p, sin
embargo una propiedad distintiva de Br es que sus miembros tienen soporte
local, a continuacién se detalla un procedimiento para calcular u;; € Dy y
Uiz € Dya.

De acuerdo a la Ec.(9.51), podemos escribir

u:’fbj—F’fLM—l—ﬁ] (9.112)
donde u; € ﬁpl,&M € ﬁFQ y Uy € 51, ademas

Uy = (au)J + (7?611)[, donde (ﬂu)] € 51'*1 y (1]11)1 € 5] (9113)

w2 = (t12)m + (G12)r, donde (G2)m € EFQ y (U12)1 € D,

las Ecs.(9.109) y (9.113) juntas implican que

(tn)y=a; y  (Gi2)u =tm (9.114)
por lo tanto
Uy = Uy + (all)l donde (17111)[ S E] (9115)
Uiy = Uy + (U12)r, donde (i2); € Dy

entonces (i11); € D ; puede ser determinada por el sistema de ecuaciones
(’&11)] SW = —Uy - W, Yw € By (9116)
mientras (ts); € D; se determina por

(Gig2)s - B = —iipg - W, VD € By (9.117)
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ya que uy; € Dy uyp € D son ortogonales a 13[. Cada una de las Ecs(9.116)
y (9.117) constituyen una sistema de ” E” problemas locales independientes.

Por otro lado, cuando u € D es dado, la funcién us; € Doy es caracteri-
zada por

Uy W = 0, Vi € Dy (9.118)
(Ugl — u) W = 0, Yw S D12
U971 * /IIJ - O, V'LTJ S D]_]_

usando el hecho de que cualquier w € D15 es

w = Wy + Wy, donde Wy € ﬁFQ y Wy € 151 (9.119)
y que cada w € Dy; es

w = Wy + Wy, donde w; € 15p1 y Wy € 151 (9.120)
y se ve en el sistema de Ecs.(9.118) es equivalente a

uy -y = 0, Yy € Dy (9.121)

Uo1 - Wpr = U'UNJM7 VQDMEDF2

ug - wy = 0, VII}JGDpl

ademss, Dy = lN?pl + 5{‘2 y por lo tanto las Ecs.(9.121) se satisface si y s6lo
si

Uy ;= 0, Viy € Dy (9.122)

Ugy + Wp = U'(wp)M, Y € ﬁp
aqui, se sobreentiende que cada wr € .51“ se puede escribir como
wr = (wr), + (@r),,, con (@r), € Dp, y (@r),, € Dr, (9.123)

finalmente, introduciendo las bases B; y Br de D 1y _51" respectivamente, las
Ecs.(9.122) pueden ser reemplazadas por

ug -wy = 0, Ywr € By (9124)

Ugy + Wp = u~(u~}p)M, Yiar € Br
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usando el hecho de que todas las funciones de wr € Br tienen soporte local,
se ve que las Ecs.(9.124) constituyen un sistema de " E” ecuaciones locales
independientes. De forma similar, se muestra que uqy € D9y satisface
Uge - Wy = 0, Y € By (9125)
UQQ'QI}F = U'(QI)F), \V/QI)F GBF
aqui, nuevamente las Ecs.(9.125) constituyen un sistema de ” E” ecuaciones
locales independientes. Finalmente, observamos que generalmente solo una
de los dos sistemas (9.124) y (9.125) necesitan ser resueltos ya que u =
U1 + u2. Un comentario similar aplica en el caso del par de sistemas (9.116)
y (9.117).

Aplicando el algoritmo de Gradiente Conjugado de la seccién (9.3), tam-
bién requieren el cdlculo de u;; o de wo;. La version discreta estdndar del
problema original, usando funciones continuas exclusivamente es: Encontrar
u € D tal que

W = / W fodr,Yw € D (9.126)
Q
es equivalente a: Encontrar @ € D tal que

u-wy = /?I)[fgdl’,V?I)[ € 5[ (9127)
Q

u-wy = /QDMde,I,VIDMEEFQ
Q
(@, = 0

sea 1, € D cualquier funcién que satisface

{ iy, -y = [, Wy fodz,Yib; € Dy (9.128)
(ap)J =0
y definiendo v = u — 1, entonces tenemos que
ueD
w- by = [o Warfads — i, - W, Vins € Dr, (9.129)
ty=—(ty)y =0

entonces, u € Dio y aplicando Ecs.(9.124) para obtener ug;. Una segunda
opcién es definir @, € D como una funcién que satisface

{ ﬂp . IZ)[ = fQ lD[dex,VID[ € é[

9.130
’llp - Wr = fQ @Tjrfgd.%, Yur € Dr ( )
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en este caso _

U - Wiy :O,VIDM < Dr2 yﬂJ: —(ﬂp)J (9131)
tal que u € Dao, en virtud de que las Ecs.(9.122), mientras que las Ecs.(9.115)
y (9.116) pueden ser usadas para obtener uy;.

9.5 Meétodos Dual-Primal

Los métodos Dual-Primal son procedimientos que permiten tratar con par-
ticiones de vértices. La idea bdsica de tales métodos consiste en mantener
sin dividir las funciones asociadas con los vértices y tratarlas como nodos in-
ternos. Un efecto de tal procedimiento es, sin embargo, un acoplamiento de
los sistemas de ecuaciones correspondientes a la particién de los subdomin-
ios que comparten un vértice, lo cual puede ser un inconveniente en algunas
circunstancias. Por completes, en esta seccién se incorpora los métodos Dual-
Primal en nuestro esquema.

La coleccién de conjuntos {B%, ...,Bévr} C {Bl, ...,BN} de la seccién

(9.2) es dividido en dos subfamilias
(B, .. BY} < {BL o By {Bh, B} < {BL B

ellas son definidas por las siguientes condiciones:Bi € {BlA, e BXA} si y sélo
si la cardinalidad de By es dos, y B € {BY, ..., By} siy s6lo si la cardinali-
dad de Bk es mayor de dos. Uno de estos conjuntos {BIA, e BKA} es llamado

en conjunto "Dual" y el otro conjunto {15’111, o Bg“} es llamado el conjunto
"Primal". Claramente las funciones del conjunto primal corresponden a las
funciones asociadas con los vértices. ‘

Sea Bi; el conjunto primal, entonces definimos By; = {0} donde @', € D
es una funcién madre del conjunto primal BY. Ademds

Ny _
Bn= B, = {w@ wﬁn} (9.132)
=1
y

B =By UB; (9.133)

por otro lado, cuando la cardinalidad de B es dos, definimos
Na = - N 5 Na_;
Ba = U By, By = {w),, v}, Ba = U By (9.134)
i=1 i=1
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B =BaUBy (9.135)

como también
Ban = {wiy, ., wir} vy Bay = {w}, .., w} (9.136)

entonces Bays C B C D, cada conjunto Ba y Ba generan el mismo subespacio
lineal y tienen una propiedad evidente y es que todos lo elementos de Ba
tienen soporte local, lo cual no es cierto en Ba. Ademds

B = Bay UBy. (9.137)

El subespacio generado por el conjunto de funciones BBz, Ba, Bas y Bam
serd denotado por D, D, Dy, Dy, y Dy, respectivamente. Haciendo las
siguientes sustituciones

(9.138)

lﬁjj%lﬁjj, EEHEF, ﬁj%lﬂjj
Dzl - DF1; D22 - Dr2

ya que corresponden con las suposiciones hechas anteriormente en este capi-
tulo

D=D;+Ds y DsnDs={0}
Ds =Dy, +Ds, 'y Ds, NDsg,={0} (9.139)
D = ﬁzz +Dyg
por lo tanto definimos

D= (f) j)L (9.140)

como se habfa hecho anteriormente, una vez D C D ha sido definido, el
complemento ortogonal puede ser tomado con respecto a D. Y las siguientes
definiciones son adoptadas

Dy = PTO?JDEEI y Dy = Proypf)gz (9.141)
Dy = (Dll)L y Dyy = (D12)L (9.142)

entonces
D=Du+Di y  DunDip={0}. (9.143)

La diferencia con respecto a lo antes desarrollado es que todas las fun-
ciones del espacio Dy tienen soporte local, el cual no es el caso del espacio D
como aqui se definié. Debido a este hecho, tenemos algunos acoplamientos
entre los sistemas de ecuaciones correspondientes a diferentes subdominios
que comparten vértices.
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10 Unificacién y Simplificacion de los Méto-
dos Dual-Primal de Descomposicién de Do-
minio

Entre los métodos mé&s conocidos de descomposicién de dominio esta el
método FETT Dual-Primal, este destaca por permitir resolver un gran ntimero
de problemas y su solucién se basa en separar los nodos del dominio en tres
tipos de nodos: Nodos Interiores, Nodos Primales (nodos vértices de la fron-
tera interior del subdominio) y nodos Duales (nodos distintos a los vértices
de la frontera interior del subdominio).

La teorfa propuesta por el Dr. Herrera [60], [61] y [62] permite hacer una
unificacion entre diversos métodos, entre los que destacan los de Subestruc-

turacién, FETI, FETI-DP, entre otros.

10.1 Espacio Dual-Primal

Sea {2 un conjunto finito de cardinalidad d los cuales por definicién son toma-
dos como {1,...,d} y a cuyos miembros nos referiremos como los grados de
libertad originales. Ademds, sea el conjunto {2, ...,Q2g} una cubierta de ,
ie. {Q4,...,Qr} es una familia de subconjuntos de 2 tal que

Q=[] . (10.1)

Consideraremos al par p = (p,a),talquep € Qya € {1,..., E}, entonces
definimos:

Definicién 91 Un nodo derivado es el par p = (p, ) tal que p € Q y o €
{1,...,E}. Y el conjunto total de nodos derivados Q es definido por

Q={p={@,a)|pea}. (10.2)
Definicién 92 Para todo p € (), escribimos
Z(p)={aec{l,..E}|(p,a)€Q}. (10.3)

Definicién 93 Para todo p € Q, la multiplicidad total de p, m (p), es definido
por la cardinalidad de Z (p) .
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Distinguiremos dos clases de nodos originales:

Definicién 94 p € ) serd llamado nodo interior si m (p) = 1, y lo llamare-
mos nodo de la frontera interior cuando m (p) > 1.

Distinguiremos dos clases de nodos derivados p = (p,a) € (2, estos son:

Definicién 95 Llamaremos a los nodos derivados por nodo interior (derivado)
o nodo de frontera (derivado) dependiendo de que su multiplicidad sea igual
a uno o mas grande que uno, respectivamente.

El conjunto de nodos interiores y nodos de frontera son disjuntos, los
cuales los denotaremos por I y I' respectivamente, claramente el par {I,T'}
constituyen una particién de 2, ya que

Q=1UT y g=INnT. (10.4)
Escogeremos a el conjunto QO C QF y definimos los conjuntos

I={p=(po)eQ|pecQ}
T={p=(p0)eQ|pecQ} (10.5)
A={p=pa)eQ|pe -}

Claramente A = I'" — 7, ademaés, definimos II = I U w y observamos que

Q=TUrUA=TIUA y D=IOnA=rnNA=xnI=ANI. (10.6)

Definicién 96 A los elementos p € §, les llamaremos nodos derivados, los
cuales pueden ser nodos interiores, primales o duales dependiendo de que si
pertenecen a I, m o a A respectivamente.

Observemos que A = I' cuando 7 = ().
Definicién 97 Para todo p € ), tenemos el conjunto

Zp)={aec{0,1,...,E} | (p,a) € Q} (10.7)

entonces definiremos la multiplicidad de m (p) de cualquier p € 0, como la
cardinalidad de Z(p), en particular, m (p) =1 si y sélo si p € 11
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10.2 Espacio de Vectores

Notemos que cada funcién real-valuada definida en € o en € es un vector
(v en lo que resta de este trabajo no haremos distincién entre una funcién y
vector).

Definicién 98 Los espacios lineales D (Q) y D (ﬁ) estdn constituidos por
funciones (vectores) definidos en Q y Q respectivamente. Similarmente,
D(II)c D Q) y D(A)c D (Q) serdn subespacios lineales de D (Q) cuyos
elementos se nulifican fuera de 11 y A respectivamente. Los subespacios
D(I), D(x) y D(T) de D (Q) son definidas de forma similar.

Entonces
D(Q)=D)® D (A) (10.8)

donde @ es la suma directa de dos espacios lineales. Esta iltima ecuacion se
satisface si y sélo si

{0y =D ND(A)

por lo tanto, los vectores de D (Q) pueden representarse de una tinica manera
como

{ D (Q) =D E(A@) (10.9)

u = (um, ua) = u + ua con ug € D (IT) y ua € D (A). (10.10)

La inmersién natural de D (Q) dentro de D (Q), serd denotada por 7 :
D(Q) — D (Q) , la cual es definida para cada @ € D () por

(r2) (g) =a(p), Vg€ Z(p)CQ (10.11)

mads explicitamente, se tiene que

(T8) oy = Ulp),  V(p,a) €Q (10.12)

La imagen 7D () de D (Q) under 7 : D () — D (Q) constituye un
subespacio lineal de D (ﬁ) Definimos

D(Q)=rD(Q)cD(Q). (10.13)
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Definicién 99 Un vector u € D (ﬁ) es llamado continuo cuando para todo
p € Q, se tiene que u (p, ) es independiente de c.

Observemos que cuando (p, «) € II, entonces la cardinalidad de Z (p) es
uno; por lo tanto 3 o
D) c D(Q). (10.14)

Claramente, la funcién 7 : D (Q) — D (Q) es una biyeccion; esto permite

-1

definir 77! : D (ﬁ) — D (Q) la cual tiene la propiedad de que para todo

U € D (Q)
(t7'u) (p) =u(p.a), VpeQyacZlp) (10.15)

10.3 El Producto Interior Euclidiano

Definicién 100 El producto interior Euclidiano es definido por

- = %@(p)@(p), Vi, w € D (Q)
uw= Zﬁu(z_?)w(zz) = E;()u(z_?)w(zz), vu,we D (Q).

Definicién 101 En sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, se re-
quieren usar matrices cuyo tratamiento adecuado en nuestro esquema re-
quiere la introduccion de funciones vector valuadas. En cuyo caso @ (p) y
u (p) deben de ser vectores, asi que las Ecs(10.16) que definen un producto
interior deben de ser reemplazadas por

@(p) W (p), Vi, b €
(B)@w(): > u(p)Qw(p), Vu,we D(Q).

(10.17)
en este caso el simbolo ® denota al producto interior del espacio de vectores
al que pertenezca 4 (p) y u (p) .

|€>
Il

B
Il
\'B M M

@-

u-

Dos matrices auxiliares introduciremos a continuacién, ellas son m :
D(Q) — D)y m : D(Q) — D (), las cuales son definidas para cada
i€ D(Q)y cada u € D(Q) por medio de:
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Definicién 102 Sean i : D () — D(Q) ym: D(Q) — D
diagonales, tales que para cada @ € D (Q) y cada u € D (Q)
i(p), VpeQ (10.18)

—~

Q) las matrices

~

enemos
mi(p) = m(p
mu (p) = m(p

respectivamente.

El valor de la diagonal principal de m y m son las multiplicidades de
m (1_7) . Algunos resultados son mostrados a continuacién

T,  Yae D(Q) (10.19)

T = MmTU y Tm -1

i=m

junto con
J mD(Q) =D (Q) =m D (Q). (10.20)

Lema 103 Cuando u,w € ﬁ(Q), entonces, los siguientes enunciados se
satisfacen

[ |2
|
>
!

H/_/
<C
=
&
Mm
)
)
S—
—
o
[\
=

Demostracién. Escribimos u =
la Ec.(10.11) obtenemos

ww=>3 Y u(lguw(q) =X m@ap il =i nbd  (10.22)

pEQR geZ(p) peQ)

esto muestra la primera relacién de la Ec.(10.21), entonces aplicando tal
relacion reemplazando w por @*1 (w) la segunda relacién es obtenida. m

Corolario 104 Sea u € 7D (Q) = D (Q) tal que para alguna @ € D (Q) se
satisface

i =u-r(h), Ve D(Q) (10.23)
entonces
u=m 7 () =7 (i 'a). (10.24)
Demostracién. Como se vio en el lema anterior, tenemos que
@-i=7() -m 7@, VieD(®) (10.25)
lo cual implica, que cuando la Ec.(10.23) se satisface, tenemos
(u—m'7(4) w=0Yuwe 7D (Q) =D (Q) (10.26)

el corolario se sigue de esta iltima ecuacién, ya que ambas u y 2_17' (@)
pertenecen a D (). =
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10.4 Subespacios de Vectores: Las Matrices de Prome-
dio y de Salto

Dos matrices a : D (ﬁ) — D (ﬁ) yJ: D (ﬁ) — D (ﬁ) son ahora introduci-

das. -

Definicién 105 Sea el operador promedio a : D (ﬁ) — D (ﬁ) y el operador
salto j : D (ﬁ) — D (ﬁ) dos matrices definidas por

au = Proypu y

I~

(10.27)

II%s.
[

aqui, I es la matriz identidad y la proyeccion sobre D es tomada con respecto
al producto interior Euclidiano. A tales matrices nos referiremos como las
matrices de promedios y la matriz de Salto.

Notemos que ju y au son ortogonales, ya que ju = u — au, ya que el
vector u — au es ortogonal a au. En vista de esta definicién tenemos

D (Q) =aD (Q) (10.28)

I=a+j (10.29)

ademads, j es también una proyeccién, verdaderamente, esta es la proyec-

cién sobre el complemento ortogonal de D. Por lo tanto, a'y j son ambas
simétricas, no negativas e idempotentes. También notemos que

aj =ja=0 (10.30)

ya que waju = (w_g) . (l@) = 0 pues a y j son ortogonales, en particular

D () ={0}. (10.31)

<

La construccién de la matriz a es sencilla, escribiendo

a = (ag.a)ie) (10.32)
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entonces ]
A(i,0)(j,8) = — = 0ij, Va e Z(i) y VB € Z(j). (10.33)

m (i)
Una expresién para la matriz j se sigue de la Ec.(10.27), pero para evaluar

sobre cualquier vector, es més facil mediante el uso de

ju= (I —a)u=u—au, Vgef?(ﬁ). (10.34)

Por ejemplo, la estructura de g(Q) yJ @ donde ¢ es un nodo de multipli-
cidad 2 queda como -

Q(Q) — [

y la estructura de g(q) y j@. donde ¢ es un nodo de multiplicidad 4 queda
como

11
] y j9= { o ] (10.35)
- 2 2

D[ D0 =
DD =

11 1 1 3 1 _1 _1
1 1 1 1 1 4 "1 1
11 1 1 1t 3 _1 _1
d=1 111 y JO=|_1 4 o 1. (1036)
1 1 1 1 = 4 "1 1 1
L1 1 1 1t 1 _1 3
1 1 1 1 4 "1 "1 1
Definicién 106 Definimos los subespacios
D1o(@) = D(@) = aD(@)
Du(T)=jDI) =D (Q
~11( ) g~( ) 11( ) (10.37)
D15(T") = aD(T)

Usando estas definiciones, tenemos las siguientes propiedades de estos
subespacios:

e Dii(Q) =D () es el complemento ortogonal, con respecto al pro-
ducto interior Euclidiano de Dlz(Q)

D@) = aD(@ ib (@ =D@) D@ (1038)
— D(I)& Dy (1) & Do ().
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o D(Q) = Dy (") @ D(Q).
e D(I') = Dy1(T") & Dyo(T).

e Ademis, Dy1(T") y Dio(T) son complementos ortogonales relativos a
D(I).

e D(Q) = Dyy(I)® D(I).

D) ={ueD@)]ju=0}={uecD(@)/au=u}
Du(A): QE~(§)|g_u:0}:{gef)(§)|:g:g} (10.39)
Dia(8) = {ue D(&)| ju=0} = {ue D(A) | au=uj

Noétese que, en vista de la Ec.(10.38) cualquier u € D (ﬁ) puede ser
escrita de forma tnica como

U= Uy + Up = Uy + Up; + Upy (10.40)
donde u; € D (1), up € Dy (T) yur, € D ) vy

U =g+ Ux = U+ Un; + Uny (10.41)

donde uy € D (IT), up; € D11 (A) ¥ upy € D1z (A), ademss
uny = [[ual] = [[4]], Upy = Un y Up = Upy +Upp.  (10.42)

10.5 El Subespacio Dual-Primal

Para cada k£ € 2 definimos:

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 226 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

Definicién 107 La matriz de salto lk en k es definida como

ik — sk
l = (ja,a)(j,a)) (10.43)
donde X
-k _
Ty = | 0as = Wk)) 0ik ji- (10.44)

Para cualquier vector v € D (ﬁ) la condicién de que l'ky = 0 es equiva-
lente a B

vk, ) =uv(k,B), Vo, € Z (k). (10.45)

cuando j*v = 0, decimos que v es continuo en el nodo k.

Definicién 108 Definimos d;; como

S (1, siijeqr
5”:{0, wiid]g (10.46)

Definicién 109 La matriz de salto primal j™ es definida como

= > J*. (10.47)

keQm

ST _ 1 T
](i,a)(j,ﬂ) = <5a6 - m) (57,](5” (1048)

Entonces el espacio dual es definido como:
Definicién 110 El espacio dual DPP(Q) es definido como
DPP(Q) = {w eD@)|jw= o} c D (@) (10.49)

En particular, DPF Q) =D (ﬁ) cuando Q™ = (). Obsérvese que la proyec-
cién a™ : D Q) — DPP(Q) estd dada por

™

[IS]
Il
[~

— " (10.50)
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por lo tanto
1

W) = 7y 9% T OasO (1-47) (10.51)

i.e. esta ecuacién dice que a™ es igual a la matriz identidad en todo nodo
derivado excepto cuando el nodo pertenece al conjunto de los nodos primales
7, en cuyo caso es igual a la matriz de promedios dada por la Ec.(10.33).
Similarmente, la Ec.(10.48) dice que la matriz de salto primal j™ se nulifica

en casi todos lados salvo en los nodos primales, donde es igual al operador
salto. Por lo tanto, el espacio dual-primal DPP (Q) es el subespacio de D (ﬁ)
cuyos elementos son continuos en cada nodo perteneciente a 7. Adoptaremos
la siguiente notacién:

DPP(Q) zg‘[)DP(ﬁ) cDPP(Q) (10.52)

D" () EQDDP<§) =Diy Q). (10.53)
Para probar que jDP?(Q) CDPP(Q) entonces, dado w € DPP(Q) calcu-

lamos la proyeccién de jw sobre DPP(Q), i.e.
ajw = (£ - J”) Jw = jw = jw = ju. (10.54)

10.6 La Formulacién Matricial Discontinua Libre de
Multiplicadores de Lagrange

En los que sigue, consideremos varias matrices, entre ellas

(>

:D(Q)—D(Q),A":D(Q) - D(Q) yA:D(Q) — D" (Q) (10.55)
la matriz é es generada por alguna discretizacion y referida como la matriz

original, a las matrices ét y A nos referiremos a ellas como la matriz total y
la matriz dual primal respectivamente. Escribimos

A= (4 ), dondepgeQ (10.56)

y asumiremos en lo que sigue en este trabajo que:
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A

1- A: D(Q) — D(Q) es positiva definida.

2.- Usando la Ec.(10.56),
4pq =0, siempre y cuando p € Q' N Qg € Q' N Qg y a# B.
(10.57)
3.- La matriz ét : D (ﬁ) — D (ﬁ) es positiva definida y satisface

la condicién:

w-Ad=r7 () A'r (@), Vi, e D(Q) (10.58)

estd condicién no determina de forma tnica a A’

4.- Paracadaa € {1, ..., E'} es definida una matriz A* : D (Qa) —
D (ﬁa) tal que

E
A=) A (10.59)
a=1

un conveniente procedimiento para construir una de estas matri-
ces A’ estd dada en la seccién (10.7). Entonces la matriz A’ es
positiva definida sobre las funciones continuas.

5.- Cuando ét es dada, la matriz dual-primal A es definida por

A=a"Ald". (10.60)

6.- El subespacio dual-primal de DP? (Q) = g’TD Q).

Observemos que cuando m C  es vacio, A = A’ y DbF Q) = D(9Q).
Ademés la matriz define una funcién A : Dbr ﬁ) — DbP (ﬁ) la cual es
simétrica y positiva definida. Esto es a causa

w-Au=w - g”Atg”g =w- étg, Vu,w € DPP (ﬁ) (10.61)

ademés, notemos que A : DPF Q) — DPP (Q) es positiva definida y biyec-

tiva, mientras que A : D Q) — Dbr (Q) no lo es. Ademds:

D(Q) = D () =aD"" (Q) c D (Q) (10.62)
D c D
D (A) © jD(Q)=jD""(9Q).
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Definicién 111 Sea f € D (Q). Entonces el problema original consiste en
buscar una funcion 4. € D (Q) que satisface

Au= 7. (10.63)

§>

El problema transformado consiste en buscar para una funcién u € DbF (ﬁ)
que satisfaga _
adi=f 'y

I§>

=0 (10.64)

donde f € D (Q) = Dy; (Q) c DPF (Q) es dado por

/= (%n ) —w ' (f) v Ty=Ta (10.65)

Teorema 112 Una formulacion equivalente del problema transformado es
buscar para una funcion u € D (Q) que satisface

{ ad'd = f (10.66)

ademds, una funcion @ € D (ﬁ) es solucion del problema transformado si y
solo st

a=7"(1) (10.67)

es solucion del problema original.

Demostraciéon. Para hacer la prueba, usaremos el hecho de que cuando

ju = 0, entonces @ € D1y Q) c Dbr (Q) y también

a"Alii = ga" A'a"t = aAd (10.68)
recordando la definicién de la transformacién 77! : D12( ) (ﬁ) y
asumiendo que @ € D (Q) est4 relacionada con @ € D (Q) por la Ec.(10.67)

entonces tenemos que:

=] Asumiendo que & € D (Q) es solucién del problema original, entonces
u = 7 (u) satisface la Ec.(10.66).

[« La Ec.(10.66) implica que a € D (ﬁ) , tal que 77! estd bien definida.
Tomando @ € D (ﬁ) que satisfaga la Ec.(10.67), entonces u satisface la
Ec.(10.63). m
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10.7 Construccion de la Matriz é

En esta seccion se desarrollard el procedimiento para construir una matriz
A" : D(Q) — D (Q) que satisfaga la condiciéon dada por la Ec.(10.58) y
empezaremos por desarrollar esta condiciéon de manera més explicita.

Recordando que d es la cardinalidad de (2. Entonces, obsérvese que el
conjunto de vectores {e;,....,e;} C D () es una base para D (Q2), donde
para cada ¢ € (2, e, es definida por

€; = (i1, -, Gia) (10.69)
aqui y en lo que sigue el stmbolo 9;; es la delta de Kronecker. o
La inmersién natural de este conjunto es {7 (¢,),...,7(e,)} C D (Q),
donde B
(e a =0 V(ja) Q. (10.70)

Cuando la Ec.(10.58) es aplicada a ese conjunto de vectores, una condicién
equivalente es obtenida. Esta es

DD Avus = Ay ViiEQ (10.71)

a€Z(j) BEZ(7)

Aqui, para las matrices como ét : D (ﬁ) — D (ﬁ) , usaremos la siguiente
notacién

t — t . .
4'= (éu,a)(m))’ con (i,a)(j, ) € Q2 (10.72)

Definicién 113 Para cada o € {1, ..., E} y para cada pari,j € Q, definimos
el simbolo 67; por

{ 0 =1, sid,j € Qq (10.73)

5 = 0,501 6j ¢
ademds la multiplicidad m (i, j) del par (i,j) es definida por

E
ij) =65 (10.74)
a=1

Usando la notacién de la condicién dad por la Ec.(10.57), tenemos

m(i,j) =0 = 4@ = 0. (10.75)
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Definicién 114 La matriz total ét : D (ﬁ) —D (ﬁ) es ahora definida por

é(i7a)(jﬁ) =0, sim(i,j)=0

P Y (i,a)(j,5) € Q. (10.76
éﬁi’a)(m) = mé’A)éz 05008, sim(i,j) #0 } (4,a) (4, 8) ( )

Y es facil verificar que ét como se definid, satisface la condicién de la
Ec.(10.71). Y usando la Ec.(10.74) tenemos que

1 -,
Z Z Z(i,a)5.8) m (i ')Aijzz5ij5aﬁ: (10.77)

a€Z(j) BEZ (i) a=1 B=1

Para la actual construccion de ét, cuando se implementa el algoritmo,
es util usar la siguiente notacién, para cada v = 1,..., E, definiendo A7 :
D (@) — D (Q) por

{ (AN a)is) = m”)A 07:0730ya, sim (i,7) # 0

(10.78)
(A g ayis) = Aig = 0, sim (i, j) = 0
entonces
E
A=A (10.79)
v=1
nuevamente cuando m (i, j) # 0, tenemos que
E E
> W iwis = Aij Y 70apba =
y=1 =1
1
= Ay6%60p = Al 10.80
m(i,7) p (,0)(3,8) ( )
y cuando m (i, j) = 0, tenemos
E
> A@)as = A =0 (10.81)
y=1
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11 Formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann a Nivel Continuo

Para poner la metodologia desarrollada en una adecuada perspectiva, se ini-
cia por revisar algunos conceptos elementales sobre las formulaciones men-
cionadas en el titulo de esta seccién. También se toman algunas herramien-
tas presentadas del trabajo “Theory of differential equations in discontinuous
piecewise-defined functions” (véase [31]).

El problema que se considera aqui’ es: “Encontrar v € H? (), tal que

{Eu:fg, en Q

u = 0, sobre 0f) (11.1)

asi, bajo las adecuadas condiciones (véase [0]), la existencia y la unicidad de
la solucion de este problema estd garantizada. Este problema puede también
formularse en espacio de funciones definidas por tramos (véase [31]).

Sin pérdida de generalidad, sea el dominio {2 descompuesto en dos sub-
dominios €2; y €25, como se muestra en la figura:

Figura 10: Particién del dominio €2 en dos subdominios €2; y €.

Supdngase que el operador diferencial £ es de segundo orden y se con-
sidera el espacio H? (1) @ H? (€;) de funciones discontinuas definidas por
tramos (véase [31]). Una funcién en tal espacio es definida independiente-
mente en cada uno de los dos subdominios y sus restricciones a §2; y 2o
pertenecen a H? (Q;) y H? () respectivamente. Generalmente la discon-
tinuidad a través de la interfase I' tiene un salto no cero de la funcién misma

4 ., ) . 4
°La notacién que se usa es la estdndar para los espacios de Sobolev (véase [2]).
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y de sus derivadas normales. La notacién para el ‘salto’ y el ‘promedio’ a
través de I' estd dado por
~ 1
[u] =uy —u_ y u=g (uy +u_), sobre I’ (11.2)
respectivamente.
Nétese que, el espacio H? () es un subespacio de H? (Q) ® H? (Q,) . En
efecto, sea u € H? () ® H? (), entonces u € H? () si y sélo si

[u] = [B_Zﬂ — 0, sobre T. (11.3)

Por lo tanto, una formulacién del problema dado en la Ec.(11.1) es: “Bus-
car au € H?(Qy) ® H?(Qy), tal que

Lu = fq, en Q)
[u] =0y [24] =0, sobre " . (11.4)
u = 0, sobre 0f)

Se debe observar que, cuando el valor de la solucién u es conocida sobre
I, entonces u puede ser obtenida en cualquier lugar en €) por la resolucién
de dos problemas Dirichlet con valor en la frontera, uno en cada uno de los
subdominios €2; y €2y -el titulo de Dirichlet-Dirichlet para el procedimiento
es por el hecho de resolver este tipo de problemas-.

De manera similar, cuando los valores de la derivada normal % son cono-
cidos sobre I', entonces u puede ser obtenida en cualquier lugar en (2 por la
resolucién de dos problemas Neumann con valores en la frontera, uno para
cada uno de los subdominios §2; y )5 -el titulo de Neumann-Neumann para
el procedimiento es por el hecho de resolver este tipo de problemas-.

Estas observaciones son las bases de los dos enfoques de los métodos de
descomposiciéon de dominio que se consideran en esta seccién: Los métodos
Dirichlet-Dirichlet y Neumann-Neumann.

11.1 El Problema no Precondicionado Dirichlet-Dirichlet

Para el problema no precondicionado Dirichlet-Dirichlet, se toma ur como la
restriccién a I' de la solucién u de la Ec.(11.4), entonces u es la tinica solucién
de los siguientes dos problemas Dirichlet

Lu= fq, en Q,,aa=1,2
u = ur, sobre I' : (11.5)
u = 0, sobre 0f2
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El enfoque Dirichlet-Dirichlet al método de descomposicién de dominio
consiste en buscar para la funcién ur, esencialmente una eleccién de suce-
siones de funciones de prueba: wul,uf,...,u®, ..., hasta que se encuentre la
funcién buscada.

A este respecto, una primera pregunta es: jcémo se reconoce cuando la
funcién de prueba es satisfactoria?. Se sabe que cuando ur es la restricciéon
a I' de la solucién del problema, la solucién que es obtenida por la resolucién
de los dos problemas con valores en la frontera de la Ec.(11.5) satisfacen las
condiciones de salto indicadas en la Ec.(11.4). Ahora, en el caso del enfoque

Dirichlet-Dirichlet, el salto de la funcién se nulifica necesariamente, ya que
[u] =uy —u_ =ur —ur =0 (11.6)

sin embargo, por lo general la condicién

4] -0 a

no es satisfecha. La seleccién de la funcién de prueba ur serd satisfactoria,
si y solo si, la Ec.(11.7) se satisface.
Si se escribe la solucién del problema u de la Ec.(11.4) como

u=1u,+v (11.8)

donde u,, satisface
Lu, = fq, en Q,,a =1,2
u, = 0, sobre I' (11.9)
u, = 0, sobre OS2

y por lo tanto v satisface

Lyv=0,en Q,,a=1,2
v = up, sobre T’ (11.10)
v = 0, sobre 0f)

entonces, la eleccién de la funcién de prueba ur sera satisfactoria, si y sélo si
ov Ou,,

— =—||= 11.11

Hanﬂ [[ on ﬂ ( )
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desde este punto de vista, la funcién v € H? (€) & H? () . Asi, se busca
una funcién tal que

Lv=0, en Qa,a 1,2
[o] =0, [2] = - [[%in] sobre I' . (11.12)
v =0, sobre 0f2

Esta condicién puede expresarse teniendo en mente el operador de Steklov-
Poincaré’ 7, el cual para cualquier funcién v definida sobre I, se genera otra
funcién definida sobre I', a saber (véase [3])

7 (ur) = [{%ﬂ , sobre I' (11.13)

donde v satisface la Ec.(11.10). Entonces la Ec.(11.12) es equivalente a
7 (ur) = — H—ﬂ , sobre I'. (11.14)
n

11.2 El Problema no Precondicionado Neumann-Neumann

Para el caso del problema no precondicionado Neumann-Neumann, se toma
a u como la solucién de la Ec.(11.4) y sea qr = g“ sobre I', entonces u es la

tnica solucién de los siguientes dos problemas Neumann

Lu = fq, en Q,,aa=1,2
9u — gr sobre I’ : (11.15)
u = 0 sobre 0f)

El titulo del enfoque Neumann-Neumann proviene deel hecho que la
Ec.(11.15) implica resolver un problema Neumann en el subdominio €; y
otro problema Neumann en {25. Este enfoque consiste en buscar una funcién
gr -independien-temente del valor de gr-, ya que, cualquier solucién de la
Ec.(11.15) satisface

(&) ~(2) —w-w-0 o

6El operador de Steklov-Poincaré generalmente se define como la ecuacién para la traza
de la solucién exacta u sobre I' (véase [51]).
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sin embargo, por lo general, la condicién
[u] =0 (11.17)

no es satisfecha. La seleccién de la funcién de prueba ur serd satisfactoria,
si y sélo si, la Ec.(11.17) se satisface.

Si se toma nuevamente una solucién u = u, + v como en la Ec.(11.8),
donde u,, ahora satisface

Lu, = fq, en Q,a=1,2

88% =0, sobre I (11.18)

u, = 0, sobre 0
y por lo tanto v satisface

Lyv=0,en Q,,a=1,2

% — gr, sobre T (11.19)
v =0, sobre 02

entonces, la funcién v € H? () ® H? (Q2) es caracterizada por

Ly=0,en Q,,a=1,2
[v] =[], [22] =0, sobre T . (11.20)
v =0, sobre 0f2

Para la formulacion Neumann-Neumann existe una contraparte -el ope-
rador - al operador de Steklov-Poincaré 7, dada cualquier funcién qr, definida
sobre T, se define p (gr) , esta serd una funcién definida sobre I' dada por

w(qr) = [v], sobre T’ (11.21)
aqui, v satisface la Ec.(11.19). Entonces, la Ec.(11.20) es equivalente a

p(gr) = — [up] , sobre I (11.22)
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12 Marco Teérico del Espacio de Vectores Deriva-
dos

En el marco de los métodos de descomposicién de dominio sin traslape se dis-
tinguen dos categorfas (véase [18], [12], [43], [57], [67] y [72]): Los esquemas
duales -como es el caso del método Finite Element Tearing and Interconnect
(FETT) y sus variantes- los cuales usan multiplicadores de Lagrange; y los
esquemas primales -como es el caso del método Balancing Domain Decom-
position (BDD) y sus variantes- que tratan el problema sin el recurso de los
multiplicadores de Lagrange.

En este trabajo se ha derivado un sistema unificador (véase [30] y [38]),
el esquema del espacio de vectores derivados (DVS), este es un esquema pri-
mal similar a la formulacién BDD. Donde una significativa diferencia entre
nuestro esquema y BDD es que en la formulacién DVS el problema es trans-
formado en otro definido en el espacio de vectores derivados, el cual es un
espacio producto conteniendo funciones discontinuas, es en este espacio en el
cual todo el trabajo del método es realizado.

Por otro lado, en la formulacién BDD, el espacio original de funciones
continuas nunca es abandonado completamente y constantemente se regresa
a los grados de libertad asociados con el espacio de funciones continuas
pertenecientes a las subestructuras, el cual en su formulacién juega el rol
del espacio producto.

Aunque el marco DVS es un esquema primal, las formulaciones duales
pueden ser acomodadas en él; esta caracteristica permite unificar en este
terreno a ambos esquemas, duales y primales; en particular a BDDC y FETI-
DP. También el espacio DVS constituye un espacio de Hilbert con respecto
al adecuado producto interior -el producto interior Euclidiano- y mediante
la utilizacion de la formulacién DVS, se saca provecho de la estructura del
espacio de Hilbert obteniendo de esta manera una gran simplicidad para
el algoritmo definido en el espacio de funciones definidas por tramos y es
usado para establecer una clara correspondencia entre los problemas a nivel
continuo y aquellos obtenidos después de la discretizacion.
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12.1 Discretizacién del Dominio para los Métodos Duales
y Primales

Dos de los enfoques mas comunmente usados (véase [18], [10], [41], [12], [13],
[57], [67], [68], [70] ¥ [72]) en los métodos de descomposicién de dominio son
FETI-DP y BDDC. Ambos, inicializan con la ecuacién diferencial parcial
y de ella, los grados de libertad son asociados con las funciones de base
usadas. BDDC es un método directo, i.e. es un método que no hace uso de
Multiplicadores de Lagrange, mientras que FETI-DP trabaja en el espacio
producto mediante el uso de los Multiplicadores de Lagrange.

En los métodos FETI-DP y BDDC, el dominio €2 en el cual se define el
problema, es subdividido en E subdominios ‘sin traslape’ Q,, a =1,2,..., F,
es decir

E
QNQ=2 Ya#pB vy Q:Uﬁa (12.1)
a=1

y al conjunto
E

I=|JTa si To=00,\00 (12.2)
a=1
se le llama la frontera interior del dominio 2. La notacién 0f2 y 0€2,, a =
1, ..., E es tomada de la frontera del dominio €2 y la frontera del subdominio
Q; respectivamente. Claramente

09 C LEJ 0 y Q= (LEJ Qa> Ur. (12.3)

a=1

Se denota por H al méximo didmetro H, = Diam(€2,) de cada €2, que
satisface Diam(§2,) < H para cada o = 1,2, ..., E/, ademas, cada subdominio
Q. es descompuesto en un mallado fino 7, de K subdominios mediante una
triangulacién 2; de modo que este sea conforme, se denota por i al maximo
didmetro h; = Diam(§2;) de cada €, que satisface Diam(€2;) < h para cada
1j=12,.., Kdecadaa=1,2,.... F.

Para iniciar la discusion, se considera un ejemplo particular, de un con-
junto de veinticinco nodos de una descomposiciéon del dominio 2 ‘sin traslape’,
se asume que la numeracion de los nodos es de izquierda a derecha y de arriba
hacia abajo, véase figura (11)

En este caso el conjunto de nodos originales, se particiona usando una
malla gruesa de cuatro subdominios Q, a = 1,2, 3,4, véase figura (12).
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Figura 11: Conjunto de nodos originales

Entonces se tiene un conjunto de nodos y un conjunto de subdominios,
los cuales se enumeran usando un conjunto de indices

N={1,2,...,25} vy E={1,2,34} (12.4)

respectivamente. Entonces, el conjunto de ‘nodos originales’ correspondiente
a tal descomposiciéon de dominio ‘sin traslape’, en realidad tiene un ‘traslape’,
esto es por que la familia de los cuatros subconjuntos

N' = {1,2,3,6,7,8,11,12,13} (12.5)
N? = {3,4,5,8,9,10,13,14,15}
N3 = {11,12,13,16,17,18,21, 22,23}

~

N* = {13,14,15,18, 19,20, 23,24, 25}
no son disjuntos. En efecto, por ejemplo
N'NN?%={3,8,13}. (12.6)

Con la idea de obtener una ‘verdadera descomposiciéon de dominio sin
traslape’, se reemplaza el conjunto de ‘nodos originales’ por otro conjunto,
el conjunto de los ‘nodos derivados’ en los cuales se satisfaga la condicién de
que sea una verdadera descomposiciéon de dominio sin traslapes.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 240 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

ﬁl o1 o 2 a3 o4 e 5@2
o 6 o7 Ik . .
[ \
@ ® L& @ @
— oA 022 . . 025
o, 5,

Figura 12: Nodos en una descomposicién gruesa de cuatro subdominios

12.2 Una Verdadera Descomposicién de Dominio sin
Traslapes

A la luz de lo visto en la seccién anterior, es ventajoso trabajar con una
descomposiciéon de dominio sin traslape alguno del conjunto de nodos y, para
este fin, se reemplaza el conjunto N de ‘nodos originales’ por otro conjunto
de ‘nodos derivados’, los cuales son denotados por X“, donde cada nodo en
la frontera interior I' se parte en un niimero que llamaremos la multiplicidad
del nodo y es definida como el nimero de subdominios que comparten al
nodo. Cada nodo derivado es definido por un par de nimeros: (p, «), donde
p corresponde a un nodo perteneciente a ﬁp, i.e. un ‘nodo derivado’ es el par
de numeros (p, ) tal que p € N¢, véase figura (13).

Se denota con X el conjunto total de nodos derivados; nétese que el total
de nodos derivados para el ejemplo de la seccién anterior es de 36, mientras
el nimero de nodos originales es de 25.

Entonces, se define X como el conjunto de nodos derivados que puede
ser escrito como

X“:{(p,&)\aEE y pGN“}. (12.7)

Para el ejemplo referido, tomando a sucesivamente como 1,2,3 y 4, se
tiene la familia de cuatro subconjuntos,

{x' X X° X'} (12.8)
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Figura 13: Mitosis de los nodos en la frontera interior

la cual es una descomposicién de dominio sin traslape véase figura (14), donde
el conjunto X satisface
4
X = UXO‘ y X°NX°=¢ cuando a #B.

a=1

(12.9)

Por supuesto, la cardinalidad de los subdominios -el ntimero de nodos de
cada uno de los subdominios es 36/4- es igual a 9.

Dada la discusién anterior, y para el desarrollo de una teorfa general, sea
el conjunto de nodos-indice y de subdominio-indice original definidos como

N={1,..n} y E={1,.,E} (12.10)

respectivamente, donde n es el nimero total de nodos que se obtienen de
la versién discretizada de la ecuacién diferencial que se quiere resolver -
generalmente, los nodos de frontera no son incluidos-.

Se define al conjunto de ‘nodos derivados’ por el par de nimeros (p, @),
tal que p € Ne. Entonces, el conjunto de todos los nodos derivados, satisface

X“E{(p,aHaGE y pENO‘} (12.11)
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Figura 14: Conjunto de nodos derivados

y para evitar repeticiones, ya que en lo sucesivo se hard uso extensivo de los
nodos derivados, la notacién (p, a) se reserva para el par tal que (p,a) € X.

Notese que la cardinalidad de X es siempre mayor que la cardinalidad
de N , excepto en el caso trivial cuando £ = 1. En lo que sigue los nodos
derivados seran referidos, simplemente como nodos.

Por otro lado, dado cualquier nodo original, p € N, se define el conjunto
Z (p) C X, como el conjunto de los nodos derivados de p que puede ser escrito
como (p, «) , para algin 1 < o < E. Ademds, dado cualquier nodo (p, @) € X,
su multiplicidad es definida por la cardinalidad del conjunto Z (p) C X y es
denotada como m (p) .

Los nodos derivados son clasificados como ‘nodos internos’ o de ‘frontera
interna’, dependiendo si su multiplicidad es uno o méas grande que uno. Los
subconjuntos I C  y I' C € son el conjunto de nodos internos y de frontera
interna respectivamente, que satisfacen la siguiente relacién

X=IUl' vy INT'=2 (12.12)

notese que para el ejemplo mostrado en la figura 3, la cardinalidad de I es
20.

Para cada o = 1,2,..., FE, se define
r.=rnx« (12.13)

entonces, la familia de subconjuntos {I';, 'y, ..., 'z} es una particién de T,
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en el sentido de que

r

E
U I', mientras I'yvNIg =0 cuando o« #f. (12.14)
a=1

En este desarrollo, I' es descompuesto dentro de dos subconjuntos
rCcl'cX y AclcX (12.15)

los nodos pertenecientes al primer conjunto 7 son llamados ‘primales’, mien-

tras que si estos pertenecen al segundo conjunto A son llamados ‘duales’,
donde

A=T -7
entonces
=7nUA mientras 7NA=g. (12.16)
Ademais, se define
[M=71un

en este caso, cada una de las familias de los subconjuntos {I, 7, A} y {II, A}
son descomposiciones sin traslape de €2, es decir,

X=IUrUA mientrasque INm=mNA=ANI=0 (12.17)

X =TTUA mientras que IINA=g. (12.18)

Noétese que todos los conjuntos considerados hasta ahora son dimensio-
nalmente finitos. Por lo tanto, cualquier funcién con valores en los reales’
definida en cualquier conjunto define univocamente un vector dimensional-
mente finito.

Para el planteamiento de los métodos Dual-Primal, los nodos de la inter-
fase son clasificados dentro de nodos Primales y Duales. Entonces se define:

e N; C N como el conjunto de nodos interiores.
e Ny C N como el conjunto de nodos de la interfase.

e N, C N como el conjunto de nodos primales.

"Cuando se consideren sistemas de ecuaciones, como en los problemas de elasticidad,
tales funciones son vectoriales.
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e Na C N como el conjunto de nodos duales.

El conjunto N, C Nr es escogido arbitrariamente y entonces Na es
definido como Ny = Nr — N,. Cada una de las siguientes dos familias de
nodos son disjuntas:

{NlaNF} y {NIaNﬂ7NA}~
Ademis, estos conjuntos de nodos satisfacen las siguientes relaciones:

N:NIUNF:N[UNWUNA y NF:NWUNA (1219)

adicionalmente se define los siguientes conjuntos de X :

IE{(p,a)|p€Nz}-

. FE{(p,a)\pENp}.
o WE{(p,O{)|pEN7T}.
o AE{(p,a)\pENA}.

En vista de todo lo anterior, la familia de subconjuntos {X Lo, XE } es
una descomposicién de dominio del conjunto de nodos derivados en donde

no se tiene ningun traslape (véase [36] y [38]), es decir
E
X=Jx* y X*nX’=0 cuando a# 8. (12.20)
a=1

12.3 El Problema Original

El esquema DVS puede ser aplicado al sistema matricial que es obtenido
después de la discretizacion, este procedimiento es independiente del método
de discretizacion usado -puede ser el método de Elemento Finito, Diferencias
Finitas o cualquier otro-. El procedimiento requiere de algunas suposiciones
que deben de ser satisfechas, las cuales se explican a continuacién (véase [30]
y [38]). Tales suposiciones estdn dadas en términos del sistema matricial y
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dos conceptos adicionales: los nodos originales y una familia de subconjuntos
de tales nodos, los cuales estdn asociados con la particiéon del dominio.

Para ilustrar cémo estos conceptos son introducidos, se considera la for-
mulacién variacional de la versién discretizada general de un problema de
valores en la frontera, el cual consiste en encontrar @ € V, tal que

a(u,v) =(g,v), YveV (12.21)

aqui, V es un espacio lineal de dimensién finita de funciones real valuadas®
definidas en cierto dominio espacial §2, mientras g € V' es una funcién dada.

Sea N = {1,...,n} el conjunto de indices, el cual es el nimero de nodos
usados en la discretizacién, y sea {¢y,...,,,} C V una base de V, tal que
para cadai € N, ¢; = 1l en el nodo ¢ y cero en cualquier otro nodo. Entonces,
ya que u € V, entonces

0= wp, (12.22)

aqui, u; es el valor de @ en el nodo i. Sea u y f vectores’ u = (ul, - un>

y £ =10 1,), donde

—~

fi=(g.¢;), ieN. (12.23)

La formulacién variacional de la Ec.(12.21) es equivalente a

u=f (12.24)

|‘D>)

donde la matriz A, serd referida como la ‘matriz original’ y esta es definida
mediante

()

= (Eij) (12.25)

con

—~

Ay =a (g 9;) i,j=1,...,n (12.26)

después de que el problema ha sido discretizado -a (goi,goj) son las fun-
ciones base usadas en la discretizacion-, donde se supone que el dominio

8La teoria aqui presentada, con ligeras modificaciones, trabaja también en el caso de
que las funciones de V' sean vectoriales.

9Hablando estrictamente estos deberian ser vectores columna, sin embargo, cuando se
incorporan en el texto, se escriben como vectores renglén para ahorrar espacio de escritura.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 246 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

Q ha sido particionado mediante un conjunto de subdominios no traslapados
{4, ..., Qg }; més precisamente, para cada o = 1, ..., E; ), es abierto y

E
QWnNQ=02 Ya#pg y Q=)0 (12.27)

a=1

donde Q, es la clausura estandar del conjunto €2,.

El conjunto de subdominios-indices es denotado por F = {1,..., E}. Por
otro lado N * a=1,..., F, denota a los nodos originales que corresponden
a los nodos pertenecientes a Q,. Como es usual, los nodos son clasificados
en ‘interiores’ y ‘nodos de interfase’; un nodo es interior, si pertenece sé6lo
a la clausura de una subparticiéon del dominio, y es un nodo de la interfase
cuando pertenece a mas de uno.

Las funciones real valuadas definidas en N = {1,...,n} constituyen un

espacio lineal el cual serd denotado por W y referido como el ‘espacio vectorial
original’. Los vectores u € W se escriben como u = <u1, e un>, donde w;

para i = 1,...,n, son las componentes de un vector w.

Entonces, el ‘problema original’ consiste en “Dadai € /V[7, encontrar a
ueW tal que la Ec.(12.24) se satisfaga”.

A lo largo de todo el desarrollo de esta metodologia, la matriz original g

se asume como no singular -esto define una biyeccién de W sobre sf misma-
, para definir las condiciones sobre las cuales el esquema DVS es aplicable
para matrices indefinidas y/o no simétricas (véase [34]), se asume lo siguiente,
(axioma): “Sean los fndices i € N® y j € N? de nodos interiores originales,
entonces

—~

A;j =0 siempre y cuando o # 3”. (12.28)

Asi, para cada a = 1, ..., E se define el subespacio de vectores we c /W,
el cual es constituido por los vectores que tienen la propiedad que para cada
i¢ N, esta i-ésima componente se nulifica. Usando esta notacién se define
el espacio producto W por

E
w=[[we=W"x .. x WP~ (12.29)
a=1
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12.4 FEl Espacio de Vectores Derivado

Usando la notacién de la seccién anterior, en la cual se defini6 el ‘problema
original” dado por la Ec.(12.24), este es un problema formulado en el espacio
vectorial original W, en el desarrollo que sigue se transforma en un problema
que serd reformulado en el espacio W, el cual es un espacio definido sobre las
funciones discontinuas.

Para ello, se entiende por un ‘vector derivado’ una funcién real-valuada
definida en el conjunto X de nodos derivados'’. El conjunto de vectores
derivados constituyen un espacio lineal, el cual serd referido como el ‘espacio
de vectores derivados’. De manera andloga para cada subconjunto local de
nodos derivados en el subespacio X existe un ‘subespacio local de vectores
derivados’ W%, el cual es definido con la condicién de que los vectores de W«
se nulifiquen en cada nodo derivado que no pertenezca a X“. Una manera
formal de iniciar esta definicién es

ueW*CW, siysélosi u(p,f) =0 cuando S # a. (12.30)

Una importante diferencia entre los subespacios W< y Wwe puede se no-
tada al observar que W< C W, mientras que W< C W. En particular

E
w=[[we=w'e.ow” (12.31)
a=1

en palabras: El espacio W es el producto de subespacios de la familia
{Wl, WE} (12.32)
pero al mismo tiempo es la suma directa de la familia
(W, W}, (12.33)

En vista de la Ec.(12.31) es sencillo establecer una biyeccién -de hecho,
un isomorfismo- entre el espacio de vectores derivados y el espacio producto.
Por lo tanto, en lo que sigue, se identifica a ambos como uno solo.

0Para el tratamiento de sistemas de ecuaciones, tales como las involucradas en el
tratamiento de la elasticidad lineal, tales funciones serdn vectoriales.
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Para cada par de vectores'' v € W y w € W, el ‘producto interior
Euclidiano’ es definido por

ww= Y u(p,e)uw(pa). (12.34)
(pa)eX

Una importante propiedad es que el espacio de vectores derivados W,
constituye un espacio de Hilbert dimensionalmente finito con respecto al
producto interior Euclidiano. Nétese que el producto interior Euclidiano es
independiente de la forma de la matriz original A; en particular esta puede
ser simétrica, no simétrica o iri(ieﬁnida. - N

La inyeccién natural R : W — W, de W sobre W, es definida por la
condicién de que, para todo @ € W, se obtenga

(Ra) (p,a) =1 (p), Y(p,a)€X. (12.35)
La ‘multiplicidad’, m (p) de cualquier nodo original p € N es caracteri-
zada por la propiedad (véase [35] y [31]),
E
(Ra) (p, ) = m(p)i(p) . (12.36)
a=1

Ademas, el espacio W puede ser descompuesto en dos subespacios orto-
gonales complementarios Wy, C W'y Wi, C W, tal que

W = W11 + W12 y {0} = W11 N W12 (1237)

donde, el subespacio Wi, C W es la inyeccién natural de W dentro de W,
i.e.

Wi =RW C W (12.38)

y Wi C W es el complemento ortogonal con respecto al producto interior
FEuclidiano. Ademads se define la inversa de R : W — W, cuando ésta es

'1En el caso vectorial -que surge en aplicaciones como en la teorfa de elasticidad- cuando
se trabajan sistemas de ecuaciones, i.e. cuando u(p,«) es un vector, la Ec(12.34) es
reemplazada por

ww= Y ulpa)owpa)
(p,a)eX

donde, u (p, ) ® w (p, ) se identifica con el producto interior de vectores involucrados.
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restringida a Wiy C IV la cual siempre existe y es denotada por R Wy —
w

Es costumbre el uso de la notacién de suma directa
W =Wy & Wiy (12.39)

cuando el par de condiciones de la Ec.(12.37) son satisfechas.
El ‘subespacio de vectores continuos’ es definido como el subespacio

Wi C W (1240)

mientras que el ‘subespacio de vectores de promedio cero’ es definido como
el subespacio
Wy C W. (12.41)

Dos matrices a : W — Wy j : W — W son ahora introducidas; ellas
son los operadores proyeccién con respecto al producto interior Euclidiano
sobre Wis v W1; respectivamente. El primero serd referido como el ‘operador
promedio’ y el segundo como el ‘operador salto’ respectivamente.

En vista de la Ec.(12.37), cada vector u € W, puede ser escrito de forma
tnica como la suma de un vector de promedio cero m&s un vector continuo
(vector de salto cero), es decir

i = Ju € W (12.42)
Up = au € Wia ‘

los vectores ju y au son llamados el ‘salto’ y el ‘promedio’ de u respectiva-
mente. a

Los subespacios lineales que se definen a continuacién son elegidos con-
forme a la nomenclatura estdndar. En particular Wy, Wr, W, y Wa son
definidos para imponer restricciones sobre sus miembros. Los vectores de:

e W7 se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo interno.
e Wr se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo de interfase.
e W, se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo primal.

e Wa se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo dual.
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Adems3s

o W, =W;+aWs + Wa.
° WHEW[—FgWﬂ.

Noétese que, para cada una de las siguientes familias de subespacios
{Wi, Wr} AW, W, Wat , {Wi, Wa} (12.43)
son linealmente independientes. Y también satisfacen
W=Wr+Wr=Wr+W,+Way W, =Wn+ Wa (12.44)

la anterior definicién de W, es apropiada cuando se considera las formula-
ciones Dual-Primal. En el presente trabajo sélo se considera la restriccién
impuesta por el promedio en los nodos primales -otro ejemplo de restriccion
es tomar el salto sobre los nodos primales-. Otros tipos de restricciones re-
quieren cambiar el término aW, por a"W, donde a" es la proyeccién sobre
el espacio restringido, el tipo de restricciones que pueden ser definidas estdn
en funcién del problema particular a resolver (véase [29]).

12.5 Discretizacion Partiendo de la Construccion de la
Matriz ét

Una caracteristica notable del enfoque DVS es que este inicia con la matriz
que es obtenida después de que el problema se ha discretizado -a partir de
una discretizaciéon por algiin método como por ejemplo Elemento Finito o
Diferencias Finitas- y para su aplicacién no se requiere ninguna informacion
acerca de la ecuacién diferencial parcial de la cual se originé. Por supuesto,
tal matriz no es definida en el espacio de vectores derivados y la teorfa provee
una férmula para derivar la matriz en el espacio de vectores derivados (véase
[36]); aquf se da un procedimiento para definir la matriz A" : W — W, la
cual es usada para formular el problema en el espacio de vectores derivados.

Sea la matriz é W — W dada por la Ec.(12.24) la cual puede ser escrita
como

A= (qu> (12.45)
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para cada par (p,q) tal que p € N yqéeN,y se define

o 1, sip,qe€ Ne
— ’ S N =1,..,F 12.46
Pa {0, sipg N 6qg¢ N '@~ 7 (12.46)
junto con
N
m(p,q) = Zé;‘q (12.47)
a=1
' (P, q)
|1, cuando m(p,q) =0
s a) = { m(p,q), cuando m(p,q) # 0 (12.48)

la funcién m(p,q) es llamada la ‘multiplicidad’ del par (p,q). Esto puede
verse de la suposicién bésica dada por la Ec.(12.28), teniendo que

m(p,q) =0 = qu = 0. (12.49)
Definiendo ahora
A= (4,) con Ay, - % (12.50)
se observa la identidad .
A=->"4 (12.51)

y=1
ya que se ha usado una verdadera descomposicién del dominio sin traslape.
Ademés, para cada v =1, ..., I/, la matriz A” : W — W es definida por

é’y = (Azp,a)(q,ﬁ)) (1252)
con R
Alp ay(a.8) = o A (12.53)

entonces la matriz ét : W — W (t de total, no de transpuesta) es dada por

A=A (12.54)
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una propiedad fundamental de ét es que

E

A" =@ (12.55)

=1

ya que las matrices A7, con v = 1,2,..., K son independientes entre si -al
ser una verdadera descomposicién del dominio, ver seccién (12.2)-. Ademds,
otra propiedad es que

R™'AR = R™'aAaR = A. (12.56)
Nétese que la matriz ét puede ser expresada en m&s de una manera.
Algunas opciones titiles que se usan son (véase [34] y [35]):
At Al Al
t t 4 £, 4
A = (A Ana Y 2 AT A
- A Aaa A qr
=AI =Anm =AA
a0 0
0 A* .
_ = = . (12.57)
. ‘. . S . Q
0 0 A%

A la luz de la Ec.(12.55), implica que, si el complemento de Schur local

-1
5% = é?r - é?l (é?[) é?r (12.58)

de cada A” existe y es invertible -véase seccién (19.7) para la definicién y su
implementaciéon del complemento de Schur en general-, entonces, la matriz
‘total del complemento de Schur’, ét : W, — W,., satisface

sh=> "5 (12.59)

(57 =3 (57)" (12.60

a=1
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al ser una verdadera descomposicién del dominio -ver seccién (12.2)- y porque
se satisfacen las Ecs.(12.54 y 12.55).

Por otro lado, si se define &' = Ru, usando la Ec.(12.56) entonces el
problema original Ec.(12.24), se transforma en uno equivalente a

gtg/ =f con ju =0 (12.61)

’ . —~ —_~
una vez que u € W es obtenida, se puede recuperar u € W usando

uw=Ru (12.62)
esta ultima es correcta cuando u es evaluada exactamente, pero en las apli-
caciones numéricas, 1 s6lo es una evaluacién aproximada, por ello puede
generar “inestabilidades”, en el sentido de que una aproximacién a v, inde-
pendientemente de cudn pequeno sea el error, puede no ser continua en cuyo
caso u = R4 no estd definida. Por lo tanto es conveniente reemplazar la
Ec.(12.62) por la siguiente versién estable

— R (g_u) . (12.63)

1<)

Sea a" : W — W, el operador de proyeccién ortogonal de W a W, y
notese que a = aa’, entonces, se define

A= grétg. (12.64)
Por otro lado, se tiene que
A A
A = dAld = ( ZHH EHA ) (12.65)
B o ZAT Z=AA
t t T t
4, 4 4,
_ aﬂA . aﬂA a” QW_ A
—iar _At_ﬂz; —ar
=AI =Anr= =AA

la notacién usada es tal que

=IIA

éAHZWH—)WA, éAAZWA%WA

{ A W= Wi, Ay Wa = W (12.66)
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donde
{ Annu= (@H)n , Aanu= (@H)A (12.67)
Anau= (Aup) ;. Anau=(Auy)
por otro lado, se tiene la inmersién natural en W, i.e.
_ Am 0
Am = ( 0 0 ) (12.68)
_ (0 Apa
= ( 0 0 )
0 O
dan = ( Aan 0 )
. 0 O
éAA - ( 0 Aaa ) :
Asi, el ‘Complemento de Schur Dual-Primal’ estd definido por
S=4,, éAHéHHéHA (12.69)
que define al sistema virtual
Sup = [ (12.70)
Nétese que
A A
App = < le EM ) (12.71)
as{, se definen a las matrices
A‘I’I,AO‘ A;‘A,Aa AC“7r A:A,AZI,A AZA (12.72)

las cuales son locales a cada subdomlmo Usando esta metodologia se puede

construir cada componente de A ,fomando los nodos p y ¢ segtin correspon-
dan.
Por ejemplo para construir A: ;» en el subdominio €2, se construye

a0, = (4,,) (12.73)

donde los nodos p € ™y q € I y ambos pertenecen al a—ésimo subdominio
de Q.
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12.6 El Problema General con Restricciones

Recordando lo visto en la seccién (12.3) en lo referente a la definicién del
problema original Ec.(12.24). Entonces “Un vector ¢ €W es solucién del
problema original, si y sélo si, u = Ra € W, C W satisface la expresién

-y !

wAd =F y ju' =0 (12.74)
el vector _ R
i = (Ri) € Wiy C W, (12‘75)
puede ser escrito como o
I=Tit1,s (1270)

con ZH € Wn yzA € Wa”.

Este es el ‘problema Dual-Primal formulado en el espacio de vectores
derivados’; o simplemente, el problema Dual-Primal-DVS. Recordando, que
este problema estd formulado en el espacio W, del espacio de vectores deriva-
dos W, en el cual las restricciones ya han sido incorporadas. Por lo tanto
todos los algoritmos que se desarrollan en las siguientes secciones incluyen
tales restricciones; en particular, aquellos impuestos por el promedio de los
nodos primales.

Un vector ' € W satisface la Ec.(12.74) si y sélo si, satisface la Ec.(12.61).
Para derivar este resultado se usa la propiedad de que cuando v € Wy
l@l = 0, la siguiente relacién se satisface

uew, vy a (g’”é’fg’”) u = gtgl. (12.77)

En las discusiones posteriores, la matriz A : W, — W, se asume invertible,
en la mayoria de los casos, este hecho se puede garantizar cuando se toman un
nimero suficientemente grande de nodos primales colocados adecuadamente.

Sea u € W, una solucién de la Ec.(12.74), entonces u € Wi C W necesa-
riamente, ya que j u = 0y se puede aplicar la inversa de la proyeccién natural

obteniendo
4 =Ru (12.78)

ya que este problema es formulado en el espacio de vectores derivados; en los
algoritmos que se presentan en este trabajo (véase [30]), todas las operaciones
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son realizadas en dicho espacio; en particular, para realizar los cédlculos, nunca
se regresa al espacio vectorial original W, excepto al final cuando se aplica
la Ec.(12.78).
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13 Formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann en el Marco del Espacio de Vec-
tores Derivados

A nivel continuo, los algoritmos més estudiados son el Neumann-Neumann
y el Dirichlet-Dirichlet (véase [19] y [3]) y estos fueron bosquejados en este
trabajo en el capitulo 11. Durante el desarrollo del esquema del espacio de
vectores derivados (DVS), se muestra una clara correspondencia entre el pro-
cedimiento a nivel continuo, y el procedimiento a nivel discreto (véase [50]).
Usando tal correspondencia el resultado desarrollado puede ser resumido de
una forma breve y efectiva, como sigue:

1. Algoritmos no Precondicionados

e El Algoritmo del Complemento de Schur (la formulacién Primal
del problema Dirichlet-Dirichlet), seccién (13.1.1).

e La formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann, seccién
(13.1.2).

e La formulacién Primal del Problema Neumann-Neumann, seccién

(13.1.3).
e La segunda formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann,
seccion (13.1.4).

2. Algoritmos Precondicionados

e La Versién DVS del Algoritmo BDDC (la formulacién Dirichlet-
Dirichlet precondicionada), seccién (13.2.1).

e La Version DVS del Algoritmo FETI-DP (la formulacién Dual pre-
condicionada del problema Neumann-Neumann), seccién (13.2.2).

e La formulacién Primal Precondicionada del problema Neumann-
Neumann, seccién (13.2.3).

e La segunda formulacién Dual Precondicionada del problema Neu-
mann-Neumann, seccién (13.2.4).
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Todos estos algoritmos estdn formulados en el espacio vectorial sujeto a
restricciones, tal que todos estos son algoritmos con restricciones.

Para la discusién de todo el material de este capitulo se usa la notacién
de la seccién (12.4), en especial la definicién de A en la Ec.(12.65)

A= ( A Apa ) (13.1)

éAH éAA

y la dada por la Ec.(12.69) para la matriz del complemento de Schur

S=A . —A_A'A (13.2)

= =AA =AII=NI=0A S

13.1 Algoritmos no Precondicionados

Pese a que los algoritmos no precondicionados carecen de utilidad préactica
por su pobre desempeno computacional con respecto a los precondicionados,
tienen una gran utilidad tedrica y son el camino maés sencillo para generar
los algoritmos computacionales de los precondicionados, ya que estos per-
miten probar el marco computacional con algoritmos sencillos y luego sélo
se precondicionan para tener el algoritmo final de interés. Se desarrollaron
cuatro algoritmos no precondicionados (véase [30]), los cuales se detallan a
continuacion.

13.1.1 Algoritmo del Complemento de Schur

Seau = u — éﬁgzn, entonces la Ec.(12.74) del problema general con restric-
ciones -véase seccion (12.6)-

- ’

%ul y ju =0 (13.3)

I
I~
<

es equivalente a: “Dada f = f A€ aWa, encontrar una u, € Wa tal que

aqui, u = ugtus, f=F—AGAmly v un=Ag A ua

Ademds, nétese que la matriz del complemento de Schur S : Wa — Wa
es invertible cuando A : W, — W, (véase [35] y [34]).
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En el capitulo anterior se mostro la version continua del problema Dirichlet-
Dirichlet no precondicionado, de la cual la Ec.(13.4) es su versiéon disc-
reta. Por lo tanto este algoritmo pudiera ser llamado ‘el algoritmo Dirichlet-
Dirichlet no precondicionado’. Sin embargo, en lo que sigue, el algoritmo
correspondiente a la Ec.(13.4) serd referido como el ‘algoritmo del comple-
mento de Schur’ ya que es la variante de una de las mds simples formas del
método de subestructuracion la cual se detalla en la seccién (19.7).

13.1.2 Formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann
Para iniciar este desarrollo, se toma la identidad
aS+jS=35 (13.5)
esta 1ltima ecuacién es clara ya que
at+j=1 (13.6)
Usando las Ecs.(13.4 y 13.5) juntas, implican que
Sup = aSup + jSus = f = Aa (13.7)
donde el vector A\, es definido por

An = _@A' (13.8)

Por lo tanto, Ay €jWa. Entonces, el problema de encontrar u, ha sido

transformado en uno, en que se debe encontrar ‘el multiplicador de Lagrange
A, una vez encontrado A, se puede aplicar S~ a la Ec.(13.7) para obtener

up =57 (iA - AA) . (13.9)
Ademds, en la Ec.(13.9), un € aWa, tal que
87 (£ —2Aa) =0 (13.10)
entonces, Ay €Wx satisface
Z_ﬁ_IAA Zg_liA junto con g, =0 (13.11)

por lo anterior, jSua es la versién discreta de el promedio de la derivada

normal (véase [35] y [34]).
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Formulacién usando Multiplicadores de Lagrange Para obtener la
formulacién de los Multiplicadores de Lagrange, se escribe

J(u) = Lu- §_U_—g . f — min } (13.12)
Ju=0
tomando la variacién en la Ec.(13.12), se obtiene
Su+jA=f juntocon ju=0 (13.13)

para asegurar la unicidad de A, se impone la condicién de que au = 0, tal
que jA = A. Entonces la Ec.(13.13) implica

entonces la Ec.(13.8) es clara.

13.1.3 Formulacion Primal del Problema Neumann-Neumann

Para iniciar este desarrollo, se toma la Ec.(13.4) del algoritmo del comple-
mento de Schur -véase seccién (13.1.1)- y multiplicando la primera igualdad
por é’l, y observando que af A= f , Se obtiene

IIC?
QH
S

>
I

(1

T =S8Taf, =578 (S7S,) (13.16)

de este modo, la Ec.(13.4) puede ser transformada en

S'aS (uA - é_liA> =0 y jua=0 (13.17)
O
as (HA - é_liA) =0 y jus=0. (13.18)
Si se define
v =S8"1f, —ua (13.19)
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entonces la Ec.(13.18) es transformada en
o =S f, v aSun=0 (13.20)
la forma iterativa'? de este algoritmo se obtiene al multiplicarlo por S -1

Sjua=8""jS""f, v aSuvs =0. (13.21)

Si la solucién de la Ec.(13.4) es conocida, entonces vy € Wa, definida
por la Ec.(13.19), satisface la Ec.(13.21); a la inversa, si vy € Wa satisface
la Ec.(13.21) entonces

Il
[ltn

UA _1iA — Ua (13-22)

es solucién de la Ec.(13.4).

En lo sucesivo, el algoritmo iterativo definido por la Ec.(13.21) serd
referido como la ‘formulacién libre de multiplicadores de Lagrange del pro-
blema no precondicionado Neumann-Neumann’.

13.1.4 Segunda Formulacién Dual del Problema Neumann-
Neumann

En este caso, se toma como inicio la Ec.(13.11) -véase seccién (13.1.2)-.
Noétese que la siguiente identidad se satisface

$j87 (8i87") = Sis™ (13.23)

entonces, se multiplica la primera igualdad en la Ec.(13.11) por 3, obtenién-
dose

5587 (%ﬂ Ay = SjSTIAN=8587" (%‘1) [, (13.24)
junto con aA, = 0
o
5js~((8i871) £, —Aa) juntocon ary =0. (13.25)
Si se multiplica la primera de estas igualdades por S ~1 vy se define
fiy =8jS7 = Aa (13.26)

12Para que el algoritmo sea iterativo, se necesita que el dominio y contradominio sean
el mismo espacio, que en este caso debe de ser Wa.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 262 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

la Ec.(13.25) es transformada en
ap, =aSjSf vy jSu, =0. (13.27)

Noétese que esta tltima ecuacién es equivalente a la Ec.(13.25) ya que S -1
es no singular. Si la solucién de la Ec.(13.11) es conocida, entonces A EWa
definida por la Ec.(13.26) satisface la Ec.(13.27). A la inversa, si p, € Wa
satisface la Ec.(13.27), entonces

A =85S~ 1y (13.28)

es solucién de la Ec.(13.11).
Por otro lado, la Ec.(13.27) no define un algoritmo iterativo. Sin embargo,
si se multiplica la Ec.(13.27) por S se obtiene el siguiente algoritmo iterativo

Sap, = SaS;ﬁ_liA y j_ﬁ_lﬂA =0 (13.29)

esta 1ltima ecuacién provee una manera iterativa de aplicar la formulacién
con Multiplicadores de Lagrange. La igualdad jS -1 py =0 puede ser inter-
pretada como una restriccién; y en efecto, se puede ver que es equivalente a
Ha € QWA'

13.2 Algoritmos Precondicionados

Los algoritmos precondicionados son los que se implementan para resolver
los problemas de interés en Ciencias e Ingenierfas, ya que su ejecucién en
equipos paralelos -como Clusters- es eficiente y con buenas caracteristicas de
convergencia (véase [39]). Se desarrollaron cuatro algoritmos precondiciona-
dos (véase [30]), los cuales se detallan a continuacién.

13.2.1 Versiéon DVS del Algoritmo BDDC

La versiéon DVS del algoritmo BDDC -una formulacién de este algoritmo se
da en la seccién (14.2)- se obtiene cuando el algoritmo de complemento de
Schur es precondicionado por medio de la matriz aS~'. Entonces: “Dada
[ € aWa, encontrar uy € Wa tal que o

aS~'aSuy =aS”'f v jua=0". (13.30)

Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atencién:
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1. Este es un algoritmo iterativo.
2. La matriz iterada es a.S _1a=S )
3. La iteracion es realizada dentro del subespacio aWa C Wa.

4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicacién légica

g*@:o y jw=0=w=0 (13.31)

<

es satisfecha, para cualquier w € Wa.

5. En particular, es aplicable cuando S es definida.

Las propiedades 1) a 3) estdn interrelacionadas. La condicién ju, = 0
es equivalente a u, € aWa; de este modo, la busqueda se realiza en el
espacio aWx. Cuando la matriz as 4@ es aplicada repetidamente, siempre
se termina en aWa, ya que para cada w € Wa, se obtiene j (g 4@_11}) = 0.

Para la propiedad 4), cuando ésta se satisface, la Ec.(13.30) implica la
Ec.(13.4). Pare ver esto, ndtese que

j (aSus—1,) =0 (13.32)

y también que la Ec.(13.30) implica

a5 (aSus — f,) =0 (13.33)

cuando la implicacién de la Ec.(13.31) se satisface, las Ecs.(13.32 y 13.33)
juntas implican que
aSup — f, =0 (13.34)
como se querfa. Esto muestra que la Ec.(13.30) implica la Ec.(13.4), cuando
la Ec.(13.31) se satisface.
Para la propiedad 5), nétese que la condicién de la Ec.(13.31) es débil

y requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que
la implicacién de la Ec.(13.31) es siempre satisfecha cuando S es definida.
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Asumiendo que S es definida, entonces para cualquier vector w € Wy tal
que gflw =0y jw = 0, se obtiene

IS

STw =wjS T w = (jw> STw=0 (13.35)

esto implica que w = 0, ya que S ~! es definida cuando S 1o es. Por lo tanto
la propiedad 5) es clara.

13.2.2 Versién DVS del Algoritmo FETI-DP

La versiéon DVS del algoritmo FETI-DP -una formulacién de este algoritmo
se da en la seccién (14.1)- se obtiene cuando la formulacién con Multipli-
cadores de Lagrange del problema no precondicionado Neumann-Neumann
de la Ec.(13.11) -véase seccién (13.1.2)- es precondicionada por medio de la
matriz jS. Entonces: “Dada f A€ aWn, encontrar Ay € W tal que

JSJSTIAN =JSiSTI [, Y ada =07 (13.36)

donde
Upn = a:_l <iA - iAA) : (13.37)

Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atencién:
1. Este es un algoritmo iterativo.

2. La matriz iterada es jSjS~!.

3. La iteracion es realizada dentro del subespacio JWa C Wa.

4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicacién légica

JjSw=0 y aw=0=w=0 (13.38)

es satisfecha, para cualquier w € Wa.

5. En particular, es aplicable cuando S es positiva definida.
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Las propiedades 1) a 3) estdn interrelacionadas. La condicién aAy = 0
es equivalente a Ay € jWa; de este modo, la busqueda se realiza en el

espacio jWa. Cuando la matriz jSj.5 ~1 es aplicada repetidamente, siempre

se termina en jWa, ya que para cada p € Wa, se obtiene a (jijﬁ’%) = 0.

Para la pr(;piedad 4), cuando esta se satisface, la Ec.(13_.36_) implica la
Ec.(13.11). Pare ver esto, se asume la Ec.(13.36) y nétese que

a (j_ﬁ‘lm - j_ﬁ‘liA) =0 (13.39)
y también que la Ec.(13.36) implica

is (g*& - g”iA) =0 (13.40)
cuando la implicacién de la Ec.(13.38) se satisface, las Ecs.(13.39 y 13.40)
juntas implican que

JSTAN = ST = (13.41)

como se querfa. Esto muestra que la Ec.(13.36) implica la Ec.(13.11), cuando
la Ec.(13.38) se satisface.

Para la propiedad 5), nétese que la condicién de la Ec.(13.38) es débil
y requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que
la implicacién de la Ec.(13.38) es siempre satisfecha cuando S es definida.
Asumiendo que S es definida, entonces para cualquier vector € Wa tal que
JSu =0y ap — 0, se obtiene B

wSpu = p-aSp = (ap) - Su=0 (13.42)
esto implica que p = 0, ya que S es definida. Por lo tanto la propiedad 5) es
clara.

13.2.3 Formulacién Primal Precondicionada del Problema Neumann-
Neumann

Este algoritmo es la versién precondicionada de la formulacién libre de multi-
plicadores de Lagrange del problema no precondicionado Neumann-Neumann.
Este puede derivarse multiplicando la Ec.(13.20) -véase seccién (13.1.3)-
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por el precondicionador S -t JS. “Entonces el algoritmo consiste en buscar
v € Wa, tal que -

571jSjua =S871SiST f, v aSuy =0 (13.43)
donde
Un = a:_l <iA - j_UA) : (13.44)
Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atencién:
1. Este es un algoritmo iterativo.

2. La matriz iterada es S -1 JSJ.
3. La iteracién es realizada dentro del subespacio S -1 JWa C Wa.

4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicacién légica

jSw=0y aw=0=w=0 (13.45)

es satisfecha, para cualquier w € Wa.

5. En particular, es aplicable cuando S es positiva definida.

Las propiedades 1) a 3) estdn interrelacionadas. La condicién aSv, = 0
es equivalente a v, € E_IWA; de este modo, la bisqueda se realiza en

el espacio g_IWA. Cuando la matriz é_l JSj es aplicada repetidamente,

siempre se termina en jS 'Wa, ya que para cada v, € Wa, se obtiene

Sa(87jSjus) =0

Para la propiedad 4), cuando esta se satisface, la Ec.(13.43) implica la
Ec.(13.20). Pare ver esto, se asume la Ec.(13.43) y se define

w =jvo, —jS~' [ tal que aw = 0 (13.46)

ademds, en vista de la Ec.(13.43) implica

S71iSw =0y por lo tanto jSw =0 13.47
J2 Y J2
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usando la Ec.(13.45) se ve que las Ecs.(13.46 y 13.47) juntas implican que

<

v~ J57 = w =0 (13.48)

ahora, la Ec.(13.20) es clara y la prueba se completa.

Para la propiedad 5), nétese que la condicién de la Ec.(13.45) es débil
y requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que
la implicacién de la Ec.(13.45) es siempre satisfecha cuando S es definida.
Asumiendo que S es definida, entonces para cualquier vector w € Wi tal
que jSw =0y g_@ = 0, se obtiene

w-Sw = w-aSw = (aw) - Sw =0 (13.49)

esto implica que w = 0, ya que S es definida. Por lo tanto la propiedad 5) es
clara.

13.2.4 Segunda Formulacién Dual Precondicionada del Problema
Neumann-Neumann

Este algoritmo es la versién precondicionada de la segunda formulacién con
multiplicadores de Lagrange del problema no precondicionado Neumann-
Neumann. Este puede derivarse multiplicando la Ec.(13.27) -véase seccién
(13.1.4)- por el precondicionador S™'aS. “Entonces el algoritmo consiste en
buscar p, € Wa, tal que -

[T

SaS™a, = SaS™'asj

Ty JSTu, =07 (13.50)

donde
up =aS™ (iA + HA) (13.51)

este algoritmo es similar a FETI-DP.
Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atencién:

1. Este es un algoritmo iterativo.
2. La matriz iterada es SaS _1g.

3. La iteracién es realizada dentro del subespacio @WA C Wa.
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4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicacién légica

aS'lw=0 y ju=0=w=0 (13.52)
es satisfecha, para cualquier w € Wa.

5. En particular, es aplicable cuando S es positiva definida.

Las propiedades 1) a 3) estdn interrelacionadas. La condicién jS ! py=0
es equivalente a A€ SaWa; de este modo, la bisqueda se realiza en el espa-
cio SaWx. Cuando la matriz SaS _1g es aplicada repetidamente, siempre se
termina en SaWWa, ya que para cada K, € Wa, se obtiene asS (é_le]JA> =
0.

Para la propiedad 4), cuando esta se satisface, la Ec.(13.50) implica la
Ec.(13.27). Para ver esto, se asume la Ec.(13.50) y se define

n=ap, —aSjSf, tal que jn =0 (13.53)

ademads, en vista de la Ec.(13.50) se obtiene
SaS™'n =0 (13.54)
usando las Ecs.(13.53 y 13.54), juntas implican que
an — @jﬁ_liA =n=0 (13.55)

ahora, la Ec.(13.27) es clara, como se queria probar, ademas se ve que la
Ec.(13.50) implica la Ec.(13.27), cuando la condicién de la Ec.(13.52) se
satisface.

Para la propiedad 5), nétese que la condicién de la Ec.(13.52) es débil
y requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que
la implicacién de la Ec.(13.52) es siempre satisfecha cuando S es definida.
Asumiendo que S es definida, entonces para cualquier vector w € W tal

que gflw =0y jw = 0, se obtiene
w8 w = wjS~ w = (zw) STtw =0 (13.56)

esto implica que w = 0, ya que S ~! es definida cuando S 1o es. Por lo tanto
la propiedad 5) es clara.
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13.3 El Operador de Steklov-Poincaré

El operador de Steklov-Poincaré generalmente se define como la ecuacién
para la traza de la solucién exacta u sobre I' del problema dado por la
Ec.(11.4), donde el complemento de Schur -definido en la Ec.(12.70)- es una
aproximacion discreta del operador de Steklov-Poincaré (véase [51]). La dis-
cusién de este operador juega un papel importante en el desarrollo de la
teorfa del espacio de vectores derivados (véase [50]), para iniciar la discusion,
se usa la siguiente definicion.

Definicién 115 Sea A : W, — W, una matriz simétrica y positiva definida.
El ‘producto interior de energia’ es definido por

(ww)=u-Aw Vu,w € W,. (13.57)

El espacio lineal, W,., es un espacio de Hilbert (dimensionalmente finito)
cuando este es dotado con el producto interior de energfa. Usando la notaciéon
de la seccién (12.4) y recordando que la matriz A se escribe como

Anmn Ana
= = = 13.58
= < Aan Aaa ) ( )

donde la notacién usada es tal que

N

A A
EEYN nmn— Ay AN A A
ademds
{ Annu= (@H)H , Aanu= (@H)A (13.60)
Anau= (@A)n , Annu= (@A)A .
y nétese que se tiene la inmersién natural en W,., i.e.
_ Amm 0
Am = ( 0 0 ) (13.61)
_ (0 Ana
dpy = ( 0 0 )
0 0
A =
o = (0 0)
. 0 0
Aun ( 0 Aaa ) '
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Ahora, se introducen las siguientes definiciones:

Definicién 116 Sea la matriz L definida como

_ ( Amn Ana
L= ( 0 0 ) (13.62)
y la matriz R definida como
0 0
R= . 13.63
= ( Aan Aana ) ( )

Ademsds, nétese la siguiente identidad

R=aR+ jR (13.64)

implica también que A = éT, asi

L+aR+ jR=L"+R'a+R"j. (13.65)
Definicion 117 A la identidad

L+aR-R'j=L"+R"a—jR (13.66)

la cual se deriva de la Ec.(13.65), la cual serd referida como la férmula
Green-Herrera para matrices.

Nétese que los rangos de L'y R son Wiy y Wi, respectivamente, mientras
que los rangos de aR y jR estdn contenidos en Wiy (A) y Wiy (A) respecti-

vamente. Inclusive mds, estos tltimos dos rangos son linealmente indepen-
dientes. Ademads, para cualquier funcién v € W, se obtiene

(£+@—§Tg) v=0 (13.67)

si y solo si
Lv=0,aRv=0 y juv=0. (13.68)

Esto establece la equivalencia entre las Ec.(13.67) y Ec.(13.68) y se puede
usar el hecho de que los rangos de L y aR son linealmente independientes,
junto con la ecuacién

(4v) - B jv = (ju) - Ay pdv = (Jv) - Ajo =0 (13.69)
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la cual implica que ju = 0. Esto es porque A es positiva definida sobre WV,..
En lo que sigue, se usa la siguiente notacién, para cada u € W,, se escribe

) -
Il

av y [u] = ju (13.70)

<

entonces @ € W,, mientras [u] pertenecen a Wy (I') € W,. La férmula de
Green-Herrera de la Ec.(13.66) es equivalente a

w-Lu—{—@-ﬁu—[[g]]ij:g-Lw%—ﬁ-@w—[[w]]jRu (13.71)

Yu,w € W,. Ahora, las férmulas de Green-Herrera que originalmente fueron
introducidas para operadores diferenciales parciales actuando sobre funciones
discontinuas, pueden ser aplicadas a cualquier operador cuando este es lineal.
La Ec.(13.66) por otro lado, es vista como una extensién de este tipo de
férmulas actuando sobre vectores discontinuos y se tiene interés de comparar
la Ec.(13.71) con las férmulas de Green-Herrera para operadores diferenciales
parciales. Para hacer esto, se introduce la siguiente notacién

[B] = —aB v R

=

—j (13.72)

haciendo uso de esta notacién, la Ec.(13.71) se reescribe como

w—a-[Rlw (13.73)

[=o)

w - Lu + [u] ‘Ew—@- [Rlu=u-Lw+ [w] -

Vu, w € W,.

Para el operador diferencial de Laplace actuando sobre funciones dis-
continuas definidas por tramos que satisfacen condiciones de frontera ho-
mogéneas, la férmula Green-Herrera queda como

)

ow - [ou
/Qwﬁudx—i—/r [[u]]a—n—w[{a—nﬂ dx =

J

ou - ow
/Quﬁwdm +/r [w] o, U [{%I dx (13.74)
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la siguiente correspondencia entre las funcionales bilineales involucradas en
ambas ecuaciones, comparando con las Ecs. (13.73 y 13.74) se obtiene

fQ wludr—w - Lu

Jilu] 22dz o [u] -Ruw (13.75)
Jo @ [[34]] deet - [R] w.

n

Para operadores diferenciales, en particular para el operador de Laplace,
el operador de Steklov-Poincaré asociado con el salto de la derivada normal

y de la funcional bilineal es
[ ou
w || =—|| d 13.
/F W [{ 8nﬂ x (13.76)

a nivel matricial, el operador de Steklov-Poincaré es asociado con la forma
bilineal
- [Rlu=w-aRu,Vu,we W, (13.77)

o mds simplemente, con la matriz af2.
Definicién 118 Se define al operador de Steklov-Poincaré como la matriz
aR. (13.78)

En el esquema de vectores derivados (DVS), la versién discreta del ope-

rador de Steklov-Poincaré es aS, por lo tanto, la versién discreta de la
Ec.(11.14) es
aSv = aSu junto con jv =0 (13.79)

la cual puede ponerse en correspondencia con la Ec.(13.4) reemplazando

ou
— ”:8_75}] (_)iA y V> U (13.80)

Otra formulacién al operador de Steklov-Poincaré, se deriva de la férmula
de Green-Herrera para el operador eliptico general, simétrico y de segundo

orden '
/wﬁudx+ / {[[u]]gﬁw — @[[gn : Vu]]} dr =
Q r
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/ ulwdzr + / {[[w]] Qﬁu .7 la,, - Vw]]} dx. (13.81)
Q r
La correspondencia de la ecuacién (13.75) todavia permanece para este

caso, excepto que
{ lo. - Vil =~ [E]u

— ~
a, - Vw— —Ru

(13.82)

Correspondencias similares a las dadas por las Ecs. (13.75y 13.82) pueden
ser establecidas en general -su aplicacién incluye a los sistemas gobernantes
de ecuaciones de elasticidad lineal y muchos problemas més-. Notese que las
Ecs. (13.75 y 13.82) implican una nueva férmula para el operador Steklov-
Poincaré, i.e., el salto de la derivada normal en el nivel discreto, el cual es
diferente a las interpretaciones estdndar que han sido presentadas por muchos
autores. La férmula (véase [31]) para el operador Steklov-Poincaré es

—[Blu=—jR (13.83)

en particular, esta no contiene el lado derecho de la ecuacién para ser resuelta;
ganando con ello, en consistencia tedrica. Nétese que la férmula es aplicable
para cualquier vector (funcién) independientemente de si estd es solucién del
problema bajo consideracién o no.

Aplicando la férmula de Green-Herrera al problema transformado dado
al inicio de este capitulo, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 119 Sea z = ( %n ) e W, = Wy (ﬁ), entonces una v € W,
LN

satisface
(L+aR-R"j)v=T (13.84)

sty solo si, v es solucion del el problema transformado.

Demostracion. Sea u € W, una solucién del problema transformado y
asu-miendo que v € W, satisface la Ec.(13.84) entonces

(L+aR-B"j)u=(L+aR)u=adu=F  (138)
para probar el inverso, se define w = v — u, asi se obtiene

<é+a:—§T1)w= 0 (13.86)
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y usando las Ec.(13.67) y Ec.(13.68), se tiene que v = u + w satisface

Av=(L+aB)v=(L+aB)u=adu=f (13.87)

(13.88)

1=
IS
I

(ISR
IS
I

e}

Por otro lado, para obtener la version discreta del operador ;1 definido en
la Ec.(11.21), primero se escribe la versién discreta de la Ec.(11.19), esta es

jSv=gq, juntocon  aSv=0 (13.89)

por lo tanto, se tiene que

ag. =0y ju=jS'Sv=jS"jSv=jS"q, (13.90)
esto establece la correspondencia de
[ z’_g—l (13.91)
la versién discreta de la Ec.(11.22) es
z_ﬁ_lgr = —ju, juntocon  ag. =0. (13.92)

Otra opcién de abordar la versién discreta de la Ec.(11.20) sin hacer uso
de la contraparte del operador de Steklov-Poincaré p, en el cual, el corres-
pondiente problema es

Jjuv=—ju, 'y aSv=0 (13.93)

sin embargo, esta iltima ecuaciéon no define un algoritmo iterativo, ya que
aSj # 0. (13.94)

Una ecuacién equivalente a la Ec.(13.93), la cual puede ser aplicada en
un algoritmo iterativo es

S hju=-8"ju, y aSv=0. (13.95)
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14 Los Métodos FETI-DP y BDDC en el Marco
de DVS

En el presente trabajo se ha introducido el método de descomposicién de
dominio referido como el espacio de vectores derivados (DVS). Este esquema
es capaz de englobar a los métodos FETI-DP y BDDC ampliamente usados.
Noétese que algunos de los algoritmos desarrollados, corresponden a los méto-
dos FETI-DP y BDDC, pero simplificando y generalizando a estos métodos.

Para mostrar la correspondencia entre DVS y los métodos FETI-DP y
DBBC, en lo que resta de este capitulo se usa la notaciéon de estos enfoques,
para ello se inicia considerando el problema dado por la ecuacién

Lu = [ en() (14.1)
u = g sobre 02

en el dominio €2, el cual es subdividido en E subdominios €2;, 2 = 1,2, ..., F
sin traslape, también conocida como malla gruesa 7, es decir

E
QN =0 Vi#j y ﬁ:Uﬁi (14.2)
i=1

y al conjunto
E
I=JT,, sil=00,\00 (14.3)
i=1
se llama la frontera interior del dominio §2. La notacién Q0 y 0Q;, i =1,.... B

es tomada de la frontera del dominio €2 y la frontera del subdominio §2;
respectivamente, claramente

ocljo y = (U Q) yr. (14.4)

i=1

Para llevar a cabo el complemento de Schur del sistema lineal asociado a
la discretizacion de la ecuacién diferencial parcial, se introduce una reorde-
nacioén de la solucién u de los nodos, como

u; — nodos interiores

ur — nodos sobre la interfase I
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tal que el sistema lineal asociado Au = f tome la forma

(o dm) ()= (1) .

donde las variables asociadas a los nodos interiores han sido reordenadas por
subdominios, obteniendo

AW 0
0o ... Aﬁ)

Eliminando las variables asociadas a los nodos interiores u; -véase seccién
(19.7)-, se obtiene el complemento de Schur

donde
S = Arr — Ary (At Apr (14.8)

y fr = fr—Ars (A H)*l Ar. Ademsds, se define S; como el complemento local
de Schur al subdominio §; derivado de la matriz A®, como

. . A\ —1 .
Si = AR — A} (4)) AR, (14.9)

14.1 El Método FETI-DP en el Marco de DVS

Tomando como base la metodologia de Finite Element Tearing and Inter-
connect Dual-Primal (FETI-DP) (véase [19] pdg. 156) y haciendo las ade-
cuaciones pertinentes, esta se pondra en términos del esquema DVS, en esta
seccion se trabajard con el caso de Multiplicadores de Lagrange redundantes,
i.e. Encontrar u € W tal que

J(u) = 3 (Slg:;):—éf» u) — min } (14.10)

donde la matriz B, denota al operador de salto

B, =[BWYW, B® .. B®) (14.11)
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tal que los valores de u asociados a més de un subdominio coincidan, es decir
Bu=0 (14.12)

donde Bﬁi) consiste de las columnas de B, atribuidas a la i-ésima componente
del espacio producto W.

El vector de Multiplicadores de Lagrange es denotado por A,. El renglén
de BY relativo al Multiplicador de Lagrange que hace cumplir la continuidad
entre los valores en los nodos de w; € W; y w; € W, en x € 98, N 98 5, es
escalado por 5;(15) y este factor de escala define el correspondiente elemento

de DY, Finalmente, se define al operador escalado de salto por
Bp, = (DMWBY DR B DERE) (14.13)

Con la introduccién de un vector de Multiplicadores de Lagrange A para
hacer cumplir las restricciones B,u = 0, se obtiene una formulacién punto
silla de la Ec.(14.10): Encontrar (u,\) € W x U tal que

Su+ BIN=f
{ Bau=0 (14.14)
sustituyendo la expresién para u en la segunda ecuacién de Ec.(14.14), en-
tonces

B,S'B'\ = B.STf — B,Ra (14.15)

y finalmente se obtiene el sistema

FE)—G.a=d,
{ GTA = ¢ (14.16)
La matriz del sistema lineal reducido puede ser escrito como
F, = B.STBT (14.17)
donde el precondicionador de FETT esta dado por
M, = Bp,SB}, => DYBHISOBIT DY (14.18)
i=1
que define el sistema precondicionado
PN, 'PTEN =P, Pld, (14.19)
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con

P.=1-Q,G, (GTQ.G,) " GT (14.20)

donde
G.=BR vy d, = B,S'f (14.21)

con la condicién inicial Ay escogida tal que
Goho = e (14.22)

donde e = RTf.
Desarrollando la expresién dada por la Ec.(14.19) y reemplazando ]\/4\;
de la Ec.(14.18), se obtiene

1

P, (Bp,SB}.) PF (B.STBF) A\, = P, (Bp,SBY,,) P! (B.S'f)  (14.23)
si se asume que @), = I, entonces P, = I, asf
(Bo,SB5,) (B.S'BI) A, = (Bo,SBE,) (B5') (1421)
reemplazando Bp. = D, B,, resulta
D,B,S (D,B,)" B,S'BY\, = D,B,S (D,B,)" B,S'f (14.25)
y simplificando, se obtiene

D.B,SBTD,B,S"B'\, = D,B,SB'D,B,S'f. (14.26)

Ahora, ya que Br sélo debe satisfacer la restriccién B,u = 0, entonces
es posible sustituir con j, definida como j = I — a -véase la Ec.(13.6)-, ésta
también satisface ju = 0. Entonces reemplazando B, por j, se obtiene

D,jSiT'D,jSTiT\, = D,jSjTD,jSTf (14.27)
ademds, como j = j7 (véase [31]), entonces
D,jSjD,jS jA = DjSjD,jS' f (14.28)

y en este caso ST = S~!, entonces
D,jSiD,jS i\, = D,jSjD,jS™'f. (14.29)
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Suponiendo que la matriz diagonal D, es la matriz diagonal igual a la iden-
tidad I, entonces

3SjiST A = jSiiST f (14.30)
por otro lado, jj = j por se idempotente (véase [31]), finalmente se obtiene

jSjSTHiN. = jSjSTLf (14.31)

esta es una formulaciéon equivalente a la formulacién del método de FETI
precondicionado en términos de DVS -véase la Ec.(13.36)-.

Ahora, se desarrolla la expresién dada por la Ec.(14.19) sin precondicionar
F )\ =d, (14.32)
sustituyendo F. y d,., entonces
B,S'B'\, = B,S'f (14.33)
y reemplazando B, por j y ST por S~!, se obtiene
§S7hiN. =4S f (14.34)

esta es una formulacién equivalente al método de FETT sin precondicionar
en términos del esquema DVS -véase la Ec.(13.36)-.

14.2 El Método BDDC en el Marco de DVS

Tomando como base la metodologia (véase [29]) de Balancing Domain De-
composition (BDD) y haciendo las adecuaciones pertinentes, esta se pondra
en términos del esquema DVS. Para ello, sea u definida sobre I';, entonces se
define el complemento local de Schur al subdominio €2; como

. . A\ —1 .
.= A~ A9 (48)” A8 1435)

y al operador restricciéon R; : I' — I';, entonces se obtiene

E
S=> RISR;. (14.36)
=1
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Observacion 6 Ndtese que
S; # R;SR! (14.37)

ya que estd ultima involucra contribuciones de los subdominios vecinos. Sin
embargo, dado u € Vr(l) entonces

ul'S;u < ul (RZ-SRZT) U (14.38)
ya que S y S; son positivas definidas.

Una primera definicién para el método BDD fue inicialmente propuesto
para la ecuacién de Poisson por De Roeck y Le Tallec (véase [29]), su idea
fue usar un Schwarz aditivo como precondicionador de la forma

E
M~ =) "RI'S'R (14.39)

i=1
donde R; : I' — I'; es un operador de restriccién pesado definido como
R; = D; 'R, (14.40)
donde S; es el complemento de Schur local de la matriz local A®), ademas
R;:T — T (14.41)

es el operador discreto de restriccién a I';, y D; ' es una matriz diagonal
definida como una particién de la unidad sobre T, i.e.

N
> RID'Ri =1 (14.42)

i=1

donde I es la identidad sobre I'. La particién de la unidad puede ser definida a
través de una funcién de conteo, la cual para cada subdominio €2; es definida
como el operador 9; : I'; — R tal que

d; () = {numero de subdominios que comparten el nodo = € T';}. (14.43)

Entonces, se define D; = diag{d;} .
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El método BDD precondicionado queda en términos de
M'Su=M"1f (14.44)

sustituyendo S y M1 -Ecs.(14.8 y 14.39)-, se tiene que
E
(§]pﬁaf3ﬁpfa><§y¥&a>u (14.45)
E
= (Z (DilRZ-)TSilDilRZ) f

y finalmente sustituyendo S;, i.e Ec.(14.35), se obtiene

£ . . O e _

> arpr (a4 (4) " ) DilRi) (1140
i=1

E . . N

>R (- ) (4) ") )

i=1

Eo_ . : -1 o\t _
= ZWW(MfM@@-M)DﬁQf
=1

‘ , I
Multiplicando u por <A¥% - Al(f} (Ag?) A%) R, se obtienen E vectores
u;, tales que al aplicar D, 'R, (Zil RZT&Z) es equivalente a aSu. A estos E

_ , . N N
vectores resultantes ;, se aplica ZZE RID;? <A(FZ% - Ag (Ag?) Ag})) U;,

siendo equivalente a aS~*aSu. Que es el lado derecho de la Ec.(13.30). )
Haciendo algo similar al lado izquierdo, se obtienen E vectores f; =

~ B . . =1\ L
D' Rf tales que al multiplicar por Y7 RT D;t <A§fll — A (Ag?) A%) i,

es equivalente a aS~1f.
Asi, la Ec.(14.46) es equivalente a

aS 'aSu = aS~'f (14.47)

que es la formulaciéon del método BDDC en términos del esquema DVS -véase
Ec.(13.30)-.
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14.3 Comparaciones

El enfoque desarrollado del espacio de vectores derivado (DVS) y por lo tanto
el esquema DVS de FETI-DP y BDDC, inician con la matriz que es obtenida
después de que el problema ha sido discretizado y para su aplicacién no se
requiere informacién acerca del sistema de ecuaciones diferenciales parciales
del cual la matriz es originaria. Generalizando, todos los algoritmos que
han sido presentados en este trabajo son igualmente aplicables a matrices
simétricas, indefinidas y no simétricas. Las condiciones especificas requeridas
para su aplicacién son detalladas en el capitulo 3 (véase [33]), a través de
todo el desarrollo se asume que el complemento de la matriz de Schur § es
no singular. N
Como se mencioné antes, para el algoritmo FETI se muestra que la ver-
siéon DVS de FETI-DP puede ser obtenida cuando se aplican las adecuadas
condiciones a las expresiones generales de FETI-DP. Aunque, esas opciones
representen un caso particular del algoritmo general de FETI-DP, en al-
gun sentido las elecciones hechas son éptimas ya que las matrices a y j son

proyecciones ortogonales complementarias (véase [31] y [33]); ademas de otros
ejemplos numeéricos que se muestran en este trabajo en el capitulo de Analisis
y Discusién de Resultados.

Cuando se lleva a cabo la incorporacién del método BDDC en el esquema
DVS se encuentran diferencias més sustanciales. Por ejemplo, cuando las
inversas del complemento de Schur local existen en el esquema DVS la inversa
de ét estd dada por

E
(8)=>2(8" (14.48)
a=1
una relacién similar no es satisfecha por el algoritmo BDDC. A saber, la
ecuacién intimamente relacionada es por ejemplo Ec.(14.36)

o=«

E
S=>"R'SR (14.49)
a=1
sin embargo

OREDS (B's.2)" (14.50)

aqui, la igualdad no se satisface debido a que los rangos de Ezéaga y

ETé }:_2 no son ajenos, cuando « # (. Esta iltima limitacién es debido
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al hecho que en BDDC, la formulacién no se establece directamente en el
espacio producto y que en su implementacion se retorna a los grados de li-
bertad asociados con los nodos originales, mientras en el esquema DVS uno
se olvida completamente de los nodos originales y se trabaja exclusivamente
con los nodos derivados, es decir, de los nodos que resultan después de que
los nodos originales han sido partidos.

Por lo tanto, las férmulas desarrolladas para el esquema DVS y sus c6digos
computacionales se simplifican de manera notable. La unificacién y simplifi-
cacion lograda de esta manera permite producir Software genérico, robusto
y eficiente.
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15 Formulacion Numérica de los Métodos DVS

Partiendo de las formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-Neumann en
el marco del espacio de vectores derivados (DVS) -véase seccién (13)-, aqui
se muestran los detalles de la formulacién numérica la cual estd intimamente
relacionada con la implementacién computacional, tanto en la versién se-
cuencial como paralela del cédigo (véase [39] y [38]).

La implementacion computacional dicta ciertas consideraciones sobre se-
leccion de los algoritmos numéricos, asf como, la forma de implementacién de
estos. Con la unica finalidad de aprovechar sus propiedades computacionales
en la definicion de una robusta jerarquia de clases que resuelva de forma
eficiente el problema.

Para ello, se inicia considerando el operador de segundo orden dado por
la ecuacion

Lu = [ en) (15.1)
u = g sobre 02

en el dominio €, el cual es subdividido en E subdominios ,, o =1,2,.... F
mediante una descomposiciéon de dominio sin traslape -véase seccién (12.2)-.
Para resolver dicho problema, se puede usar cualquiera de los ocho algoritmos
que se han desarrollado, de cada uno de ellos se han dado formulaciones
explicitas en términos de matrices.

Asi, para generar la implementacién de cualquiera de los algoritmos de-
sarrollados se necesita generar las matrices locales

Al Ana Aam A (15.2)

que estdan definidas de W, — W,., o més explicitamente las matrices

AT AT JATLA

«
=i’ ) =IA =nrI

A AT AN AL Y AN (15.3)

ello se puede hacer de dos formas, a saber:

e A partir de la matriz que es obtenida después de que el problema se ha
discretizado -a partir de una discretizacién por el método de Elemento
Finito, Volumen Finito o Diferencias Finitas- y para su aplicacién no se
requiere ninguna informacién acerca de la ecuacién diferencial parcial
de la cual se originé.
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e A partir la discretizaciéon de la ecuacién diferencial parcial generada
localmente en cada subdominio por algin método de descomposicién
de dominio sin traslapes, como el usado para FETI-DP o BDDC.

En la seccién (12.5) se derivé la forma de obtener las matrices locales a
partir de la matriz A* : W — W que es obtenida después de que el problema
se ha discretizado y la cual es puesta en el espacio de vectores derivados. En
la siguiente seccién se da la forma de derivar cada una de las matrices locales
a partir la discretizacién de la ecuacién diferencial parcial generada local-
mente en cada subdominio; para que en las siguientes secciones, mediante
el uso de dichas matrices se pueda implementar cualquiera de los métodos
desarrollados.

15.1 Discretizacion de los Métodos Partiendo de la
Formulacién Local

Los métodos de descomposicién de dominio -como son FETI-DP y BDDC-
y el esquema DVS puede partir de la discretizaciéon local mediante algiin
método de discretizacion como Diferencias Finitas, Volumen Finito o El-
emento Finito —este 1iltimo es uno de los més usados en los DDM- para
construir cada una de las matrices locales
« 6 (e o (0% (e (03 6 «

é[]’élﬂ'7éIA’éﬂ'[’éﬂ'ﬂ',éﬂ'A’éAI’éAﬂ' yéAA (154)
para cada €2, con a = 1,..., E. Una vez construida las matrices locales, se
procede a definir al complemento de Schur local por subdominio -més detalles
véase seccion (19.7)-

-1
éﬂ' - éﬂ'ﬂ' B éﬂ'] (é[[) é[ﬂ' (155)
con €l se define o e
A = < A A ) (15.6)
que a su vez define
-1
57— Ay, - Ay, (45,) 40, (15.7)
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recordando que

_HH Z AHH’ —HA Z =IIA
_AH Z =AIl’ _AA Z =AA

(15.8)

[
Mm

sy (é)”:Z(é“)’l (15.9)

a=1

entonces, finalmente se tienen definidas a S y S™'. Con estas definiciones,
ahora ya es posible implementar cualesquiera de los metodos del esquema del
espacio de vectores derivados.

Notese que, por la forma de construccién de las matrices, se tienen las
siguientes propiedades importantes

(1) = () v @= @) s

a= a=1

esto implica que el célculo de la inversa de la matriz AHH es exclusivamente
a partir de las inversas locales a cada subdominio.

15.2 Formulacién Operacional de los Métodos DVS

Para la resolucién de problemas de interés en Ciencias e Ingenierfas donde
es necesario resolver, por ejemplo el problema dado por la Ec.(12.74) -m&s
detalles véase la seccién (12.6)- que consiste en buscar una funcién v’ € W,
que satisfaga

’

!
aAu =

[l

y —0 (15.11)

.
IS

aqui, el vector z € Wi, es un dato del problema y donde el vector u' y z esta

formado por
Uy — in _ 7T
()= v ()1 oem

que satisfaga -véase seccion (13.3) del operador Steklov-Poincaré Ecs.(13.62
y 13.63)-

(£+@—§T;> u =7 (15.13)

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 287 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

Entonces es necesario transformar el problema Ec.(15.13) en uno que
S =0 (15.14)

para ello, se introduce un vector auxiliar

U =45, (ém>_1 In (15.15)

en el cual (u,) , =0, por lo tanto la Ec.(15.13) toma la forma

A
(ﬁ - ﬁTl> Un = fp — Y (15.16)

, .2 ! , ’
asf, la solucién u al problema serd u = ux — u,.
Dado que se necesita expresar el problema en términos del espacio Wi,
entonces

iAz - QA’ Y iAI = ‘Z—fA =0 (15.17)
~1
de lo anterior, la expresién dada por la Ec.(15.16), se puede reescribir como
. -1
(Q B i—Z) uy =af, —ad, g (énn> e (15.19)
donde |

0 mds compactamente se escribe como

(28— S5)ua = £, = () 5 (15.21)
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Por todo lo anterior, los algoritmos desarrollados quedan escritos de ma-
nera explicita como:

1. Formulacién del Algoritmo del Complemento de Schur (PRI-
MAL#1) -véase ecuacion (13.4) en la seccion (13.1.1)-:

“Encontrar a uy € Wa tal que

a_&A = iA - (@p)A (15.22)

sujeto a juy = 07. O en su forma desarrollada

—1
aSup = f, —ad <ém> o (15.23)

2. Formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann (DUAL#1)
-véase la ecuacion (13.11) de la seccién (13.1.2)-:

“Dada f, € Wa, buscar a A € Wx tal que

59 =387 (14— (w)) (15.24)

sujeto a aAy = 07. O en su forma desarrollada
—1
JSAa=jSs™ (iA - %AH (énn) in) : (15.25)

3. Formulacién Primal del Problema Neumann-Neumann (PRI-
MAL#2) -véase ecuacion (13.21) en la seccién (13.1.3)-:

“Dada f A€ Wa, encontrar v, € W tal que

S7ljua =878 (i A (w,) A) (15.26)

sujeto a aSva = 07. O en su forma desarrollada

S7ljua =878 <iA —ad (énn) h in) : (15.27)
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4. Formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann (DUAL#2)
-véase la ecuacion (13.29) de la seccién (13.1.4)-:

“Dada iA € Wa, sea pn, € Wa tal que

Sapi, = 8a8jS7 (£, ~ (w,),) (15.28)

sujeto a j.S -1 p, =07. O en su forma desarrollada

-1
&“A - _jSaS_ﬁ_l (iA - %AH (énn) iH) : (15.29)

5. Formulacién Precondicionada del Algoritmo BDDC (PRIMAL#1)
-véase la ecuacién (13.30) en la seccién (13.2.1)-:

“Buscar a uy € Wa tal que

aS~'aSu, = aS™ (i A~ (u,) A) (15.30)

sujeto a juy = 07. O en su forma desarrollada

-1
05 asuy =05 (£, - 0y (Ae) Sa)- (153D

6. Formulacién Precondicionada del Algoritmo FETI-DP (DUAL#1)
-véase la ecuacion (13.36) en la seccién (13.2.2)-:

“Dada f, € Wa, sea Ay € Wa tal que
jSiS " As = jSiS T (£, — (u,) ) (15.32)
sujeto a aly = 07. O en su forma desarrollada
-1
5 s = 38057 (£, - g (Ae) o) (539
donde una vez calculada A\, entonces u, es obtenida mediante

up =aS™ (iA - ;&) : (15.34)
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7. Formulacién Primal Precondicionada del Problema Neumann-
Neumann DVS-PRIMAL (PRIMAL#2) -véase la ecuacién (13.43)
en la seccién (13.2.3)-:

“Dada f A € Wa, buscar v € Wa tal que

SSjvs = 87y8iS T (£, (w,),) (15.35)
sujeto a aSva = 07. O en su forma desarrollada
57 Sivs = 5708387 £y - 0y (A) L) (1536)
donde una vez calculada v, entonces u, es obtenida mediante
upy =as™ (jA — Z_&A) . (15.37)
8. Formulacién Dual Precondicionada del Problema Neumann-

Neumann DVS-DUAL (DUAL#2) -véase la ecuacién (13.50) en la
seccién (13.2.4)-:

“Dada iA € Wa, sea p, € Wa tal que

SaS~'ap, = SaS~'aSjS ™ (£, — (u,),) (15.38)

sujeto a j.S -1 py =0 O en su forma desarrollada

-1
SaS'ap, = SaS'aSjS™ ( [ -l (An) in) (15.39)

donde una vez calculada p, entonces u, es obtenida mediante

IS

a=as™ (iA ™ HA) : (15.40)

15.3 Implementacién Numérica de DVS

La implementaciéon numérica de por ejemplo, el algoritmo DVS-BDDC (PRI-
MAL#1) puesto en su forma operacional, Ec.(15.31) es

aS ™ aSup = a8~ (iA —ad,, (ém)1 in) (15.41)

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 291 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

en la cual define el sistema lineal virtual a resolver
Musy =0 (15.42)
donde

fa—ady (énn> - in) (15.43)

entonces el sistema lineal virtual puede ser implementado mediante el método
de Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES, dependiendo del tipo
de matriz que sea S. Si S es simétrica y definida positiva, entonces S~
también serd simétrica y definida positiva y por tanto se usarfa el método
de Gradiente Conjugado, en caso contrario se usaria el método de GMRES
o algtn otro.

Noétese que, en los métodos iterativos, la adecuada seleccién de u° puede
ser tan costosa -computacionalmente hablando- como encontrar la solucién
u, pues tomar una u° no adecuada, generalmente ocasiona realizar més ite-
raciones para converger en el método que tomar u® = 0.

15.3.1 Implementacién para Matrices Simétricas

Suponiendo que S es simétrica y definida positiva, la formulacion Mu, = b
puede ser implementada como el método de Gradiente Conjugado -véase
seccion (21.2.5)- usando el algoritmo dado en la Ec.(21.28) en el cual se usa
el producto interior segiin corresponda:

e S 1aS serd simétrico con respecto al producto interior definido por

(u,w) =u-w

(15.44)

|‘E°
I3

~1j serd simétrico con respecto al producto interior definido por

(u,w) = Su-w (15.45)

La implementacién del algoritmo se inicia tomando u°, una eleccién comiin
es tomar a u® = 0, si este es el caso, entonces

—1
r’=aS™ (iA ad (énn) in) > p’ =1’ (15.46)
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y la parte iterativa'® queda como:

Paran=1,2,..
n <£TL,S;p’IL>
~ (pr.SaS~tasSpm)

<

(15.47)

Al

Prueba de convergencia >
n <Zn-¢-17 &n—&-l)

(s
n+l __ Tn+1 + Bnpn

g, ™

}

15.3.2 Implementacién para Matrices no Simétricas e Indefinidas

Suponiendo que S es no simétrica o indefinida, la formulacién Mu, = b
puede ser implementada como el método de GMRES -véase seccion (21 2.7)-
usando el algoritmo dado en la Ec.(15.31), en cual se inicia tomando u°, una
eleccién comun es tomar a u’ = 0, si este es el caso, entonces

=87 (£ oy () S = [t =2y a5

y la parte iterativa queda como:
Para n = 1,2, ..., Mientras 3" < 73° {

wptt = aS laSym
Para [ = 1 hasta n {

hl n <wn+1 l>
wn—i—l — wn—i—l _ hl Ql
A " (15.49)
n+1 n szi% H
vt = _n+1/hn+1 n

es minima

Calcular y" tal que fn = Hﬁogl — gngy
}

donde H [ ZJ]1<z<n+1 1<j<n
el Vector residual serd

" =r"—aS" aSka <B e — :n_">. (15.50)

y la solucién aproximada serd u™ = v’ +V y"

13En este caso se usa el producto interior definido por (u,w) = @ - W.
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15.4 Evaluacién de los Operadores Virtuales S y é_l

Para implementar cualesquiera de los ocho algoritmos desarrollados, sin im-
portar si las matrices involucradas son simétricas o no simétricas; y como se
mostré en las implementaciones de los algoritmos en la seccién anterior, estos

-1
requieren por un lado, la evaluacion de (AHH> f y por otro la evaluacién

de los operadores virtuales S~'v y Sv, en los tres casos, ninguna de estas
matrices es construida pues ‘resultarfan matrices densas con el consiguiente
costo computacional de su manejo. Para mostrar como hacer su evaluacién
Optima, primero nétese que el sistema lineal virtual A a partir del cual se
deriva el esquema DVS, estd definido como -

A A éll éhr éIA
A: ( =M1 =IIA ) — A A A (1551)
= A A —=nl =mm =rA
=N TREEETVN A
=AI =Ar =AA
dénde
A A A
Ay = ( Elj EM ) A= < Eli ) (15.52)
Ay = (ém ém)

entonces el operador S de los nodos duales queda definido por

1
S=A,"4x (énn) Aa (15.53)
E
y este es formado por é = Z é “ dénde é ® estd formada por el complemento
a=1
de Schur local
50 = Ay, - Ay (43,) 45, (15.54

En el apéndice se detallan la forma de realizar todas las operaciones
involucradas en los métodos DVS, aqui, bajo el supuesto de que se tienen

construidas las matrices locales AZI PA A’ AZI A A - AW AvA4 A , en cada uno

~1
de los subdominios de la particién. Entonces, para resolver (énn) u, donde

u € W, se puede reescribir como

1
wr\ _ (4, éhr Uy
(ww ) _ ( il u (15.55)
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i.e. se necesita resolver A__w = u,la cual se expresa como

=IIll—

(ar 2 )(m)-(2) o
entonces, w. € Wy es solucién de
(ém -4, (4,) h élﬂ) w,=Sw, —u ~A_ (4,) Tu (15.57)
mientras B
wy (én) (ul - éhr%) (15.58)
donde
-1 N
(4,) = > (45,) - (15.59)

=1

Por tltimo, para evaluar Sv se aplica el procedimiento similar al detallado
en la seccién (19.2) y para evaluar S ~1y se aplica el procedimiento detallado

en la seccién (19.3).

De las evaluaciones indicadas en esta seccion,

una gran parte de ellas es

posible realizar en paralelo, y como se mostrard mas tarde, la granularidad!*
paralela es gruesa, la cual es ideal para implementarse en equipos de cém-
puto paralelos como los Clusters, esto se demuestra mediante ejemplos en el

capitulo de Anélisis de Rendimiento (véase |

L [39] y [38])-

1413 granularidad de un conjunto de tareas paralelas es la cantidad de trabajo que se

puede hacer de forma independiente de otros cédlculos.
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16 Implementacién Computacional de DVS

La implementaciéon computacional de los métodos de descomposicién de do-
minio sin traslape en general (véase [9], [1], [5] y [0]) vy de los métodos de
descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS) en par-
ticular (véase [39] y [38]), en los cuales cada subdominio genera sus matrices
locales y el método que resuelve el sistema global virtual -CGM o GMRES-
es tal que necesita sélo una porcién de la informacién que generan los subdo-
minios, queda fdcilmente estructurado mediante el esquema Maestro-Esclavo,
tanto para la implementacién del cédigo secuencial como paralela.

El esquema Maestro-Esclavo parece ser un forma éptima'® de dividir la
carga computacional requerida para solucionar un problema de descomposi-
cién de dominio sin traslapes, en el cual, uno o més subdominios son asigna-
dos a un nodo esclavo, tanto en su implementacién secuencial -donde cada
nodo esclavo es un objeto- como en su implementacién paralela -donde cada
nodo esclavo estd asignado a un procesador-, en el cual el nodo maestro de
forma sincrona controla las tareas que requiere el esquema DVS, las cuales
son llevadas a cabo por los nodos esclavos, donde la comunicacién sélo se da
entre el nodo maestro y cada nodo esclavo -no existiendo comunicacién entre
los nodos esclavos-, optimizando asi las comunicaciones.

16.1 Esquema Maestro-Esclavo como una Forma de
Implementacion

El esquema Maestro-Esclavo permite que en los nodos esclavos se definan uno
o més subdominios -en los cuales se generen y manipulen las matrices locales
de cada subdominio- y que el maestro controle las actividades necesarias para
implementar cualquiera de los métodos desarrollados. En particular la im-
plementacién del método de resolucion del sistema lineal virtual Mu, = b
esquematizados por los algoritmos descritos en la Ec.(15.47 6 15.4@, donde
el nodo maestro controlard a cada uno de sus nodos esclavos mediante comu-
nicaciones entre este y los esclavos, pero no entre esclavos, como se muestra
en la figura.

PE] esquema Maestro-Esclavo estd intrinseco a la definicién de los métodos de des-
composiciéon de dominio tipo subestructuracién, ya que las tareas implementadas por los
subdominios son pensados como procesos esclavos los cuales son controlados por el maestro
que implementa la solucién de los nodos de frontera interior (véase [39] y [38]).
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Maestro

A ™
“ \

Esclavel Esclavo 2 Esclavo 3 Esclavon

Figura 15: Esquema del Maestro-Esclavo

Esta forma de descomponer el problema dentro del esquema Maestro-
Esclavo, permite hacer la implementacion del cédigo tanto para la parte
secuencial como su paralelizacién de manera facil y eficientemente, donde
tomando en cuenta la implementacién en estrella del Cluster o equipo mul-
tiCore, el modelo de paralelismo de MPI y las necesidades propias de comu-
nicacién del programa, el nodo maestro tendra comunicacién sélo con cada
nodo esclavo, esto reducird las comunicaciones y optimizard el paso de men-
sajes (véase [17], [15] y [16]).

Ademas el esquema de paralelizacién Maestro-Esclavo permite sincronizar
facilmente por parte del nodo maestro las tareas que realizan en paralelo los
nodos esclavos, éste modelo puede ser explotado de manera eficiente si existe
poca comunicacion entre el maestro y los esclavos; y los tiempos consumidos
en realizar las tareas asignadas son mayores que los periodos involucrados en
las comunicaciones para la asignacién de dichas tareas. De esta manera se
garantiza que la mayoria de los procesadores estardn siendo usados de forma
eficiente y existirdn pocos tiempos muertos, aumentando asi la eficiencia
global de la implementacién de los métodos de descomposicién de dominio
en el espacio de vectores derivados bajo el esquema Maestro-Esclavo.

16.2 Analisis, Diseno y Programacién Orientada a Ob-
jetos

Desde el inicio del proyecto para la implementaciéon computacional de los
métodos de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados
se planteé la necesidad de que el cédigo desarrollado fuera orientado a ob-
jetos, que su implementacion computacional deberfa de correr en equipos
secuenciales y paralelos para dominios en dos y tres dimensiones. Por ello se
opté por usar el lenguaje de programacién C++ y la paralelizacién se harfa
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usando la biblioteca de paso de mensajes MPI.

Dentro de las consideraciones bdsicas en el andlisis orientado a objetos
es que el cédigo deberia de correr tanto en equipos secuenciales como en
paralelos, con un minimo de cambios y que la interdependencia de la parte
paralela no deberfa afectar la parte secuencial. Para que cualquier cambio
en el cédigo de los métodos desarrollados no requiera grandes cambios en el
c6digo paralelo. Esto se logra mediante la programacion orientada a objetos
haciendo uso de clases abstractas'® o contenedores.

Esto permitié desarrollar un cédigo que fuera robusto y flexible, ademds
de que la escritura, depuracién y optimizacion se hace desde cualquier Note-
book y su ejecucién puede ser hecha en cualquier computadora personal o
Clusters sin ningin cambio en el cédigo.

Por ejemplo, en el uso de los métodos numéricos tanto directos como
iterativos para resolver sistemas lineales en los cuales la matriz es real -
existe como tal- o es virtual -estd dispersa por los distintos subdominios- se
cre6 una jerarquia de clases que implementa mediante herencia a la clase
abstracta, la cual usan los algoritmos que requerfan solucionar un sistema
lineal, esta clase abstracta se llama Solvable -véase apéndice 21-. La jerar-
quia'” de clases mostrada en la figura (16) permite contener a cualquiera de
los métodos numeéricos de solucion de sistemas lineales actuales y cualquier
implementacion futura y es independiente de si se usa para generar cédigo
secuencial o paralelo.

Notese que, en general, el paradigma de programacion orientada a ob-
jetos sacrifica algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo
de recursos computacionales al momento de la ejecucién. Pero en contraste,
permite mayor flexibilidad a la hora adaptar los cédigos a nuevas especifi-
caciones. Adicionalmente, disminuye notoriamente el tiempo invertido en el
mantenimiento y bisqueda de errores dentro del cédigo, ademés de hacer el
c6digo extensible y reutilizable. Esto tiene especial interés cuando se piensa
en la cantidad de meses invertidos en la programacién comparada con los
segundos consumidos en la ejecucién del mismo.

16En general las clases abstractas que definen comportamientos virtuales pueden no ser
eficientes si son llamadas una gran cantidad de veces durante la ejecucién del programa.
Para el caso del esquema DVS, en el cual se usa CGM o GMRES para resolver el sistema
lineal virtual, este sélo se llama una sola vez; y el proceso de solucién del sistema lineal
asociado consume la mayoria del tiempo de ejecucién, por eso se considera eficiente.

17Las jerarquias de clases de herencia mostradas en las figuras fueron generadas usando
Doxygen documentation (véase [77]) a partir del cédigo fuente en C++.
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DotProd

IDQGMRES

Solvable

Figura 16: Jerarquia de clases para la implementaciéon de los métodos de
resolucién de sistemas lineales.

16.2.1 Implementacién Secuencial en C++4

Usando la filosoffa del manejo de clases abstractas desde el analisis y du-
rante el diseno de la implementacién computacional de los ocho métodos de
descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados, se pensé en
usar una jerarquia de clases que especializarian a una clase abstracta llamada
DPMethod, la cual permite implementar uno o més de los métodos de de-
scomposicién de dominio desarrollados; y dada una ecuacién o sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales, se usaria el método iterativo -Gradiente
Conjugado o el método Residual Minimo Generalizado o cualquier otro- de-
pendiendo de que la matriz global virtual fueran simétrica o no simétrica; su
jerarquia de clases se muestra en la figura (17).

De esta forma, es posible implementar uno o mas de los algoritmos de-
sarrollados de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados
sin realizar cambios en la base del c6digo, permitiendo especializar el codigo
para alguna necesidad particular sin cargar con cédigo no requerido en la
resolucién de un problema especifico, pero en caso de evaluar el desempeno
de cada uno de los métodos ante un problema determinado, se pueda realizar
sin afectacion del cédigo.

Ademads de la flexibilidad anteriormente comentada, también se reutiliza
la jerarquia de clases para la resolucion de sistemas lineales, permitiendo que
cualquier cambio o refinamiento a estas clases redunde en el desempeno global
del sistema, permitiendo que en un futuros se agreguen y refinen métodos
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BandSolve

Solvable

MultBandSym |

IDQGMRES |

Figura 17: Jerarquia de clases para la implementacién secuencial

que manejen con eficiencia la solucién de los sistemas lineales asociados al
método de descomposicién de dominio DVS.

16.2.2 Implementaciéon Paralela en C++ Usando MPI

Para poder intercomunicar al nodo maestro con cada uno de los nodos es-
clavos se usa la interfaz de paso de mensajes -Message Passing Interface
(MPI)-, una biblioteca de comunicacién para procesamiento en paralelo. MPI
ha sido desarrollado como un esténdar para el paso de mensajes y opera-
ciones relacionadas. Este enfoque es adoptado por usuarios e implementa-
dores de bibliotecas, en la cual se proveen a los programas de procesamiento
en paralelo de portabilidad y herramientas necesarias para desarrollar apli-
caciones que puedan usar el cémputo paralelo de alto desempeno.

El modelo de paso de mensajes posibilita a un conjunto de procesos -
que tienen solo memoria local- la comunicaciéon con otros procesos usando
Bus o red, mediante el envio y recepcién de mensajes. El paso de mensajes
posibilita transferir datos de la memoria local de un proceso a la memoria
local de cualquier otro proceso que lo requiera.

En el modelo de paso de mensajes mediante MPI para equipos con uno
o mas Cores, los procesos se ejecutan en paralelo, teniendo direcciones de
memoria separada para cada proceso, la comunicacién ocurre cuando una
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porcién de la direccién de memoria de un proceso es copiada mediante el
envio de un mensaje dentro de otro proceso en la memoria local mediante la
recepcion del mismo.

Las operaciones de envio y recepcién de mensajes es cooperativa y ocurre
s6lo cuando el primer proceso ejecuta una operaciéon de envio y el segundo
proceso ejecuta una operaciéon de recepcion, los argumentos base de estas
funciones son:

e Para el que envia, la direcciéon de los datos a transmitir y el
proceso destino al cual los datos se enviaran.

Send(dir, lg, td, dest, etiq, com)

{dir,lg,td} describe cudntas ocurrencias lg de elementos del
tipo de dato td se transmitirdn empezando en la direccion de
memoria dir; {des, etiq, com} describe el identificador etq de des-
tino des asociado con la comunicacién com.

e Para el que recibe, debe de tener la direcciéon de memoria donde
se pondran los datos recibidos, junto con la direccién del proceso
del que los envio.

Recv(dir, mlg, td, fuent, etiq, com, st)

{dir,lg,td} describe cudntas ocurrencias lg de elementos del
tipo de dato td se transmitirdn empezando en la direccion de
memoria dir; { fuent, etiq, com,est} describe el identificador etq
de la fuente fuent asociado con la comunicaciéon com y el estado
st.

El conjunto bésico de directivas (en este caso sélo se usan estas) en C++
de MPI son:

MPI::Init Inicializa al MPI
MPI::COMM WORLD.Get _size | Busca el nimero de procesos existentes
MPI::COMM _WORLD.Get rank | Busca el identificador del proceso

MPIL::COMM _WORLD.Send Envia un mensaje
MPI::COMM WORLD.Recv Recibe un mensaje
MPI::Finalize Termina al MPI

La estructura basica del programa bajo el esquema Maestro-Esclavo co-
dificada en C++ y usando MPT es:
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main(int arge, char *argvl])
{
MPI::Init(arge,argv);
ME id = MPL::COMM WORLD.Get_rank();
MP_ np = MPL::COMM _WORLD.Get _size();
if (ME_id == 0) {
// Operaciones del Maestro

} else {

// Operaciones del esclavo con identificador ME _id
}

MPTI::Finalize();

}

En este tnico programa se deberd de codificar todas las tareas necesarias
para el nodo maestro y cada uno de los nodos esclavos, asi como las formas de
intercomunicacion entre ellos usando como distintivo de los distintos procesos
a la variable ME _id (véase [15] y [16]).

La jerarquia de clases del esquema Maestro-Esclavo en su implementacién
paralela permite repartir la carga de varias maneras en uno o més Cores.
Reutilizando toda la jerarquia de clases de la implementacién secuencial de
los algoritmos DVS y sélo es necesario agregar clase que especializa algunos
comportamientos que requieren hacer uso de las comunicaciones, mediante
la biblioteca de paso de mensajes MPI. La jerarquia de clases es mostrada
en la figura siguiente:

La reutilizacién de toda la jerarquia de clases generada para la imple-
mentacién secuencial permite que el cédigo paralelo soporte una gran canti-
dad de cambios sin afectacién a la implementacién paralela, teniendo asi, un
c6digo robusto, flexible, modular y de fécil mantenimiento (véase [17]).

16.3 Alcances y Limitaciones del Esquema Maestro-
Esclavo

El esquema Maestro-Esclavo es eficiente cuando se tiene una carga casi ho-
mogénea en cada nodo esclavo y se manejan una cantidad moderada de ellos.
Un factor limitante en el esquema Maestro-Esclavo, es que el nodo maestro
deberd de atender todas las peticiones hechas por todos y cada uno de los
nodos esclavos, esto toma especial relevancia cuando todos o casi todos los
nodos esclavos compiten por ser atendidos por el nodo maestro.
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] PLMZ2 |<-—{ PLM2MPI |

BandSolve

</

DotProd

Solvable

Multop

DQGMRES

BandCholesky

] PLM1 Iﬂ—{ PLM1MPI |

Figura 18: Jerarquia de clases para la implementacién paralela rehusando
toda la jerarquia de la implementacién secuencial y de resolucién de sistemas
lineales

Una opcién para optimizar el esquema Maestro-Esclavo es contar con
un nodo maestro lo suficientemente poderoso para atender simultdneamente
la mayor cantidad de las tareas sincronas del método de descomposiciéon de
dominio en el menor tiempo posible. Pero los factores limitantes del esquema
Maestro-Esclavo son de tres tipos, a saber:

1. Los inherentes al método de descomposicién de dominio.
2. Los inherentes al propio esquema Maestro-Esclavo.

3. Los inherentes al equipo de computo en paralelo en el que se ejecute el
programa.

En el primer caso, en cuanto a los inherentes al método de descomposicién
de dominio destacan:

e El método de descomposicién de dominio es sincrono, es decir, si un
nodo esclavo acaba la tarea asignada y avisa al nodo maestro, este no
podra asignarle otra tarea hasta que todos los nodos esclavos concluyan
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la suya, y se realicen las operaciones necesarias para asignar las nuevas
tareas a los nodos esclavos.

e El nodo maestro sélo realiza tareas de control y sincronizacién pero no
conoce o realiza cédlculos relacionados con los sistemas lineales locales a
cada uno de los subdominios que estdn asignados a los nodos esclavos.

e Por lo anterior, el esquema Maestro-Esclavo no es eficiente si sélo se
usan dos procesos o Cores -uno para el nodo maestro y otro para el nodo
esclavo-, por otro lado, cuando se realiza el andlisis de rendimiento en
P Cores, hay que tomar en cuenta que los tinicos nodos que manipulan
los sistemas lineales asociados al método de descomposicién de dominio
son los esclavos (P — 1) y el nodo maestro sélo realiza el control y
sincronizacion de las tareas del los métodos DVS.

En el segundo caso, en cuanto a los inherentes al propio esquema Maestro-
Esclavo destacan:

e Fl nodo maestro debera distribuir las tareas a los nodos esclavos acorde
al nimero de subdominios existentes en la descomposicién y la malla
fina de cada subdominio, de tal forma que cada nodo esclavo tenga una
carga computacional equivalente a los demds nodos esclavos.

e En el caso de una carga homogénea en cada subdominio, si se usan P
Cores en el equipo paralelo y la descomposiciéon del dominio tiene E
subdominios, tal que (P — 1) t E, esa descomposicién de dominio no
es adecuada para trabajar en dicha cantidad de Cores. En este caso,
el niimero de procesadores P que se usen para tener buen balance de
cargas es conocido a priori cuando el dominio €2 se descompone en n xm
-n X m X o- subdominios homogéneos, entonces se generaran £ = n*xm
-E = n % m % o- subdominios (2, teniendo un buen balanceo de cargas
si(P—1)]E.

e Pese al buen balanceo de la carga en los nodos esclavos, es comin
que, un gran nimero de nodos esclavos envien simultdneamente datos
al nodo maestro saturando su canal de comunicacién; y este en al-
gin momento tendra que tratar atender las miltiples comunicaciones,
degradando su rendimiento al aumentar el nimero de nodos esclavos
involucrados en la descomposicion.
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En el caso de generar desbalance de la carga en los nodos esclavos o
una saturacién de comunicaciones en el nodo maestro, se propicia a que
algunos procesadores terminen antes que otros, generando tiempos muertos
de ejecucién en dichos Cores; propiciando una notoria degradacién en la
eficiencia global en el procesamiento, es por esto que, en algunos casos al
aumentar el nimero de procesadores no se aprecia una disminucién sustancial
del tiempo de ejecucion y en casos extremos puede ocasionar un aumento en
el tiempo.

En el tercer caso, en cuanto a los inherentes al equipo de cémputo en
paralelo en el que se ejecute el programa destacan:

e El programa se diseni6 para correr en cualquier cantidad de procesos o
Cores y no hay limite establecido en cuanto al nimero de subdominios
que soporta el programa, pero el equipo en el que se ejecute tiene un
nimero predeterminado de Cores y cada uno de ellos tiene asignado una
cantidad limitada de RAM, es por ello que, las dimensiones del proble-
ma que es posible correr en un equipo paralelo dado estd determinado
por estas limitantes.

e En los equipos paralelos, el cuello de botella en cuanto a la eficien-
cia global de la ejecucién, lo presentan las comunicaciones, entre mé&s
comunicaciones necesite el programa, es imperante el contar con una
infraestructura que permita la mejor velocidad de comunicaciones entre
el nodo maestro y los nodos esclavos; ademads de que esta cuente con la
menor latencia posible en las comunicaciones. Por otro lado, el acceso
al disco duro es minimo y no representa un costo significativo en las
comunicaciones totales de la ejecucién.

Para ejemplificar lo discutido anteriormente, se considera como mode-
lo matematico el problema de valor en la frontera (BVP) asociado con la
ecuacion de Poisson, con condiciones de frontera Dirichlet, definido en 2
como:

~Viu = fgen( (16.1)
u = gao en OS]

este ejemplo, gobierna los modelos de muchos sistemas de la ingenierfa y
de la ciencia, entre ellos el flujo de agua subterrdnea a través de un acuifero
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isotrépico, homogéneo bajo condiciones de equilibrio y es muy usado en multi-
ples ramas de la fisica, por ejemplo, gobierna la ecuacién de la conduccién
de calor en un sélido bajo condiciones de equilibrio.

En particular se considera el problema con €2 definido en:

Q=[-1,-1] x [L,1] (16.2)
donde
fa = 2n’m?sin(nmx) *sin(nTy) v gaq =0 (16.3)
cuya solucion es
u(z,y) = sin(nmx) * sin(nmy) (16.4)

Por ejemplo para n = 4, la solucién es u(x,y) = sin(4nx) * sin(4ry), cuya
grafica se muestra a continuacion:

y

1’}" W Y "‘

Jl" 4”" ,‘ J’I

, ,,' iy N ”’,0 O ,’",ll I/ II/, /
Ml ‘,m N «ﬂ M
i lh”\\ "\\w

\

Figura 19: Solucién a la ecuacién de Poisson para n=4.

Para las pruebas de rendimiento'® en las cuales se evalia el desempeiio de
los programas realizados se usa n = 100, pero es posible hacerlo con n € N
grande.

18En todos los ejemplos del presente trabajo no se realiza una andlisis de comunicacién
de forma independiente al tiempo de cédlculo, ya que los Clusters a los que se obtuvo acceso
carecen de herramientas que permitan realizar dicho anilisis, pero si se realizaron algunas
pruebas con XMPI (véase [78]) y Vampir (véase [79]) para algunos ejemplos representativos
en los cuales se muestra que se tiene granularidad gruesa (véase [39]).
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Supoéngase que se desea resolver el dominio 2 usando 1024 x 1024 no-
dos -1,048,576 grados de libertad- mediante el algoritmo precondicionado
PRIMAL#2 , de manera inmediata surgen las siguientes preguntas: ;cudles
son las posibles descomposiciones posibles? y jen cudntos procesadores se
pueden resolver cada descomposicién?. Para este ejemplo en particular, sin
hacer la tabla exhaustiva, se tiene:

Particién Subdominios Procesadores
2x2 y 512x512 4 2,3,5
4x4 y 256x256 16 2,3,5,9,17
8x8 y 128x128 64 2,3,5,9,17,33,65
16x16 y 64x64 256 2,3,5,9,17,33,65,129,257
32x32 y 32x32 1024 2,3,5,9,17,33,65,129,..,1025
64x64 y 16x16 4096 2,3,5,9,17,33,65,129,...,4097
128x128 y 8x8 16384 2,3,5,9,17,33,65,129,...,16385
256x256 y 4x4 65536 2,3,5,9,17,33,65,129,...,65537
512x512 y 2x2 262144 2,3,5,9,17,33,65,129,...,262145

De esta tabla es posible seleccionar las descomposiciones que se adecuen
a las necesidades particulares del equipo paralelo con que se cuente, para
evaluar el tiempo de ejecucién de este ejemplo se usé la PC Antipolis Intel
Xeon a 2.33 GHtz de 64 bits con 8 Cores y 32 GB de RAM, obteniendo los
siguientes resultados para una tolerancia de 107% usando norma infinita en
todos los casos (tiempo en segundos):

1 Core 2 Cores 3 Cores 4 Cores 5 Cores 6 Cores 7 Cores 8 Cores

Particiéon Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo

2x2 y s12xs12 | 16465 | 10659 | 7207 | 7105 | 4641
Axd y 256x256 2251 5063 | 2252 | 2103 1643 1233 1068 947
8x8 y 128x128 855 885 482 395 314 311 283 272
16x16 y 64x64 321 348 190 149 121 125 118 117
32x32 y 32x32 26 39 26 24 23 21 21 21
64x64 y 16x16 205 595 485 477 481 461 469 469
128x128 y 8x8 1026 | 5453 | 5352 | 5431 5633 | 5843 | 5843 | 5903
256x256 y 4x4 8544 | 26167 | 25892 | 25902 | 25939 | 25950 | 25969 | 26003
s12x512 y 2x2 | 34845 | 64230 | 63293 | 63308 | 63389 | 63475 | 63502 | 63693
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De estos resultados, se desprende que:

1. Dependiendo del tamano de la malla gruesa -niimero de subdominios a
trabajar- y de la malla fina, es siempre posible encontrar una descom-
posicién de dominio -32 x 32 y 32 x 32- en que el tiempo de célculo sea
minimo:

e Al usar un solo Core (programa secuencial 26 seg.).

e Al usar multiples Cores interconectados mediante MPI (6 Cores
en 21 seg.).

2. Es notorio el efecto que genera el mal balance de carga'”, el cual se re-
fleja en que no disminuye el tiempo de ejecucion al aumentar el nimero
de procesadores y en algunos casos el tiempo aumenta conforme se
agregan mds Cores.

En contraste con los 110 segundos en que se resolvié el mismo problema
usando los métodos de Elemento Finito y Diferencias Finitas, usando en
ambos casos Factorizacién Cholesky para resolver el sistema lineal asociado.

16.4 Afectaciéon del Rendimiento al Refinar la Descom-
posicién

Una parte fundamental al trabajar con problemas reales usando una des-

composicién fina es conocer a priori que factores afectan el rendimiento de

la aplicacién ante las posibles elecciones en la descomposiciéon de dominio, la
afectacién se da por:

1. En el caso de contar con un gran nimero de subdominios que estén
asignados a distintos nodos esclavos, la afectacion se da por la satu-
racién del nodo maestro con una gran cantidad de comunicaciones si-
multdneas por parte de los nodos esclavos que el nodo maestro debera
de atender y la velocidad de comunicacién del canal usado para ello.
Esto es especialmente importante en la implementacién paralela en la
cual la interconexién del equipo paralelo se hace mediante un canal de
comunicacién lento u ocupado por otros procesos.

Y9Por ejemplo, al usar una descomposicién gruesa de 64 x 64 = 4096 subdominios
repartidos en 3, 5,6, 7 nodos esclavos.
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2. En el caso de realizar una descomposicién muy fina en cada subdominio,
la afectacién del rendimiento se da al aumentar el nimero de nodos
involucrados en el complemento de Schur local S*, ya que esto significa,
por un lado generar matrices locales mas grandes

8% (0% (6% (07 (0% (6% « (0% 8%
A éI,A A ,ém,éwA,A A yéAA (16.5)

=II’ ) =IA’ =nI =AI'=An

N
ademads de resolver el sistema y = (éln) x de alguna forma. Si el

nimero de nodos interiores en el subdominio es grande entonces solu-
cionar el complemento de Schur local serd costoso computacionalmente.

Para el primer caso, el uso de algunos cientos o miles de subdominios no
afectan de manera considerable el desempeno del Esquema Maestro-Esclavo
si la red es relativamente répida (de un Gigabit por segundo o mas), y como
los avances en las comunicaciones son vertiginosos, en un corto tiempo se
tendra acceso a redes de mayor velocidad reduciendo el efecto de manipular
un gran nimero de subdominios simultdneamente.

Para el segundo caso, al resolver el complemento de Schur local, se puede
emplear diversos métodos de solucion, la seleccion del método méas adecuado
al problema en particular depende por un lado de las capacidades computa-
cionales del equipo donde se implemente la ejecucién y las caracteristicas
propias de los sistemas lineales asociados al problema. Asi, para solucionar

N
el sistema y = (é’H> x correspondiente al complemento de Schur local

S se puede usar por ejemplo: Factorizacién LU, Factorizacién Cholesky,
Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES, pero deberd de usarse
aquel método que proporcione la mayor velocidad en el célculo o que con-
suma la menor cantidad de memoria -ambas condicionantes son mutuamente
excluyentes-, por ello la decisién de qué método usar deberd de tomarse al
momento de tener que resolver un problema particular en un equipo dado y
béasicamente el condicionante es el tamano de la matriz A’I versus el método
numeérico usado para resolver el sistema lineal asociado -todas esas opciones
estdn implementadas en el cédigo y pueden seleccionarse conforme sean re-
queridos en la ejecucion, mediante directivas de compilacién-

Por lo visto en el ejemplo anterior, si el problema involucra una gran
cantidad de nodos interiores y el equipo -secuencial o paralelo- en el que
se implantard la ejecucién del programa tiene una cantidad de memoria re-
ducida, es recomendable en los procesos locales a los subdominios usar méto-
dos iterativos -Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES-, estos
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consume una cantidad de memoria pequena comparada con los métodos di-
rectos -Factorizacién LU o Cholesky- pero requieren una gran cantidad de
iteraciones para obtener la misma precisién que los directos.

Hay que tomar en cuenta que al aumentar el nimero de subdominios en
una descomposicién particular, se garantiza que las matrices a generar y cal-
cular sean cada vez més pequenas y féaciles de manejar. Pero hay un limite al
aumento del nimero de subdominio y disminucién del tamano de las matrices
a generar por subdominio; y esto se refleja en una pérdida de eficiencia en el
tiempo de ejecucion, esto es generado por la gran cantidad de subdominios
que es necesario crear y manejar por el nodo maestro, incrementando sus-
tancialmente las comunicaciones y por otro lado, cada subdominio manejaréa
cada vez matrices mds pequenas con el consecuente aumento de los tiempos
muertos, al invertir mucho més tiempo en comunicaciones que en célculos.

Para mitigar los factores limitantes inherente al propio esquema Maestro-
Esclavo, es posible implementar algunas operaciones del nodo maestro en
paralelo, usando uno o més Cores distintos a los asignados a los nodos es-
clavos. Para la parte inherente al método de descomposiciéon de dominio, la
parte medular la da el balanceo de cargas. Es decir, cada nodo esclavo debe
tener una carga de trabajo equivalente al resto de los nodos.

Tomando en cuenta lo discutido, para un problema particular y la des-
composicién del dominio €2 en la implementacién paralela, hay que tomar en
cuenta lo siguiente:

e Buscar que la descomposicién de malla gruesa y su asociada malla fina,
en la que cada nodo esclavo -asociado a un procesador- tenga una carga
casi homogénea con respecto a los demds nodos esclavos, .i.e. buscar
que en su conjunto, todos los subdominios €2, de la malla gruesa y su
descomposicién fina de cada uno de ellos, que estén asignados a cada
nodo esclavo sean computacionalmente equivalentes.

e Elegir el método numérico local a cada subdominio para garantizar el
uso de la menor cantidad de memoria posible y/o la mayor velocidad
de ejecucién versus la precision global esperada del método de descom-
posiciéon de dominio.

e Elegir de las distintas descomposiciones balanceadas del dominio 2 y
las diferentes opciones de los métodos numéricos usados localmente en
cada subdominio, aquella que presente el mejor rendimiento computa-
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cional acorde al equipo paralelo en el cual se implemente la solucién
del problema.

Nétese que el esquema Maestro-Esclavo paralelo lanza P procesos -uno
para el nodo maestro y P—1 para los nodos esclavos-, estos en principio corren
en un solo procesador pero pueden ser lanzados en muiltiples procesadores
usando una directiva de ejecucién, de esta manera es posible que en una sola
maquina se programe, depure y sea puesto a punto el cédigo usando mallas
relativamente pequenas -del orden de miles o millones de nodos- y cuando
este listo para produccién se puede mandar a cualquier equipo paralelo sin
cambio alguno en el cédigo.

16.5 Opciones para Soportar una Descomposicién Fina
del Dominio

Supéngase ahora que se necesita resolver el problema de una descomposi-
cién fina del dominio €, sin pérdida de generalidad, se puede suponer por
ejemplo, que se usa una malla de 8192 x 8192 nodos, este tipo de problemas
es comun y surgen cotidianamente en la resolucién de sistemas reales y las
opciones para implantarlo en un equipo paralelo son viables, existen y son
actualmente usadas. Aqui las opciones de particién del dominio son muchas
y variadas, y la variante seleccionada dependerd fuertemente de las carac-
teristicas del equipo de cémputo paralelo del que se disponga. Si se supone
que una descomposiciéon de 100 x 100 nodos en un subdominio consume 1
GB de RAM y que el consumo de memoria crece linealmente con el nimero
de nodos, entonces algunas posibles descomposiciones son:

Procesadores Descomposicién Nodos Subdominio | RAM Minimo
5 2 x 2y 4096 x 4096 4096 x 4096 ~40.0 GB
257 16 x 16 y 512 x 512 9512 x 512 ~5.0 GB
1025 32 x 32y 256 x 256 256 x 256 ~2.5 GB
4097 64 x 64 y 128 x 128 128 x 128 ~1.2 GB

Notese que para las primeras particiones, el consumo de RAM es excesivo
y en las iltimas particiones la cantidad de procesadores en paralelo necesarios
es grande -pero ya de uso comiin en nuestros dias-. Como en general, contar
con equipos paralelos de ese tamano es en extremo dificil, jes posible resolver
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este tipo de problemas con una cantidad de procesadores fijo menor al su-
gerido y donde cada uno de ellos tiene solo memoria suficiente para soportar
uno o mas subdominios?, la respuesta es si.

Primero, nétese que al considerar una descomposicién fina del tipo 64 x 64
y 128 x 128 se requiere aproximadamente 1.2 GB de RAM por Core, si ademaés
se supone que so6lo se tienen unos cuantos procesadores con poca memoria
-por ejemplo 2 G B-, entonces no es posible tener en memoria de manera
conjunta a las matrices generadas por el método.

Una de las grandes ventajas de los métodos de descomposicién de dominio
es que los subdominios son en principio independientes entre si y que sélo
estan acoplados a través de la solucién en la interfase de los subdominios que
es desconocida.

Como sélo se requiere tener en memoria la informacién de la frontera
interior, es posible bajar a disco duro todas las matrices y datos complemen-
tarios generados en cada subdominio -que consumen el 99% de la memoria
del objeto RectSub-, que no se requieran en ese instante para la operaciéon
del esquema Maestro-Esclavo.

Recuperando del disco duro solamente los datos del subdominio a usar-
se en ese momento -ya que el proceso realizado por el nodo maestro es
secuencial- y manteniéndolos en memoria por el tiempo minimo necesario.
Asi, es posible resolver un problema de una descomposicién fina, usando una
cantidad de procesadores fija y con una cantidad de memoria reducida por
procesador.

En un caso extremo, la implementacién para resolver un dominio €2 des-
compuesto en un nimero de nodos grande es posible implementarla usando
s6lo dos procesos en un procesador, uno para el proceso maestro y otro para
el proceso esclavo, en donde el proceso esclavo construiria las matrices nece-
sarias por cada subdominio y las guardarfa en disco duro, recuperandolas
conforme el proceso del nodo maestro lo requiera. Nétese que la descomposi-
cién del dominio €2 estard sujeta a que cada subdominio §2; sea soportado en
memoria conjuntamente con los procesos Maestro y Esclavo.

De esta forma es posible resolver un problema de gran envergadura usando
recursos computacionales limitados, sacrificando velocidad de procesamiento
en aras de poder resolver el problema. Estd es una de las grandes ventajas de
los métodos de descomposicién de dominio con respecto a los otros métodos
de discretizacién tipo Diferencias Finitas y Elemento Finito.

El ejemplo anterior da una buena idea de las limitantes que existen en la
resolucién de problemas con dominios que tienen una descomposicién fina y
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pone de manifiesto las caracteristicas minimas necesarias del equipo paralelo
para soportar dicha implantacion.

16.6 Otras Opciones de Paralelizacién

En la actualidad, casi todos los equipos de cémputo usados en estaciones
de trabajo y Clusters cuentan con dos o mds Cores, en ellos siempre es
posible usar MPI para intercambiar mensajes entre procesos corriendo en
el mismo equipo de cémputo, pero no es un proceso tan eficiente como se
puede querer. En estas arquitecturas llamadas de memoria compartida es
mejor usar OpenMP o cualquiera de sus variantes para trabajar en paralelo.
Por otro lado es ya comtin contar con las cada vez més omnipresentes tarjetas
NVIDIA, con los cada vez mas numerosos Cores CUDA -que una sola tarjeta
NVIDIA TESLA puede tener del orden de cientos de ellos- y que en un futuro
serdn cada vez m&s numerosos.

Para lograr obtener la mayor eficiencia posible de estos tres niveles de
paralelizacion, se estdn implementando procesos hibridos (véase [75] y [76]),
en donde la intercomunicacién de equipos con memoria compartida se realiza
mediante MPI y la intercomunicacién entre Cores que comparten la misma
memoria se realiza con OpenMP, ademés las operaciones matriciales se le
encargan a los numerosos Cores CUDA de las tarjetas NVIDIA.

Los métodos de descomposiciéon de dominio sin traslape y en particular
el esquema DV'S con sus ocho algoritmos, pueden hacer uso de esta forma in-
tegradora de paralelismo. Para ello, la interconexién de equipos de memoria
compartida se realizarfa mediante MPI y en cada equipo de memoria com-
partida se mani-pularian uno o mé&s subdominios mediante OpenMP -ya que
cada subdominio es independiente de los deméds- y la manipulacién de ma-
trices y operaciones entre matrices y vectores que requiere cada subdominio
se realizarfan en las tarjetas NVIDIA mediante los numerosos Cores CUDA
sin salir a la RAM de la computadora.

Para integrar esta forma de paralelismo en los cédigos, es necesario hacer
cambios minimos®’ al mismo, ya que sélo es necesario reimplementar los
comportamientos locales que requieren otro tipo de paralelismo, ya que la

20Ya se tiene una versién operacional del c6digo en los cuales se han realizado algunas
pruebas de rendimiento, pero los resultados son limitados por la complejidad de la progra-
macién de las tarjetas NVIDIA y la falta de herramientas y bibliotecas de cédigo abierto
que optimicen y depuren las implementaciones.
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jerarquia de clases del cédigo desarrollado permite especializar los compor-
tamientos que implementan las comunicaciones, esto queda de manifiesto al
reutilizar toda la jerarquia de clases de la implementacién secuencial en la
implementacién paralela como se aprecia en la figura (18).

Ademss, el esquema Maestro-Esclavo sélo requiere enviar un vector a cada
subdominio en cada paso de la iteracién del sistema lineal virtual -mediante
el paso de mensajes usando MPI- el cual se coloca en la RAM de la memoria
compartida, después este es copiado®' a la RAM de la tarjeta NVIDIA segtin
el subdominio que se este trabajando -se controla usando OpenMP-; aquf los
multiples Cores CUDA sin salir de su RAM local efectuarian las operaciones
de multiplicacién de matriz vector necesarias para regresar un tnico vector
a la RAM de la memoria compartida y de ahi se enviarfa por MPI al nodo
maestro, concluyendo la iteracién.

Permitiendo asi, tener una creciente eficiencia de paralelizacién que opti-
mizan en gran medida los recursos computacionales, ya que todas las matrices
y vectores se generarian en la RAM de la tarjeta NVIDIA, véase figura (20).

Core Core Clore Core
Openbl Op en BIP OpenddP Openbd

CUDAs CUD As

Figura 20: La intercomunicaciéon de equipos con memoria compartida se
rea-liza mediante MPI y la intercomunicacién entre Cores que comparten la
misma memoria se realiza con OpenMP, ademads las operaciones matriciales
se le encargan a los numerosos Cores CUDA de las tarjetas NVIDIA.

21En trénsito de datos entre la RAM de la computadora y la RAM de los CUDAs, no
es tan rapido como se requiere. Esto genera una baja de rendimiento considerable, que en
ciertos problemas como los no lineales y con coeficientes variables es notorio.
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De esta manera es posible adaptar el codigo para todos y cada uno de los
métodos desarrollados, de forma tal que sea reutilizable y que pueda usarse en
problemas en los que el nimero de grados de libertad sea grande, permitiendo
hacer uso de equipos de cémputo cada vez mas asequibles y de menor costo,
pero con una creciente eficiencia computacional que podran competir en un
futuro con los grandes equipos de cémputo de alto desempeno.
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17 Anadlisis y Discusién de Resultados

La uniformidad de las férmulas presentadas en la seccién (15.2) para los
métodos de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados
(DVS), nos han permitido implementar de forma eficiente dichos algoritmos
en multiples equipos secuenciales y paralelos, aprovechando el hecho que
los algoritmos derivados son capaces de obtener la solucion global por la
resolucion de problemas locales exclusivamente.

El grupo de ocho algoritmos desarrollados -de los cuales cuatro son precon-
dicionados- a los que nos referiremos como los algoritmos DVS (véase [30],
[38]), operan exclusivamente sobre los nodos primales y duales en la frontera
interior y estos se implementan eficientemente mediante el uso de métodos
iterativos -CGM para el caso simétrico o GMRES para el caso no simétrico-
para resolver el sistema algebraico virtual asociado.

En esta seccién, se mostrard -mediante los resultados de algunos ex-
perimentos numeéricos conspicuos en Ciencias de la Tierra e Ingenierfa- la
eficiencia del esquema DVS (véase [39]), para ello; primero, se muestra el
rendimiento en problemas simétrico y no simétricos -en dos y tres dimensiones-
; segundo, se muestra el rendimiento en problemas indefinidos; tercero, se
muestra el rendimiento en problemas de Adveccién-Difusién; después, se
muestra el andlisis de rendimiento en equipos paralelos hasta con 1024 Cores
y por tltimo se muestra lo que se consideran como criterios integrales para
evaluar métodos de descomposiciéon de dominio sin traslape y en especial al
esquema DVS.

Para los experimentos numéricos reportados en esta seccién, sélo se mues-
tran los resultados de los cuatro métodos precondicionados del esquema DVS;
en donde el dominio €2 fue discretizado usando una malla estructurada uni-
forme. Y en todos los casos, se tomaron como nodos primales a los vértices de
los subdominios de la particién gruesa en dos dimensiones y a las aristas de
los subdominios de la particién gruesa para tres dimensiones. Ademas, la tol-
erancia usada para concluir los métodos iterativos de resolucién de sistemas
lineal virtual asociado es en norma infinita.
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17.1 Analisis de Rendimiento para Problemas Simétri-
cos y no Simétricos

Para realizar el andlisis de rendimiento, se usa la ecuacién eliptica
—aViu+b-Vu+cu=f (17.1)

con condiciones de frontera Dirichlet cero, donde a,c > 0 son constantes,
mientras que b es un vector constante de dimensién n. El dominio 2 C R"
fue tomado con n = 2,3 donde () es el cuadrado o cubo unitario segin
corresponda.

Las matrices generadas fueron obtenidas por discretizacién local en ambos
casos -en dos y tres dimensiones- del problema con valores en la frontera
descrito anteriormente, donde a = 1. La eleccién b = (1,1) y b= (1,1,1) con
¢ = 0 generan matrices no simétricas, escogiendo ¢ = 1 y b = 0 se obtienen
matrices simétricas las cuales son usadas con propdsitos de comparacién. En
todos los ejemplos se usa una tolerancia de le — 6.

Problemas en Dos Dimensiones En la primera tabla se muestra la des-
composicion usada, los grados de libertad asociados al sistema y el ntimero
de vértices primales usados:

FEjemplo Particion Subdominios | Grados Libertad | Primales
1 2X2y2x2 4 9 1
2 4x4y4x4 16 225 9
3 6x6y6x6 36 1225 25
4 8 X8y 8x8 64 3969 49
5} 10 x 10 y 10 x 10 100 9801 81
6 12x 12y 12 x 12 144 20449 121
7 14 x 14y 14 x 14 196 38025 169
8 16 x 16 y 16 x 16 256 65025 225
9 18 x 18 y 18 x 18 324 104329 289
10 20 x 20 y 20 x 20 400 159201 361
11 22 x 22y 22 x 22 484 233289 441
12 24 x 24y 24 x24 576 330625 529
13 26 x 26 y 26 x 26 676 455625 625
14 28 x 29y 28 x 28 784 613089 729
15 30 x 30 y 30 x 30 900 808201 841
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En la segunda tabla se muestra el niimero de iteraciones requeridas para
satisfacer la tolerancia solicitada al método CGM para el caso simétrico:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#1 | DUAL#1 | DUAL#2

1 2 1 2 1

7 7 6 5
3 9 9 7 6
4 10 10 9 7
5 11 11 10 8
6 12 11 13 9
7 12 12 13 12
8 13 12 14 12
9 13 13 15 13
10 13 13 15 14
11 13 14 15 16
12 14 14 15 15
13 14 14 15 15
14 14 14 15 15
15 15 14 15 15

En la tercer tabla se muestra el nimero de iteraciones requeridas para
satisfacer la tolerancia solicitada al método GMRES para el caso no simétrico:
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Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 2 1 2 1
2 8 6 6 6
3 10 8 8 8
4 12 10 9 9
5 13 12 9 10
6 14 12 10 10
7 15 13 11 11
8 15 14 11 11
9 16 14 11 12
10 16 15 12 12
11 17 16 12 12
12 17 16 12 13
13 17 16 13 13
14 18 17 13 13
15 18 17 13 13

Cuando la eficiencia de los algoritmos para matrices simétricas y no
simétricas son comparadas, se observa que el nimero de iteraciones son del
mismo orden y comparables con los resultados para este mismo tipo de pro-
blemas (véase [34]).

Problemas en Tres Dimensiones En la primera tabla se muestra la
descomposicion usada, los grados de libertad asociados al sistema y el niimero

de vértices primales usados:

Ejemplo Particién Subdominios | Grados Libertad | Primales
1 2X2X2y2x2x2 8 27 7
2 3X3IXx3yIx3Ix3 27 512 80
3 dx4x4dydxdx4 64 3375 351
4 OXHXDHydHXHXD 125 13824 1024
5) 6X6Xx6y6x6x6 216 42875 2375
6 TXTXTy7TxXTxT 343 110592 4752
7 88X 88X 8y 8x8xXSY 512 250047 8575
8 I9Ix9I%x9y9Ix9x9 729 512000 14336
9 10 x 10 x 10 y 10 x 10 x 10 1000 970299 22599
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En la segunda tabla se muestra el niimero de iteraciones requeridas para
satisfacer la tolerancia solicitada al método CGM para el caso simétrico:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#1 | DUAL#1 | DUAL#2
1 2 2

O 00| | O U x| W DN
QO 0| OO || O O = DN
OO0 | O O O O b= DN
OO | T x| = = | W
QO | | = | x| W| W| W

En la tercer tabla se muestra el niimero de iteraciones requeridas para
satisfacer la tolerancia solicitada al método GMRES para el caso no simétrico:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 3 2 2 2
2 6 4 4 4
3 7 6 5 5
4 8 7 5) 5
5 10 7 6 6
6 11 8 6 6
7 11 9 7 7
8 12 10 8 8
9 13 11 9 9

Cuando la eficiencia de los algoritmos para matrices simétricas y no
simétricas son comparadas, se observa que el nimero de iteraciones son del
mismo orden y comparables con los resultados para este mismo tipo de pro-
blemas (véase [31]).

De estos resultados, se puede concluir que los métodos de descomposi-
cién de dominio en el espacio de vectores derivados desarrollados tanto para
tratar problemas simétricos y no simétricos en experimentos numéricos en
dos y tres dimensiones presentan una eficiencia del mismo orden (véase [31]
y [19]). Ademds, el desarrollo de los cédigos se simplifica, al poder tratar con
problemas simétricos y no simétricos en un mismo cédigo.
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17.2 Analisis de Rendimiento para Problemas Indefinidos

Para los problemas indefinidos, como es en el caso de la ecuaciéon de Helmholtz,
interesa encontrar una malla -lo m&s gruesa posible- en la cual el problema sea
soluble sin obtener un error considerable para valores grandes de k, que nor-
malmente generan inestabilidad numérica en los métodos de discretizacion,
las cuales siempre se eliminan al refinar adecuadamente la malla, la ecuacién

utilizada es:
—Au—FKu=f (17.2)

en este caso, la discretizacion se realizé mediante el método de Diferencias
Finitas centradas, los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES
con una tolerancia de 107°, con fines de ejemplificacién, aqui mostramos los
resultados para k£ = 10.

Para el primer ejemplo, la ecuacién utilizada es en 2D; (z,y) € [—1,1] X
[—1, 1], donde u(x, y) = 0 sobre 012, los resultados obtenidos para las distintas
descomposiciones de dominio, se muestran en la siguiente tabla:

Particién Grados de Libertad | Primales | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2

6 X6y 6X6 1225 25 8 8 8 7
10X10 y 10 X10 9801 81 16 13 16 13
14X 14 y 14 X14 38025 169 18 15 18 15
18 X18 y 18 X18 104329 289 21 16 20 16
22 X 22 y 22 X 22 233289 441 20 17 21 16
26 X 26 y 26 X 26 455625 625 21 17 20 17
30 X30 y 30 X30 808201 841 26 18 21 17

Para el segundo ejemplo, la ecuacién utilizada es en 3D; (x,y, 2) € [—1,1]x
[—1,1] x [-1, 1], donde u(zx, y, z) = 0 sobre 052, los resultados obtenidos para
las distintas descomposiciones de dominio, se muestran en la siguiente tabla:
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Particién Grados de Libertad | Primales | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
2 X2 X2 y2X2X2 27 7 1 1 1 1
3X3X3y3X3X3 512 80 4 4 4 3
4X 4 X4y aXaXa 3375 351 5 4 4 3
5 X5 X5y 5X5X5 13824 1024 6 6 5 5
6 X6X6y6X6X6 42875 2375 7 7 6 5
TX7X7y7X7X7 110592 4752 7 7 6 )
g X8 XgysXgXsg 250047 8575 8 8 6 5
9 X9 X9y 9X9Xog 512000 14336 8 8 6 6
10 X10 X10 y 10 X10 X 10 970299 22599 9 6 6 6

De los resultados mostrados en esta seccién, se puede concluir que el
esquema, de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados
para problemas indefinidos presenta buenos resultados para distintos valores
de k sin mostrar significativas inestabilidades numéricas en mallas burdas.

Ademis, haciendo los ajustes pertinentes al esquema de discretizacion
de diferencias finitas -sin hacer cambio alguno al esquema DVS-, es posible
resolver la ecuacién de Helmholtz tal que no se introduzca error de trun-
camiento, consecuentemente se puede calcular la solucién numérica exacta
para la ecuaciéon de Helmholtz para cualquier nimero de onda sin usar una
malla fina (véase [74]).

17.3 Analisis de Rendimiento para Problemas de Adveccion-
Difusion

En el caso de los problemas de Adveccién-Difusién interesa encontrar una

malla -lo més gruesa posible- en la cual el problema sea soluble sin obtener

un error considerable al usar valores de viscosidad pequenos que normalmente

generan inestabilidad numérica en los métodos de discretizacién, las cuales

siempre se eliminan al refinar adecuadamente la malla.
Para el primer ejemplo, la ecuacion utilizada es:

—vAu+b-Vu=0 (17.3)
en (z,y) € [0,1] x [0, 1], donde

we- {8 e
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y b= (1,3), como se muestra en la figura:

(1,3)

Figura 21: Dominio del problema

Figura 22: Solucién del problema para v = 0.01

En este caso, la discretizacién se realizé mediante el método de Diferencias
Finitas centradas y en la estabilizacién se usa el método de Difusién Artificial
(véase [11]). Los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con
una tolerancia de 1075, en una malla global de 512 x 512 (261,121 grados de
libertad), para distintos valores de la viscosidad v (véase [29]). Los resultados
obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio usando el método
BDDC?? versus los algoritmos DVS, se muestran en la siguiente tabla:

22Ejemplo realizado conjuntamente con Alberto Rosas Medina (véase [11]).
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Particién 1% BDDC PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#2
8Xx8 v 64X 64 0.01 12 12 11 11 11
8X8 v 64X 64 0.001 9 8 8 8 7
8X 8y 64x64 0.0001 9 7 7 7 7
8Xx8 y 64x64 | 0.00001 9 7 7 7 7

16X16 y 32x32 0.01 20 19 17 17 18
16xX16 y 32x32 | 0.001 17 14 13 14 13
16X16 y 32x32 | 0.0001 15 13 13 13 13
16X16 y 32x32 | 0.00001 | 16 13 13 13 13
32%32 y 16X16 0.01 33 33 29 29 31
32x32y 16x16 | 0.001 30 26 25 25 25
32X32 y 16x16 | 0.0001 28 25 25 25 25
32%32 y 1616 | 0.00001 | 29 25 25 25 26
64x64 vy 88 0.01 52 53 53 02 59
64x64 y 88 0.001 53 46 46 46 47
64x64 y 8%8 0.0001 53 45 45 47 47
64x64 y 8x8 | 0.00001 | 54 45 45 47 48

Ademds se muestra el residual relativo de decaimiento para la malla
gruesa 16 x 16 y varias mallas finas en las cuales se ve que la mejor con-
vergencia se obtiene cuando la malla fina se incrementa y la convergencia es
lenta cuando el subdominio tiene una pequena cantidad de grados de libertad.

Figura 23: Residual relativo para la malla local de 16 x 16,en este caso
b=(1,3) y v =0.00001 que corresponde a un valor de Pe = 3.16¢e + 5.
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Para el segundo ejemplo, la ecuacion a trabajar es
—vAu+b-Vu+cu=0 (17.5)
en (x,y) € [-1,1] x [0 — 1,1}, donde

y=—1, 0<z<1
u(z,y) = 1¢ y=1, 0<z<1

u(z,y) = 0, en cualquier otro caso (17.6)

el coeficiente advectivo estd dado por b = (y, —x), el valor de ¢ = 107

En este caso, la discretizacion se realizé mediante el método de Diferencias
Finitas centradas y en la estabilizacion se usa el método de Difusién Artificial
(véase [11]). Los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES
con una tolerancia de 107%, en una malla global de 32 x 32 (961 grados de
libertad), para distintos valores de la viscosidad v (véase [52]), cuya solucién
es mostrada en la gréfica:

oS S

Figura 24: Solucién del problema para v = 0.01

Los resultados obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio
usando el método FETI*® versus los algoritmos DVS, se muestran en la si-
guiente tabla:

23Ejemplo realizado conjuntamente con Alberto Rosas Medina (véase [14]).
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Particién 14 FETI-DP PRIMAL#1 DUAL#1 PRIMAL#2 DUAL#2
4x4y8x8 1 11 9 8 8 8
4x4y8x8 0.01 12 11 8 10 9
4x4y8x%x8 0.001 23 20 16 20 16
4x4y8x8 0.0001 45 24 19 24 18
4x4y8x8 | 0.00001 69 24 19 24 18
8x8y4dx4 1 10 9 8 8 8
8x8y4dx4 0.01 11 16 9 10 13
8x8y4dx4 0.001 27 24 21 24 22
8x8y4dx4 0.0001 68 32 25 30 26
8x8y4 x4 |0.00001 111 33 24 29 27

16 X 16y 2 x 2 1 9 8 6 6 6
16x16y2x2| 001 16 26 8 9 21
16 x16y2x 2| 0.001 63 47 23 28 41
16 x 16 y 2 x 2 | 0.0001 176 48 29 34 42
16 x 16 y 2 x 2 | 0.00001 200 48 30 34 42

Para el tercer ejemplo, la ecuacién a trabajar es
—vAu+b-Vu+cu=0 (17.7)

en (x,y) € [-1,1] x [-1,1], donde

B r = —1, -1<y<1
wen) = {50 SENE
1
u@wy) = —L  w=1-1<y<1 (17.8)
el coeficiente advectivo estd dado por b = (HTZ”, O) , el valor de ¢ = 1074,

En este caso, la discretizacién se realizé mediante el método de Diferencias
Finitas centradas y en la estabilizacion se usa el método de Difusién Artificial
(véase [11]), Los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con
una tolerancia de 107% en la norma infinita en una malla global de 32 x 32
(961 grados de libertad), para distintos valores de la viscosidad v (véase [52])
, cuya solucion es mostrada en la grafica:
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Figura 25: Solucién del problema para v = 0.01

Los resultados obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio
usando el método FETI-DP?* versus los algoritmos DVS, se muestran en la
siguiente tabla:

Particién 1% FETI-DP PRIMAL#1 DUAL#1 PRIMAL#2 DUAL#?2
4x4y8x%x8 1 13 10 10 8 8
4x4y8x8 0.01 13 11 10 8 7
4x4y8x8 0.001 9 8 9 6 6
4x4y8x8 0.0001 10 10 10 4 4
4x4y8x%x8 0.00001 11 9 10 3 4
4x4y8x8 | 0.000001 11 9 9 2 3
§x8y4x4 1 44 9 9 8 8
8§x8y4x4 0.01 34 15 14 10 10
§8x8y4dx4 0.001 16 15 15 10 10
8x8y4dx4 0.0001 16 27 28 9 9
8§8x8y4dx4 0.00001 16 32 32 8 8
8§ x8y4x4 |0.000001 16 25 25 6 )

16 x 16y 2 x 2 1 159 8 8 6 5
16 x16y2x2 0.01 98 22 21 9 8
16 x 16y 2 x 2 0.001 38 37 37 18 18
16 x 16y 2x 2| 0.0001 33 48 48 23 22
16 x 16 y 2 x 2 | 0.00001 46 42 41 20 20
16 x 16 y 2 x 2 | 0.000001 51 37 36 15 15
24Ejemplo realizado conjuntamente con Alberto Rosas Medina (véase [11]).
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De los resultados mostrados en esta seccién, se puede concluir que el es-
quema de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados para
problemas de Adveccién-Difusién presenta una eficiencia del mismo orden y
en algunos casos mejoran la mostrada por los métodos FETT y BDD (véase

[29] y [52]).

17.4 Analisis de Rendimiento para Sistemas de Ecua-
ciones

En esta seccién se muestra como usar el esquema DVS para resolver proble-
mas con condiciones de frontera Dirichlet donde los desplazamientos son cero
sobre la frontera del cuerpo eldstico que ocupa el dominio €2 del espacio fisico,
donde sobre cada subdominio €2; que forma la particién gruesa del dominio
(2 es resuelto el problema local usando el Método de Elemento Finito (FEM),
usando funciones lineales como base.

En el caso de sistemas de ecuaciones, se resolvié*® un sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales en tres dimensiones que corresponde a la ecuacion
de elasticidad lineal

A+ p)VV-u+pAu=f_, en (17.9)

EoX

la cual es sujeta a las condiciones de frontera Dirichlet
u =20, en 0f) (17.10)

el dominio € para los experimentos numéricos es un cubo unitario homogéneo
isotrépico lineal eldstico. En todos nuestros experimentos los nodos primales
fueron localizados en las aristas de los subdominios de la particién gruesa, lo
cual es suficiente para que la matriz A’ no sea singular.

Considerando \ y x iguales a uno, La solucién analitica de este problema
se escribe como

u = (sinmzsinrysinrz, sin rrsin Ty sinwz) . (17.11)

En este caso el operador es simétrico y positivo definido, por ello se usa
el método iterativo de Gradiente Conjugado para resolver el sistema lineal
de ecuaciones que se genera en el esquema DVS, con una tolerancia de 10~7
(véase [15]). Los resultados obtenidos para las distintas descomposiciones de
dominio usando el cluster Olintlali se muestran en la siguiente tabla:

25 Ejemplo realizado conjuntamente con Ivan Contreras Trejo (véase [17]).
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Particién Subdominios DOF PRIMAL#1 | DUAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#2
HXHXH y HXHXH 125 41472 8 7 9 9
6X6X6y 6X6X6 216 128625 8 8 10 10
TXTXTy TXTXT 343 331776 8 8 11 11
8X8X8 y 8X8X8 512 750141 8 8 12 12

Notese que, el cédigo desarrollado y usado para problemas escalares que
originalmente se desarrollé para resolver una sola ecuacién usando en la dis-
cretizacién al método de Diferencias Finitas, fue extendido para resolver
problemas con el método de Elemento Finito para resolver sistemas de ecua-
ciones.

17.5 Analisis de Rendimiento en Equipos Paralelos

Para conocer el andlisis de rendimiento en equipos paralelos de los métodos
desarrollados de descomposicién de dominio en el espacio de vectores deriva-
dos, se realizaron varias pruebas con la finalidad de conocer la eficiencia y
escalabilidad de los c6digos y por ende de los métodos en distintos equipos
paralelos a los que se tuvo acceso, estos incluyen equipos con 8, 22, 104 y
1024 Cores.

Primeramente, es menester fundamental el encontrar la mejor descom-
posicién de dominio para el problema a trabajar al usar la implementacién
secuencial y paralela acorde al equipo del que se disponga en aras de obtener
la més alta eficiencia posible, después cuando el caso lo permite, se muestran
las distintas métricas utilizables y sus limitaciones al aplicarlas en proble-
mas de descomposiciones finas; por ultimo se muestra la escalabilidad del
esquema DVS usando hasta 1024 Cores.

17.5.1 Seleccién Optima de una Descomposicién del Dominio

Para comenzar con la seleccién éptima de la descomposiciéon del dominio €2, se
toma el problema dado por la Ec.(16.1) como caso particular de la Ec.(17.1)
en dos dimensiones con una descomposicién fina de 1024 x 1024 nodos -
1,048,576 grados de libertad- del dominio €2, donde por ejemplo se toma
sin pérdida de generalidad el algoritmo PRIMAL#1, calculado los tiempos
de ejecucién en los cuales se usa de uno a ocho Cores de la PC Antipolis y
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probando las diferentes descomposiciones®® del dominio -que van desde 2 x 2
y 512 x 512 hasta 512 x 512 y 2 X 2- se muestran en la siguiente tabla:

1 Core 2 Cores 3 Cores 4 Cores 5 Cores 6 Cores 7 Cores 8 Cores

Particion Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo

ax2 y 12512 | 16465 | 10659 | 7207 | 7105 | 4641
4x4 y 256x256 2251 5063 2252 2103 1643 1233 1068 947
8x8 y 128x128 855 885 482 395 314 311 283 272
16x16 y 64x64 321 348 190 149 121 125 118 117
32x32 y 32x32 26 39 26 24 23 21 21 21
64x64 y 16x16 205 595 485 477 481 461 469 469
128x128 y 8x8 1026 | 5453 | 5352 | 5431 5633 | 5843 | 5843 | 5903
256x256 y 4x4 8544 | 26167 | 25892 | 25902 | 25939 | 25950 | 25969 | 26003
si2x512 y 2x2 | 34845 | 64230 | 63293 | 63308 | 63389 | 63475 | 63502 | 63693

Tiempo

Por ejemplo, suponiendo que se quiere resolver una descomposicién de 2 x 2
y 512 x 512 y usar la menor cantidad de Cores posible, entonces se tienen
algunas opciones para mantener un buen balanceo de cargas -en este caso se
tienen 4 subdominios- usando 3 6 5 Cores:

26Para las corridas secuenciales usando métodos de descomposicién de dominio, el mejor
tiempo de ejecucion se obtuvo en una descomposicién de 32 x 32 y 32 x 32 en 26 segundos
-el tiempo de ejecucién para el programa secuencial de elemento finito que resuelve el
sistema lineal algebraico asociado mediante factorizacién Cholesky fue de 111 segundos-.
Para las corridas en paralelo se obtuvo el mejor tiempo de ejecucién en una descomposiciéon

de 32 x 32 y 32 x 32 con un tiempo de 21 segundos usando 6 Cores -uno para el maestro
y 5 para los esclavos-.
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Tiempo Factor de Aceleracién
12000 4.000
10000
s000 | 3.000
2 cono | 3% 2.000
R 1.000
2000 | :r’: )
o . - - 0.000 T T
Procesadores Procesadores
Eficiencia Fracccion Serial
1000 0.400
0.800 0300
0.EB00
L. 0200
0200 0100 .
Procesadores Procesadores

Figura 26: Métricas para la descomposicién 2 x 2 y 512 x 512

e Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 2 Cores para los nodos
esclavos -dos subdominios por Core-, entonces el factor de aceleracién®’
es

S(3) =T(1)/T(3) = 16465/7207 = 2.28,

la eficiencia es

E(3) =T(1)/ (3% T(3)) = 16465/ (3 % 7207) = 0.761,

y la fraccién serial es

1

53
F(3) = —(1 L

W=

= 0.158.
3

2TE] factor de aceleracién S es tal que 1 < S(n) < n, la eficiencia E es tal que 1/n <

E(n) <1y lafraccién serial F es tal que 0 < F(n) < 1.

Se considera que en el caso ideal, el factor de aceleraciéon deberia aumentar linealmente

al aumentar el nimero de procesadores S(p) =~ p; por su parte la eficiencia deberia de ser
cercana a la unidad cuando el Hardware se estd usando de forma eficiente y en caso con-
trario se desaprovecha este; por tultimo la fraccién serial deberia tender a cero y cualquier
aumento indica una sobrecarga en los procesos de comunicacién.
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e Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 4 Cores para los nodos
esclavos -un subdominio por Core-, entonces el factor de aceleracién es

S(5) = T(1)/T(5) = 16465/4641 = 3.548,
la eficiencia es
E(5)=T(1)/(5%xT(5)) = 16465/(5 * 4641) = 0.709

y la fraccion serial es

1
S(5)
1_

U=

F(5) = = 0.102.

1
5

En otro ejemplo, suponiendo que se quiere resolver una descomposicién
de 32 x 32 y 32 x 32 y usar la menor cantidad de Cores posible, entonces se
tienen algunas opciones para mantener un buen balanceo de cargas -en este
caso se tienen 1024 subdominios- usando 3 6 5 Cores:

Tiempo Factor de Aceleracién
1400
50 1200
. 1000 4
o o 0-200 4
% s
H H H 0.400
0 T T T T T T T 0.200
0.000
Procesadores Procesadores
Eficiencia Fracccion Serial
0.400 2500
0.300 2.000
1500
E’E- 0.200
1.000
0100
0500
o000 0.000
Procesadores Procesadores

Figura 27: Métricas para la descomposicién 32 x 32 y 32 x 32
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e Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 2 Cores para los nodos
esclavos -512 subdominios por Core-, entonces el factor de aceleraciéon
es

S3)=T(1)/T(3) =26/26 =1,

la eficiencia es
EB)=T(1)/(3%xT(3)) =26/(3%26) =0.333

y la fraccion serial es

S(3
F(3) = —(1)

Wl

1
= 1.

wl=

e Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 4 Cores para los nodos
esclavos -256 subdominios por Core-, entonces el factor de aceleracién
es

S(5) =T(1)/T(5) = 26/23 = 1.130,

la eficiencia es
EGB)=T1)/(5%xT(5)) =26/(5*23) =0.377,

y la fraccién serial es

Nétese que la descomposicién usada en el primer ejemplo dista mucho de
ser la 6ptima®®, ya que la descomposicién de 32 x 32 y 32 x 32 usada en el se-
gundo ejemplo genera el mejor tiempo de ejecucién tanto en secuencial como
en paralelo, pero las métricas no reflejan esta mejora, aunque el tiempo de
ejecucion es minimo. Por ello es necesario siempre hacer corridas de prueba
buscando la descomposicién que presente el menor tiempo de ejecucién posi-
ble para el equipo paralelo con el que se cuente. Estas pruebas dependen
fuertemente de la capacidad computacional de cada Core y de la red usada
para interconectar los Cores que forman parte del equipo paralelo.

28En la descomposicién de 2 x 2 y 512 x 512 el tiempo de ejecucién secuencial es 16,465
seg., en paralelo usando 3 Cores es de 7,207 seg. y en 5 Cores es de 4,641 seg. Mientras
que para la descomposicién de 32 x 32 y 32 x 32, el tiempo de ejecucién secuencial es de
26 seg., en paralelo usando 3 Cores es de 26 seg. y en 5 Cores es de 23 seg.
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Observacion 7 Ndotese que esta forma de medir la eficiencia, el factor de
aceleracion y la fraccion serial tiene un detalle fino, ya que el tiempo de
ejecucion tomado en un procesador -para este caso es de 16465 sequndos en la
descomposicion 2 X 2 y 512 x 512- dista mucho de ser el mejor tiempo posible
para el problema global de 1024 nodos -26 sequndos-. FEsto puede ser una
limitante para obtener valores adecuados en las métricas; y medir la eficiencia
al usar equipo paralelo cuando se trabaja con la resolucion de dominios en
los cuales se realiza una descomposicion fina; particularmente cuando las
descomposiciones son adecuadas para cientos de Cores, pues las pruebas en
un Core o en pocos Cores no son posibles de realizar por el consumo excesivo
de recursos computacionales y por que no son conmensurables con las corridas
secuenciales.

Ademas, de los datos de las corridas mostradas en la tabla, es notorio el
efecto del mal balanceo de carga, nétese que:

e Para la malla de 32 x 32 y 32 x 32 el mejor tiempo de ejecucién se
obtiene en 6 Cores -21 segundos- y al aumentar el nimero de Cores en
la corrida, no hay disminucion del tiempo de célculo.

e Para la malla de 512 x 512 y 2 X 2 el aumento en el nimero de proce-
sadores sélo incide en un aumento en el tiempo de ejecucion.

e En particular, para la malla de 2 x 2 y 512 x 512 al usar 3 Cores -sélo
dos son usados realmente para el cédlculo ya que el tercer Core se usa
para la asignacion de tareas y el control de los nodos esclavos- el factor
de aceleracion 2.28 es el esperado para el esquema Maestro-Esclavo.

17.5.2 Analisis de Rendimiento Usando Métricas

En esta seccién se muestra mediante particiones relativamente pequenas del
dominio, el uso de las métricas -aceleracién, eficiencias y fraccién serial- en
las cuales es posible obtener una alta eficiencia computacional cuando se pro-
porciona una descomposicién del dominio adecuada para el equipo paralelo
con el que se cuente.

Haciendo uso del Cluster Pohualli de 104 Cores, a continuacién se pre-
sentan varias tablas en las cuales se muestran las métricas para diferentes
descomposiciones del dominio 2.

1) Para una descomposiciéon de 4 x 4 y 150 x 150 -360,000 grados de
libertad- se obtiene
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Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 267
3 146 1.82 0.60 0.32
5 85 3.14 0.62 0.14
9 56 4.76 0.52 0.11
17 33 8.09 0.47 0.06

2) Para una descomposicién de 4 x 4 y 200 x 200 -640,000 grados de
libertad- se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 1082
3 391 2.76 0.92 0.04
5 216 5.0 1.00 0.00
9 146 7.41 0.82 0.02
17 82 13.19 0.77 0.01

3) Para una descomposicién de 4 x 4 y 250 x 250 -1, 000,000 grados de
libertad- se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 2628
3 946 2.77 0.92 0.039
5 539 4.87 0.97 0.006
9 329 7.98 0.88 0.015
17 184 14.20 0.83 0.012

4) Para una descomposicién de 4 x 4 y 300 x 300 -1, 440,000 grados de
libertad- se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 5295
3 2538 2.08 0.69 0.218
5 1391 3.80 0.76 0.078
9 804 6.58 0.73 0.045
17 441 12.00 0.70 0.025

De estas tablas se desprende que seleccionando la descomposicién ade-
cuada se pueden tener excelentes resultados en la eficiencia como es el caso
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de la descomposicién 4 x 4 y 200 x 200. Ademds se muestra una gama de
otras eficiencias segtin el nimero de procesadores usados y la descomposi-
cién seleccionada. Nétese que en todos los casos la fraccion serial disminuye
sustancialmente con el aumento del niimero de procesadores.

Otros ejemplos interesantes en los cuales se muestra el efecto de man-
dar descomposiciones no adecuadas y que se reflejan en una baja eficiencia
computacional sin importar el aumento del niimero de procesadores, pero en
todos los casos el tiempo de ejecucién siempre disminuye:

i) Para una descomposicién de 8 x 8 y 250 x 250 -4,000,000 grados de
libertad- en el Cluster Kanbalam se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.

1 11366

3 5541 2.05 0.68 0.23
5 3011 3.77 0.75 0.08
9 1855 6.12 0.68 0.05
17 1031 11.02 0.64 0.03
33 595 19.10 0.57 0.02
65 375 30.30 0.46 0.01

ii) Para una descomposicién de 10 x 9 y 250 x 250 -5, 625,000 grados de
libertad- en el Cluster Pohualli se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 19387
6 4777 4.05 0.67 0.09
11 2702 717 0.65 0.05
46 801 24.20 0.52 0.02
91 509 38.08 0.41 0.01

De todos estos ejemplos se desprende que buscando la adecuada descom-
posicién es posible encontrar eficiencias altas para el esquema DVS, pero
siempre se tiene que tener en cuenta el buscar el menor tiempo de ejecucion
-véase seccién anterior- antes que una alta eficiencia con un mayor tiempo
de ejecucion.
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Por otro lado, pese a que Kanbalam es més eficiente’ que los otros Clus-
ters a los que se tuvo acceso -en particular Pohualli-, es posible encontrar
una descomposiciéon del dominio que mejore el tiempo de ejecucién, ain en
equipos con recursos inferiores, para ello es necesario aprovechar las carac-
teristicas propias del Hardware del Cluster haciendo una adecuada seleccién
de la descomposicién del dominio. Para mostrar esto, se toma una descom-
posicién de 32 x 32 y 150 x 150 -23,040,000 grados de libertad- en ambos
Clusters con los siguientes resultados:

Cores | Pohualli | Kanbalam
16 | 9158 seg ND
32 | 5178 seg | H937 seg
64 | 3647 seg | 4326 seg
100 | 2661 seg
128 2818 seg

Como se muestra en la tabla, en todos los casos el Cluster Pohualli usando
como mdaximo 100 Cores obtiene un tiempo de cédlculo inferior al que requiere
Kanbalam usando a lo més los 128 Cores.

Haciendo uso de las métricas de aceleracién y eficiencia relativa®” se tiene
que para el Cluster Kanbalam S, = 5937/2818 = 2.10 donde lo esperado
serfa S32, = 32/128 = 4.00, para el caso de la eficiencia E3%, = (32/128) *
(5937/2818) = 0.52.

En el caso del Cluster Pohualli se tiene que Sig, = 9158/2661 = 3.44
dénde lo esperado serfa Si5, = 16/100 = 6.35, para el caso de la eficiencia
E{8, = (16/100) x (9158/2661) = 0.55.

Haciendo uso del mismo nimero de Cores base para Pohualli que para
Kanbalam, se tiene que Sja, = 5178/2661 = 1.94 dénde lo esperado serfa
Si%, = 32/100 = 3.12, para el caso de la eficiencia E{§, = (32/100) x*
(5178/2661) = 0.62;

29E] Cluster Kanbalam esta formado de procesadores AMD Opteron a 2.6 GHtz de 64
bits, cada 4 Cores con 8 GB de RAM interconectados con un switch de 10 Gbps de baja
latencia.

El Cluster Pohualli esta formado de procesadores Intel Xeon a 2.33 GHtz de 64 bits,
cada 8 Cores cuentan con 32 GB de RAM interconectados con un switch de 1 Gbps.

30 . . o Ty ’ . ’ P
Aceleracion relativa es SP = T—‘; para p > p', en la cual se espera que S§ ~ iR
. . . / / / " Ty
eficiencia relativa es Ef = %SII)’ = % 7
P
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De todo lo anterior, se desprende que el Cluster Pohualli obtiene valores
de una aceleracién y eficiencias relativas ligeramente mejores que el Cluster
Kanbalam, pero esto no se refleja en la disminucién de casi 6% del tiempo
de ejecucion y del uso de 28 Cores menos.

Ademss, el costo computacional®® C, = P % T, que para el caso del
cluster Kanbalam es (93 = 360,704 y en Pohualli es Cjgp = 266,100 que
representa una disminucién de 27%; ademads de un factor muy importante,
el Cluster Pohualli tuvo un costo monetario mucho menor con respecto del
Cluster Kanbalam.

17.5.3 Escalabilidad del Esquema DVS

Por 1iltimo, se realizaron pruebas®’ con el Cluster Kanbalam, mediante una
peticién especial para tener acceso a los 1024 Cores del Cluster, a la cual
el Comité Técnico del mismo dio acceso después de concluir un reparaciéon
mayor del equipo que obligd a apagar el Cluster, este acceso sélo se dio por
unas horas y de forma exclusiva, lo cual agradezco enormemente, ya que el
Cluster tiene una gran demanda dentro y fuera de la UNAM.

Las pruebas realizadas se hicieron usando desde 32 hasta 1024 Cores,
para las descomposiciones de 31 x 33 y 150 x 150 -23,017,500 grados de
libertad-, 31 x 33 y 200 x 200 -40, 920,000 grados de libertad- y 31 x 33 y
250 x 250 -63, 937, 500 grados de libertad- se obtienen los siguientes tiempos
de ejecucion.

Cores

Subdominio 32 64 128 256 512 1024
31 x 33y 150 x 150 | 7315 s | 4016 s 2619 s | 1941 s | 1541 s | 1298 s
31 x 33y 200 x 200 ND 16037 s | 4916 s | 3166 s | 2688 s | 2295 s
31 x 33y 250 x 250 ND ND 26587 s | 8716 s | 6388 s ND

31E] costo o trabajo de resolver un problema en paralelo es el producto del tiempo
de célculo en paralelo T}, por el nimero de procesadores usado P y se representa por
Cp=PxT,.

32No todas las pruebas que se plantearon fueron posibles de realizar, en algunos casos
la limitante fue las caracteristicas fisicas de los equipos computacionales, en otros es el
acceso limitado y de corta duracién -para el uso de 256, 512 y 1024 Cores en el Cluster
Kanbalam sélo se dispuso de unas cuantas horas de cémputo y en las cuales, varios Cores
del Cluster presentaron fallas de Hardware por lo que algunas corridas no se concluyeron
de forma satisfactoria-.
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En donde si usamos las métricas de aceleracion y eficiencia relativas obte-
nemos los siguientes resultados

.. . Aceleracion L
Subdominio Aceleracion Eficiencia
esperada

31 x 33y 150 x 150 | S32, = 4.7 | 532, =32 | B3, =02
31 x 33y200 x 200 | S84 =59 | 532 =8 | B0, =07
31x33y250 x 250 | SiB =4 | S22 =4 |E2Z=10

De esta tltima tabla -FE}% = 1.0 para la descomposicién 31 x 33 y 250 x
250-, se desprende que los algoritmos desarrollados son altamente escalables
en equipos paralelos, ya que es posible obtener una alta eficiencia al encontrar
descomposiciones adecuadas al Hardware. Y que pueden usarse para resolver
problemas que involucren una gran cantidad de grados de libertad.

17.6 Criterios Integrales para Evaluar el Esquema DVS

En el desarrollo e implementacién numérica de los distintos métodos de des-
composicién de dominio, es necesario medir de alguna forma la eficiencia de
los diversos métodos entre si, algunos criterios comiinmente usados son:

1. Dado un dominio 2 y una descomposicién fija, usar el nimero de ite-
raciones como criterio de eficiencia.

2. Dado un dominio €2 y haciendo refinamientos de la particién, usar el
numero de iteraciones como criterio de eficiencia.

3. Dado un dominio €2 y una descomposicién del mismo, buscar aquella
particién en la que el tiempo de ejecucién sea minimo al variar las
particiones posibles.

En principio, estas formas de medir la eficiencia de los diversos métodos no
deberfan de ser excluyentes entre si, por el contrario, juntas dan un criterio
robusto de la eficiencia de un método de descomposicién de dominio para
un problema en particular implementado en un equipo de cémputo en las
cuales ciertas descomposiciones son posibles -ya sea por limitaciones feno-
menolégicas o por cuestiones computacionales-.

Para mostrar las implicaciones de las distintas formas de medir la efi-
ciencia, se hace un andlisis de las diversas opciones para cada uno de los
Casos.
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1.- Dado un dominio 2 y una descomposicion fija, usar el nmiimero de
iteraciones como criterio de eficiencia En este caso, se usa la Ec.(17.1)
como simétrica, tomando una descomposicién del dominio {2 en tres dimen-
siones en la cual se toma una malla gruesalO x 10 x 10 que genera 10,000
subdominios y en la que cada subdominio es descompuesto en 10 x 10 x 10
elementos, los grados de libertad asociados al sistema son 970, 299, donde el
nimero de vértices primales usados es de 22,599. Obteniendo los siguientes
resultados:

PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
Iteraciones: 8 8 8 8

Aqui, lo inico que se observa, es que todos los métodos obtienen la misma
eficiencia global en cuanto al niimero de iteraciones, pero nada dice de los
tiempos involucrados en la ejecucién. Si ahora se toma en cuenta los tiempos
de ejecucion en un procesador se obtiene:

PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
Tiempo: 1,380s 1,387s 1,490s 1,520s

Y si se usan varios procesadores de un Cluster -en este ejemplo se usé el
Cluster Pohualli- se obtiene:

Cores | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
3 966s 965s 930s 953s
11 184s 186s 175s 181s
101 28s 29s 27s 27s

Esta forma integral de medir la eficiencia, da una idea mas realista de la
eficiencia de los métodos, pero nuevamente hay que tomar en cuenta que los
tiempos de ejecucién dependen directamente de la arquitectura de computo
en la que se realicen las pruebas, en especial del balanceo de la carga de
trabajo, de la infraestructura de red que interconecten los nodos del Cluster
y si estos son Cores virtuales o reales.

2.- Dado un dominio () y haciendo refinamientos de la particién,
usar el nimero de iteraciones como criterio de eficiencia En este
caso, se usa la Ec.(17.1) como simétrica, se toma una descomposicién del do-
minio €2 en dos dimensiones, en la primer tabla se muestra la descomposicién
usada, el nimero de subdominios, los grados de libertad asociados al sistema
y el nimero de vértices primales usados:
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Ejemplo Particién Subdominios | Grados Libertad | Primales
1 22 x 22y 22 x 22 484 233,289 441
2 24 x 24y 24 x 24 076 330,625 529
3 26 X 26 y 26 x 26 676 455,625 625
4 28 x 29y 28 x 28 784 613,089 729
5) 30 x 30y 30 x 30 900 808,201 841

En la segunda tabla se muestra el nimero de iteraciones requeridas para
alcanzar la tolerancia solicitada al método:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 13 14 15 16
2 14 14 15 15
3 14 14 15 15
4 14 14 15 15
5 15 14 15 15

En la siguiente tabla se muestra el tiempo de ejecucién en un procesador
para concluir las iteraciones:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 8s 7s 14s 27s
2 13s 13s 21s 40s
3 19s 19s 33s 61s
4 25s 27s 44s 85s
5) 36s 38s 61s 116s

En la tltima tabla se muestra el tiempo de ejecucion en 4 procesadores
para concluir las iteraciones:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 2.9s 2.95s 2.93s 2.99s
2 4.80s 4.89s 4.81s 4.85s
3 7.2s 7.4s 7.3s 7.4s
4 8.92s 8.95s 8.91s 8.93s
5 13.02s 13.05s 13.02s 13.3s

Nuevamente, esta forma integral de medir la eficiencia, da una idea mas
realista de la eficiencia de los métodos, pero nuevamente hay que tomar en
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cuenta que los tiempos de ejecucion dependen directamente de la arquitectura
de computo en la que se realicen las pruebas, en especial del balanceo de la
carga de trabajo, de la infraestructura de red que interconecten los nodos del
Cluster y si estos son Cores virtuales o reales.

3.- Dado un dominio {2 y una descomposicién del mismo, bus-
car aquella particién en la que el tiempo de ejecucién sea min-
imo al variar las particiones posibles Por tltimo, supéngase que de-
seo resolver la Ec.(16.1) con un dominio €2 mediante una discretizacién de
1024 x 1024 nodos (1,048,576 grados de libertad) mediante el algoritmo
NN-NP-PRIMAL#1 dado por la Ec.(13.21), de manera inmediata surgen
las siguientes preguntas: ;cudles son las posibles descomposiciones validas?
y jen cudntos procesadores se pueden resolver cada descomposicién?. Para
este ejemplo en particular, sin hacer la tabla exhaustiva, se tiene

Particién Subdominios Procesadores
2x2 y 512x512 4 235
4x4 vy 256x256 16 2,3,5,9,17
8x8 y 128x128 64 2,3,5,9,17,33,65
16x16 y 64x64 256 2,3,5,9,17,33,65,129,257
32x32 y 32x32 1024 2,3,5,9,17,33,65,129,..,1025
64x64 y 16x16 4096 2,3,5,9,17,33,65,129,...,4097
128x128 y 8x8 16384 2,3,5,9,17,33,65,129,...,16385
256x256 y 4x4 65536 2,3,5,9,17,33,65,129....,65537
512x512 y 2x2 262144 2,3,5,9,17,33,65,129....,262145

De esta tabla es posible seleccionar las descomposiciones que se adecuen
a las caracteristicas del equipo paralelo con que se cuente, para evaluar el
tiempo de ejecucién de este ejemplo use la PC Antipolis, obteniendo resul-
tados mostrados en la tabla de la seccién (17.5.1).

De estos resultados, se desprende que, dependiendo del tamano de la malla
gruesa -nimero de subdominios a trabajar- y de la malla fina, es siempre posi-
ble encontrar una descomposicién de dominio en que el tiempo de célculo sea
minimo, tanto al usar un solo Core -programa secuencial 26 segundos-, como
al usar multiples Cores interconectados mediante la biblioteca de paso de
mensajes MPI -el tiempo minimo se obtuvo usando 6 Cores en 21 segundos-,
pero es también notorio el efecto que genera el mal balanceo de carga, el cual
se refleja en que no disminuye el tiempo de ejecucién al aumentar el nimero
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de procesadores y en algunos casos el tiempo aumenta conforme se agregan
més Cores.

Nétese que conforme la particién en los subdominios se hace més fina,
se incrementa notablemente el tiempo de cédlculo necesario para resolver los
sistemas lineales asociados a los subcllominios, en particular en la resolucién
del sistema lineal asociado a (énn> , si el nimero de nodos por subdominio
es grande puede que exceda la cantidad de memoria que tiene a su disposicion
el Core y por el contrario, un nimero pequeno de nodos generarian una
infrautilizacién del poder computacional de los nodos esclavos.

Por otro lado, el refinamiento de la malla gruesa, involucra un aumento
considerable del niimero de objetos subdominio en los nodos esclavos, con los
que el nodo maestro tendrd comunicacion, incrementando la granularidad de
las comunicaciones, con la consecuente degradacién en la eficiencia.

De todo lo anterior se pueden hacer algunas observaciones impor-
tantes Para una evaluacién objetiva e integra de la eficiencia de los diversos
métodos de descomposicion de dominio -en particular de los desarrollados- y
su implementacién computacional en una arquitectura de cémputo particu-
lar, es necesario tomar en cuanta los siguientes factores:

e Niumero de iteraciones para una descomposicién dada.

e Nimero de iteraciones para diferentes particiones de una descomposi-
cién dada.

e Eleccién de la particiéon que genere el menor tiempo de ejecucion para
un problema en una arquitectura de cémputo especifica.

Estas formas de medir la eficiencias en su conjunto, dan una idea realista
de la eficiencia de los métodos, pero hay que tomar en cuenta que los tiempos
de ejecucién dependen directamente de la arquitectura de cémputo en la que
se realicen las pruebas, en especial del balanceo de la carga de trabajo, de la
infraestructura de red que interconecten los nodos del Cluster y si estos son
Cores virtuales o reales.
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18 Conclusiones y Trabajo Futuro

Los modelos matematicos (véase [37] y [10]) de muchos sistemas de interés,
incluyendo una gran cantidad de sistemas importantes de Ciencias de la
Tierra e Ingenierfa, conducen a una gran variedad de ecuaciones diferen-
ciales parciales cuyos métodos de solucion estan basados en el procesamiento
de sistemas algebraicos de gran escala. Ademads, la increible expansién ex-
perimentada por el Hardware y Software computacional existente, ha hecho
posible el efectivo tratamiento de problemas de un cada vez mayor incre-
mento de diversidad y complejidad que poseen las aplicaciones Cientificas y
de Ingenieria.

El cémputo en paralelo destaca entre las nuevas herramientas computa-
cionales y para hacer uso efectivo de los equipos de computo de alto de-
sempeno mds avanzados disponibles actualmente, el Software que aproveche
al maximo el equipo paralelo es requerido. Los métodos de descomposi-
cién de dominio han sido desarrollados precisamente para hacer un efectivo
tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales en paralelo.

Idealmente, el objetivo principal en la investigacion de los métodos de des-
composicién de dominio es producir algoritmos capaces de obtener la solucion
global por la resolucion de problemas locales exclusivamente, pero hasta ahora,
esto solo ha sido una inspiracién, que es, un fuerte deseo para lograr dichas
propiedades y por eso lo llamamos el paradigma DDM. En la anterior década,
los algoritmos competitivos de descomposicién de dominio desarrollados han
sido los métodos precondicionados sin traslape y necesariamente incorporan
restricciones, los cuales poseen un reto adicional para el paradigma DDM.

En el presente trabajo introducimos un grupo de ocho algoritmos, de
los cuales, cuatro son precondicionados, a los que nos referiremos como los
algoritmos DVS (véase [30], [38]), los cuales satisfacen el paradigma DDM.
De ellos se derivan los eficientes y bien conocidos algoritmos BDDC y FETI-
DP, los cuales fueron incorporados en un nuevo marco de trabajo; el método
de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS).

Asi, para poner en perspectiva nuestros desarrollos, el presente trabajo se
inicio con una revisién de las formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann a nivel continuo, para después dar paso a la derivacién del método
de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados y se muestra
como este esquema es puesto dentro de las formulaciones continuas, comple-
tando asf el modelo matematico del esquema DVS.

Con el modelo matemadtico del esquema DVS derivado, se procede ha
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presentar la formulacién numérica -que esta estrechamente ligada a la imple-
mentacion computacional- y detallar las caracteristicas de la implementacion
computacional tanto en su forma secuencial como paralela; y mediante ejem-
plos numeéricos, se realiza el analisis y discusion de resultados (véase [39]) para
algunos problemas emblemadticos que generan sistemas algebraicos simétri-
cos, no simétricos e indefinidos. Finalmente, en la presente seccién se dan
las conclusiones de los logros alcanzados en este trabajo y se esboza lo que
se considera pueden ser sus perspectivas.

18.1 Conclusiones

La formulacién del método de descomposicién de dominio en espacio de vec-
tores derivados (véase [30], [38]), es un esquema que involucra 8 algorit-
mos, este es un marco unificador de dos de las formulaciones algebraicas
m&s comunmente usados en los métodos de descomposicién de dominio sin
traslapes, estos son: Finite Element Tearing and Interconnect Dual-Primal
(FETI-DP) y Balancing Domain Decomposition by Constraints (BDDC)
(véase [18], [12], [43], [57], [67], [68], [70] y [72]).

Un breve y efectivo resumen de los ocho métodos de descomposicion de
dominio sin traslape en el espacio de vectores derivados, de los cuales cuatro
son formulaciones primales y los otros cuatro son formulaciones duales, es
dado a continuacion:

1. Las formulaciones no precondicionadas son:

e Formulacién Dirichlet-Dirichlet

{@_UA —f. v jus=0, (PRIMAL#1) (18.1)

e Formulacién Neumann-Neumann

JSAa=jS"'f, ¥ ada=0, (DUAL#l)
A=S5"jS"f, v aSvya=0, (PRIMAL#2)
= 5aSjS~'f, v jS7'p, =0, (DUAL#2)

»n [[W!

24

112
KA

(18.2)

2. Las formulaciones precondicionadas son:
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e Formulaciéon Dirichlet-Dirichlet DVS BDDC
aS~'aSup =aST'f, Y jua =0, (PRIMAL#1) (18.3)

Formulaciéon Neumann-Neumann DVS FETI-DP
JSiST AN = jSiST f, vy ada=0, (DUAL#1)

donde u, = aS™* (iA - lAA)

(18.4)

Formulacion Neumann-Neumann DVS-PRIMAL
jSjST'f, v aSua =0, (PRIMAL#2)

don&e Uy = a:q (iA - Z—&A)

$7jSjus =S

(18.5)

Formulacién Neumann-Neumann DVS-DUAL
SaS~'ap, = SaSaSjS™'f, v jS'p, = 0,(DUAL#2)
donde up = aS™" (iA —i—gA)

(18.6)

El paradigma DVS, constituido por 8 algoritmos con caracteristicas simi-
lares, a los cuales nos hemos referido como los algoritmos DVS. Donde cada
uno de los algoritmos precondicionados posee las siguientes conspicuas carac-
teristicas:

e Las formulaciones Dual y Primal de dos de los métodos comiinmente
usados -FETI-DP y BDDC- han sido derivadas de una manera unifi-
cada. El esquema desarrollado incluye formulaciones algebraicas para
matrices simétricas, no simétricas e indefinidas -i.e. no positivas y
no negativas definidas-. Ademsds se detallan las condiciones que tales
matrices deben de satisfacer para que los algoritmos generales sean
aplicables.

e El esquema DVS permite aplicar técnicas de descomposicién de dominio
directamente al sistema de matrices que son obtenidas después de que la
ecuacion diferencial o sistema de tales ecuaciones han sido discretizadas.
La aplicacién de tales procedimientos no requieren del conocimiento
acerca de la ecuacién diferencial que originé las matrices.

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 346 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

Los algoritmos tienen una aplicabilidad general, ya que ellos pueden
ser aplicables a problemas de valor en la frontera asociados a una sola
ecuacién diferencial o a sistemas de ecuaciones.

Para cada uno de los algoritmos, se han desarrollado formulaciones
explicitas en términos de matrices; ellos estan dados en las Ecs.(13.4,
13.21, 13.30, 13.43, 13.11, 13.29, 13.36 y 13.50).

Tales formulaciones permiten desarrollar cédigos que satisfacen el para-
digma DDM, i.e. en el cual la solucion del problema global es obtenida
exclusivamente por resolucion de problemas locales.

Son precondicionados y con restricciones. En el caso de matrices no
simétricas, la eficiencia numérica de los algoritmos precondicionados
estdn en el mismo orden como los algoritmos de descomposiciéon de
dominio del estado del arte (véase [34] y [35]).

Ademis, hay varias propiedades numéricas y computacionales de los al-
goritmos DVS que destacan, entre las mas importantes se tienen:

El cédigo es independiente de la geometria.

El codigo que se obtiene es robusto, ya que con ligeras modificaciones
es aplicado a problemas en dos y tres dimensiones; ademds soportan
matrices simétricas, no simétricas e indefinidas

El mismo cédigo puede ser aplicado a una sola ecuacién eliptica y a
sistemas de ecuaciones de elasticidad lineal, con cambios minimos en
comportamientos especificos.

Los algoritmos desarrollados son paralelizables y escalables con una
alta eficiencia computacional.

El cédigo soporta diferentes métodos de solucién de sistemas lineales
-directos e iterativos- en los subdominios.

El algoritmo global es débilmente acoplado a los subdominios.

El desarrollo del c6digo orientado a objetos simplifica la programacion,
permitiendo que ha partir de la implementacién secuencial se genere la
implementacién paralela con un minimo de cambios, con la consecuente
facilidad de expansién y mantenimiento del cédigo.
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e Los codigos desarrollados fueron aplicados para resolver diversos pro-
blemas con valores en la frontera que existen en el modelado de ciertos
fenémenos geofisicos, tales como el transporte de solutos en fluidos
libres como en fluidos en medios porosos. También presentamos resul-
tados para problemas de elasticidad estética, de este modo ilustramos
la aplicacion de los algoritmos desarrollados a sistemas de ecuaciones
diferenciales.

Por otro lado, las formulaciones FETI-DP y BDDC son 6ptimas en el sen-
tido de que el nimero de condicionamiento x de estos problemas de interfases
convergen asintéticamente como (véase [27], [16] y [19])

k=0 (1+log” (H/h)) (18.7)

-los términos H y h son tomados segun definiciones de la seccién (12.1)-
nuestras formulaciones de los algoritmos DVS FETI-DP y DVS BDDC en el
espacio de vectores derivados muestran un desempeno similar cuando usan
el mismo conjunto de restricciones primales.

Estas propiedades hacen de los algoritmos DVS muy adecuados como he-
rramientas usadas en la construccién de Software masivamente paralelizables,
necesario para ser usada en la programacién de las computadoras paralelas
de alto desempetio disponibles actualmente®’.

18.2 Trabajo Futuro

De los algoritmos desarrollados, dos hasta donde se tiene conocimiento son
totalmente diferentes a cualquiera de los reportados anteriormente y deben
ser motivo de investigaciones futuras, ademds de que los métodos que se
mostraron hasta ahora sélo se ha aplicado a problemas elipticos escalares
y se inicia a problemas vectoriales, pero es posible aplicarlos a problemas
parabolicos escalares y vectoriales tanto lineales como no lineales, por ello el
trabajo futuro puede ser esbozado como:

e Hacer una investigacién sobre nuestros métodos no reportados en la
literatura.

33Una versién de los cédigos desarrollados de los algoritmos DVS estd en linea en la
pégina WEB http://www.mmec.geofisica.unam.mx/acl/DVS/
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e Aplicar los métodos desarrollados y ampliar el c6digo para soportar:

1. Problemas elipticos con condiciones de frontera tipo Robin.
2. Problemas parabdlicos escalares y vectoriales.

3. Problemas elipticos y parabdlicos no lineales.

e Implementar un mecanismo computacional que permita definir ecua-
ciones o sistemas de ecuaciones, sus pardmetros y condiciones de fron-
tera para que el cédigo sea independiente de ellas.

En cuanto a la implementacién computacional de los métodos desarro-
llados, la paralelizacion se realiza mediante el paso de mensajes usando la
biblioteca MPI en C++ para interconectar cada uno de los Cores del Cluster.
Pero es posible usar eficientemente la interconexién de memoria compartida
de los actuales equipos de computo mediante OpenMP y ademés usar los
cada vez mas numerosos Cores CUDA -que una sola tarjeta NVIDIA TESLA
puede tener del orden de cientos ellos-.

Los métodos de descomposiciéon de dominio sin traslape y en particular
el esquema DVS implementado con sus ocho algoritmos, pueden hacer uso
de esta forma integradora de paralelismo. Para ello, la interconexién de los
equipos de memoria compartida, se realizarfa mediante MPI y en cada equipo
de memoria compartida se manipularfan uno o més subdominios mediante
OpenMP -al ser cada subdominio independiente de los deméds- y la manipu-
lacién de matrices y operaciones entre matrices y vectores que requiere cada
subdominio se realizarfan en las tarjetas NVIDIA mediante los numerosos
Cores CUDA.

Donde la integracién de esta forma de paralelismo en el cédigo, es un paso
natural, que involucra hacer cambios minimos al cédigo, al ser necesario sélo
cambiar los comportamientos locales que requieren otro tipo de paralelismo
al implementado actualmente, ya que la jerarquia de clases del cédigo desa-
rrollado permite especializar los comportamientos que implementan las co-
municaciones y esto queda de manifiesto al reutilizar toda la jerarquia de
clases de la implementacién secuencial en la paralela.

Esto permitirfa tener cédigos reutilizables en distintas arquitecturas de
computo paralelo, ademads de hacer uso de equipos de cémputo cada vez mas
asequibles y de menor costo, pero con una creciente eficiencia computacional
que pueden competir con los grandes equipos de cémputo de alto desempeno.
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19 Apéndice A: Consideraciones Sobre la For-
mulacién Numérica y su Implementacion
Computacional

Para realizar la implementacion de cada uno de los métodos desarrollados de
descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS) -véase
seccién (15.2)-, es necesario trabajar con los operadores a,j, S y S™!, asi
como realizar las operaciones involucradas entre ellos. -

Normalmente los operadores S y S™' no se construyen -son operadores
virtuales- porque su implementacién generaria matrices densas, las cuales
consumen mucha memoria y hacen ineficiente su implementacién computa-
cional. En vez de eso, sélo se realizan las operaciones que involucra la defini-
cién del operador, por ejemplo Sur

-1
Sur = (éAA — A, (ém‘J éHA) Yr (19.1)

en donde, para su evaluacién sélo involucra la operacién de multiplicacién
matriz-vector y resta de vectores, haciendo la evaluacién computacional efi-
ciente.

En el presente apéndice se desarrollan las operaciones que se requieren
para implementar a cada uno los operadores involucrados en los métodos
desarrollados y que matrices en cada caso son necesarias de construir, siempre
teniendo en cuenta el hacer lo mds eficiente posible su implementacién y
evaluacién en equipos de computo de alto desempeno.

19.1 Matrices Virtuales y Susceptibles de Construir

La gran mayorfa de las matrices usadas en los métodos de descomposicion de
dominio son operadores virtuales, por ejemplo el operador S, que es definido
como

~1
S=4,0 " 4an (énn) Ana (19.2)

y es formado por

E
5=) 5" (19.3)
a=1
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donde S a su vez estd constituida por el complemento de Schur local al
subdominio €2,

—1
5" = AL, ~ A4 (Ahn) A5 (19.4)

~1
pero, de nuevo, las matrices locales S y (A%H) no se construyen ya que

A?[HU_H = ﬁ:u_n donde §: es definido como

—1
éﬂ' - é?rﬂ' - éw[ <é11) é]ﬂ" (]‘95)
Entonces, las matrices susceptibles de ser construidas en cada subdominio
Q, son
é]l’éIﬂ"éIA’éﬂ'[’éﬂ'ﬂ"éﬂ'A’éAI’éAﬂ' yéAA (196)
T T T
pero éaw = (é:1> ) é?A = (éi» y é:A = <ézﬂ> , asi, las tnicas
matrices susceptibles de construir son

Ay Ay A A A0 A (197)

=Ir’ ) =IA =nn
donde todas ellas son locales a cada subdominio €2,, con una estructura
acorde al tipo de discretizacién discutida en las secciones (12.5 y 15.1) y en
este apéndice.

Por lo anterior, nétese que el operador é -t tampoco se construye, para
evaluar S~ 'ur se usa el procedimiento indicado en la seccién (19.3).

Otros operadores como son las matrices a y j pueden ser o no construidos,
pero es necesario recordar que j = I — a, asf que, en principio j no serfa
necesario construir, por otro lado los operadores a y j sélo existen en el
nodo maestro -donde se controla a los nodos duales y primales y no en los
subdominios-; y estas matrices en caso de ser construidas serdn dispersas, con
pocos valores por renglén -segin el nimero de subdominios que compartan
a cada uno de los nodos de la frontera interior- y estdn sujetas al tipo de
triangulacién usada en la descomposicién de la malla gruesa del dominio.

19.2 Evaluaciéon de la Matriz é con Nodos Primales
Definidos

En todos los casos donde aparece el operador S, ya que, sélo interesa la
evaluacién de Syr, i.e. vpr = Syr, entonces se reescribe al operador S en
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términos de sus componentes por subdominio

> ga] yr (19.8)

para evaluar, el vector yr se descompone en los subvectores yr® correspondi-
entes a cada subdominio Qa. Asi, para evaluar ur® = S*yr® se usa el hecho
de que

ur =

-1
5o =A% - A%, (4n,) An, (19.9)

en donde, se tiene que evaluar

-1
ur® = (éAA —An <énn> éHA) yr® (19.10)

estas evaluaciones en cada subdominio €2, pueden realizarse en paralelo.
Para evaluar de forma eficiente esta expresién, se realizan las siguientes
operaciones equivalentes

el = A% y° (19.11)
-1

r2 = (éAn (énn) éHA) yr®

ur® = zl—22

la primera y tercera expresiéon no tienen ningiin problema en su evaluacion,
para la segunda expresién se tiene que hacer

z3 = Al yr” (19.12)

con este resultado intermedio se debe calcular

wh = <A°‘ >_1x_3 (19.13)

—IIIT

-1
pero como no se cuenta con <AEH> ya que seria una matriz densa, entonces

se multiplica la expresién por éﬁn obteniendo

A® 4 = A° (AO‘ )_1@ (19.14)

=IIII— —IIIT \=IIII
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al simplificar, se obtiene
A x4 = 23. (19.15)

= EES
Esta tltima expresiéon puede ser resuelta usando Gradiente Conjugado o
alguna variante de GMRES. Una vez obtenido x4, se puede calcular

22 = AS x4 (19.16)

asi
=gl — 22 (19.17)

5

completando la secuencia de operaciones necesaria para obtener ur® = S®yr®.

Observacion 8 FEn el caso de la expresion dada por la Ec.(19.15) al aplicar
un método iterativo, sélo interesard realizar el producto é?mx_n, 0 mds pre-

cisamente S ;xw, donde

s (4 -4,(a) " &) 1919

entonces si se llama x," al vector correspondiente al subdominio i, se tiene

B (4, -4, (2) 4, ) 19,19

para evaluar de forma eficiente esta expresion, se realizan las siguientes ope-
raciones equivalentes

ul = A (19.20)
) o\l

u2 = (éﬂ (én> é[ﬂ) Li

ar' = ul—u2

la primera y tercera expresion no tienen ningin problema en su evaluacion,
para la sequnda expresion se tiene que hacer

ud = A" x, (19.21)

=Ir!

con este resultado intermedio se debe calcular

u3 — (Ai >1u_4 (19.22)

=II
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NS
pero como no se cuenta con (A}J , entonces se multiplica la expresion por

A'  obteniendo

=17
. , N
é[[u—3:é]] <é]1> U_4 (1923)
al simplificar, se obtiene '
A, ud = ud. (19.24)

Esta tltima expresion puede ser resuelta usando métodos directos -Facto-
rizacion LU o Cholesky- o iterativos -Gradiente Conjugado o alguna variante
de GMRES- cada una de estas opciones tiene ventajas y desventajas desde
el punto de vista computacional -como el consumo de memoria adictonal o
el aumento de tiempo de ejecucion por las operaciones involucradas en cada
caso- que deben ser evaluadas al momento de implementar el cédigo para un
problema particular. Una vez obtenido ud, se puede calcular

u2=A' ud (19.25)

as?

!

ar' = ul — u2 (19.26)

completando la secuencia de operaciones necesaria para obtener ﬁ;%-

19.3 Evaluacidon de la Matriz é_l con Nodos Primales
Definidos

En los algoritmos desarrollados interviene el célculo de S™*, dado que la ma-
triz S no se construye, entonces la matriz S™' tampoco se construye. En
lugar de ello, se procede de la siguiente manera: Se asume que en las opera-
ciones anteriores al producto de S™', se ha obtenido un vector. Supéngase
que es vp, entonces para hacer N

N

ur = S~ 'op (19.27)

se procede a multiplicar por S a la ecuacién anterior
Sup =SS~ op (19.28)

obteniendo
Sur =v

(19.29)
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es decir, usando algin proceso iterativo -como CGM, GMRES- se resuelve
el sistema anterior, de tal forma que en cada iteracién de Ei se procede
como se indico en la seccién del célculo de S, resolviendo Sur = vr mediante
iteraciones de up'*' = Sur’. N

19.4 Calculo de los Nodos Interiores

La evaluacién de

-1
Un = — (éﬂl‘[) Apala (19.30)
involucra de nuevo célculos locales de la expresién
~1
u® = — (éﬁn> A% up® (19.31)
-1
aqui otra vez estd involucrado <éﬁn) , por ello se debe usar el siguiente

procedimiento para evaluar de forma eficiente esta expresion, realizando las
operaciones equivalentes

R (19.32)

-1
wt = (45,) o

multiplicando por A7 - la ultima expresién, se obtiene

-1
At = A (An) (19.33)

simplificando, se obtiene

Al g = o (19.34)

esta ultima expresion puede ser resuelta usando métodos directos -como Fac-
torizacion LU o Cholesky- o mediante métodos iterativos -como Gradiente
Conjugado o alguna variante de GMRES- como se indica en la observacion

(8).

19.5 Descomposicion de Schur sin Nodos Primales

En el caso de que en la descomposicién no se usen nodos primales, la matriz
virtual global A queda como
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1 1
=JI % g ééA
Q é]l 9 =JIA
A= 0 0 0 (19.35)
n n WF E
=AI =AI =AI =AA

de donde Az = b se implementa como

é( fi ) - (bbi ) (19.36)

i.e.
E 1 E -1
(Z (éAA — A%, <é?1) ém)) Tp=ba— Z <éAI (éll> Z‘)I)
a=1 a=1
(19.37)
una vez encontrado z,, se encuentra z; mediante
~1
2f = (45,) (b - 45,08). (19.39)

19.6 DYVS para Ecuaciones Escalares y Vectoriales

Con el fin de ejemplificacién, se supone una ecuacién escalar en dos dimen-
siones definida en un dominio €2, mediante una descomposicién en subdomin-
ios usando una malla estructurada cartesiana como se muestra en la figura:

En este caso, serfa una descomposicién del dominio 2 en 3x3y 6 x5, la
malla gruesa seria descompuesta en 3 X 3 = 9 subdominios {2, y donde cada
uno de ellos tiene una particién fina de 6 x 5 i.e. 42 = (6+ 1) (5+ 1) grados
de libertad por subdominio. En el caso vectorial, en el cual cada grado de
libertad contiene C' componentes, el nimero de grados de libertad total serd
igual a ((6+ 1) % (5+ 1) xC). Por ejemplo, en el caso de C' = 3 se tienen
126 grados de libertad por subdominio (véase [15]).

EDP Vectoriales en Dos y Tres Dimensiones FEn el caso de una
ecuacién vectorial en dos -tres- dimensiones, si el dominio {2 es descompuesto
en una malla estructurada cartesiana, donde la particién gruesa de n x m
-6 n X m X o- subdominios 2, y donde cada uno es descompuesto en una
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Q

e

-

Figura 28: Dominio €2 descompuesto en una particién gruesa de 3 x 3 y cada
subdominio €2; en una particién fina de 6 x 5.

particién fina de r X s -6 r X s X t-, en el cual cada grado de libertad con-
tiene C' componentes, el nimero de grados de libertad por subdominio es
(r+1D)*(s+1)*xC-6(r+1)x(s+1)*(t+1)xC-.

A partir de la formulacién de los métodos desarrollados, se generan las
matrices locales en cada subdominio, de esta forma se obtiene la descom-
posicién fina del dominio, generdndose de manera virtual el sistema lineal
definido por el método DVS que se este implementando.

La implementacién computacional que se desarrollé tiene una jerarquia
de clases en donde la clase DPMethod realiza la particién gruesa del dominio
usan-do la clase Interchange y controla la particién de cada subdominio medi-
ante un objeto de la clase de RectSub generando la particién fina del dominio.
La resolucioén de los nodos de la frontera interior se hace mediante el método
de CGM o alguna variante de GMRES.

El método de descomposicién de dominio en el espacio de vectores deriva-
dos se implementé realizando las siguientes tareas:

A) La clase DPMethod genera la descomposicién gruesa del do-
minio mediante la agregacién de un objeto de la clase Interchange,
se supone que se tiene particionado en n X m -6 n X m X o- sub-
dominios.

B) Con esa geometria se construyen los objetos de RectSub -uno
por cada subdominio 2,-, donde cada subdominio es particionado

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 357 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

en r X s -6 rx s X t- subdominios y se regresan las coordenadas de
los nodos de frontera del subdominio correspondiente a la clase
DPMethod.

C) Con estas coordenadas, la clase DPMethod conoce a los no-
dos de la frontera interior -son estos los que resuelve el método
de descomposicién de dominio-. Las coordenadas de los nodos
de la frontera interior se dan a conocer a los objetos RectSub,
transmitiendo sélo aquellos que estan en su subdominio.

D) Después de conocer los nodos de la frontera interior, cada ob-
jeto RectSub calcula las matrices locales sin realizar comunicacién
alguna. Al terminar de calcular las matrices se avisa a la clase
DPMethod de la finalizacién de los cdlculos.

E) Mediante la comunicacién de vectores del tamafio del nimero
de nodos de la frontera interior entre la clase DPMethod y los
objetos RectSub, se prepara todo lo necesario para empezar el
método de CGM o GMRES y resolver el sistema lineal virtual.

F) Para aplicar el método de CGM o GMRES, en cada iteracién
se transmite un vector del tamano del nimero de nodos de la
frontera interior para que en cada objeto se realicen las opera-
ciones pertinentes y resolver asi el sistema algebraico asociado,
esta comunicacién se realiza de ida y vuelta entre la clase DP-
Method y los objetos RectSub tantas veces como iteraciones haga
el método. Resolviendo con esto los nodos de la frontera interior

ur,-

G) Al término de las iteraciones, se pasa la solucién ur, de los
nodos de la frontera interior que pertenecen a cada subdominio
dentro de cada objeto RectSub para que se resuelvan los nodos

-1
locales al subdominio u,%* = — (A?IH> A?I ur®, sin realizar co-
municacién alguna en el proceso, al concluir se avisa a la clase
DDM de ello.

I) La clase DPMethod mediante un tdltimo mensaje avisa que se
concluya el programa, terminado asf el esquema Maestro-Esclavo.

Anadlisis de Comunicaciones Para hacer un analisis de las comunica-
ciones en una ecuacién vectorial con C' componentes, entre el nodo principal
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y los nodos esclavos en el método DVS es necesario conocer qué se trasmite
y su tamano, es por ello que en la medida de lo posible se detallan las comu-
nicaciones existentes -hay que hacer mencién que entre los nodos esclavos no
hay comunicacién alguna-.

Tomando la descripciéon del algoritmo detallado anteriormente, en donde
se supuso una particion del dominio €2 con una malla estructurada cartesiana
enn X m-6nXm X o en tres dimensiones- para la malla gruesa y r x s
-6 r X s X t- para la malla fina, las comunicaciones correspondientes a cada
inciso son:

A) El nodo maestro transmite 2 coordenadas en dos -en tres—
dimensiones correspondientes a la delimitacion del subdominio.

B)2x(r+1)*x(s+1)xC-62x(r+1)x(s+1)*x(t+1)xC-
coordenadas transmite cada subdominio al nodo maestro.
C)Alomésnxm*2x(r+1)x(s+1)*xC -6 nxm*ox2x(r+1)x
(s+1)x(t+1) *C- coordenadas son las de los nodos de la frontera
interior, y sélo aquellas correspondientes a cada subdominio son
trasmitidas por el nodo maestro a los subdominios en los esclavos
siendo estas a lo més 2k (nxm)x(rxs)xC -6 2x(nxmxo)*(rxsxt)+C-
coordenadas.

D) Sélo se envia un aviso de la conclusién del calculo de las ma-
trices.

E)Alomas 2% (r+1)*(s+1)%«C -6 2% (r+1)«(s+1)*(t+1)x*
C- coordenadas son transmitidas a los subdominios en los nodos
esclavos desde el nodo maestro y los nodos esclavos transmiten al
nodo maestro esa misma cantidad informacion.

F)Alomés 2x(r+1)*«(s+1)«C -6 2% (r+1)*(s+ 1)« (t+1)x*
C- coordenadas son transmitidas a los subdominios en los nodos
esclavos y estos retornan un nimero igual al nodo maestro por
iteracién del método de CGM o alguna variante de GMRES.

G) Alomés 2% (r+1)x(s+1)*C -6 2% (r+1)*(s+1)*(t+1)*C-
valores de la solucién de la frontera interior son transmitidas a los

subdominios en los nodos esclavos desde el nodo maestro y cada
objeto transmite un nico aviso de terminacion.

I) El nodo maestro manda un aviso a cada subdominio en los
nodos esclavos para concluir con el esquema.
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En todos los casos, la transmision se realiza mediante paso de arreglos de
enteros y nimeros de punto flotante que varfan de longitud pero siempre son
cantidades pequenas de estos y se transmiten en forma de bloque, por ello
las comunicaciones son eficientes.

EDP Escalares como un Caso Particular de EDP Vectoriales En
el caso de trabajar con ecuaciones escalares en dos o tres dimensiones con
una malla estructurada cartesiana, en vez de ecuaciones vectoriales, todo el
andlisis anterior continua siendo vélido y sélo es necesario tomar el niimero de
componentes C' igual a uno, manteniéndose la estructura del cédigo intacta.

Esto le da robustez al cédigo, pues permite trabajar con problemas es-
calares y vectoriales con un pequeno cambio en la estructura del programa,
permitiendo resolver una gama mds grande de problemas.

Tamano de las Matrices Locales. Ahora, si se supone que el dominio
Q0 C R3 es descompuesto con una malla estructurada cartesiana en una
particién gruesa de n x m x o subdominios (), y cada subdominio 2, es
descompuesto en una particiéon fina de r X s X ¢, con nimero de compo-
nentes igual a C| entonces el nimero de grados de libertad por subdominio
es (r+1)x(s+1)*(t+ 1) C. En la cual se usa un ordenamiento estdndar
en la numeracion de los nodos dentro de cada subdominio
El mimero de nodos interiores es

N =@ —1x*(s—1)*(t—1) (19.39)

el nimero de nodos primales, suponiendo que se usa restriccion en los vértices
es
Nt=(mn—-1)x(m—1)*(o—1) (19.40)

y el nimero de nodos duales es a lo més
N2 =25 [((r—1)+ (s — 1)) % (t — 1)] (19.41)

entonces se tiene que el tamano y la estructura de cada una de las matrices
locales

Al A A AL AT AL AL Ay A

=Ir’ ) =IA =nI ) = AT =A =A
generadas por la descomposicion fina del subdominio seré:

) AZH es una matriz cuadrada de N’ x N’ nodos, con una estructura
bandada
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° AZIW es una matriz rectangular de N7 x N™ nodos, con una estructura
dispersa

e A’ es una matriz rectangular de N™ x N’ nodos, con una estructura

=l

dispersa y transpuesta de ézhr

) AZI A €5 una matriz rectangular de N’ x N2 nodos, con una estructura

dispersa

° AzAI es una matriz rectangular de N x N nodos, con una estructura

dispersa y transpuesta de ézl A

) Ajr A €S una matriz rectangular de N™ x N2 nodos, con una estructura
dispersa

° AZAW es una matriz rectangular de N™ x N2 nodos, con una estructura

dispersa y transpuesta de é; A

) Ajm es una matriz cuadrada de N™ x N™ nodos, con una estructura
bandada

° AlA A €S una matriz cuadrada de N® x N2 nodos, con una estructura
bandada

Para informacién sobre la estructura de las matrices bandadas véase la
seccién (20.2) y para matrices dispersas véase la seccién (20.3).

19.7 Meétodo de Descomposicion de Dominio de Sube-
structuracion

La solucién numérica por los esquemas tradicionales de discretizacion -tipo
Elemento Finito y Diferencias Finitas- generan una discretizaciéon del pro-
blema, la cual es usada para generar un sistema de ecuaciones algebraicos
Au = b. Este sistema algebraico en general es de gran tamano para problemas
reales.

En esta seccién y sin pérdida de generalidad se considerardn problemas
con valor en la frontera (VBVP) de la forma

Lu = f en( (19.42)
u = g sobre 0f)
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donde
Lu=—V-a-Vu+cu (19.43)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, como un caso particular
del operador eliptico de orden 2 y para ejemplificar se toma un dominio
Q) C R? con fronteras poligonales, es decir, {2 es un conjunto abierto acotado
y conexo tal que su frontera OS2 es la unién de un nidmero finito de poligonos.

Si multiplico a la ecuacién —V - a-Vu+cu = fq por v € V = H} (Q), se
obtiene B

—v(V-a-Vu+cu) =vfq (19.44)
aplicando el teorema de Green se obtiene
/ (Vv ca-Vu+ cuv) dr = / vfodz. (19.45)
Q - Q

Definiendo el operador bilineal

a(u,v) = / (Vv-a-Vu+ cuw)dz (19.46)
o 4
y la funcional lineal
l(v) =(f,v) = / v fodx (19.47)
Q

entonces se puede reescribir el problema en forma variacional, haciendo uso
de la forma bilineal a (-, -) y la funcional lineal [ (-).

Donde las funciones lineales definidas por tramos en {2, en este caso seran
polinomios de orden uno en cada variable de forma separada y cuya restric-
cién de ¢, a Q. es ¢Ee). Para simplificar los cédlculos en esta etapa, se supone
1
01

izquierdo de la Ec.(5.32) queda escrita como

que la matriz a = a < ) , entonces se tiene que la integral del lado

/Q (an)i Vo, + C¢Z¢j) dxdy = /Qfg¢jdxdy (19.48)
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donde

Ky = /Q (a6, - Vo, + corg;) dudy (19.49)

E
_ Z / (av¢§€>-v¢§e)+c¢§6>¢§?)) dxdy

() e (e)
= § / o, 2700,
(‘3x 81: oy 0Oy

y el lado derecho como

+ qb(e ¢ . ) dxdy

F;, = /fggbjdxdy (19.50)
Q

E
= Z/ ngzﬁg.e)dxdy.
e=1 v e

Se considera el problema dado por la Ec.(19.42) en el dominio €2, el cual
es subdividido en E subdominios €2;, ¢ = 1,2, ..., F sin traslape, también
conocida como malla gruesa 7y, es decir

E
LNy =2 Vi£j y Q=% (19.51)
=1
y al conjunto
E
I=Jr, siT;=00,\00 (19.52)

i=1
lo lamo la frontera interior del dominio §2.

Un ejemplo de un dominio {2 y su descomposiciéon en subdominios €2; y
cada €2; a su vez descompuesto en €2, subdominios. Sin pérdida de genera-
lidad se toma g = 0 en 0f), nétese que siempre es posible poner el problema,
de la Ec.(19.42) como uno con condiciones de frontera Dirichlet que se nuli-
fiquen mediante la adecuada manipulaciéon del término del lado derecho de
la ecuacion.

Primeramente sea D C H; () un espacio lineal de funciones de dimensién
finita N, en el cual esté definido un producto interior denotado para cada
u,v € D por

uw-v={u,v). (19.53)
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Considerando la existencia de los subconjuntos linealmente independi-

entes 5 5 5
BcC D,B; C Dy,Br C Dp~

Br C DDBFJ C DF178FM C Drs

los cuales satisfacen

(19.54)

B:B]UBP}’BF:BFJUBFM (1955)

el espacio generado por cada uno de los subconjuntos Br y Br es Dr, sin
embargo, nétese la propiedad de que los miembros de Br tienen soporte
local.

Se definen las bases

Br = {w}, ...,wf’} ,Bry = {w]l\/[, ...,wﬁr} y Brj = {w},, ...,wf,vr} (19.56)
de las funcionales lineales ¢, en €.

Entonces definiendo para toda 6 = 1, ..., K, la matriz de N5 x Ns

A5, = [(wi,wp)] (19.57)

que sélo esta definida en cada subespacio (subdominio €2s5). Entonces, la
matriz virtual A =~ es dada por la matriz diagonal de la forma
Al

=II 9

= (19.58)

E
=II

4,

donde el resto de la matriz fuera de la diagonal en bloques es cero.
De forma similar se define

A= [(whwf)], A = [(wd,wh)] (19.59)
y
A= [(wg, wi)] (19.60)

para toda § = 1, ..., E, obsérvese que como Br = Br; U Br); entonces
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T
., 5 5 . .
también que A = (AF 1) . Entonces las matrices virtuales AF . A I AFF

quedarén definidas como

1
A
_ | 4 (19.62)
£ = : :
E
=
_ 1 2 E
éFI = [ éw érl ém ] (19.63)
y
E .
A= D AL (19.64)
i=1

donde [Zil élpr] es construida sumando las élrr segun el orden de los nodos
globales versus los nodos locales.

También se considera al vector u = (uq,..,ug) el cual se escribe como
u = (uz,ur) donde uy = (U1, ...,n; ) ¥ Ur = (U1, ...,ny ) -

Asi, el sistema virtual

A u+A ur = by (19.65)

ér‘]ﬂ + é]_‘]_‘u_r - b_F

quedando expresado como

! i ur, | ! U b
=1 21, =T 2 21
: + : : = :
E E
=J7 J ﬂE i =T EE QE
i ur, ur, b_Fl
1 E . IT . _
él“[ érz : - A : - :
1| up ury, bry

o mas compactamente como Au = b, nétese que las matrices A;r’ AZF . A’IF y
A’I ; son matrices bandadas.
Si ahora despejo u; de la primera ecuacién del sistema dado por la

Ec.(19.65), se obtiene

=L = <é11> B <ﬁ - é]rﬂ) (19.66)
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si sustituyo u; en la segunda ecuacién del sistema dado por la Ec.(19.65)
entonces se obtiene

(érr o ém (én) B élr) ur = br — ém (én) B br (19.67)

en la cual los nodos interiores no figuran en la ecuacién y todo queda en
funcién de los nodos de la frontera interior ur.

=I'I \=II =IT
complemento de Schur global y se le denota como

-1
A la matriz formada por érr — A (A > A se le conoce como el

=IT =II \=II =T’

S=A_—A (A )_1A (19.68)

En este caso, como estoy planteando todo en términos de subdominios €2;,

con i =1,..., F/, entonces las matrices AZI‘F’ A’FI, AZIF y A; ; quedan definidas

de manera local, asi que se procede a definir el complemento de Schur local
como

A ) N1
S, =4 — 4, (én) AL (19.69)

de forma adicional se define

b =bp, — Al (Ai >_1%. (19.70)

=I'l \=I1
El sistema dado por la Ec.(19.67) se escribe como
Sup = b (19.71)

y queda definido de manera virtual a partir de

[Zé] ur = [Zb] (19.72)

donde [ZzEzl él] y [Zil l_)l} podrian ser construida sumando las S; y b; res-
pectivamente segin el orden de los nodos globales versus los nodos locales.
El sistema lineal virtual obtenido de la Ec.(19.71) se resuelve -dependiendo
de si es 0 no simétrico- eficientemente usando el método de Gradiente Con-
jugado o alguna variante de GMRES, para ello no es necesario construir la
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matriz S con las contribuciones de cada S; correspondientes al subdominio
i, lo que se hace es pasar a cada subdominio el vector ur, correspondiente
a la i-ésima iteracién del método iterativo usado, para que en cada subdo-
minio se evalué @’ = ézﬂz localmente y con el resultado se forma el vector

Up = ZlEzl ar, y se continué con los demds pasos del método. Esto es ideal
para una implementacién en paralelo del método de Gradiente Conjugado o
variante de GMRES.

Una vez resuelto el sistema de la Ec.(19.72) en el que se ha encontrado la
solucién para los nodos de la frontera interior ur, entonces debo resolver lo-
calmente los u;, correspondientes a los nodos interiores para cada subespacio
Q);, para esto empleo

Yr; = (é;) h (ﬁz - ézlrﬂz) (19.73)

para cada ¢ = 1,2, ..., I/, quedando asf resuelto el problema Au = b tanto en
los nodos interiores u 1, COmMO en los de la frontera interior ur, correspondientes
a cada subespacio (2;.

NS
Observacion 9 Ndtese que normalmente las matrices locales él Y (éZH>

no se construyen, ya que estas serian matrices densas y su construccion es
computacionalmente costosa, y como sdlo interesa el producto Syr, o mds

precisamente [22‘:1 §J yr, entonces si llamo yr, al vector correspondiente al
subdominio i, entonces se obtiene

. . . N S
i’ = (érr —4n (éu) éfr) yr;- (19.74)

Para evaluar de forma eficiente esta expresion, se realizan las siguientes
operaciones equivalentes

zl = Al yr. (19.75)
) AN S

2 = <élr1 (én> éll‘) Jr,

ar' = xl-—2a2

la primera y tercera expresion no tienen ningin problema en su evaluacion,
para la sequnda expresion se debe evaluar

@3 = A yr. (19.76)
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con este resultado intermedio se debe calcular

w4 = (Ai )lg;_:a (19.77)

=II

N1
pero como mo se cuenta con <A > , entonces multiplico la expresion por

K2
=II
AZH obteniendo

. . N
Azd =4, (én) z3 (19.78)

al simplificar, se obtiene

A" 14 = 23, (19.79)

=II—

Esta tltima expresion puede ser resuelta usando Factorizacion LU, Gra-
diente Conjugado o alguna variante de GMRES -cada una de estas opciones
tiene ventajas y desventajas computacionales que deben ser evaluadas al mo-
mento de implementar el cddigo para un problema particular-. Una vez
obtenido x4, se puede calcular

22 =A' x4 (19.80)

=TI—

=gl — 22 (19.81)

5

completando la secuencia de operaciones necesarias para obtener §Z,ypl,.

Observacién 10 En el caso del cdlculo de

=I'I

b =bp, — A’ ( é” - b, (19.82)

algo andlogo al comentario anterior deberd de hacerse, ya que de nuevo estd
N1
1nwvolucrado (AZH> , por ello se debe usar el siguiente procedimiento para

evaluar de forma eficiente esta expresion, realizando las operaciones equiva-
lentes

vi=(4,) b (19.83

multiplicando por éZH a la dltima expresion, se obtiene

Ayl = A, (4 )_1 br, (19.84)

=II \=I1
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simplificando, se obtiene
() =t (1955

donde esta ultima expresion puede ser resuelta usando Factorizacion LU,
Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES, luego se hace

p2= Ayt (19.56)
y para finalizar el cdlculo, se obtiene
b; = br, — y2. (19.87)

Observacién 11 En la evaluacion de

ur; = <élll) h <ﬁz - éZIFﬂJ (19.88)

esta de nuevo involucrado (é} 1) , por ello debo de usar el siguiente proce-

dimiento para evaluar de forma eficiente esta expresion, realizando las ope-
raciones equivalentes

x4 = ﬁz_élﬂ"ﬂz (19.89)
N
- (1)

) =II

multiplicando por éZH a la tltima expresion, se obtiene

. , NS |
élllﬂz = é][ <é]1) x4 (19.90)

simplificando, se obtiene A
A Uur. = 4

A up, = a4 (19.91)
esta ultima expresion puede ser resuelta usando Factorizacion LU, Cholesky,

Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES.

Como se indico en las tltimas observaciones, para resolver el sistema
éélg = b se puede usar Factorizacién LU, Factorizaciéon Cholesky, Gradi-
ente Conjugado, alguna variante de GMRES o cualquier otro método para
resolver sistemas lineales, pero deberd de usarse aquel que proporcione la

mayor velocidad en el cédlculo o que consuma la menor cantidad de memoria

antoniocarrilloQciencias.unam.mx 369 Antonio Carrillo Ledesma



Introduccién a los Métodos de Descomposicién de Dominio

-ambas condicionantes son mutuamente excluyentes-, por ello la decisién de
que método usar deberd de tomarse al momento de tener que resolver un
problema particular en un equipo dado y bédsicamente el condicionante es el
tamafio de la matriz A° .

Para usar el método de Factorizacién LU, se deberd primeramente de
factorizar la matriz bandada éll ; €N una matriz LU, la cual es bandada pero
incrementa el tamano de la banda a méas del doble, pero esta operacién sélo se
deberd de realizar una vez en cada subdominio, y para solucionar los diversos
sistemas lineales ézl L= b sélo serd necesario evaluar los sistemas

IS

Ly = (19.92)

Ur =y

en donde y es un vector auxiliar. Esto proporciona una manera eficiente
de evaluar el sistema lineal pero el consumo en memoria para un problema
particular puede ser excesivo.

Por ello, si el problema involucra una gran cantidad de nodos interiores
y el equipo en el que se implantard la ejecucién del programa tiene una
cantidad de memoria limitada, es recomendable usar el método de Gradiente
Conjugado o alguna variante de GMRES, este consume una cantidad de
memoria adicional pequena, pero puede consumir muchas iteraciones con el
consecuente aumento de tiempo de cémputo para alcanzar la precisiéon de la
Factorizacién LU.

De esta forma, es posible adaptar el cédigo para tomar en cuenta desde
la implementaciéon al equipo de cémputo al que se tenga acceso y poder
sacar el maximo provecho al método de Subestructuracién en la resolucién
de problemas elipticos de gran envergadura.

El nimero de condicionamiento del complemento de Schur sin precondi-
cionamiento puede ser estimado, para ello:

Definicién 120 Introduzco una norma-L? equivalente sobre I' mediante

E
el = > llerll 2o, (19.93)
=1

Teorema 121 Sea ur la traza de funciones de elemento finito en V" sobre
I, asumo que los coeficientes de la ecuacion diferencial parcial p; = 1, 1 =
1,2,..., E, y que la malla fina T, y la malla gruesa Ty sea cuasi-uniforme.
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Entonces existen dos constantes positivas ¢ y C, independientes de h y H,
tal que

o g2 < s(ur, ) < Ch [ (1994
de este modo o
Kk = cond(S) < Th (19.95)

Por analogfa al método de subestructuraciéon desarrollado anteriormente,
dado un sistema lineal Mx = f que proviene de la discretizacion de algin
método tipo Diferencias Finitas, Elemento Finito o Volumen Finito, siempre
es posible reacomodarlo como (véase [7])

(23)(

st (480 (2) 1+
ntonces

invertible, e

(SIS

) (19.96)

(@[S
[is]liss
IS 12

en la cual la matriz A sea

IS 12

“
)

N
SIS

(D-CA'B)u=b—-CAa (19.97)
y donde
u=A"(a— Bv). (19.98)
Asi, he transformado el sistema Mz = f, en otro equivalente
Nu=yg (19.99)
pero con un menor nimero de grados de libertad, donde
N=(D-CA'B), g=b-CAa (19.100)

a esta descomposicién matricial se le conoce como la descomposicién de

Schur.
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20 Apéndice B: Estructura Optima de las Ma-
trices en su Implementacion Computacional

Una parte fundamental de la implementacién computacional de los métodos
numéricos de resolucién de sistemas algebraicos, es utilizar una forma éptima
de almacenar, recuperar y operar las matrices, tal que, facilite los célculos
que involucra la resolucién de grandes sistemas de ecuaciones lineales cuya
implementacion puede ser secuencial o paralela (véase [13]).

El sistema lineal puede ser expresado en la forma matricial Au = f,
donde la matriz A -que puede ser real o virtual- es de tamafio n X n con
banda b, pero el nimero total de datos almacenados en ella es a los més
n * b nimeros de doble precisién, en el caso de ser simétrica la matriz, el
nimero de datos almacenados es menor a (n * b)/2. Ademsds si el problema
que la originé es de coeficientes constantes el nimero de valores almacenados
se reduce drasticamente a sélo el tamano de la banda b.

En el caso de que el método para la resolucién del sistema lineal a usar
sea del tipo Factorizaciéon LU o Cholesky, la estructura de la matriz cambia,
amplidndose el tamano de la banda de b a 2 x b+ 1 en la factorizacién, en el
caso de usar métodos iterativos tipo CGM o GMRES la matriz se mantiene
intacta con una banda b.

Para la resolucién del sistema lineal virtual asociada a los métodos de
descomposicién de dominio, la operacién bésica que se realiza de manera
reiterada, es la multiplicacién de una matriz por un vector v = C'u, la cual
es necesario realizar de la forma mas eficiente posible. -

Un factor determinante en la implementacién computacional, para que
esta resulte eficiente, es la forma de almacenar, recuperar y realizar las opera-
ciones que involucren matrices y vectores, de tal forma que la multiplicacién
se realice en la menor cantidad de operaciones y que los valores necesarios
para realizar dichas operaciones queden en la medida de lo posible contiguos
para ser almacenados en el Cache®* del procesador.

31 Nétese que la velocidad de acceso a la memoria principal (RAM) es relativamente
lenta con respecto al Cache, este generalmente estd dividido en sub-Caches L1 -de menor
tamano y el mds rédpido-, L2 y hasta L3 -el més lento y de mayor tamano- los cuales son
de tamano muy reducido con respecto a la RAM.

Por ello, cada vez que las unidades funcionales de la Unidad de Aritmética y Légica
requieren un conjunto de datos para implementar una determinada operacién en los re-
gistros, solicitan los datos primeramente a los Caches, estos consumen diversa cantidad
de ciclos de reloj para entregar el dato si lo tienen -pero siempre el tiempo es menor que
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20.1 Almacenamiento en la Memoria RAM

La memoria RAM (Random Access Memory) o memoria de acceso aleatorio
es un componente fisico de nuestro ordenador, generalmente instalado sobre
la misma placa base. La memoria RAM es extraible y se puede ampliar
mediante modulos de distintas capacidades.

La funcién de la memoria RAM es la de cargar los datos e instrucciones
que se ejecutan en el procesador. Estas instrucciones y datos provienen del
sistema operativo, dispositivos de entrada y salida, de discos duros y todo lo
que estd instalado en el equipo.

En la memoria RAM se almacenan todos los datos e instrucciones de los
programas que se estdn ejecutando, estas son enviadas desde las unidades
de almacenamiento antes de su ejecuciéon. De esta forma podremos tener
disponibles todos los programas que ejecutamos. Se llama memoria de acceso
aleatorio porque se puede leer y escribir en cualquiera de sus posiciones de
memoria sin necesidad de respetar un orden secuencial para su acceso.

La RAM dindmica cuenta con un reloj interno capaz de sincronizar esta
con el procesador. De esta forma se mejoran notablemente los tiempos de
acceso y la eficiencia de comunicacién entre ambos elementos. Actualmente
todos nuestras computadoras cuentan con este tipo de memorias operando
en ellos. Las principales tipos de memoria son: DDR, DDR2, DDR3, DDR4
y la nueva DDR5. Donde las tasas de transferencia (GB/s) son: DDR (2.1 -
3.2), DDR2 (4.2 - 6.4), DDR3 (8.5 - 14.9), DDR4 (17 - 25.6) y DDR5 (38.4 -
51.2). La caracteristica mds importante es que, por ejemplo, en la memoria
DDRA4 cuatro cores pueden acceder simultdneamente a ella y en la DDR5
serdan cinco cores.

Caché L1, L2 y L3 La memoria Caché es otra de las especificaciones
importantes de los procesadores, y sirve de manera esencial de la misma
manera que la memoria RAM: como almacenamiento temporal de datos. No
obstante, dado que la memoria Caché estd en el procesador en si, es mucho
mds rapida y el procesador puede acceder a ella de manera mas eficiente, ast
que el tamano de esta memoria puede tener un impacto bastante notable en
el rendimiento, especialmente cuando se realizan tareas que demandan un
uso intensivo del CPU como en el cémputo de alto desempeno o cémputo
cientifico.

solicitarle el dato a la memoria principal-; en caso de no tenerlo, se solicitan a la RAM
para ser cargados a los caches y poder implementar la operacién solicitada.
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La Caché se divide en diferentes jerarquias de acceso:

e La Caché L1 es el primer sitio donde la CPU buscard informacion,
pero también es la mds pequena y la mds rdpida, a veces para mayor
eficiencia, la Caché L1 se subdivide en L1d (datos) y L1i (instrucciones),
actualmente los procesadores modernos en cada core tiene su propio
cache de datos e instrucciones.

e La Caché L2 suele ser mds grande que la L1 pero es algo més lenta.
Sin embargo, por norma general es la que mayor impacto tiene en el
rendimiento, este también estd incluido en cada core.

e La Caché L3 es mucho més grande que las anteriores, y generalmente
se comparte entre todos los nicleos del procesador (a diferencia de las
anteriores, que normalmente van ligadas a cada core). Este tercer nivel
es en el que buscara el procesador la informacién tras no encontrarla
en la L1 y L2, por lo que su tiempo de acceso es todavia mayor.

Para poner en contexto la relevancia de la memoria Caché, supongamos
que el acceso a los datos de la memoria Caché L1 por el procesador es de
dos ciclos de reloj, el acceso a la memoria Caché L2 es de 6 ciclos de reloj, el
acceso a la memoria Caché L3 es de 12 ciclos y el acceso a la RAM es de 32
ciclos de reloj.

Ademis supongamos que la operacién suma y resta necesitan de 2 ciclos
de reloj para completar la operaciéon una vez que cuente con los datos in-
volucrados en dicha operacién, que la multiplicacién requiere 4 ciclos de reloj
para completar la operacion, la divisién necesita 6 ciclos de reloj para com-
pletar la operacién y estamos despreciando el tiempo necesario para poner
los datos del Caché L1 a los registros del procesador para poder iniciar el cél-
culo, asf también despreciamos el tiempo requerido para sacar el resultado
de los registros del procesador al Caché L1.

Esto nos da una idea del nimero méximo tedrico de operaciones bésicas

que un procesador puede realizar por segundo dependiendo de la velocidad
de reloj de la CPU*.

35Por ejemplo en un procesador AMD Ryzen 9 3900X con 12 Cores (2 Threads por
Core) por procesador emulando un total de 24 Cores, corre a una frecuencia base de 3,340
MHz, con una frecuencia minima de 2,200 MHz y méxima de 4,917 Mhz, con Caché L1d
de 384 KiB, L1i de 384 KiB, Caché L2 de 6 MiB y Caché L3 de 64 MiB.
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Si nosotros necesitamos hacer la multiplicacién de una matriz A es de
tamano n X n por un vector u de tamano n y guardar el resultado en el
vector f de tamano n. Entonces algunos escenarios son posibles:

1. Si el codigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y la
matriz A, los vectores u y f caben integramente en el Caché L1 de
datos, entonces el procesador estard siendo utilizado de forma 6éptima
al hacer los célculos pues no tendra tiempos muertos por espera de
datos.

2. Si el codigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y los
vectores u y f caben integramente en el Caché L1 de datos pero la
matriz A estd dispersa entre los Cachés L1 y L2, entonces el proce-
sador estars teniendo algunos tiempos muertos mientras carga la parte
que necesita de la matriz del Caché L2 a L1 para hacer los calculos y
utilizado de forma 6ptima el procesador mientras no salga del Caché
L1.

3. Si el cédigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y los
vectores v y f caben integramente en el Caché L1 de datos pero la
matriz A estd dispersa entre los Cachés L1, L2 y L3, entonces el proce-
sador estars teniendo muchos tiempos muertos mientras carga la parte
que necesita de la matriz del Caché L3 y L2 a L1 para hacer los cdlculos
resultando en mediana eficiencia en el uso del procesador.

4. Si el codigo del programa cabe en el Caché L1 de instrucciones y los
vectores u y f caben fntegramente en los Cachés L3, L2 y L1 pero
los datos de la matriz A estd dispersa entre la RAM y los Cachés L3,
L2 y L1, entonces el procesador estard teniendo un exceso de tiempos
muertos mientras carga la parte que necesita de la matriz de la RAM a
los Cachés L3, L2 y L1 para hacer los cdlculos resultando en una gran
pérdida de eficiencia en el uso del procesador.

Ademss, debemos recordar que la computadora moderna nunca dedica
el cien por ciento del CPU a un solo programa, ya que los equipos son mul-
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titarea’® y multiusuario®” por lo que la conmutacién de procesos (que se
realiza cada cierta cantidad de milisegundos) degrada atin mds la eficiencia
computacional de los procesos que demandan un uso intensivo de CPU?®,

Dado que la multiplicacién de una matriz C' por un vector u, dejando el
resultado en v se realiza mediante el algoritmo

for (i=0; i<ren; i++)
{
s = 0.0;
for (j=0; j < col; j++)
{
s += C[i][j*ulj];

v[i] = s;
}

36 Cuentan con la capacidad para ejecutar varios procesos simultdneamente en uno o mas
procesadores, para ello necesitan hacer uso de la conmutacién de tareas, es decir, cada
cierto tiempo detiene el programa que estd corriendo y guardan sus datos, para poder
cargar en memoria otro programa y sus respectivos datos y asi reiniciar su ejecucién por
un periodo determinado de tiempo, una vez concluido su tiempo de ejecucién se reinicia
la conmutacién de tareas con otro proceso.

37Se refiere a todos aquellos sistemas operativos que permiten el empleo de sus proce-
samientos y servicios al mismo tiempo. Asi, el sistema operativo cuenta con la capacidad
de satisfacer las necesidades de varios usuarios al mismo tiempo, siendo capaz de gestionar
y compartir sus recursos en funcién del nimero de usuarios que estén conectados a la vez.

38 Actualmente existen una gran cantidad de distribuciones de GNU/Linux que vienen
muy optimizadas intentando conseguir la mejor desenvoltura de su arquitectura y confi-
guraciones de serie. En el caso de la configuracién por omisién de Debian GNU/Linux
y Ubuntu, estdn pensadas para que sean lo mds robusta posible y que se use en todas
las circunstancias imaginables, por ello estdn optimizadas de forma muy conservadora
para tener un equilibrio entre eficiencia y consumo de energia. Pero es posible agregar
uno o més Kernels GNU/Linux generados por terceros que contenga las optimizaciones
necesarias para hacer mas eficiente y competitivo en cuestiones de gestiéon y ahorro de
recursos del sistema.

Hay varias opciones del Kernel GNU/Linux optimizado (Liquorix viene optimizado para
multimedia y Juegos, por otro lado XanMod tiene uno para propdsito general, otro aplica-
ciones criticas en tiempo real y otro mds para célculos intensivos) de las dltimas versiones
estable del Kernel.
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Para lograr una eficiente implementacién del algoritmo anterior, es nece-
sario que el gran volumen de datos desplazados de la memoria al Cache y
viceversa sea minimo. Por ello, los datos se deben agrupar para que la op-
eracién mas usada -en este caso multiplicacién matriz por vector- se realice
con la menor solicitud de datos a la memoria principal, si los datos usados
-renglén de la matriz- se ponen contiguos minimizard los accesos a la memo-
ria principal, pues es mds probable que estos estardn contiguos en el Cache
al momento de realizar la multiplicacion.

Por ejemplo, en el caso de matrices bandadas de tamano de banda b, el
algoritmo anterior se simplifica a

for (i=0; i<ren; i++)
{
s= 0.0;
for (k=0; k < ban; k++)
{
if ((Ind[k] + i) >= 0 && (Ind[k]+i) < ren)
s += Dat[i][k]*u[Ind [k]+i];

vli]=s;

}

Si, la solicitud de memoria para Dat[i] se hace de tal forma que los datos
del renglén estén continuos -son b nimeros de punto flotante-, esto mini-
mizard los accesos a la memoria principal en cada una de las operaciones
involucradas en el producto, como se explica en las siguientes secciones.

20.2 Matrices Bandadas

En el caso de las matrices bandadas de banda b -sin pérdida de generalidad
y para propdsitos de ejemplificacién se supone pentadiagonal- tipicamente
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tiene la siguiente forma

a; b C1
dy ay by Ca
d3 az b3 C3
dy ag by Cq
A = €5 d5 as b5 Cr (201)
N €6 d¢ ag bg
€7 d7 ar by
€s dg ag bg
L €9 dy ayg i
la cual puede ser almacenada usando el algoritmo (véase [13]) Compressed

Diagonal Storage (CDS), optimizado para ser usado en C++, para su al-
macenamiento y posterior recuperacion. Para este ejemplo en particular, se
hard uso de un vector de indices

Ind =[-5,—1,0,+1, +5] (20.2)

y los datos serdan almacenados usando la estructura

0 0 aq bl C1
0 dg (05} b2 Co
0 dg as b3 C3
0 d4 Qg b4 Cy
d5 as b5 Cs (20 . 3)
€g d6 ag bﬁ 0
€7 d7 ay b7 0
€g dg as bg 0
€9 dg Qg 0 0

-
Q
~
I
D
(@

de tal forma que la matriz A puede ser reconstruida de forma eficiente. Para
obtener el valor A, ;, cdlculo ind = j — ¢, si el valor ind estd en la lista de
indices Ind -supéngase en la columna k-, entonces A; ; = Dat;y, en otro caso

Casos Particulares de la Matriz Bandada A Baésicamente dos casos
particulares surgen en el tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales: El
primer caso es cuando el operador diferencial parcial es simétrico y el otro,
en el que los coeficientes del operador sean constantes.
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Para el primer caso, al ser la matriz simétrica, sélo es necesario almacenar
la parte con indices mayores o iguales a cero, de tal forma que se buscara el
indice que satisfaga ind = |j — i|, reduciendo el tamafio de la banda a b/2
en la matriz A.

Para el segundo caso, al tener coeficientes constantes el operador dife-
rencial, los valores de los renglones dentro de cada columna de la matriz son
iguales, y sélo es necesario almacenarlos una sola vez, reduciendo dréstica-
mente el tamano de la matriz de datos.

Implementacién de Matrices Bandadas Orientada a Objetos en
C++ Una forma de implementar la matriz bandada é de banda b en C++
es mediante:

// Creacion
double **Dat;
Dat = new double*[ren];
for (1 = 0; 1 < ren; i++) Dat[i] = new double[b];
int *Ind;
Ind = new int[b];
// Inicializacion
for 1 =0;1i < ren; i++)
for (j = 0; j < b; j++) Dat[i][j] = 0.0;
for (i = 0;1 < b; i++) Ind[i] = 0;

20.3 Matrices Dispersas

Las matrices di