INTEGRA

Analizador | nteractivo de Sistemas Dinamicos

Tutorial

Humberto Carrillo Calvet

Carlos Antonio Lugo Velez

Laboratorio de Dinamica No Lineal

Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias
Universidad Nacional Autbnoma de México



Contenido.

l.Introduccion.
1.1 ;Qué esy para que sirve INTEGRA?
1.2 Los Modelos

1.21.El Péndulo
1.22. El Oscilador Lineal

ll.La Interfaz de INTEGRA

2.1 Acceso a la Interfaz
2.2 Proyectos y sistemas en INTEGRA
2.3 Edicién de la Ecuaciones Diferenciales

2.4 Archivos Ejecutables

llI.Andlisis interactivo con INTEGRA

3.1 El Oscilador Armonico

3.2 Oscilaciones Lineales y el Péndulo
3.21 Oscilaciones Libres Amortiguadas
3.22 Oscilaciones Arménicas Forzadas

3.23 Oscilaciones Amortiguadas con Forzamiento Periodico.

3.24 El Péndulo

N

11

19.

30
30
35
40
42



| .Introduccion

El objetivo de este tutorial es el de introducir al usuario al manejo del sistema
INTEGRA como una herramienta para el analisis de sistemas dinamicos modelados por
medio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).

El material aqui expuesto ofrece modelos que pueden ser presentados en un
primer curso de Ecuaciones Diferenciales, para estudiantes de ciencias e ingenieria y
areas afines.

1.1-;Quéesy para quésirve INTEGRA?

INTEGRA es un software desarrollado en el Laboratorio de Dindmica no Lineal del
Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias de la U.N.A.M. y puede
obtenerse de manera gratuita simplemente solicitandolo en las instalaciones del
Laboratorio o bien a través de Internet en yww.fciencias.unam.mx/DinamicaNoLineal |

INTEGRA permite al usuario investigar el comportamiento cualitativo de sistemas
dindmicos modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) pues mediante una
libreria de métodos numeéricos el sistema resuelve las ecuaciones y permite visualizar
simulaciones de la dindmica de un sistema en el espacio de estados asi como la
evolucién temporal de las variables involucradas.

Los sistemas que se presentan son el péndulo y su linealizacidon conocida como el
oscilador lineal, los cuales discutiremos en apartado siguiente.

1.2-Los Modelos.
1.21-El Péndulo

Supongamos una particula de masa m sujeta a una barra rigida de masa
despreciable y de longitud | que a su vez esta unida a un eje de rotacién fijo en el tiempo
como se ilustra en la Figura 1.

La suposicién de que la barra es rigida implica que la particula, en caso de
moverse, lo haria sobre una circunferencia de radio I. Por otro lado el movimiento se debe
Unicamente a la fuerza de gravedad que actua sobre la particula (se desprecian efectos
provocados por otros agentes como la friccién); la constriccién a la circunferencia trae
como consecuencia, que solo la componente tangencial de la fuerza es la que actla
instantaneamente sobre la masa. Entonces acuerdo con la segunda ley de Newton se
tiene que:

F=(mv)'=-mgsen(x)

donde la ' denota diferenciacidon con respecto al tiempo.

Si v=s’ con s la circunferencia, que en términos del angulo es v=IX', entonces la
ecuacion de movimiento del péndulo es:

X"=-(g/1)sen(x)


http://www.fciencias.unam.mx/DinamicaNoLineal

La Unica variable es el angulo, por lo tanto su evolucién temporal referida a un eje
vertical, que esté en el plano y pase por el centro de la circunferencia, nos da toda la
informacion del sistema.

El péndulo es uno de los sistemas
dindmicos mas estudiados en la mecéanica
clasica, es un sistema no lineal que no puede
integrarse directamente. Sin embargo el
sistema puede ser linealizado utilizando el
hecho de que:

Sen(x)=x si x<<1
Haciendo esa simplificacion tenemos que la
ecuacion diferencial de movimiento es:
X"'=-(g/1)x
Esta ecuacion corresponde a un sistema
dinamico que se conoce como el oscilador
armonico simple.

-mgzen(x)

_mg

Figura 1. Geometria del Péndulo Simple.

1.22 El Oscilador Lineal.

La figura 2 muestra una particula de masa m unida a un resorte. El resorte ejerce
sobre la particula una fuerza directamente proporcional al desplazamiento (esta condicion
se conoce como Ley de Hooke). A la constante de proporcionalidad la denotamos por k
donde k>0 .

Figura 2.0scilador Lineal.
El signo menos aparece porque la fuerza actia en direccion contraria al
desplazamiento (pues el origen lo fijamos en el punto de equilibrio del resorte). Entonces
de acuerdo con la segunda ley de Newton tenemos que:

F=-kx=mx"’
Si suponemos que el sistema siente los efectos de la friccién (que se opone al
movimiento) y que ésta es directamente proporcional a la velocidad y=x’, por la segunda
ley de Newton tenemos que:

F=-kx-by=mx"’

Con la constante de proporcionalidad b>0.



Esta situacion se ilustra en la figura 2b, donde se considera que el sistema en
verdad siente los efectos de la friccion debido a que esta inmerso en un entorno lleno de
algun fluido, donde el coeficiente b refleja justo las propiedades de dicho entorno.

Vale la pena mencionar, que al estudiar fendmenos de oscilacion es interesante
conocer la respuesta de dichas dinamicas, al ser sometidas a alguna perturbacion externa
controlada. En el caso de nuestro modelo consideramos un tipo de forzamiento periédico
dado por:

F=Hcos(wt)
Entonces, igualando las fuerzas y utilizando la segunda ley de Newton tenemos
que la ecuacién de movimiento seréa:
X"'=-(k/m)x-(b/m)y+(H/m)cos(wt)

Este sistema puede ser integrado completamente y mas adelante confrontaremos
los resultados cuantitativos, con los resultados cualitativos que se obtienen con
INTEGRA.

Para terminar esta seccion, retomaremos los dos modelos que emplearemos mas
adelante y los reescribiremos como sistemas de ecuaciones.

Para el péndulo simple tenemos:
X"=-(g/1)sen(x)
Si
xX'=y
entonces
y'=-(g/1)sen(x)

Analogamente para el oscilador, si:

xX'=y
entonces

y'=-(k/m)x-(b/m)y +Ccos(wt)
Sib=0 y H 6 w =0 el sistema es lo que se conoce como el “Oscilador Arménico”.

En la siguiente seccion se expone la manera de llevar las ecuaciones del papel a
la computadora.



|l.Lalnterfazde INTEGRA

En esta seccion discutiremos como “alimentar” a Integra con algun sistema de
ecuaciones que se quiera investigar. Esto se hace mediante el programa Interfaz.

Interfaz es un programa ejecutable para DOS que permite al usuario la creacion,
edicibn y organizacion de su propia biblioteca de sistemas. También permite la
elaboracion y edicién de descripciones textuales con comentarios sobre cada sistema.

En la Interfaz generaremos los archivos ejecutables que nos permitiran hacer el
andlisis de los sistemas.

2.1-Acceso ala Interfaz

Para tener acceso a la Interfaz debemos hacerlo en modo DOS, primero se teclea
Interfaz y después se presiona ENTERL Se desplegara el siguiente menu en la pantalla.
Aspecto del menu al ejecutar el programa Interfaz.

C:=~INTEGRA>interfaz

INTERFAZ DEL SISTEMA INTEGRA DOS-C++ 1.83C
Uze INTERFAZ W

Donde H es €3> SUGA 1824x768 256 colores <=3
C2» SUGA 888x«688 256 colores (=
1> SUGA 648x488 256 colores (=)
A UGA 648x488 16 colores

¥} GCorra primero el programa HGEMOUSE.EHE

El mend nos presenta las opciones de configuracion de video. El usuario debe
seleccionar una de las opciones segun la resolucion de su monitor.

La interfaz es una aplicacién que necesita de un dispositivo de mouse para un
funcionamiento adecuado, Para las opciones 1, 2, 3 es necesario que el usuario ejecute
el programa HGXMOUSE, que instala un controlador de mouse para el modo de video
SVGA. El modo mas usual en cualquier sistema es el modo de video VGA. Al tener
familiaridad con la interfaz puede accesarse simplemente tecleando INTERFAZ N.

Ya que se haya accesado a la Interfaz, aparecera la ventana de presentacion
sobrepuesta a la ventana de trabajo. Para cerrar la ventana de presentacidon se debe
“hacer click “ en el icono cerrar.

X icong "cerrar”
&

A continuacién se muestran las pantallas de presentacion y de trabajo.
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Pantalla de presentacion de la Interfaz.
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Seleccione el nombre del progecto o directorio

427 A.M.

Pantalla de trabajo de la Interfaz




Para aprender el mecanismo de “alimentacion” de INTEGRA con un sistema de
ecuaciones diferenciales debemos profundizar un poco en la ventana de trabajo.

2.2 Proyectos y sistemasen INTEGRA.

La Interfaz de INTEGRA nos permite organizar los sistemas de ecuaciones
diferenciales que deseamos estudiar de una manera practica. Supongamos que tenemos
que examinar un modelo muy complejo que requiera de diversos sistemas de ecuaciones
diferenciales para su descripcién. Un proyecto es justamente eso, un conjunto de
sistemas afines que podemos englobar como uno solo. Otro ejemplo puede ser todos los
sistemas que forman parte de un curso, los cuales podemos englobar en un solo proyecto.
En realidad generar un proyecto es como crear un directorio dentro de la Interfaz donde
almacenaremos algunos sistemas de ecuaciones diferenciales que tengan alguna afinidad.

Para generar un proyecto, y en general para operar dentro de la Interfaz
usaremos la “barra de herramientas” que se encuentra en la parte superior de la pantalla
de trabajo, la cual esta conformada por diversos iconos de accidon. A continuacion de
muestra la “barra de herramientas”.

INTERFAZ DEL SISTEMA INTEGRA DOEAC++ 1.03C

Barra de herramientas de la Interfaz.

+
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El primer icono es el que usaremos para generar un nuevo proyecto.

lcono generador de
proectos

Al hacer “click” en el generador de proyectos aparecera la ventana en la que
daremos nombre a nuestro proyecto, la cual se muestra a continuacién.

PROYECTO NUEUOD
Después de “ etiquetar” nuestro
proyecto y haber presionado la
opcion de aprobacion del
Hombre del proyecto mismo (pa|0ma enla pal’te baja
TUTORIAL .PRY de la ventana). INTEGRA

= muestra una ventana que
permite editar una descripcién
textual, misma que

desaparecerd al aprobar dicha
\/ X descripcion.




A continuacion se muestra la ventana de edicion para la descripcion del proyecto.
Una vez terminada la descripcion basta con presionar el icono “Acepta” situado en la
parte baja de la ventana.

DESCRIPCION PROYECTO

Este proyecto es un tutorial para el sistena [:]
INTEGRA versidn DO AC+HE

=] (=]

Acepta Cancela

Ventana con la descripcion del proyecto.

Al aprobar la descripcion apareceran las siguientes ventanas.

SIETEHAS DESCEHIPEION DEL SISTEHA

L3

4] 4]

Estas ventanas muestran los sistemas y las descripciones correspondientes a un
proyecto. ( En este caso no muestran informacion ya que el proyecto es nuevo).



Para crear un sistema nuevo debemos seguir un procedimiento analogo al de
generacion de un proyecto, ahora la accion del icono generador de proyectos, sera la de
generar un nuevo sistema. A continuacion se muestran los iconos: generador de
sistemas, editor de ecuaciones y editor de la descripcion del sistema.

]

floalyle] iconho e

cregdor ce editor gicion de

sistermnas de ecuaciones la descrocion
del slstema

El editor de ecuaciones nos permite escribir y/o editar las ecuaciones diferenciales
del sistema, mientras que el icono del editor de la descripciéon del sistema nos permite
escribir una descripcién textual sobre el contenido del sistema.

Al accionar el icono de creacién de sistemas aparecera la siguiente ventana, para
nombrar el sistema.

NUEUO SISTEMA
Tip:Para editar un sistema dentro
de un proyecto debemos hacer
click con el boton izquierdo del
Nombre del sistema: mouse en la franja sombreada que
OSCILADOR aparece en la ventana de sistemas;

entonces aparecera la ventana que
nos permitira dar nombre al nuevo
sistema.

v X

Para editar la descripcion podemos hacerlo usando el icono correspondiente o
como lo menciona el recuadro. Esto es una manera general de proceder para muchas
funciones de la interfaz.

Al tener la descripcion del sistema ya podemos escribir las ecuaciones
diferenciales que formaran el sistema, para lo cual damos click en el sistema (0 en el
icono de edicion de las ecuaciones), el cual (al igual que la descripcion) ya aparecera
escrito en la ventana correspondiente, como se muestra en la siguiente figura.



INTERFAZ DEL EISTEMA INTEGRA DO:.AC++ 1.03D0 { TUTORIAL

R nl &
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(=1
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E

SIETEHAS DESCHIFPCION DEL SLETEHMA
- [:] Las ecuaciones de moviniento [:]
sl LHDUE L1IMEAL -
[
Seleccione el nombre del sistema &3 PLH.

Aspecto de la pantalla donde ya se reconoce el nombre y la descripcion del sistema
OSCILADOR LINEAL.

Hecho lo anterior aparecera una nueva ventana, la cual utilizaremos para escribir las
ecuaciones.

2.3-Edicion de las ecuaciones diferenciales.

El editor de ecuaciones de INTEGRA utiliza una sintaxis como la de una
calculadora cientifica estandar, ademas de que reconoce las funciones de uso mas
comun. Aqui nos ocuparemos de la sintaxis del péndulo y en el apéndice 1 se presentan
las funciones vélidas asi como su sintaxis.

Las ecuaciones de movimiento del oscilador son:

x'=y
y'=-(k/m)x-(b/m)y +Ccos(wt)

Para escribir éstas debemos notar lo siguiente: Las operaciones aritméticas

usuales validas en INTEGRA estan representadas con los simbolos + como operador de
suma, - como operador de resta, * para multiplicar y / para dividir, () Son los usuales
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paréntesis, [ ] como corchetes y { } como operador de llaves, asi como "primar” la variable
para denotar diferenciacion.

Para el “Oscilador lineal” las ecuaciones en Integra deben ser escritas como se
ilustra en la siguiente figura:

ECUACIONES DEL £ISTEHA
0
y'=—asx—-bhEsy+{C*xcos{w=t 22>
a=1
b=0
Cc=0
w=1
[=] [=]
“Acepta Cancela

Los parametros del sistema estan escritos y especificados debajo de las
ecuaciones e igualados a un valor (cero y uno en este caso), ya que los valores de los
parametros del sistema deben tener un valor inicial, para poder compilar el proyecto y
generar un archivo ejecutable con el que trabajaremos. Estos valores pueden ser
modificados al gusto, al trabajar con nuestro sistema ya debidamente compilado, como
se vera mas adelante.

Después de la edicibn de las ecuaciones y la aceptacién de éstas, hemos
practicamente terminado el procedimiento para crear un proyecto. S6lo falta grabar el
proyecto y generar el archivo ejecutable; sin embargo antes de hacer, esto editaremos
también las ecuaciones correspondientes al péndulo simple. El procedimiento para crear
este sistema es igual al del oscilador lineal.

Siguiendo el procedimiento descrito, no debe haber mensajes de error, de
haberlos, debemos verificar la sintaxis como primera opcion de error.

A continuacion se muestra el aspecto de las ventanas de ecuaciones del péndulo y

el manejador de sistemas del proyecto TUTORIAL, que contiene los sistemas OSCILADOR
LINEAL y PENDULO.

11



ECUACIONES DEL SLETEHA

oy
y'=—{gsl)esin(xl

Cancela

Aspecto de las ecuaciones del péndulo.

OsCilabol LINEAL III

FENDULO

4]

= ISTEHAS

Aspecto del manejador de sistemas

Correspondientes al proyecto TUTORIAL

A continuaciébn se muestran
compilacion del proyecto.

2.4 Archivos Ejecutables.

Para crear el archivo ejecutable, hacemos
“click” en el icono compilador de proyectos.
(generador de archivos ejecutables) , que se muestra
a continuacion.

Icono generador de archivos
gjecutables

Aparecera una ventana que nos pide la
confirmacidon para llevar a cabo la grabacion y
compilacion del proyecto.

Una vez grabado el proyecto aparecera la
ventana de compilacion.

Si los sistemas correspondientes no tienen
errores de escritura (como debe ser en el caso de los
ejemplos) entonces TUTORIAL debera ser compilado
sin problemas.

las ventanas de grabacion del proyecto y de

12



DRaEN FRLUYEEIL La figura de la izquierda muestra la

ventana de grabacion del proyecto
TUTORIAL. Los dos iconos inferiores son
de aprobacién o cancelacién para grabar o
Mombre del prouecto no el proyecto; una vez aprobado,
TUTORIAL aparecera la ventana (que se muestra
— abajo) que compila el proyecto y genera
el archivo ejecutable.

Si alguno de los sistemas tiene
algun, error éste se sefialara en dicha

J x ventana.

GENERA PROGRAMA EJECUTABLE

Generando programa C++ %

Generando archiwvo EXE

Como se puede ver Lt i 0 6 O .

. ., {este proceso tarda warios segundos
en Ia_ |IustraC|on, INTEGRA + Ternind satisfactoriamente
compila y genera un archivo Ligando ...
ejecutable del proyecto, que + Ternindg satisfactorianente
debemos correr desde un
subdirectorio llamado Archivo ejecutable generado con éxito,
“EXES”. Para empezar con el para usarlo salga de este prograna,
analisis del modelo debemos cambie de subdirectorio usando:
terminar el uso de la Interf CD EXES
erminar e US_O e la Intertaz y después tecles a1 nomnbre del archivo:
y correr “tutorial.exe”. TUTORIAL .EXE O III

=1 ] [=]

Para terminar el uso de la Interfaz, debemos hacer “click” en el icono de
finalizacién y cierre de las ventanas, hasta que aparezca la ventana de confirmacién para
la finalizacion de INTEGRA (Que se muestra al final de capitulo.)

Antes de seguir adelante revisaremos brevemente los iconos de la barra de
herramientas.

El procedimiento que se ha seguido hasta el momento abarca todas las funciones
de la interfaz de INTEGRA para la generacion rapida y sencilla de un proyecto. Ahora
veremos las funciones de los iconos de la barra de herramientas que no se han
mencionado hasta el momento.

N s

'"] B

4
oo
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La barra de herramientas anterior aparece ya que se ha seleccionado o generado
un proyecto nuevo, pues al inicio de la interfaz aparece una barra con menor nimero de
opciones, la cual se muestra a continuacion.

accione

I

+
ot

En la siguiente tabla se describir brevemente la funcién de cada una de las
s correspondientes a los iconos de las dos barras.

Generador de Proyectos o Sistemas:genera un nuevo proyecto al estar en la pantalla de proyectos;o
genera un nuevo sistema si se ha seleccionada un proyecto.

Elirninadar de Proyvectos o Sisternas: elimina un proyecto o sistema seleccionado

Duplicador de Proyectos o Sistermas: Crea una copia si se ha seleccionado un prayecto o
sistema.

Rotulador de Proyectos o Sisternas: cambia el nombre de un proyecto o sistema seleccionado
previamente.

Editor de Proyectos:Si nos encontramos en el directorio de proyectos, esta accion nos permite
editar la descrpoidn del mismao,

Editor de Sistemas:Al tener seleccionado un proyecto, esta opcidn nos permite editar
la descripcion del sistema.

Editor de ecuaciones: Al tener seleccionado un sistema este icono nos permite editar las
ecuaciones y parametros del mismo.

Compilador; La accion de este icono es compilar un proyecto v generar un archiva ejecutable del
prayecto seleccionada

Yisualizador de Proyectos o Sistemas:Este icono nos da la opcion de wisualizar o imprimir un
reporte de un proyecta o sistema segln, sea el caso también se puede grabar el reparte.

=meleccionador de Proyectos: Al tener seleccionado un directario o proyecto este icono nos permite
abrir el directorio o seleccionado.

Grabador de Proyectos: Al tener seleccionado un proyecto este icono nos permite grabar el
proyecto seleccionado.

Manejador de Proyectos: 5itenemos un proyecto seleccionado apareceran los sistemas del
proyecto en pantalla, con este icono regresamos al directorio de proyectos (i.e subimos un "nivel").

De esta forma finalizamos la descripcién del uso de la Interfaz de INTEGRA, en

donde hemos generado un proyecto al que llamamos TUTORIAL.

Ahora pasaremos al analisis cualitativo del los sistemas.

14




Para finalizar la seccion se muestra la pantalla de finalizaciéon de la Interfaz.

INFORMACION

iDesea terminar el programna¥?

il X

Pantalla de finalizacion de la Interfaz de INTEGRA.

15



I11.-Andlisisinteractivo con INTEGRA.

Ya que hemos generado el proyecto podemos empezar a utilizar el sistema
INTEGRA para el andlisis de las ecuaciones diferenciales. Como primer paso, se debe
ejecutar desde el sistema operativo el archivo que generamos anteriormente en la interfaz;
esto se ilustra a continuacion.

C:~INTEGRA>cd exes

G INTEGRASERES *tutorial

INTEGRA DOS-C++ 1.83CE

Ezcribac:
C:~INTEGRASEXESSTUTORIAL.EXE H

Donde W es €3> SUGA 1824x768 256 colores (>
C2» SUGA 808x6BB 256 colores (=)
1> SUGA o648x488 256 colores (x>
Ca» UGA 648x48@ 16 colores

(x*) Corra primero el programa HGEMOUSE_ERE

El archivo debe ejecutarse desde el subdirectorio EXES, entonces aparece un
menu de opciones de configuracién de video. Como se ve en la figura anterior INTEGRA
necesita que se le especifique el modo gréafico tecleando una de las opciones junto con el
nombre del archivo ejecutable y dejando un caracter en blanco después del ultimo
caracter del nombre del archivo.

C:\INTEGRANEXES >tutorial @ Ya que hemos escogido una de las
opciones de configuracion aparecera

la pantalla de inicio de INTEGRA, que
después de cerrarse nos permitira ver la
pantalla de trabajo, encabezada por

Masotros hemos elegida la opeian de
configuracidn de video mas usual gue
es la O, gue corresponde a una tarjeta .
de video %GA de 16 colores v una barra de herramientas

resolucion de B40x480.

A continuacién se muestra la pantalla de inicio de INTEGRA, la cual proporciona
la informacion “acerca de” del sistema.

16



INTEGRA DOS.AC++ 1.03CE

Archivo Jistenas Paran. Cursor Uentana Escenarios C. Uect. H. Huner.
=2 T Mh 1 — ==
_ Euler | |——1 |233] | [ | 4 &
A= | T | 333

e e < =10
SISTEMA INTEGRA

ANALIZADDR DE S2ISETEMAE DINAMICOE

Uersidn DOEASC++ 1.03F (20-D> R

20 de -un:E‘d- 1388

Autores :

Humberto Carrillo, Antonio Carrillo y Luis Hawva

Laboratorio de Dinamnica no Lineal
Facultad de Ciencias
Universidad Hacional Autdnomna de HMéxico

BREGIZTRO Ho. 167T025 DERECHD DE AUTOR, :EEFP 1994-1995

Acerca de ... 00z 5& .0,

Pantalla de presentacién del sistema INTEGRA.

Una vez cerrada la ventana de presentacién de INTEGRA y que visualicemos
pantalla de trabajo, aparece en la esquina superior izquierda, el nombre de uno de los
sistemas que forman parte del proyecto, al que llamamos PENDULO. También aparece
un par de ejes coordenados que corresponden a las “variables” “x” y “y” del sistema es
decir el “espacio de estados del sistema”. En el origen aparece la flecha que utilizaremos
COMmo cursor.

La siguiente figura muestra la pantalla de trabajo con la barra de herramientas del
sistema.
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INTEGRA DOS.AC++ 1.03CE
ﬂrch[‘?n 2istenas Paran. Cursor Uentana Escenarios C. Uect. H. Humer.
g
=12 T HMh H — =
+ Euler | |——] [=== L\b # -
I.-E.::l ® o = - = ﬂ
PENDULLD _ O]
Y
- o
-4
@ = 0.00000 Paso = 0.10000 g = 0.00000 Paso = 0.10000 1308 FAall

Pantalla de trabajo del sistema INTEGRA.

En la parte baja de la pantalla se ven las coordenadas del cursor y el “paso” de
cada coordenada.

El proyecto que generamos esta constituido por dos sistemas, el sistema
PENDULO vy el sistema OSCILADOR LINEAL. Para visualizar los sistemas componentes de
un proyecto empleamos el icono de seleccién de sistema, que nos permitira escoger el
sistema con el cual vamos a trabajar.

Jeono de Seleccion de
slstermas

18



Una vez activado este icono se desplegara la Biblioteca de sistemas, la cual
muestra los sistemas componentes del proyecto y permite seleccionar alguno. A
continuacion se ilustra esta situacion.

BEIBLIOTECA DE SISTEHAS

La figura muestra la
biblioteca de
sistemas del proyecto.

Zistenas:

La subventana
superior contiene la
lista de sistemas,
mientras que la
inferior, muestra las

OSCILADOR LIMEAL ¢

SISTEMA ACTUAL :

PENDULO ecuaciones y los
ECUACI OMES * pardmetros del
® "=y sistema con el que se

Yy '=—(gs1r*sin(x) esta trabajando.
PARAMETROS
g = 41.000000
1 = 41.000000

Para cambiar de
sistema, hay que
escogerlo con el mouse
o bien con las flechas de Zistenas:

seleccion del teclado y PENDULO III
aprobar la seleccion. T e nE e

\.

i HLUR L LIREHL

W

EIBLIOTECA DE SISTEHAS

Al aprobar otro sistema
la biblioteca nos III
muestra las ecuaciones,

XIS

asi como los parametros
preestablecidos del
sistema seleccionado, en
este caso el OSCILADOR
LINEAL.

SISTEMA ACTUAL :
O5CILADDR LIMEAL

ECUACIONES :
oy
y'=—a*x—bh*ytC*xcos{(w=t )

PARAMETROE
a = 1.000000
b = 0.000000

Para empezar a estudiar la dinamica de alguno de los sistemas, empezaremos por
el mas sencillo: el Oscilador Arménico. Elegimos el sistema OSCILADOR LINEAL y escoger
un conjunto de parametros que nos definan un Oscilador Armaénico.

3.1-El Oscilador Armoénico.
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Retomemos las ecuaciones del sistema:
x'=y
y'=-ax-by +Ccos(wt)

Como se vio los parametros del sistema deben ser todos positivos o cero. Nos
interesa saber como varia la dinamica del sistema, cuando varian los parametros. Al
ingresar las ecuaciones al sistema INTEGRA dimos valores iniciales a los parametros,
igualando a cero A y b, mientras que para ay wa uno. La “amplitud” del coseno igualada
a cero hace intrascendente el valor de la “frecuencia” del mismo. Entonces el sistema
queda de la siguiente forma.

Este sistema es el Oscilador armdnico, es sencillo mostrar que | as soluciones de
este sistema son de la forma:

(x,y) = (C;sen(+/at), Vat C,cos(v/a t))

Donde C; y C; estan determinados por las condiciones iniciales en el tiempo cero.
Esas parejas definen paramétricamente (usando el tiempo “t” como parametro) elipses

en el plano XY. En funcién del tiempo x es una funcidn periédica de periodo 2_72 Para
Va

mirar esto con INTEGRA hay que seleccionar una par de condiciones iniciales e “integrar”

en tiempo positivo y ver la curva que se genera.

Es importante recordar que para el analisis de un sistema de ecuaciones
diferenciales, es de particular interés la busqueda de los equilibrios del sistema y la
naturaleza de los mismos, es inmediato notar que el origen es el Unico equilibrio del
Oscilador Armonico.

Para iniciar la exploracion de la dinamica del sistema veremos que se cumple que
las trayectorias en el espacio de estados son elipses concéntricas al origen (¢Pueden
cruzarse las trayectorias en este sistema para algan conjunto de valores de los
parametros?).Para que podamos visualizar las trayectorias en el espacio de estados, hay
que utilizar el icono de accion para integrar numéricamente, en tiempo positivo o
negativo. Estos iconos se muestran a continuacion.

Integra en tiempo positivi Integra en tiempo negativo

Para escoger un par ordenado de condiciones iniciales debemos posicionar la
“flecha cursor” en tal par ordenado; esto se puede hacer con las flechas del teclado o bien
con la opcidn cursor que se encuentra en la parte superior de la pantalla.

A continuacion se muestra el menu de la opcién cursor, asi como el icono de
accion para dar una condicion inicial
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Cursor Ventana  Esce % Como se puede observar el

y L P mend que aparece en la
ot o “Origen 7 opciébn  cursor ha  sido
o _}Paso del cursor fconode numerado y se da una breve

4Lnerenento del Paso condicion incial descripcién de cada una .

P Ho wver Coordenadas
3 1.- Mover a: realiza la misma
acciéon que el icono que se
LhilL i) Liinlal muestra a la derecha, es decir
nos permite introducir un par
de coordenadas como
condiciones iniciales (también
o = 0.000000000c+00 Iil se nos pide una condicion
Y S Wolnllielolalaiele ==0]0) para algan tiempo inicial, por
Tienpo = 0.000000000e+00

el momento omitiremos este
punto). La ventana que se
mira en la figura anterior es la
que se abre al seleccionar esta
opcioén.

4]

2.- Mover al origen: Mueve el cursor al origen.

3.-Paso del cursor: Nos permite dar el valor del paso para cada una de las
coordenadas.

4.-Incremento del paso: Nos permite dar valores para el incremento que usa
INTEGRA en cada una de las coordenadas del espacio de estados

5.-No ver coordenadas: En la caja de informacién de la parte inferior de la

pantalla se muestran tanto las coordenadas como el paso, esta opcidn activa o
desactiva dicha opcién.

Ahora podemos seleccionar un par de condiciones iniciales y permitir a INTEGRA
que dibuje las trayectorias en el espacio de estados para distintas condiciones. Como ya
se menciond, las Unicas trayectorias posibles son elipses concéntricas al origen y se
muestra en la siguiente figura,
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Trayectorias en el espacio de estados para valores 0.5,1 y 1.5 del parametro “a” del
Oscilador Arménico.

Las trayectorias en el espacio de estados del sistema corresponden a soluciones
periddicas de las ecuaciones diferenciales.

Muchas veces al hacer el analisis de un sistema de ecuaciones diferenciales dado
es util conocer el “campo vectorial” asociado a las ecuaciones. INTEGRA permite dicha
visualizacion, utilizando la opcion “campo vectorial” o bien haciendo uso del icono de
accion.

En la siguiente figura se muestra el menu que aparece al seleccionar la opcion
“Campo vectorial”, asi como el icono de accién, que permite dibujar dicho campo
vectorial; mientras que en el mend de “Campo vectorial” aparecen dos opciones:
“Configurar” ( que se describe mas abajo) y “Dibujar”, ésta ultima ejecuta la misma accién
que el icono de la barra de herramientas.
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C. Uect. M. =5 ==
— ==
- =

sruyar feoho

de Carmpao Vectorial

Al seleccionar “Configurar”, aparece una nueva ventana de opciones de
configuracién para el dibujo del campo vectorial, como lo muestra la siguiente ventana.

COHPO UECTORIAL

FPariamnetros :

Honmbre:
HUMERO DE VECTOREE (HORIZOMTAL » ||I| J
UValor:
3
20 . 000000000 X

Como se puede ver en la figura anterior INTEGRA permite modificar los
parametros para dibujar el campo vectorial, eligiendo el namero de vectores a pintar tanto
horizontales como verticales, ademas de la longitud de dichos vectores (tanto horizontales
como verticales). Esto se ilustra en la siguiente figura.

CAMPD UECTORLAL

Paranetros:

Honmbre:
LONGITUD DEL VECTOR (HORIZDONTAL > E; “
b
HUMERO DE UVECTOHEE (HOBIZONTAL 2
HUMERO DE UVECTOREE (UVERTICALES >
LOMNGITUD DEL UECTOR (HORIZONTAL } X
LONGITUD DEL UVECTOR <(UERTICAL »

Ventana de opciones para modificar los parametros del campo vectorial.
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Ahora se muestran algunos campos vectoriales del “oscilador armdénico simple”,

para diversos valores del parametro “a”.

Y

T ey
T ey
TR T e ey Yy Yy
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e R e R W
R e e T T
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[ T e e T ey Ty
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F"\.“‘\.&{—_.;_EQ_,_Q_,V_,H/
N‘hFhi“ﬁ“‘%?'k’r’g o

Kn&\&Fx#afhﬂupha_+_+4p_f,¢,v,y,v,g,f,W
ﬂhMFx%hhjaﬂnh4=+_&hrﬁ_wwf#,F,Hk,f;

B B o P o F e e e o e e e i i e g e e e
-y

Campos vectonales cbtenidos con INTEGRA para a=T v a=0.5

Antes de continuar, retomaremos dos puntos mencionados con anterioridad.
Primero, al crear el proyecto TUTORIAL y el sistema OSCILADOR LINEAL, se igualaron
los parametros del sistema a un conjunto de valores (los cuales definen un Oscilador
Armonico); al hacer esto se mencioné que estos pueden ser modificados desde el archivo

gjecutable y durante esta seccion hemos modificado dicho parametro para obtener
las trayectorias y campos vectoriales sin mencionar

distintas imagenes de
procedimiento para modificarlo.

el

Para poder modificar los pardmetros de un sistema se puede recurrir a la opcién

Param, que se encuentra en la parte superior

de la pantalla, o bien al icono de

parametros de la barra de herramientas, que se muestra en la siguiente figura junto con

el menu de la opcion Param..

Param.

Ly

e o

oy
N0

—r—rm

Parametros Originales

SE T E

- =

Al presionar el icono o escogiendo la primera opcion del menu de Param, aparecera

una ventana con

los valores actuales de los parametros,

los cuales pueden ser

modificados haciendo “click” sobre el valor de parametro que se quiera modificar e
introduciendo el nuevo valor. La siguiente figura muestra dicha ventana.
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EARAMETHUE
b = 0.600000000e+00
C = 0.000000000e+00
w = 1.000000000e+00

4]

Edita

Farametro

Paranetro:

a

0o.3

g

X

Ventana de modificacion de parametros.

Ya que se ha editado el parametro deseado y se ha aprobado el nuevo valor,
aparecera la ventana de parametros con los valores actualizados,

continuacion.

EABAMETROSE
b = 0. {00000000e+00
C = 0.000000000e+00
w = 1.000000000e+00

1]

(4]

la cual se muestra a

La otra opcién de menud para la edicion de parametros permite restablecer los
valores originales de los parametros del sistema.

Algo que no se ha hecho notar es que, una vez que se ha trazado un campo
vectorial o alguna trayectoria (0 ambas, lo cual se puede hacer en la misma pantalla
siguiendo los procedimientos anteriores) y se desea borrar de la pantalla, los gréficos
obtenidos para generar unos nuevos (por ejemplo si cambiamos los parametros y
queremos ver el nuevo campo vectorial generado por los nuevos valores, debemos utilizar
el icono “borrador” de la barra de herramientas, el cual limpiara totalmente la ventana de
trabajo, o bien, utilizar la opcién “Ventana” que desplegara un menud con diversas
opciones entre las cuales se incluye la de limpiar la ventana de trabajo, asi como otras

que se describirdn mas adelante.

En la siguiente figura se muestra el icono “borrador™”.
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i Limpia la ventana de
trabajo

Anteriormente, se mencioné que todas las soluciones del Oscilador Armoénico
simples son funciones periédicas, ahora expondremos cdmo generar graficas de los
cursos temporales con INTEGRA: debemos seleccionar la opcidon Ventana, que desplegara
el siguiente menu.

Uentana

Dinensiones

Limpiar fin Conswv. Posc.
Linpiar Conswv. FPosc.
Grabar (IMG?>

Leer {IMG 2

Menu de la opcién Ventana

Al desplegarse el menu aparece la opcion “Dos ventanas” que al ser seleccionada
dividira la ventana de trabajo en dos ventanas: una sera la ventana usual que albergara
al espacio de estados, mientras que la otra, sera una ventana que albergara un par de
ejes coordenados etiquetados con la variable “t” en el eje de las abscisas; el eje de las
ordenadas correspondera a “x” (en general a alguna de las variables del sistema).

Para generar la gréafica de “x” como funcién del tiempo, hay que seleccionar una
condicion inicial de la misma forma en que se eligen en el espacio de estados e integrar
(como se indic6 con anterioridad). INTEGRA generara las gréaficas en ambas ventanas al
mismo tiempo.

Limpiar las ventanas de trabajo se hace de igual manera que el espacio de estados;
se limpiaran ambas ventanas.

En la siguiente figura se ilustran tanto una trayectoria en el espacio de estados

como su correspondiente curso temporal, obtenidos con INTEGRA para el “oscilador
armonico simple” para una pareja de condiciones iniciales.

26



OSCILACIONES ! E

=

SEILARLL =2 I;"EI

e & e

Trayectoria en el espacio de estados y curso temporal del Oscilador Arménico
simple correspondientes a una pareja (xo,yo) que corresponden a un tiempo to.

Al desplegarse dos ventanas de trabajo tienen el encabezado de color distinto, esta
diferencia de color nos indica cual de las dos ventanas esta activada y cual no. La
ventana que tiene el encabezado de color gris claro es la ventana que se encuentra
inactiva. La diferencia entre una ventana activa y una inactiva radica en que INTEGRA
permite trabajar con cada ventana sin modificar las propiedades de la otra ventana. Basta
con hacer “click” sobre una ventana para que ésta se active.

Al hablar de las propiedades de una ventana nos referimos a propiedades de
gréaficas y de dimensién (tamario) de la ventana.

Primero veremos cémo modificar las dimensiones de las ventanas, esto es como
elegir los intervalos que deseamos ver tanto en el eje “x” como en el eje “y”, de igual
modo para ventana de cursos temporales.

Una vez que se tenga seleccionada una de las ventanas, por ejemplo la ventana
correspondiente al espacio de estados y queremos saber o bien modificar los valores de
los intervalos de cada uno de los ejes, lo que debemos hacer es seleccionar la opcién
Ventana, la cual desplegard el menu anteriormente mencionado y seleccionar la opcion
Dimensiones; una vez hecho esto se desplegara una ventana que nos permitira introducir
los valores de los intervalos que deseamos ver. Antes de modificar estos parametros de
dimension, la ventana muestra los valores actuales de la misma.

La figura siguiente ilustra este procedimiento.
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INTEGRA DOD3AC++ 1.03CE

Archivo 3Xistenmnas FParan. Cursor Uentana Escenarios C. Uect. M. Humner.

= =1 ! i i L Dinensiones
Eﬁ ,-"El:j. v—[—x e B _J!_ :?\‘:;;&pl}‘ar £in Conswv. Posc. ﬂ

Linpiar Conswv. Posc.

OECLLACIONES Grabar (IMG) I;"EI
Lear (IMG >
FPrimero se activa una Una Yentana
Grafica en Una Ventana
de las dos ventanas Y Invierte Uentanas
deaplegadas, en este
caso Iz del espacio de p 5 . "
ostados, Despues se seldcciona "Ventana Y
a desplegado of menl se selecclona
"Dimensiones", fue desplegara una
ventana pata intfoducir Ios huevos
valores que se deaean ver en los eles
- ' ¥ "-l"'f"' e —Tienpo | Tie
Mend de la wentana de trabajo 1:01 F.l.
DIMENSIONES DE LA UENTANA No. 1 En la ventana de
dimensiones, podemos
introducir de manera
individual
Eie Minino Maxino (simplemente haciendo
“click” en cada casilla)
Hor izontal |-10.000000 10 . 0000000 los valores que se
— desean modificar o dar
Uertical —10.000000 10 . 0000000 \/ un valor para todos los
extremos de los
Tercer eje |-10.000000 10 . 0000000 intervalos con la
casilla Todos, cuya
accion permite que la
ventana tenga como
Todos 0. 00000000 X limites ay -a donde a
es el valor que se
[Fomtar [\ 000000000 introduce.
L
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La opcidon Factor es el factor de escala en la ventana, es decir los valores que
hemos dado a INTEGRA se multiplicaran por este niamero. Si no modificamos los valores
de Todos y Factor apareceran con el valor predeterminado cero. De forma analoga se
modifican las dimensiones de la ventana de “cursos temporales”.

Otra manera de modificar las dimensiones de la ventana activa es con el icono de
accién que se muestra a continuacion.

MK fcono para modificar iz
dirnensiones de iz
ﬁ vehtaha achiva

Otra herramienta importante del menu desplegado Ventana, es Grafica en una
ventana, que nos permite graficar solamente en la ventana activa, manteniendo la otra
ventana sin alterarse; por ejemplo generemos un curso temporal, sin dibujar nada en la
ventana del espacio de estados:

Activando la ventana de espacio de estados y seleccionado Grafica en una
ventana, integramos y la grafica que se generara solo sera el curso temporal.

PN IN E= I;"EI OECILACIONES !E

Para finalizar ésta seccidon, discutiremos el funcionamiento de un par de
herramientas de visualizacién, muy Utiles en el analisis de las graficas generadas con
INTEGRA y son: “mover origen” y “acercar/alejar”, que so6lo funcionan sobre la ventana
del espacio de estados.
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La opcidén “mover origen” (del mend Escenarios)permite al usuario mover el origen
del espacio de estados (que originalmente se encuentra en el centro de la pantalla) a
cualquier otra ubicacion dentro de la misma ventana, sin embargo los ejes coordenados
dibujados nunca podran salir de la ventana. Una vez activada esta herramienta el origen
se mueve utilizando las flechas del teclado.

La opcién “Acercar/Alejar” es una herramienta de “
que la herramienta “mover origen”) en la opcion Escenarios.

zoom” que se activa (al igual

Para acercar y alejar el origen empleamos las teclas “+” para acercar y “-“ para
alejar.

Una vez que se han activado estas herramientas se puede terminar su uso de al
presionar la tecla “ESC”,

A continuacion se muestra el mena Escenarios.

Escenar ios
uh

-1 BrATico
SLE TE T LD

Permite mover origen |y Hover Origen

Acercar / Alejar g Herramienta de “Zoom”.
Botaciones

Ejes sin MHombre
Ceroclinas

Isoclinas

Funciones Auxiliares
Colores del Sistena

En ésta seccidn se ha presentado una visién muy general del manejo de INTEGRA
al tiempo que analizamos la dinamica del Oscilador Armoénico. Algunas de las
herramientas no han sido descritas, pero pueden ser exploradas por el usuario sin
dificultad alguna, o bien se puede encontrar una descripcion completa en el manual del
usuario del sistema INTEGRA.

En la siguiente seccién presentaremos algunos resultados para los dos sistemas
que forman parte del proyecto que se ha generado. En primer lugar, lo hacemos para el
OSCILADOR LINEAL (para valores de parametros en general) y después para el sistema
PENDULO.
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3.2-OSCILACIONES LINEALES Y EL PENDULO.

Reconsideremos las ecuaciones del sistema que modelan al oscilador lineal:
x'=y
y’'=-ax-by +Ccos(wt)

3.21-Oscilaciones libres amortiguadas.

Empezaremos el analisis anulando el término correspondiente al forzamiento y
tomando en cuenta la friccién, es decir C=0 y b>0.

Entonces el sistema es:

x'=y
y'=-ax-by

A este sistema se le conoce como el “Oscilador Amortiguado”

La dinamica del sistema queda determinada por la relacibn que guardan los
parametros a y b, pues al tratarse de un sistema lineal tenemos que la solucién general
del sistema es:

xt)=Ce* +Ce® s A ZA,
o bien
x(t)=(C,+C,t)e s A, =4,=1

.—_—b+1\/b2 -da, i =12

Con

La naturaleza de los Ai puede ser de dos tipos:

I) Ai reales, es claro que en este caso siempre son menores que cero.
Il) Ai complejos con parte imaginaria diferente de cero.

Empezaremos con el caso real, donde podemos tener dos casos distintos

Caso 1a) A=Az =, en este caso X(t) = (C +C,t)e™.
—bt
Esto solo puede ocurrir si b2-4a=0 entonces A=(-b/2) y X(t) =(C +C,t)e ? ésta
funcioén tiende a cero conforme t crece. Veamos que es lo que se obtiene con INTEGRA.

Primero mostramos el espacio de estados del sistema con diversas trayectorias
junto con el campo vectorial.

Los valores de los parametros que se emplearon para los calculos numéricos
fueron a=1y b=2.
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OECEILADOR| LINEAL

En

condicion

L5 |
NN A
i
I N |
S T R
™ |

equilibrio.

Se observa
convergen a origen, donde esta e
unico equilibrio del sistema, que en
este caso es un “Nodo impropio”. La
figura nos dice que la particula no
oscila pues conforme el tiempo crece
su velocidad decrece de manera
exponencial 'y su posicion tiende
exponencialmente

se

le

la figura se muestran
trayectorias en el espacio de estados
gue se obtienen con INTEGRA para €l
oscilador lineal con b*4a=0. A esta

“ amortiguamiento critico” .

denomina

que las trayectorias

a

punto

En la figura de abgjo se muestran las
mismas trayectorias pero también se
mira la direccién en la cua son
recorridas, pues se muestra también el
campo vectorial.

En la pagina siguiente se muestran
trayectorias en e espacio de
estados y cursos temporales, para
pargjas de condiciones iniciales,
gue hemos generado con un color
distinto para cada condicion inicial.

Para hacer esto, se selecciona la
opcién de Escenarios y se €elige
Colores de sistema, donde
podemos elegir €l color del gréfico,
de los gjesy € de las funciones
auxiliares.

En la primera figura (de la péag.
siguiente) se escogieron diversas
posiciones iniciales y velocidades
iniciales nulas, en la segunda una
sola posicién inicia y diversas
velocidades.

3T AMIE LINEAL

L4

2o iy

e L

_h

e

= ¥ [—

Fe
B = O " e
R e F e

e A i ) L
o S ptell el

—

L R A e o

'L"\-l—.._,—....,—‘,_,-._,_,-__,-._,_,-*_,-_‘_,-_#

hhﬂ’ﬂmﬁ#Ww$;”xf

1 2y 2y e £ 2 10 1 (e 0 e

Mhﬁ_a_q—a—u—y—y—y—y—y—'_.,ﬁ

e

"«"nhﬂhhﬂ—*—,.,—y—w,_,-ﬁﬁdﬂ

T T T % R et s o] i o 252 4 5 e s e g

32

las

de




(08 el = o ST L1 Rl el A Sk 1 I;"EI

O3EILLARMDE LITNHEAL

D

-

Trayectorias y cursos temporales para diversas posiciones iniciales y velocidades
iniciales nulas.

1=

sl RN T S =TS

4[]

Trayectorias y cursos temporales para una sola posicién inicial y diversas velocidades iniciales. Se

observa que en algunos casos, si la magnitud de la velocidad

inicial es lo suficientemente grande, ésta puede

cruzar el equilibrio.
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Caso 1b) 0>A:1>)2 esto solo ocurre si b2-4a>0, a esta condicidén se le conoce como
“superamortiguamiento”. En este caso la solucién es:

-b 1
(—+=vb?-4a)t
x(t)=Cpe 2 2 +

(%b—%\/bz—%\)t

C,e

OSCILADOR LINEAL e

Las soluciones también tienden a cero de manera
exponencial conforme el tiempo crece.

En la figura se muestran algunas trayectorias en €l
espacio de estados obtenidas con INTEGRA, para
a=1ly b=4.

Lo que se observa es que €l origen que (el Unico
equilibrio) tiene una naturaleza diferente, pues la
convergencia de las trayectorias es mas répida,
Ahora € origen es un “Nodo Estable’. Tampoco
en este caso se presenta una dinamica oscilatoria,
aunque también existe la posibilidad de algiin cruce
por € equilibrio.

En la parte inferior se muestra el campo vectorial y
algunas curvas en €l espacio de estados, asi como

H 4 y cursos temporales para agunas pargjas de
ill‘a | "1" ‘]". condiciones iniciales, donde se ilustra que no hay
! oscilaciones.
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Caso 2) Aqui veremos qué se obtiene para el caso complejo, esto ocurre si b2-

4a<0, en ese caso tenemos que

A =——+=
272

Vb*-da=a+if yA, =)

En este caso la solucion general puede escribirse de la forma:

X(t)=Ceatcos(ft+9)

Esta solucién es una funcién tiene una amplitud que tiende a cero conforme el

tiempo crece, sin embargo si oscila en torno a la posicién de equilibrio.

Utilizaremos a=0.5 y b=0.8 para generar la siguiente figura en el espacio de

estados.

Aspecto tipico del espacio de estados
en el caso de valores propios
complejos. Como se mira en la
ilustracion, si existen oscilaciones en
torno al equilibrio, pero la amplitud
de éstas decae exponencialmente con
el tiempo.

Este caso se conoce
“Oscilador Subamortiguado”.

como el

El equilibrio es un foco estable.

Abajo presentamos el aspecto de un
curso temporal.

Trayectorias en e Espacio de Estados. A la derecha, curso

temporal parael caso complejo.

Con esto hemos terminado la seccién de Oscilaciones Libres Amortiguadas.

En la siguiente seccion trataremos el sistema con el término de forzamiento no

nulo.
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3.22-Oscilaciones Armoénicas Forzadas
Primero exploraremos el caso del Oscilador Armoénico Forzado, es decir el sistema:
x'=y
y’'=-ax +Ccos(wt)
Al tratarse de un sistema afin, la soluciéon general del sistema es una funcion de
la forma:
X(t)=Xh+Xp

Donde Xh es la solucién del sistema homogéneo (en este caso el Oscilador
Armonico) y Xp una funcién que resuelva de manera particular el sistema afin.

En el caso del oscilador armoénico forzado la solucién general es:

X(t)=Cicos (v/a t+<p)+(L2)cos(wt)
w

Que podemos escribir como:

X(t)= Cicos (\/at)+Czsen(\/at )+( Lz)cos(wt)
a—-w

Esta solucion se encuentra bajo la hip6tesis de que azwz2.

Observemos que es lo que se obtiene con INTEGRA para los valores de w=1.2 a=1
y C=1.

N T

Lo que se observa es una oOrbita cerrada y un curso temporal ¢periodico?
Aparentemente “envuelto” en otra funcién que pareciera “senoidal”. Lo que ocurre es lo
siguiente: En la solucion general los dos primeros términos son funciones periédicas de

frecuencia +/a, mientras que el tercer término (también es una funcién periédica) de
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frecuencia w; entonces la Unica forma para que la solucion sea periodica, es que las
frecuencias de ambas funciones sea cantidades conmensurables es, decir que

(va/w)=p/qg con p y q enteros. La amplitud envolvente se da para frecuencias cercanas,
pero en general miraremos amplitudes que varien periédicamente en el tiempo, por
ejemplo si obligamos a que la solucion cumpla con que X=Y=0 para to=0, encontramos

que:
X(t)= ¢ sen((a-'- W)tj sen((a_ W)tj
(a—-w?) 2 2

De ahi se mira que la frecuencia mas grande es (a+w)/2 y que la amplitud es una

funcion periddica dada por:
C (a—-wt
> sen
(a-w") 2

A continuacion mostraremos algunas trayectorias junto con su correspondiente
curso temporal.

e IR LT L =T I;"EI OSCILADOR LINEAL !E

Trayectoria en el espacio de estados y curso temporal para a=1 w=1.5

A continuacién mostramos una secuencia para los valores a=0.24 y w=0.26 donde
observamos aperiodicidad, pues conforme el tiempo crece la curva en el espacio de
estados no se cierra: ésta empieza a llenar totalmente un area acotada por la amplitud de
la envolvente.
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Con la secuencia anterior hemos terminado el analisis para el caso de frecuencias
diferentes.

Ahora supondremos que a=w2. En este caso la solucién esta dada por
Ct
X(t)= Acos|Wat + 3 )+ > sen(wt)

La amplitud de las oscilaciones crece linealmente con el tiempo, a este fendmeno
se le llama resonancia. Tal vez sea el resultado mas interesante del oscilador arménico
forzado, ya que indica que no se necesitan fuerzas grandes para provocar una gran
oscilacién, basta con aplicar pequefias fuerzas con una frecuencia adecuada.

A continuacién se muestra una trayectoria en el espacio de estados junto con su
correspondiente curso temporal con (0,0) como condicion inicial y a=0.25,w=0.5,C=1.
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Espacio de estados y curso temporal para frecuencias iguales y (0,0) como condicién
inicial.

Con esto concluimos el analisis para el oscilador armoénico forzado periédicamente.
Hasta el momento se ha logrado ver que los resultados obtenidos con INTEGRA
concuerdan con lo que se obtiene teéricamente.

3.23-Oscilaciones amortiguadas con Forzamiento Periddico.

Para terminar con el oscilador lineal consideraremos el caso con todos los
parametros mayores que cero.
xX'=y
y’'=-ax-by +Ccos(wt)

Como mencionamos en la seccidon anterior tenemos que la solucién del sistema
afin es de la forma.

X(t)=Xh+Xp

La solucion Xh para el caso amortiguado se desvanece conforme el tiempo se
incrementa y la solucién Xp que resuelve el sistema de manera particular es:

_ C
J(@-w?)? +20°w?

Con d=arctan(bw/(a-w?)).

Xp

cos(wt — 9)

Esta funcidn es la Unica solucion periédica del sistema, pues X(t)=Xh+Xp es la
solucién general y como Xh tiende a cero, entonces a tiempos largos decir es que el
sistema esta enteramente gobernado por el forzamiento pero siempre sintiendo un
pequefio efecto provocado por Xh. Para tiempos pequefios el sistema tiene un
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comportamiento “transitorio” que eventualmente convergera a Xp.(que en el espacio de
estados estara identificado la como Unica trayectoria periddica); todas las demas

trayectorias convergeran a ella. A continuacién se lo dicho.

OSCILADDR LINEAL _O)| vreiiavos Loz

4[]

—

s
—
=

Trayectorias en el espacio de estados y cursos temporales. Se puede observar la existencia
de un atractor periddico en ambas ilustraciones.

Con esto hemos terminado el analisis del sistema OSCILADODR LINEAL.

Ahora estudiaremos brevemente la dinamica del péndulo.

3,24-El péndulo
El andlisis de la dindmica del péndulo lo haremos directamente del espacio de

estados del sistema.

El sistema que modela la dinamica del péndulo es:

xX'=y
y'=-(g/)sen(x)
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Con g=9.81 y I=1 para los calculos numéricos.

= ]

Trayectorias en el espacio de estados para diversas
condiciones iniciales.

Se presentan dos tipos de
comportamiento claramente diferentes,
separados por una trayectoria que puede
pensarse como un caso limite de los dos

Para entender que es lo que ocurre nos
concentraremos  primero  en las
trayectorias cerradas que corresponden a
una dinamica oscilatoria semejante a la
del Oscilador Armoénico, esto solamente
es valido para angulos “ pequefios’, pues
es solamente para la aproximacion
sen(x)=x, ademas la velocidad inicia
debe también tener un valor no mayor a
los que conforman la curva “ separatriz”.

En términos mecanicos, lo que ocurre
es que € péndulo recorre un arco de
circunferencia tanto de ida como de
vuelta infinitamente, como se ilustra &
continuacién.

Ladinédmica no oscilatoria ocurre
cuando la particularecibe unvalor
de velocidad |o suficientemente
grande que logra que ésta de mas
de unarevolucion, pero (Qué
dinamica representa la separatriz?.

Para las trayectorias cerradas
el péndulo ozcila de =0 2 x0,
cuando gube dezacelera

cuando haja acelera,

Para responder a esa pregunta observemos los equilibrios del sistema que

ilustran en la siguiente figura.

':211+1 m x= Enﬂ

Estos son Zn+1)m oy 2nm
En el primer casao el equilibrio es

Los equlibrios dél péndulo son los
T valoresde x tales que (x'yv"=(0,07,
L inestable y en el segundo estable.
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La separatiz corresponde a una trayectoria con un X, de equilibrio inestable. Del
espacio de estados se observa que la velocidad debe ser tan pequefia como se quiera para
que la dinamica no sea oscilatoria. {Cuanto tiempo se necesita para que se complete una
revolucién?, ;Se contradice la unicidad de las soluciones?

Con esa pregunta terminamos el presente documento.

Una descripcion detallada del sistema INTEGRA se puede encontrar en el manua
del usuario en la pagina de Internet del Laboratorio de Dinamica no Lineal.



Apéndice |.Funciones Vdlidas para definir las
ecuacionesen INTEGRA.

Las funciones matematicas validas para definir las ecuaciones diferenciales y las
funciones auxiliares son las siguientes:

NOMBRE | PARAMETROS | ACCION

sin 1 Seno de x

cos 1 Coseno de x

tan 1 Tangente de x

asin 1 Arco seno de x

acos 1 Arco coseno de X

atan 1 Arco tangente de x

sinh 1 Seno hiperbdélico de x

cosh 1 Coseno hiperbdélico de x

tanh 1 Tangente hiperbdlico de x
fabs 1 Valor absoluto de x

floor 1 Mayor entero menor o igual a x
fmod 2 Calcula el modulo de x/y

exp 1 Exponencial de e a la x

Idexp 2 Calcula x por 2 exponente a lay
log 1 Logaritmo natural de x

log10 1 Logaritmo base 10 de x

sqrt 1 Raiz cuadrada de x

pow 2 xalay

fact 1 Factorial de x

inv 1 Inverso de x

sig 1 Signo de x (1 si x>=0,-1 siX<0)
? 0 Permite hacer comparaciones

Las funciones trigonométricas se manejan en radianes.
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