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Introduccion

Los contenidos y métodos de los sistemas dindmicos son de gran interés en la matematica
aplicada actual; tanto por el soporte cientifico como por la necesidad de interactuar
con los modelos matematicos de fendmenos de diversas disciplinas. En este trabajo,
esta preocupacion se centra en estudiar el origen, la interpretaciéon dinamica, el caos y
la sincronizacion del modelos de Lorenz. La motivacién surge del curso de ecuaciones
diferenciales, orientado por el profesor Mauro Montealegre Cardenas, a quien agrade-

cemos su colaboracién durante la elaboracién de esta tesis.

Hoy este esfuerzo se concreta, sobre todo, en precisar conceptos de los sistemas dinami-

cos, en un modelo clasico de esta teoria. Para ello desarrollamos los siguientes capitulos:

El primer capitulo, contiene un seguimiento histérico de la mecénica de fluidos, ini-
ciando con los aportes de Arquimedes hasta Saltzman, y se finaliza con la deduccion
del sistema de Lorenz; utilizando el método de Garlerkin, esta deducciéon que hizo el

propio Lorenz.

En el segundo capitulo tratamos lo relacionado con la dindmica hiperbdlica, que con-
siste en el analisis del sistema en mencion; el estudio es local en torno de los puntos de

equilibrio, para unos intervalos del parametro p.

En el capitulo tercero, se estudia los aspectos caodticos del Sistema cuando p = 28,
B = 3/8, 0 = 10; el andlisis cadtico se reduce a una dindmica unidimensional via una

foliacion estable invariante.



El cuarto capitulo contiene la forma como se aplican procesos de sincronizacién de este

sistema cadtico, utilizando las funciones y exponentes de Lyapunov.

El ultimo capitulo correspondiente a los anexos contiene el concepto de variedad cen-

tral, la disipacion uniforme y reduccién de Garlerkin.

Mediante la realizacion de este trabajo hemos obtenido un conocimiento completo de
un modelo clasico de los sistemas dindmicos; sobre el cual logramos una presentacion

didéactica y exploramos sus aplicaciones.



Capitulo 1

HISTORIA DE LA MECANICA
DE FLUIDOS

Como la mayor parte de las ciencias, la mecanica de fluidos tiene una historia de an-
tecedentes lejanos aislados. Después, una época de descubrimientos fundamentales en
los siglos XVIIT' Y XIX y, finalmente, una época de préctica actual, como denominamos
a nuestros conocimientos,que estan bien determinados. Las civilizaciones antiguas teni-
an conocimientos rudimentarios, pero suficientes para resolver algunos problemas. La
navegacion a vela y el regadio datan de tiempos prehistoricos. Los griegos introdujeron
la informacién cuantitativa. Arquimedes y Her6n de Alejandria, postularon la ley del

paralelogramo para la suma de vectores en el siglo 11T A.C.

Arquimedes (285-212 A.C.) formulé las leyes de flotabilidad y las supo aplicar a cuerpos
sumergidos, utilizando cierta forma de calculo diferencial en su andlisis. Los romanos
construyeron multitud de acueductos en el siglo IV A.C., pero no dejaron escritos sobre

los principios cuantitativos de sus disenos.

Hasta el renacimiento hubo mejoras sustanciales en el disenio de naves, canales, con-
duccciones de agua, etc. Pero tampoco nos queda evidencia de los analisis realizados.
Leonardo da Vinci (1452-1519) obtuvo la ecuacién general de la continuidad para flujos

unidimensionales. Fue un excelente experimentalista y en sus notas nos dejé descrip-



ciones muy reales sobre chorros, olas, resaltos hidraulicos, formacién de torbellinos
y disenos de cuerpos de alta y baja resistencia (cuerpos fuselados y paracaidas). Un
francés, Edme Marriotte (1620-1684), construyé el primer tunel aerodindmico y

realizé diversas pruebas en él.

Pero el definitivo impulso se debe a Isaac Newton (1642-1727), que propuso las leyes
generales del movimiento y la ley de resistencia viscosa lineal para los fluidos que
hoy denominamos newtonianos. Los matematicos del siglo XVIII (Daniel Bernoulli,
Leonhnard Euler, Jean D’Alembert, Joseph Louis Lagrange y Pierre Simon Laplace)
obtuvieron soluciones a problemas de flujos no viscosos. Euler desarrollé las ecuaciones
diferenciales del movimiento de flujos incomprensibles no viscosos, y posteriormente
dedujo su forma integrada, que hoy conocemos como ecuacién de Bernoulli. Utilizando
esta ecuacion, D’alembert propuso su famosa paradoja: Un cuerpo inmerso en un flujo

no viscoso tiene resistencia nula.

Estos brillantes resultados son deslumbrantes, pero en la préactica tiene pocas aplica-
ciones, porque la viscosidad siempre juega un papel crucial. Los ingenieros de la época
rechazaron estas teorias por irreales y desarrollaron la ciencia denominada hidraulica,
que es esencialmente empirica. Experimentalistas como Chezy, Pitot, Borda, Weber,
Francis, Hagen, Poiseuille, Darcy, Manin, Bazin, trabajaron en gran variedad de flujos
como canales abiertos, resistencia de barcos, flujos en tuberias, olas y turbinas. La
mayor parte de los datos eran utilizados sin tener en cuenta los fundamentos fisicos de

los flujos.

Al final del siglo XIX comenzé la unificacion entre hidraulicos e hidrodinamicos. William
Froude (1810-1889) y su hijo Robert (1846-1924) desarrollaron leyes para el estudio con
modelos a escala; Lord Rayleigh (1842-1919) propuso la técnica del anélisis dimension-
al; y Osborne Reynolds (1842-1912) publicé en 1883 su cldsico experimento , mostrando
la importancia de los efectos viscosos a través de un parametro adimensional, el nimero
de Reynolds. Mientras tanto , la teoria de los flujos viscosos que habia sido desarrollada

por Navier y Stokes, anadiendo los términos viscosos a las ecuaciones de movimiento,



permanecia en el olvido debido a su dificultad matematica. Fue entonces en 1904 un
ingeniero aleman Lwdwig Prandtl publicé el articulo quizé el méas importante de la
mecanica de fluidos. Segun Prandtl en los flujos de fluidos poco viscosos como el aire
y el agua el campo fluido puede dividirse en dos regiones: una capa viscosa delgada
o capa limite en las proximidades de superficies sélidas y entrefases donde los efectos
viscosos son importantes y una regién exterior que se puede analizar con las ecuaciones
de Euler y Bernoulli. La teoria de la capa limite ha demostrado ser la herramienta mas
importante en el andlisis de los flujos. Los aportes esenciales de la Teoria de Fluidos
durante el siglo XX son diversos trabajos tedricos y experimentales de Prandtl y de sus
dos principales colegas competidores, Theodore von Karman (1881-1963) y Sir Geofrey
I Taylor (1886-1975).

Como la Tierra estd cubierta en un 75 % por agua y en un 100 % por aire, las posibil-
idades de la mecanica de fluidos son enormes y abarcan de alguna forma la totalidad
de la actividad humana. Ciencias como la metereologia, la oceanografia o la hidrologia
versan sobre los flujos naturales sin olvidar las implicaciones fluidomecénicas de la cir-

culacién sanguinea o la respiracion.

El transporte en general, esta relacionado con el movimiento de los fluidos, bien sea a
través de la aerodinamica de los aviones y cohetes o de la hidrodinamica de barcos y
submarinos. La casi totalidad de la energia eléctrica procede de turbinas o de vapor.
Todos los problemas de combustion incluyen movimiento de fluidos, como también
lo hacen las técnicas modernas de regadio, control de inundaciones, abastecimiento
de agua, tratamiento de aguas residuales, movimiento de proyectiles y transporte de

petroéleo o gas por conductos.

Cuando un fluido estda en movimiento, su flujo se puede caracterizar de dos maneras. Se
dice que el flujo es viscoso o laminar si toda particula que pasa por un punto especifico
se desplaza exactamente a lo largo de la trayectoria uniforme seguida por las particulas
que pasaron antes por ese punto. La trayectoria se conoce como una linea de corriente.

El flujo de un fluido se hace irregular o turbulento cuando su velocidad es superior a



cierto limite o en cualquier condicién que cause cambios abruptos de velocidad. El flujo
turbulento se caracteriza por movimientos irregulares del fluido, llamados corrientes de

remolino.

En el analisis del flujo de fluidos el término viscosidad se aplica al grado de friccion
interna en el fluido. Esta fricciéon interna esta asociada con la resistencia entre dos
capas adyacentes del fluido que se desplazan una respecto a la otra. Los flujos de

fluidos laminares se explican con las ecuaciones de continuidad:

Av =k (1.1)

donde, A: es el area; v: es la velocidad; k: es constante. La ecuacién de Bernoulli:

p+1/2pv* + pgh = k. (1.2)

donde: p: es la presion; v: es la velocidad; k: es constante; g: es la gravedad; h: es la

altura; p: es la densidad

Para el flujo de fluidos turbulentos encontramos la ecuacién de Newton, que para ciertos
fluidos conocidos como fluidos newtonianos, el esfuerzo cortante sobre una interfaz
tangente a la direccién del flujo es proporcional a la tasa de cambio de la velocidad
con respecto a la distancia donde la diferenciaciéon se toma en una direccién normal a

la interfaz:

(1.3)

donde: n: es normal a la superficie; 7: es el esfuerzo cortante; v: es la velocidad.

Existe una ley de viscosidad mas general conocida como ley de viscosidad de Stokes y

se aplica a los fluidos més generales. El momentum lineal de un elemento de masa dm
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es una cantidad vectorial definida como vdm.

La proposicién bésica de la ley de Newton para una referencia inercial esta dada

en funcién del momentum lineal como:

0

vdm) (1.4)

En el caso en que la particula infinitesimal de masa dm haga parte de un campo de
velocidad v(zx,y, z,t) medido respecto de la referencia inercial, esta ecuacién puede

darse como:

= Odm) = dm(u@ + s@ + w@) + (@

ox dy 0z ot
Esta ecuacién restringida al caso en que no existe esfuerzo cortante y sélo actia la
gravedad como fuerza sobre el cuerpo, se conoce como ECUACION DE EULER. La

fuerza superficial sobre un elemento se debe solamente a la presion p. Esta fuerza puede

(1.5)

expresarse en la forma:

—(Vp) dv. (1.6)

La fuerza de gravedad puede darse como:

(1.7)
—gpdvk = —g (Vz) (pdv),
al dividir por pdv = dm, se obtiene la Ecuacién de Euler:
ov ov v ov  Dv
——Vp— =|(u—+s— — — = —. 1.8
Vp—gVz (ua +Say w(’)z)+8t Dt (1.8)
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Que en coordenadas rectangulares nos da:

—1@%-3 = u%—l—sa—u w@ +0_u
pOox o\ or dy 0z ot
10p 0s 0s 0s 0s
P = (0 s ) 8 1.
p6y+ y (u8x+$6y+w8z)+8t (1.9)
_l@+3_ 8_w+88_w+w8_w +8_w
p 0z =\ ox Oy 0z ot’

En las coordenadas de linea de corriente del plano osculador el sistema (1.9) es el

siguiente:

10p ov  Ov

p Os ds Ot

19p v? Ov (1.10)
—~—+B,=—+—1

pon R Ot

En flujos més generales existen relaciones generales entre el campo de esfuerzo (volumen
donde tiene lugar el cambio de turbulencia debido al cambio de viscosidad) y el campo
de velocidad (volumen donde la velocidad es una funcién de (x,y, z,t) y se trabaja
con un valor promedio). Cualquier relacién como esta, se denomina ley constitutiva
para este caso la ley de VISCOSIDAD DE STOKES. Suponemos que cada esfuerzo
estd relacionado con un conjunto de constantes con cada una de las seis tasas de
deformacién 7;;, ademds, cada esfuerzo normal estd directamente relacionado con la

presion p, luego:

Tow = —D + Cr1€zs + Craéyy + Crzézy + Craéyy + Ciséy. + Crgéa
Tyy = —P + Co1€35 + Craéyy + Cozéy + Coyéyy + Coséy, + Cogéys
Tor = —P + Cs1€55 + Cso€yy + Cs3é, + Csaéyy + Csséyr + Cagéys
Toy = Cu1€za + Caoéyy + Cuzéy + Cuaéyy + Cuséys + Cupéys
Toz = Cs1€p0 + Cs2éyy + Cszé., + Csaéyy + Csséy. + Crpéys
Ty = Ce1€20 + Co2€yy + Co3€.. + Coaéay + Coséyz + Coplqs-

(1.11)

Las constantes Cj; se conocen como coeficientes de viscosidad y los €;; son las tasas

temporales de elongacién por unidad de longitud original (tasas de deformacién nor-
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mal) en cada uno de los ejes rectangulares.

Como los fluidos atmosféricos se componen de liquidos y gases enfocaremos nuestro
estudio sobre la parte de los gases y especialmente donde estos tienen la mayor concen-
traciéon sucediendo esto en la atmosfera terrestre y donde Saltzman y Lorenz trabajaron
sus experiencias. La atmosfera terrestre es una mezcla de gases de un espesor aproxi-
mado de 500 km, ubicada alrededor de la corteza terrestre. Alli tienen lugar tormentas,
movimientos violentos y grandes corrientes de conveccién. La atmosfera estd dividida
en zonas llamadas Troposfera, Estratosfera, Ozonosfera, Ionosfera, Exosfera y Magne-
tosfera. Cada una de estas zonas tiene una diferente presion atmosférica sabiendo que

la presion del aire es mayor en el fondo que en la superficie.

Analizando el fenémeno de la conveccién, los efectos invernadero y el deshielo de los
glaciares, Saltzman en 1962 dedujo un par de ecuaciones que explicaban las proyecciones
posibles sobre concentracion de gases, los cambios medios mundiales de la temperatura,
el aumento del nivel del mar y la estabilizacién de los gases de invernadero en la a&tmos-
fera. Saltzman da una descripcion cualitativa del acoplamiento entre la temperatura

del océano y la extension del hielo en el Artico, a través del siguiente modelo:

n=0-mn

- (1.12)
0 = bl — an

La variable 6 representa la desviacion de la temperatura respecto a un cierto nivel de
referencia medida en unidades apropiadas y n representa la desviacion de la latitud

hasta la que llega el hielo, donde a y b son parametros.

La materia tiene la capacidad de producir trabajo que conocemos como ENERGIA.
Una forma de energia es el calor, puesto que es capaz de producir un trabajo y trans-
formarse en otras formas de energia. La calorimetria es la rama de la fisica que tiene
por objeto el analisis de las técnicas de medicion de calor en los diferentes fenémenos
fisicos, en los que la temperatura es variable. Cuando un cuerpo caliente se pone en

contacto con otro frio, el primero transmite al segundo parte de la energia que se en-

12



cuentra en él y lo hacen en forma de calor. Hay tres formas de transferir el calor:

1. CONDUCCION: es el modo de transferencia térmica en que el calor se mueve o

viaja desde una capa de temperatura elevada a otra capa de inferior temperatura,

debido al contacto directo de las modleculas del material. La relacion existente

entre la velocidad de transferencia térmica por conduccion y la distribucion de

temperaturas depende de las caracteristicas geométricas y las propiedades de los

materiales que lo constituyen obedeciendo a la ley de Fourier:

orT

Q=-A=— =-AVT (1.13)

ox

donde X es una constante y VT es el gradiente de la temperatura 7T'.

2. RADIACION: es la transferencia de calor por radiacion electromagnética las sus-

tancias que intercambian calor no tienen que estar en contacto sino que pueden

estar separados por un vacio.

Todas las sustancias emiten energia radiante sélo con tener una temperatura

superior al cero absoluto. Se llama transmision de calor por radiacién cuando la

superficie intercambia calor con el entorno mediante la absorcién y emisién de

energia por ondas electromagnéticas,

Q=esT* (1.14)

donde: e: es la energia; s: es el area de accion; T es la temperatura.

3. CONVECCION: transfiere calor por intercambio de moléculas frias y calientes.

Si existe una diferencia de temperatura en el interior de un liquido o un gas, es

casi seguro que se producird un movimiento del fluido. Este movimiento transfiere

calor de una parte del fluido a otra. El movimiento del fluido puede ser natural

o forzado. Si se calienta un liquido o un gas su densidad suele disminuir. Si el
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liquido o gas se encuentra en el campo gravitatorio, el fluido mas caliente y menos
denso asciende mientras que el fluido mas frio y mas denso desciende. Este tipo

de movimiento es debido exclusivamente a la no uniformidad de la temperatura

del fluido,

Q=hpT, (1.15)

donde: h: es la altura en la atmdsfera; p: es la densidad; T": es la temperatura.

Como estudiaremos en este trabajo, una bifurcacion es una reestructuracion cualita-
tiva suave o abrupta de un sistema dinamico evolutivo que acontece cuando uno de
sus parametros modificado adopta un valor critico, también denominado valor umbral
de inestabilidad o bifurcacién. Si una fluctuacion pasa el nivel umbral de inestabilidad
y se establece dominando a toda otra posibilidad o fluctuacion del sistema, entonces
el estado de partida desaparece por ser ya inestable y el nuevo estado toma el relevo
en la evolucion. Los estados o fases de un sistema, sus atractores, puntos fijos, ciclos
limites o trayectorias cuasiperiodicas se caraterizan porque podemos predecir el futuro

cualquiera que sea el intervalo de tiempo considerado.

A continuaciéon hacemos una descripcion del fenémeno de inestabilidad descrito por
Bernard cuando se calienta un fluido en un recipiente usando el fenémeno de la con-

duccidn.

Cuando un fluido se calienta en la parte inferior, el calor se transporta hasta la superficie
superior por conduccién, este flujo de calor no estd influenciado por el movimiento
del fluido. Cuando el gradiente de T' cruza el fluido, el calor se incrementa, cuando
no podemos transportar bastante calor por conduccion, el fluido se ayuda, es decir él
transporta el calor a la superficie superior. El liquido mas frio esta contenido en la parte
superior, cuando el gradiente de temperatura no es suficientemente grande, aparece el

caos. El sistema de ecuaciones no lineales que describen este proceso de calentamiento

14



del fluido atmosférico son:

ou ou; 0
- N e AT Son — — 2
En + u; oz, geAT ;3 l + vV,
or or 5

. — T
En + u; oz, KV

8717;

=0
ax@-

esta ultima es la condiciéon de Newman; donde:

= 1, : es la coordenada espacial

= u; : es la componente del campo velocidad
= ¢: es el coeficiente termal de expansion

] % . es el gradiente de temperatura impuesto
= T es el campo de temperatura del fluido

= {: es el tiempo

= v : es la viscosidad

= ¢: es la constante gravitacional

= p: es la densidad del fluido

= p: es el campo de presion del fluido

Kk : es el coeficiente de conduccién térmica.

(1.16)

Las ecuaciones (1.16) se tratan por dos métodos distintos para transformarlas en el

sistema (2.1), el cual es el sistema cldsico de E.D.O., que en este caso es de nuestro

interés.

15



1.1. DEDUCCION DEL SISTEMA DE LORENZ

Esas complicadas ecuaciones han sido tratadas de forma tipica. Primero asumimos una
aproximacién fisica conveniente y hacemos una simplificacién de términos lo méximo
posible. La temperatura préxima y el campo de velocidad se expanden en una serie de
Fourier, quedando ésta bien establecida. Los productos de las funciones trigonométricas
son reemplazados por sumas, usando identidades trigonométricas usuales. Finalmente
la independencia lineal de los coeficientes trigonométricos son usados para contar el
tiempo de las derivadas de los coeficientes de Fourier sobre las funciones no lineales
de ellos. Dichos atractores eran los unicos conocidos hasta el tdltimo tercio del siglo
XX, cuando a partir de una observacion de Saltzman, el meterélogo Lorenz relizando
simulaciones con computador de la evolucion, de las trayectorias de un modelo muy
simplificado, de la conveccién atmosférica, descubrié un ejemplar del atractor aperiodi-
co, caotico. Una alternativa aprovechable es la de imponer condiciones de frontera sobre
el conjunto, construidas sobre el fluido en movimiento, usando el sentido comun de la
intuicion fisica, para simplificar el sistema de ecuaciones, siendo esta la mas debil de

las ayudas. El resultado de esas simplificaciones da el siguiente conjunto de ecuaciones:

0 o OV, V?U) 4 00
aV\II— —a(x,z) + oV \Il—i—ge%
a, 0W,0) ATV 9
at@— 0, 2) + 7 on +kV<0 (1.17)

donde ¥ es la funcién extrema (v = VV) y 0 = T'(x, z,t) — T,,, donde T,, decrece

linealmente cuando AT esta entre las superfices méas alta y mas baja del fluido, y

ov  ov
ACIL N o (118)
d(z, z) 2 %

Todos los movimientos se suponen que ocurren en el plano xz con y constante. La
ecuacion simplificada (1.16) puede ser tratada por la férmula descrita arriba. Nueva-

mente los resultados en la substitucién de un problema algebraico insoluble, son los

16



de una ecuacion diferencial insoluble. Estudios numéricos de un sistema no lineal de
ecuaciones resultan de (1.16) que es el proceso indicado independiente de las condi-
ciones iniciales y todos los tres coeficientes de Fourier involucrados en la expansion
de 6 y ¢ que van rdpidamente aproximandose a cero. Los coeficientes de Fourier son

importantes dependiendo del valor de los parametros adimensionales siguientes:

AT

R, = geH* I, (1.19)

KU
llamado el nimero de Rayleigh, debido a que Rayleigh fue el primero que estudié el
fendmeno relacionado con la bifurcacién del modelo dependiente del tiempo (1.16),

cuyo valor critico es:

R. =71+ a*)*a?, (1.20)

donde a = % [, es la amplitud del contenido del fluido tomado del proceso matematico
de la manipulacién algebraica y la truncaciéon. Esto explican porque Lorenz logrd re-
sultados mas ventajosos que hacer las aproximaciones puramente algebréicas. Al intro-
ducir el siguiente sistema para la funcién en (1.19) y por reemplazo e igualacién de la

doble serie de Fourier en (1.17) se obtiene:

a — L ¢ om T2
H(1+a2)¢ = \/iXsen [, Sen

Ry 6 _ furd Tz __ 2mz
TRAT = V2Y cos L Sen Zsen T

(1.21)

Ahora, tnicamente usando algebra [14] se determina las ecuaciones no lineales del
movimiento de los tres coeficientes de Fourier X (¢), Y'(¢), Z(t) para (1.21). Usando el

método de Garlerkin que se expone en la sesién (1.2) resulta:

%X =—0X+o0Y

1y —pX —Y - XZ (1.22)
d _

47 = —BZ+ XY,
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donde

<W>2(1—|— 2) ot (1.23)
T = —_ a K .
H
es un reescalonamiento del tiempo,
v
= —; 1.24
o=", (1.2
niumero de Prandtl: R
=2 1.25
P=T% (1.25)
y el pardmetro adimensional:
4
=— <4 1.26
b 1+a%— (1.26)

lo aqui descrito corresponde precisamente las ecuaciones de Lorenz y es el sistema cen-
tral de nuestro estudio. Donde hay una fuerte dependencia de las condiciones iniciales
con la sensacion que cada sistema es como (1.17) y con el truncamiento de (1.21).
El estudio del comportamiento de este sistema no se determina bien con sélo célcu-
los numéricos que la aproximan, por ello vamos a usar métodos cualitativos para los

capitulos siguientes.

1.2. METODO DE GARLERKIN

En esta seccion hacemos la descripcién de otra forma de encontrar el sistema clasico
de E.D.O. de Lorenz, desde las ecuaciones (1.16) de Saltzman, usando el método de
Garlerkin. Algunos modelos matematicos tienen que ver con la idea de la simulacion, el
proceso de turbulencia en la atmésfera de la Tierra, obviamente este es un proceso que
concierne a la humanidad. Un modelo simplificado trata el problema en la conveccién
formal de un fluido entre dos platos infinitos sujetos al gradiente de temperatura. Si

uno u otro de las cotas horizontal esta considerado sobre superficies libres entonces
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se cae en el problema de Bernard. Pero si la superficie inferior o superior cumple la
interface de las condiciones regulares de frontera; el problema se reduce a revisar el

primer caso estudiado por Rayleigh.

Una aproximacion hecha por Boussinesq nos da un problema bidimensional de Rayleigh-

Bernard que reduce (1.16) al par de ecuaciones diferenciales parciales siguientes:

OAY [V IAY 9V HAV 90 A2
ot [8:{: 9z B ax}""aax o AR

90 _ _[owon _ ovoo] | pov
ot [B:B Oz 0z 83:] +R8x +A0’

(1.27)

donde V¥ es la funcion flujo; 6 es la derivada de la temperatura entre el perfil lineal
establecido por la condicién termal tnica y los pardametros dimensionales, ¢ y R que
son los numeros de Prandtl y de Rayleigh. Si las condiciones de frontera son tomadas

periédicamente en la direccion horizontal, la direccién vertical es arbitraria, se tiene:

=AY = —89 =0(z=0,m)
0z
o9 _ (1.28)

donde 1/a es el radio espectral. En esta forma las ecuaciones pueden solucionarse por
calculos numéricos. Cada aproximacion de la fuerza bruta como quiera que podemos
tener para ganar en profundidad con la idea del mecanismo con el movimiento que se

vuelve mas y mas cadtico a través de las series de transicién.

Una mejor via para tomar en este tipo de involuciones fisicas truncadas del sistema
es transformar en E.D.O describiendo la evoluciéon de un nimero finito de estados
o modos. De esta manera Saltzman y Lorenz llegaron al célebre modelo de las tres
E.D.O. Asi, centenares de escritos y monografias tienen este desarrollo en el modelo
de Lorenz, en lugar de entrar en detalles nos limitaremos solo a ver fuera de la linea

como el sistema aparece en una primera jerarquia del sistema. Una via sistemética de
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truncacién del sistema de E.D.P es la expansion de Garlerkin, las cuales satisfacen el
conjunto condiciones de frontera. En este caso una escogencia de M-modos del seno y
M+1 modos del coseno en la direccién horizontal y M modos del seno en la direccion

vertical toman la expansion:

M=
NE

U(x,z,t) = U, sen(ama) sen(nz)
m=1 n=1
M N
O(z,2,t) = Z Z Opm.n cos(ama) sen(nz). (1.29)

1

1n

3
I

Si sustituimos (1.29) en (1.27) todas las derivadas espaciales desaparecen y se obtiene
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para las funciones de coeficientes W,,, ,,
Y .- Si escogemos inicialmente un valor no nulo (ng, mg) entonces el sistema truncado
provocard adicionalmente valores no nulos acorde con la idea que Zou y Zhou 1986[9].
Por sustituciones sucesivas en (1.29) obtenemos los siguientes resultados en el proceso
de Garlerkin

(ng, mo) — (no, mo)(0,2n)
— (no, mo)(0, 2n9) (Mo, 310) (1.30)
— (ng, mo)(0, 2ng) (Mo, 3n0)(0, 4ng).

Si paramos sobre (ng,mg) v (0,2n¢) y tomando m = 1 y n = 2 se encuentra el modelo

de Lorenz(1.22) presentado como sigue:

Uy = —ofa® + i + 247t
011 = a2 + Rahyy — (a*1)01 (1.31)
O = —3¥11011 — 40p2.

En el anexo 6.1 aparece detalladamente el proceso general del método de Garlerkin.
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Capitulo 2

DINAMICA HIPERBOLICA

El sistema de Lorenz es un conjunto de tres ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas

que representan la conveccion de fluidos atmosféricos en tres dimensiones:

T =—0x+ oy
y=—xz+pr—y (2.1)
Z=uay— Oz

con (x,y,2) € R3; con pardmetros o, p, 3 positivos , llamados o :ntimero de Prandlt,

p numero de Rayleigth, 3 constante de Proporcionalidad.

Los valores usados por Lorenz y otros investigadores para las constantes mencionadas
anteriormente son: o = 10, 8 = 8/3, y p variable. Para el anélisis del sistema iniciamos

calculando los puntos de equilibrio, lo hacemos tomando = y = Z = 0 como sigue:

—or+oy=0 (2.2)
—zz+pr—y=0 (2.3)
xy—Pz=0 (2.4)

de (2.2) se tiene que 0=10; z = y; que al sustituir en (2.3) y en (2.4) se sigue:
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r(—z+p—1)=0 (2.5)
2 —Bz=0 (2.6)

de (2.5)sellegaar =006 z=p—1;siz=0de (2.6) se obtiene z = 0 ya que § = 8/3;
siz=p—1,de (2.6) se deduce 2 = B(p — 1), entonces: z = £/ (p — 1),

por tanto los puntos de equilibrio son:

(0,0,0); (v/B(p—1),+/B(p—=1),p=1);(=/B(p—1),—/B(p—1),p—1))

Por otra parte, el jacobiano asociado al sistema en cualquier punto

(z,y,2) € R es:

—0 o 0
S(e,.2) = | (p—2) -1 —a
Yy r =

A continuacién calculamos los valores propios de (z,y, z) en los puntos de

equilibrio. En el punto fijo (0,0,0) el jacobiano es:

-0 o 0
3(0,0,0) = p —1 0
0 0 —p

Con el polindmio caracteristico (=3 — A) [(—o — A) (=\ — 1) — op] = 0, resultando los

siguientes valores propios:

—(1+0)—/(14+0)2—4(o—po) —(140)++/(14+0)2 —4(o—po)
M= -0, Ay = (1+0) (12+)2 A( p)7/\3: (+o)+ (12+)2 Uo—po)

i) Cuando tomamos p = 1, los valores propios son: \; = —f3; Ay = —(1 +0); A3 = 0,

es decir, Ay = —8/3; Ay = —11; A3 = 0. En este caso el sistema (2.1) bifurca, y para
su completo estudio realizamos en la seccion 6.3 su reduccién a la variedad central en

formas normales apropiadas. Los valores y vectores propios son:
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0

A1 = —8/3 con su vector v; = | 0 ,
1
—10
tomando \y = —11, su vector propio es vy = 1 ,
0
1
finalmente para A3 = 0 el vector propio es v3 = | 1
0

En el plano xy el punto de equilibrio se denomina nodo atractor, aqui ocurre una bi-

furcacién horquilla como en la ecuacién de Duffing [17].

ii) Cuando tomamos p < 1 los valores propios son:

—11 = /(11)2 — 4(10)(1 — p) . —11+ /(11)2 — 4(10)(1 — p)
2 AR 2 '

)\1 - —8/3, )\2 =
para:

112 —40(1 —p) > 0
121 — 40 +40p > 0
40p > —81
p > —81/40.

Cuando —81/40 < p < 1, los valores propios Az, A3 son reales. Pero cuando p < —81/40;
A2, A3 son complejos. Como en el origen todos los valores propios tienen parte real nega-

tiva no nula, este punto de equilibrio se llama sumidero hiperbdlico con un solo atractor.

iii) Para p > 1, los valores propios reales son:

—11 — /121 — 40(1 — p) . —11+ /121 — 40(1 — p)
2 Y 3 — 2 .
Cuando p > 1, resultan aspectos que enunciamos a continuacién, los cuales se ilustran

)\1 = —8/3, )\2 =
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con simulaciones hechas en el paquete Dynamics [4].

Para 10 < p < 30, probaremos que las trayectorias forman una gran foliacién estable,

ver seccion 3.4, segun los siguientes casos:

1. Para10 < p < 13,296 el punto de equilibrio estable (1/8/3(p — 1), 1/8/3(p — 1),

p — 1) se convierte en un punto atractor (ver figura 2.2).

Figura 2.1: Retrato de fase de (2.1) cuando p = 14

2. Para 13,296 < p < 24,74 el punto de equilibrio estable (—1/8/3(p — 1), —/8/3(p — 1),
p — 1) es un punto atractor (ver figura 2.1).

3. Para p > 24,74 el conjunto de orbitas transitan por los tres puntos de equilibrio,

asemejandose su grafico a una mariposa (ver figura 2.3).

Al final de este analisis, resaltamos el hecho de que en la variedad inestable, ver anexo

6.3, para p en el intervalo (1, +00) aparece una bifurcacion del sistema.
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Figura 2.2: Retrato de fase para (2.1) cuando p = 11

Las formas normales, es un método que se usa, en los sistemas dindmicos que presentan
bifurcaciones, y consiste en reducir el sistema original en un sistema algebraicamente

mas apropiado, permitiendo con ello facilidades en el estudio del sistema.

La ventaja del método de la forma normal, es que el sistema de la forma normal
esta determinado por el caracter de la bifurcacion, que presentan los estados cerca
del equilibrio. El sistema de Lorenz que como lo hemos senalado anteriormente es un
modelo hidrodindmico con tres pardmetros. Cuando p > 1, se presenta una bifurcacion
cuyo estudio lo podemos realizar, sin perdida de generalidad, en el plano z = p — 1,

as el sistema de Lorenz se puede expresar de la siguiente forma normal [2]:

T =
y=x(1—2)— Bz® - \y
= —a(z — 2%,
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Figura 2.3: Retrato de fase para (2.1) cuando p = 28

donde:

a=p/\olp—1)
A=(1+0o)/olp—1)
B=03/(20 - p).

El equilibrio (0,0,0) es una silla para valores positivos de los pardmetros a y A. La
variedad inestable W} es unidimensional y consiste de un par de oOrbitas 71 y 7
simétricas, que parten y regresan al origen del sistema. En el caso en que una sep-
aratriz esté a espaldas de la silla de montar diremos que se forma una curva homo-
clinica. Como 7 y 7» estan sincronizadas y son simétricas por medio de la involucion
(x,y,2) & (—x,—y, —z), juntos forman una homoclinica multiple (mariposa homoclin-

ica).
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En general, una mariposa homoclinica puede ser inestable o estable, esta estabili-
2|
A3

A1 < Ay < 0 < A3, la mariposa es estable para p > 1 e inestable para p < 1.

dad depende del indice de la silla v = con \; valor caracteristico de la silla y
En los otros dos equilibrios el espacio de parametros («, A, B) correspondiente al cir-

cuito inestable simple de la mariposa homoclinica tiene el siguiente comportamiento:

a) La separatriz 7 tiende a (1/v/B+1,0,1/v/B+ 1) y la separatriz 7, tiende al
equilibrio (-1/v/B +1,0,1/v/B +1) .

b) 7 tiende a (—1/v/B+1,0,1/v/B+1) y 7 tiende a (1/v/B +1,0,1/vB + 1).

¢) Cuando se tiene b), aparece una explosién homoclinica: en el espacio de fase surge
un conjunto hiperbdlico €2 que es topolégicamente equivalente a la suspension
sobre el movimiento de Bernoulli de dos simbolos y contenido en un conjunto

contable de las drbitas periodicas de una silla [9].

Cerca del valor de los parametros de bifurcacién el conjunto €2 yace completamente en
una pequena mariposa homoclinica que puede dividirse. Estas érbitas se corresponden
con las sucesiones de un rollo alrededor de los equilibrios (+1/v/B +1,0,1/v/B + 1),
codificadas con sucesiones infinitas de unos y dos. Por ejemplo los cédigos {..,11...}
y {..,22...} corresponden a circuitos singulares de las érbitas periddicas Cy y Co re-
spectivamente, que son simétricos (C; es el circuito generado por la separatriz 7,

andlogamente Cy con 73 ).

En el momento de encuentro entre el conjunto {2 y la separatriz de bifurcacion, se
genera el atractor de Lorenz. En un estudio cuidadoso hecho por Aframovich en 1982,
demuestra la existencia y propiedades del atractor de Lorenz [1], el cual es realizado

mediante el uso del mapeo de Poincaré, este tema se profundiza en el capitulo tres.
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Capitulo 3

DESCRIPCION DEL CAOS EN
EL SISTEMA LORENZ

3.1. Generalidades

Se describe a continuacion el proceso de analisis del fenomeno cadtico en el modelo de
Lorenz. La idea general de este proceso consiste en trasladar el estudio del caos de las
trayectorias dadas en la figura (3.1) sobre la secccién transversal ¥ asociada al mapeo

de Poincaré.

En esta seccién retomamos el concepto de caos de una aplicacién continua cadtica dada
en [18] y [13].

Definicién 1. El sistema de Lorenz al cual se le asocia un campo vectorial S : io3 — 3

es dado por:

0
x
-0 o 0
-1 0 —xz
S,y 2)=| 7 y |+ (3.1)
0o 0 -0 Ty
z
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es cabtico, si 3™ genera “horseshoe”, para algin n > 1.

Definicién 2. $: R — R3 se dice que tiene “horseshoe”, si existe un subconjunto J,
J C R, con un par de subbolas abiertas disjuntas Ky, Ks; tales que S(K;) = J para
i=1,2.

Figura 3.1: La mariposa a partir de las variedades invariantes del equilibrio P(0,0,0)

En el modelo de Lorenz fijamos aqui 0 = 10y § = 8/3 para p, = 24,74 (py, = UETU_JF—;_JFIP’)),
p = 28 integrando numéricamente el campo &, buscando una condicién inicial cercana
en el punto de silla (0,0,0). Un tipico tiempo histérico es el de las 30 primeras unidades
de tiempo de cada solucién de Y (t) que es reproducida por el estudio de Lorenz. Similar
trazo es observado para X(t) y Z(t) aunque el ltimo no es un experimento de signos

reversibles.

Lorenz establece que las oscilaciones se aproximan rapidamente y se mueven aparente-
mente en la superficie en tres partes que genera el flujo de (3.1), el cual en adelante
se llama S [9], la cual esbozamos en la figura (3.2) y se basa en la solucién numérica

tridimensional.

29



Figura 3.2: El semiflujo en S

3.2. El Atractor

La frontera de S es parte de la variedad inestable W*(P) del punto de silla de P(0,0,0).
En la figura (3.1) se muestran las primeras 50 truncaciones de un lado de W*(P). La

superficie estd sombreada y la indicatriz dividida. Las sillas:

¢x = (£VB(B-1),VBB-1),p-1)

son los agujeros de S. Al tener una idea clara de la estructura de la superficie dividi-
da, se ilustra esquemédticamente en la figura (3.2). En ese esquema reemplazamos el
actual flujo tridimensional reversible por un semiflujo en S. Lorenz usa este hecho para

argumentar que el conjunto atractor

A= mt20¢t(D)>

Donde, D es una regién cerrada simplemente conexa de :* que contiene los tres equi-
librios y soluciones regulares préximas. A es llamado el ATRACTOR DE LORENZ, el
cual tiene infinitas soluciones las cuales nunca se interceptan, pero la razén de cambio

de sus hojas circulan con aparente division. En efecto la superficie S esta en artificio
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de contraccién en forma rapida. Discutiremos la estructura topoldgica del atractor A y
la conexién con S, esta sera probada en un andlisis parcial de los flujos cadticos inter-

nos,abordando una aplicacién unidimensional. Muchos de estos ejemplos son analogos
al modelo de Van der Pool [9)].

Resaltaremos para indicar como una conexién puede ser hecha entre el actual flu-
jo tridimensional y el flujo en S. Como mencionamos alrededor de las observaciones
numéricas indican que toda solucién esta situada arbitrariamente en el conjunto S y

después pasan repetidamente cerca al plano [—a,a] € S.

Mas precisamente todas las ultimas soluciones pasan tansversalmente, dividiendo a
través de planos dos dimensiones, los cuales son secciones transversales al flujo >
en la vecindad dos dimensional de [—a,a]. Este andlisis dimensional del mapeo de

Poincaré P= (f,g) se define como:

P:) =
(g serd mejor discutida en la seccién 3.4). Una apropiada seccién transversal » | estd lo-
calizada a nivel de z = p — 1, como se ilustra en la figura (3.2), de manera que
P(>’) C >_; y puesto que la interseccién del atractor A con z = p — 1 estdn en » . Si
proyectamos las 6rbitas del mapeo P en una direccién transversal de ) se obtiene una

primera componente unidimensional de la aplicacién de retorno:
fil—1

donde, I = [—a, a] denotamos el intervalo dividido en la superficie S; f es un mapeo uni-
dimensional de Poincaré para el semiflujo. Notamos que en I las soluciones en los cuales
sus retornos infinitos se aproximan a un punto medio de I, su imagen no esta definida
dado que el flujo entre el punto de ensilladura P, y de aqui no vuelven a retornar a »_,
porque la trayectoria esta en W**5(P).

La simétria del flujo implica que f es por tanto una funcién impar [13], con una mi-
rada cualitativa dada en la figura (3.3). Note que la pendiente de f' es siempre mayor
que 1, y la aplicaciéon no tiene puntos fijos en I. La expansion natural de la aplicacion

/! . . .-/ . s, . . . .
(f > 1) describe la oscilacién creciente observada numéricamente y la discontinuidad
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Figura 3.3: La seccién X en z = p — 1, en el modelo geometrico.

en y = 0 ocurre para el signo contrario. Asumimos que f(07) = —f(07) = a; ademés
f(a) = —f(—=a) > 0y el limite,_of (0) = +oo0.

También para simplificar por tltimo, asumimos que f2(—a) > f(a) y f?(a) < f(—a);

Figura 3.4: Lorenz con una conexién mariposa

como notamos alrededor de la aplicacion de Poincaré bidimensional definida en una
seccién transversal apropiada », es invertible debido a que las aristas estan dadas
en una definicién global de flujo. Mas atun en el proceso de proyeccion se ven muchas
aplicaciones definidas en una seccién transversal como en el proceso de Van der Pool.

En la siguiente seccién fortalezcamos el modelo geométrico del atractor de Lorenz en
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una dimensién sin perder generalidad el flujo actual dentro de A. Ademaés los calcu-
los necesarios que muestran una foliaciéon transversal de hojas de A, continuando una
contraccion uniforme mediante un proceso de proyeccién,ver seccién 3.4. Vamos a con-
siderar algunos de los problemas que involucran una verificaciéon geométrica en los
atractores, para los que existe actualmente unos fluidos especificos, estudiando mapeos
de una sola dimensién f . En lo sucesivo vamos a referirnos a f como la aplicacién de

Lorenz.

3.3. La Dinamica Unidimensional

Primero notamos que si f es una érbita de periodo k, entonces es inestable para las
derivadas de orden superior en un punto P, en esta orbita aplicamos la regla de la

cadena:

k—1

() =111 (3.2)

J=0

y la norma de este producto es claramente més grande que uno. Entonces f > 1
siempre que esté en I. Las orbitas de periodo dos y tres son faciles de encontrar pero
dejando I} = [—a,0], Iy = [0,qa], se tiene f(I;) = [f(—a),a] el cual contiene I y
f(IL) = [—a, f(a)] D I ; y también f3(I;) = I, U I, = I para i=1,2,... Similarmente
fE(L;) = I para todo k > 2 asi f*(I;) D I; v f* (es el menor de los puntos fijos para
todo k).

Vamos a suponer que f tiene érbitas de todos los periodos que no son multiplos, pero
mientras f¥ tiene un punto fijo, para todo k cada uno de los puntos puede tener menor
o igual periodo a algunos submultiplos de k. De hecho la estructura del conjunto de
orbitas periodicas dependen de k. En cambio vamos a explorar la sensibilidad de las
condiciones iniciales exhibidas en la aplicacion. Entonces aqui la razén facil se entiende
como el ejemplo de Van der Pool. f* > /2 en todas partes, donde algin subintervalo
J C 1, es eventualmente expandido sobre f de modo que para algin n, f"(.J;) cubre a

I. Asf todos los puntos de I son tomados. En efecto si f* > 1 alguno de los dos puntos
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lejanos x, y pertenecen a I, eventualmente tienen imagenes f™(z) y f™(y) en oposicién

al valor (a menos que uno de los dos lados contenga a cero son 6rbitas periddicas).

La parte complicada de cada érbita es evidentemente controlada por las posiciones de
las preimagenes en el origen cero, f~%(0). Entonces, f~! tiene dos valores para la parte
més pequena que cubre a I, el niimero de preimagenes f~*(0) crece como 2% hasta los
puntos permitidos por I. En efecto la expansion notada arriba implica que el conjunto

de todas las preimagenes de cero,
—k
Ur>o.f""(0)

tiene medida cero, es denso en I, condiciones iniciales arbitrarias proximas, las cuales
arrancan juntas, tienen una sensible independencia de las condiciones iniciales. Como
se ve en la aplicaciéon de Van der Pool, mientras se desarrolla un completo caos, el
conjunto contiene infinitas érbitas periodicas, comportandose en el sentido que casi
todas las drbitas divergen cuando evolucionan en las proximidades de los puntos de
equilibrio estables. Hay exencion cuando se inicia con una érbita inestable periodica;
6rbitas asintdticas y érbitas que contienen el origen. Cada o6rbita forma un conjunto
de medida cero en I. Para la simulaciéon numérica obtenemos el mapeo f(x) con la

siguiente formulacién:

) 1=8z|* xe[-1,0)
fz) = { —1+Blz|* x e (0,1] (3:3)

definida sobre [—1, 1], con una érbita que acaba en x = 0, si escogemos o < 1, 5 € (1, 2),
y aff > 1 donde la derivada f' = af|X|*™' > 1 en todas partes. Note que f’(z) se
aproxima a oo cuando x tiende a cero. Para su calculo tomamos o = % + 0,001 ahora
que las derivadas estdn muy cerradas sobre uno de los puntos finales reflejando el lento
crecimiento de las oscilaciones cercanas a la espiral de silla ¢* ilustrada en figura (3.4).

Este mapeo se ilustra en figura (3.5).

La solucién en forma de serie temporal [14], ilustra la sensible dependencia con condi-

ciones iniciales y variacién en el pardametro 5. En cada caso se muestran las primeras
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fiz)

Figura 3.5: la funcién f(x) con § =1,95; o = 0,514

100 iteraciones. Primero tomamos fijo 3 = 1,95 y la condicién inicial X, entre 107% y
—10712. Por ultimo tomamos 8 = 1,954+107% y X0 = 1078. En cada caso las érbitas di-
vergen sustancialmente unas de otras antes de 25 iteraciones. Cada érbita corresponde
a un arranque cerrado de silla en P=(0,0,0) en la ecuacién de Lorenz y puede ser
comparado con las soluciones numéricas que se ilustran en [14]. Para simplificar (3.3)

vamos a reemplazar f por la parte de la aplicacién lineal:

[ 1-Bz ze[-1,0
f_{—l—l—ﬁx z € (0,1] (3.4)

Las primeras dos preimagenes de cero estan dadas por: +1 + gz =00 x = j:%. Las

segundas preimagenes por:

+1+4 fr = i% (3.5)
11 (3.6)
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Figura 3.6: El mapeo f para la conexiéon homoclinica

y en general las k preimégenes son las 2¥ puntos dados por:

oo
PPE== (3.7)
j=1 B

observe que inicialmente el mapeo f tiene la forma de la figura 3.6. Esto es, la grafica
3.6 bifurca en la grafica 3.5. En un anélisis en [9] muestra unas drbitas arrancando
de cada preimagen. Esas érbitas pueden terminar en cero despues de k iteraciones,
los iterados a travéz del mapeo de la figura 3.5 (modelo Shift) muestran una sensible

dependencia de las condiciones iniciales y conexiones homoclinicas.
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Para la parte del ejemplo lineal es inmediato y claro con las preimagenes dadas en
(3.3), son densas en [—1, 1]. Esta densidad de la variedad estable de cero en adelante
nos da una interesante conclusién sobre la dependencia sensible de f con respecto al

pardmetro 3.

No solo las érbitas dadas por la aplicacion de Lorenz se comportan de una manera
cadtica, una familia de parametros de cada aplicaciéon también exhibe un inusual nivel
de inestabilidad, en efecto no aplica al tipo general esbozado en la figura (3.5) corre-

spondiente a la estructura estable de la ecuacion diferencial.

Esta ilustracién considerada con la regla de los puntos : Las imagenes f(0+) de la figu-
ra (3.5) en la ecuacién original esa representacion de puntos (cercanos a 5) con drbitas
pasando arbitrariamente cerradas sobre la silla P = (0,0, 0) préximos a la intercepcién
de la seccién transversal >, ellas estan de hecho en las cinco primeras intercepciones

de la variedad inestable de P con la seccién transversal » .

Llamamos a los puntos b™, b~ que estdn en la figura 3.4, que son preimagenes de 0 bajo
f, teniendo en cuenta que f~%(0) es denso en I. Entonces esas preimagenes representan
puntos inexistentes en orbitas en el fluido que son asintéticas en el punto de silla P,
la aplicacion de Poincaré bidimensional le corresponde un conjunto denso de puntos
que cruzan la seccién > con S (la proyeccién del proceso en cada retorno de esas
curvas dentro de un punto de S). Siempre que b~ y bT existan, la variedad inestable
de P intersecta la respectiva variedad estable, en consecuencia tenemos una Orbita

homoclinica (la simetria del fluido implica que existen dos de estas érbitas) tal que
dimWH*(P) + dimW?*(P)=1+2=3

que es una contradicién con la estabilidad estructural de las interacciones en la var-
iedad inestable; estas érbitas homoclinicas pueden ser destruidas por pequenas pertur-

baciones.

Ademas la densidad en ) de los puntos en la variedad estable W#(p) implica que,

existe conexién, como se ilustra en la figura 3.6; la cual se puede destruir por una
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perturbacion, como se ilustra en la figura 3.5. De aqui el conjunto de sistemas y fuera
de la silla son densos y ningun sistema es estructuralmente estable. Cerramos esta sec-
ciéon anotando que el atractor de Lorenz descrito aqui persiste para un cierto rango de

(p,0,3), cuando aumenta un poco p para oy [3 fijos.

Robins muestra que en limite cuando p — oo, el sistema se integra favorablemente
y usando la soluciéon exacta para cada caso, demuestra la existencia de un par de
érbitas periddicas atractoras para p suficientemente grande. Asi p decrece (en el rango
100 — 200, para o = 10, 8 = 8/3) en periodos sucesivos, duplicando las bifurcaciones y

favoreciendo progresivamente las situaciones complejas hasta que aparece el atractor.

3.4. Existencia de una Foliacion Estable

En [3] encontramos que si los valores prépios del sistema en el origen P (0,0,0) estan
en la relacién 0 < —A3 < Ay < —M\g, por la propiedad del flujo resulta que la apli-
cacién (mapeo) de Poincare. Ver figura 3.7, F' : > — > es de la forma F (z,y) =
(f(z),9(z,y))
f tiene las propiedades descritas en la seccion anterior, con
0<g—z<c<1siy7é0, ademas

9g(x,0)

lim ———~ = 0.
;vlir(l) oy

También por la invarianza fuerte en la variedad W**(P(0,0,0)) existe una foliacién
estable, h* la cual es F-invariante, esto es, VL, hoja de h* se tiene que F(L,) € h°,
estas hojas son verticales en Y . Aprovechamos la foliacién A* via la proyeccién IT para

obtener la siguiente conjugacion; ver figura 3.7:

foll=1lo F
donde

H:Z—>B
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B

i

Figura 3.7: la foliacion estable A*

po[L 1
22

resulta que el mapeo unidimensional f : B — B,y B en el interior de B, se tienen las

con

siguientes propiedades:

1. VI abierto de B° existe n € Z tal que f" = B°

2. El conjunto de los puntos periédicos de f es denso en F~"(L,). Para xq € B°
punto periddico de f tenemos que si (g, yo) es punto periodico de F' se tiene que
¥ C clausura (W*((zo,v0), F')), y ademds
clausura (VF"(X)) = clausura (WH" ((zo, yo), F)):= A

De lo cual deducimos que Q = clausura (| ¢: (A)) con t > 0, es el atractor cadtico, el
cual es descrito con otro enfoque en la seccion 3.2; el método de las foliaciones tiene

un importante significado geométrico y dinamico.
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Capitulo 4

SINCRONIZACION DE
SISTEMAS CAOTICOS

Ciertos subsistemas no lineales de sistemas cadticos pueden ser sincronizados por en-
laces con senales comunes. El criterio para eso es el signo de los subexponentes de

Lyapunov.

Los sistemas caodticos pueden aparecer en los sistemas dinamicos, los cuales estudian
las sincronizaciones. Dos sistemas cadticos autéonomos idénticos que empiezan de cerca
en el mismo punto inicial en el espacio de fases tiene trayectorias que rapidamente no se
correlacionan igual, aunque regularmente cada mapeo esté fuera del mismo atractor en
el espacio de fases; asi es practicamente imposible la construcciéon idéntica, de sistemas
caoticos sincronizados en el laboratorio. Al describir el enlace de dos sistemas cadticos
con un signo o signos comunes, mostraremos que cuando el signo del exponente de

Lyapunov para un subsistema, son todos negativos, el sistema sera sincronizado.

Sincronizamos para que la trayectoria principal de uno de los sistemas converja al mismo
valor de la otra y ellos permanezcan préximos con el paso del tiempo. La sincronizacion
aparece con la estructura estable. Aplicamos esas ideas al sistema de Lorenz, como
surgen en circuitos cadticos sincronizados. La capacidad de sincronizacion no es obvia

en sistemas no lineales. Vamos a derivar los resultados para flujos, pero realizando
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alguna variacién los podemos aplicar para iteracciéon de mapeos. Consideremos un

sistema dinamico auténomo n-dimensional:

= f(u) (4.1)

dividiendo el sistema arbitrariamente, dentro de dos subsistemas [u = (v, w)], obten-

€1mos

(4.2)

donde, v = (ug, ..., ), g = (f1(w), ..., frn(w)); w0 = (Upmi1, ooy Un), B = (frnr1(w), .oy fu(u)).
Ahora crearemos un nuevo subsistema w idéntico al sistema w sustituyendo el conjunto
de variables v por el correspondiente v en la funcién h, y tomando las ecuaciones (4.2),

resulta que el nuevo sistema estd dado por:

v = g(v,w)
w = h(v,w) (4.3)
w = h(v, D)

Examinando la diferencia Aw = w — w, el subsistema de componentes w y w se
sincronizan si Aw — 0 cuando t — oo. En el limite infinitesimal usamos la ecuacién

variacional por el subsistema:

§ = Duh(v(t), w(t))§ (4.4)

donde D,h, es el jacobiano del subsistema. El comportamiento de la ecuacién (4.4)
depende de los exponentes de Lyapunov del subsistema w, lo que se sintetiza en el

siguiente teorema:

Teorema 1. El subsistema w y w se sincronizan tnicamente si los subexponentes de

Lyapunov son todos negativos. Ver demostracién en [16].
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Esta condicién es necesaria pero no suficiente para sincronizar los sistemas en cuestion.
Si no decimos nada del conjunto de las condiciones iniciales en w sincronizadas con w,
uno puede tomar v = (v1, vy, ..., Vp,) al azar y w' = (w),,,...,w’) de respuesta. Pode-
mos tomar cada uno visto en su aplicacién sobre un circuito electrénico caético (modelo
de Rossler), es natural preguntar como la sincronizacién es afectada por diferencias en
el parametro en medio de los sistemas w y w que es el fundamento de la aplicacion

real. Sea p un vector de pardmetros del subsistema w y p' del subsistema w, asi que

h = h(v,w, ).

Si el subsistema w es de una dimensién, entonces para Aw y Ap = ' — p pequenos

tenemos
Aw ~ h,Aw + hHA,u (4.5)

donde h,, y h, son las derivadas parciales de h. Cuando h,, y h, son constantes muy
cercanas en el tiempo. La solucién es de la forma:
hy, hy,

Aw(t) = [Aw(()) - —] gt

™ ™ (4.6)

Si h,, < 0, la diferencia entre w y w estd dada por algun valor constante. Esto es una
simple aproximacion unidimensional, en el caso contrario,que es para todo el sistema,
debemos investigarlo usando métodos numéricos, igualmente cuando la diferencia entre

los pardmetros es bastante grande, (entre el 10% y el 20 %).

Podemos usar el principio de Haken [14] para sistemas singulares parecidos, para los
cuales bifurcaciones semejantes muestran el grado de libertad del sistema. Cuando los
valores propios de la parte lineal del campo vectorial, son todos no mayores que cero,
ellos determinan el comportamiento de todas las variables asociadas con valores propios
negativos [13]. Como los exponentes de Lyapunov son la generalizacién en el jacobiano
para estudiar la estabilidad, nuestro uso de exponentes de Lyapunov generaliza el
concepto parecido al criterio de Haken. Aqui vamos a presentar los resultados para el

atractor de Lorenz previamente descritos en el capitulo tres.
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Sistema Entrada | Respuesta | Subexponente Lyapunov

Lorenz X (v, z) (-1.81, -1.86)
c=10,=2% y (x, 2) (-2.67, -9.99)

p =60 z (x,5) (4+0.0108, -11.01)

La tabla anterior muestra algunos de los subexponentes de Lyapunov para el sistema
de Lorenz que estan en el régimen cadtico. En este caso la sincronizacion ocurre para
cualquier (x,y) dados. En [13] se muestra un gréfico del tiempo versus el logaritmo
de la diferencia y — y y z — z para el atractor de Lorenz. La convergencia de la sin-
cronizacion es consistente con los valores de la tabla anterior. En [13] se muestra los
resultados para la misma situacién, pero con un pequenio cambio en los pardmetros de
respuesta del sistema, el sistema parcial sincronizado en que y y z estan dentro de la

misma vecindad de y y z, asi ellos proceden alrededor del atractor.

El sistema de Lorenz, asi tiene un extremo de baja dimension con un exponente de Lya-
punov positivo. ; Podemos sincronizar habilmente en el caso de dos o mas exponentes
positivos pero con sélo una onda viajera? ; Puede uno predecir, que componentes estan
sincronizados basados en la estructura del centro de la variedad estable o inestable?
A pesar de esas y otras preguntas abiertas podemos hacer algunas especulaciones. La
habilidad para designar el sistema sincronizado que no sea lineal, y especialmente un
sistema cadtico, puede abrir oportunidades interesantes para la aplicacién del caos en
la comunicacion explorando los tnicos rasgos de senales cadticas. Ahora tenemos la
capacidad de tener el sistema de Lorenz con muchas senales internas transportando
cadticamente, todavia, la onda inmovil al ser sincronizada con otra onda, a través de

una cadena de senales dirigidas.

En el anexo 6.2 se hace el desarollo mateméatico que especifica y resume otra forma de

la sincronizacién del modelo de Lorenz, que precisamente es de nuestro interes.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

1. Se aprecia que el sistema de Lorenz presenta un comportamiento controlado cuando
o =10, 6 =8/3,y p < 28. Para valores de p > 28 el sistema es cadtico y se busca la

forma de ejercer control sobre la situacion generada.

2. El atractor de Lorenz se ha convertido en una herramienta de mucho interés, por
ello se continuan realizando estudios de tesis de pregrado y posgrado, y muchas publi-

caciones.

3. Este sistema constituye un modelo de mucha sensibilidad debido a que se mueve
sobre intervalos parametricos muy estrechos y, al pasar de un intervalo al otro, se ob-

tienen grandes cambios en la evolucion del sistema.
4. El sistema de Lorenz tiene un importante desarrollo histérico en la mecanica de

fluidos atmosféricos, y sirve de paradigma para otros estudios aplicados a dinamicas

cadticas.
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Capitulo 6

ANEXOS

6.1. APROXIMACION DE GALERKIN

Tomando algunas ecuaciones deferenciales parciales o ecuaciones diferenciales ordinar-
ias, no siempre encontramos la solucién, pero es natural ver una solucién aproximada.
De hecho, los métodos numéricos son usados todo el tiempo para obtener valores aproxi-
mados de variables estables. Como quiera en teoria y practica la utilidad de los métodos
de aproximacion estan dados para ir mas alld del niimero alcanzado; por ejemplo se
usan aproximaciones para obtener una ganancia usando la intencién dentro del com-
portamiento cualitativo del sistema dindmico, la prueba cédigo del computador, prueba
la solucién obtenida. Claro esta, el método de aproximacion es el elemento central de

la matematica aplicada.

En esta parte tomaremos un texto elemental en el caso especial del método de Garlerkin,
uno de los métodos de aproximacién clasicos para ecuaciones diferenciales parciales.
Como quiera permitimos notar que el método de Galerkin es exacto. Uno de los fines del
método esta basado en la idea de hallar aproximaciones de dimensién finita a un sistema
dindmico de dimension infinita. Muchos otros métodos se basan en la idea de hallar
invariantes de dimensién finita (o invariantes de aproximacién). De hecho, el punto
de equilibrio y las drbitas peridédicas son subvariedades invariantes de dimension finita

pero este solamente es el ejemplo simple. De hecho se nota que un punto de equilibrio o

45



una Orbita periodica, més fuerte tienen una variedad estable de dimensién finita y una
variedad central de dimensién finita. En este caso el comportamiento dindmico local
esta determinado por la dinamica en la variedad central, porque las érbitas cercanas
son atraidas por la variedad central. Una generalizaciéon importante de esta situacién

es el concepto de una variedad inercial.

Definicién 3. Una variedad inercial M es una subvariedad de dimension finita en el
retrato de fase, que tiene dos propiedades:
a) M es positivamente invariante

b)Toda solucion es atraida por M en un cambio exponencial.[5]

En general si M es atraida por una variedad invariante de dimension finita, entonces el
sistema dinamico esta restringido y también es un conjunto invariante y corresponde a
una ecuacién diferencial ordinaria que modela el comportamiento asintotico de todas las
ecuaciones diferenciales parciales de dimensién finita. En particular el conjunto limite
de toda solucion subyace en esta variedad. Asi la existencia de tal variedad invariante
proviene de la base tedrica para un entendimiento completo del sistema dindmico de
dimensién infinita, usando la técnica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Una difi-
cultad muy usual es la prueba de la existencia de un atractor de variedad invariante.
Maés ain si una variedad invariante plana existe,(dificilmente sucede), se obtiene la es-
pecificacion detallada de esta variedad el sistema dindmico de dimensién finita original
se reduce a un sistema de una ecuacion diferencial ordinaria. Es una alternativa de
método de aproximacién de Galerkin, que no requiere la existencia de una variedad

invariante y puede aun més ser usado en grandes sucesos.

Empecemos nuestra discusion del método de la aproximacién de Garlerkin con un
elemental pero con una idea clave. Recalcando que un espacio vectorial H es un espa-
cio con un producto interno si esta es una forma bilineal tal que si h € H, entonces
(h,h) >0

(h,h) =0 siy solo si h=0.

De esto se sigue inmediatamente que si v € H y (v, h) = 0 Vh, entonces v=0.

Usemos este hecho simple en la base para solucionar ecuaciones en el espacio H. Si
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deseamos hallar una solucion de la ecuacién lineal:
Au=1»> (6.1)

y supongamos que si ug € H tal que (Aug — b, h) = 0, Vh € H, entonces ug es una

solucién de la ecuacion.

Si identificamos un subespacio S C H, con us € S tal que (Aus —b,s) =0 Vs € S,

entonces u;s es llamada una solucién aproximada de Garlerkin de (6.1).

De inmediato Vh € H es una aproximacion de una solucién. La idea es considerar una
sucesion de un subespacio: S; C Sy C ... C que convergen a H, y la correspondiente

aproximacién de Garlerkin, u,, € S, tal que (Au,, —b,s) =0 Vs € S,.

En este caso podemos esperar que la sucesién uq, us, ... converge a la solucién de la

ecuacién (6.1).

Si H es el espacio finito interno y los subespacios Si, S, ..., estdn estrictamente con-
tenidos entonces una sucesion correspondiente de aproximaciones de Galerkin es finita.
Esto es cuando no tenemos problemas acerca de la convergencia. Como quiera si H
es un espacio de Hilbert con dimension infinita, entonces el subespacio aproximado es
precisamente escogido con cuidado en orden para asegurar la convergencia de la suce-
sién de aproximaciones de Garlerkin. Permitiendo recalcar que una sucesion B = {v;}
con i=1,2,... de elementos linealmente independientes en H, es llamado una base del
espacio de Hilbert, si en la variedad lineal S expandida por B toda combinacién lineal
finita de elementos de B es denso en H; que si h € H entonces una sucesion en S que
converge a h en la norma natural definida por el producto interno. Supongamos que
H es un espacio de Hilbert, B = {v;} i=1,2,... es una base del espacio de Hilbert para
H, vy A: H— H es un operador lineal. Ademds para cada entero positivo n de S,
denota la expansién de la variedad lineal para el conjunto finito v;...v,. El principio de
Garlerkin puede ser establecido como sigue:

Para cada entero positivo n, existe algin u,, € S, tal que (Au, —b,s) =0, Vs € S,.

Més atin la sucesion {u,} -, converge a la solucién de (6.1).
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El principio de Garlerkin no es un teorema, en efecto la aproximacion de Garlerkin
puede no existir o la sucesion de aproximaciones puede no converger. La aplicabilidad
depende de la ecuacién que nosotros nos proponemos solucionar, la selecciéon del espacio

H, y la seleccion de la base B.

6.2. SINCRONIZACION: DISIPACION UNIFORME
DE LORENZ

Vamos a considerar el sistema de la ecuacién de Lorenz

T =—0x+ 0oy
Yy=—y—zxz+rx
z=—bz+xy

los cuales sincronizamos mediante el siguiente dos-sistemas [22]:

( (

T = —o121 + o1y — k(z1 — 22)

Y1 = —Y1 — T121 +

21 = —biz1 + 21
0 (6.2)
Ty = —09y + 02Ys — k(x2 — 1)

Yo = —Y2 — TaZe + T'aly

Zg = —bazo + xays

\ \

Si tomamos A = (o, 7, b)

A= {(0,r,b)€3‘ﬁ3:%§0§15,%§r§30,%§b§4}

y si tomamos la funcién de Lyapunov, V(z,y, z, ) := 2® + 2y* + Z(z — 2r)?,
tenemos,

Vi(z,y,2,A) > 22 + &> + &[z| — 1800]* — 53999 := a(z,y,2) — N
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donde a(z,y, z) =2 + y* + &[]z| — 1800]* y N := 53999 y observamos que

Vi(z,y,2z,A) < 2?4+ 30y + 3022 + 60|z| + 1800 := b(z, y, 2)

mas aun:
—V(z,y,2,\) = 20(2? + Ly? + 22%) — dobz > 22 + 559 + &5[|2| — 7200]? — % =
C(.’L’, Y, Z) - M
donde:
c(w,y, 2) == 2% + y? + &[l2] — 7200]%, M = TR — 864000.
Tenemos que:
0 x,Y,z, o o
(2gteset)) — (20, 22y, 22(2 — 2r)
por lo tanto
—k(xy —x —k(xg — 1)
8<V(x17y17217)\1) ( 10 2) + 8(‘/(.1'2,3/2,22,)\2) 0
d(x1,Y1,21) 0 O(z9, Yo, 22) 0 (6.3)

= —2k(23 — m119) — 2k(25 — 2129) = —2k(2, — 12)* <0

asf la condicién del teorema 1, cap. 4 de [2] queda satisfecha.
Si tomamos p = 0,1, tenemos,

Coi={(z,y,2) e R’ c(w,y,2) <p+2M C
{z:]z| <1315} x {y : |y| <7201} x {z: |z| < 17383},

ahora tomamos

r> 2b(1315,7201,17383) > 2sup{b(z,y, 2) : (x,y, z) € (C,)}, porejemplor := 21246933410

y teniendo en cuenta que,
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Ap={(2,5,2) € R : a(2,y,2) <7+ 2N} x {(2,9,2) € Ro:a(w,y,2) <+ 2N
el conjunto A, estd contenida en:
{(z,y) € R*: 2% + &y? < (21247041408) } x {z : |2| < (1130881)}

Por lo tanto el conjunto atractor estd contenido en el conjunto A,, el cual estd con-

tenido en el conjunto:
{z :|z] < 145764} x {y : |ly| < 1129081} x {z : |z| < 1130881}

Los célculos anteriores prueban la disipacién uniforme,[2]. Una deduccién del hecho,
que el sistema sea disipativo uniforme, garantiza la existencia de un conjunto acotado,

independiente para A, k y t, en los cuales se sincronizan los respectivos sistemas.

6.3. LA VARIEDAD CENTRAL INVARIANTE

6.3.1. Variedad Central para Campos Vectoriales

En esta seccion vamos a desarrollar la reduccién a la Variedad Central, que surte y
pretende sistematicamente reducir la dimension de los espacios de estado por la necesi-

dad de analizar bifurcaciones de un tipo dado.

Vamos a usar el sistema de Lorenz y la bifurcaciéon para p = 1 en un ejemplo con

ilustraciones de papel de los centros multiples, bifurcaciones de Hopf.

Hay dos situaciones analogas a considerar: un equilibrio para un campo vectorial y un
punto fijo para un difeomorfismo. Para el segundo caso surgen muchos desde el mapeo
del retorno de Poincaré para una érbita periodica del flujo. Supongamos que tenemos
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias @ = f(x) cada que f(0) = 0, si la

linealizacion de f sobre el origen tiene valores propios imaginarios puros, entonces del
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teorema de Hartman se tiene que el niimero de valores propios de partes reales positivas
y negativas determinan la topologia equivalente del flujo cerca de la parte real igual
a cero. En general el método de la variedad central aplicado a la bifurcacién de Hopf
aisla el complicado comportamiento de localizar una variedad invariante tangente al
subespacio durante la generalizacién del espacio propio de valores propios en el eje

imaginario. Lo que se resume en el siguiente teorema:

Teorema 2. (teorema de la variedad central para flujos)
Si f es un campo vectorial C" en R™ desapareciendo para el origen (f(0)=0) y si

A=Df(0). Divide el espectro de A en tres partes o, 0., 0, con :

<0 si\€ o,

RedA={ =0 si\€o,

>0 s\ € oy
Si los espacios propios de o,,0.,0, son de E* E°y E" respectivamente. Entonces en
(C"existe variedad invariante estable e inestable W#* y W* tangentes a E* y E° en (
y en C"! variedad central W¢ tangente a E° en 0. Las variedades WH* W* y W¢, son

todas invariantes para el flujo de f. Las variedades estables e inestables son unicas, pero

W€ no lo es. Ver demostracion en [9].

B

Figura 6.1: Variedad central,estable e inestable

Vamos a ilustrar la situacién en la figura (6.1), note que no podemos asignar direc-

ciones del flujo en W¢ especificamente fuera de la informacién en el alto orden de los
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términos de f cerca a 0. Una fuerte conjetura es que una alternativa simple usando el
teorema de la variedad central para un sistema que se proyecta en el sistema sobre el
subespacio lineal durante el E°. Si escribimos el campo vectorial f asi: f=f, + fs + fc;
con f, € B!, f; € E®, f. € E° cerca del equilibrio una posibilidad de que f, este
restringido a E° suministrando el correcto cuadro de cualidades de la dindmica en el
centro de la direccién. El sistema de Lorenz ilustra que esa no siempre es la variedad
central calculada en un problema de bifurcacién, y es una proyeccién de Galerkin de

una ecuaciéon diferencial parcial para la conveccién bidimensional.

Podemos estudiar la bifurcacién en el punto (0,0,0),con p = 1, que de acuerdo al

capitulo dos, tiene una base con los vectores propios

{(1,1,0),(-10,1,0),(0,0,1)}

y usando esta base resulta el nuevo sistema coordenado

1 o 0 e 1% 0
u u T
=11 -10 v ||l v | = &5 o5 0 (6.4)
z w w z
0 0 1 0 0 1

Bajo la transformacion lineal de la base de los valores propios, el sistema de Lorenz se

convierte en:

=L i1 T g T )L (w—y)—ad) = — (utov)

u = T = i T — — Tz = u ov)w

1+o0 1—|—0y 1—|—0y 1+o0 y 1+o0

= L i e T e @y —ad)= (L4 oot —— (utov)
v—1+a$ 1+0y—1+0y x 7o r—y)—xz| = oo+ (utovjw

w=z:=—Fz4+xy=—P0w+ (u+ov)(u—0v)
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0 0 0 = (u+ ov)w
U u
v |=10 —1+0) O v |+ | st ovw (6.6)
w w

0 0 -0 (u+ov)(u—0v)

asi que la parte lineal estd ahora en una forma estandar (diagonal). En las coordenadas
(u,v,w), la variedad es una curva tangente al eje u. Note que la proyeccién del sistema
sobre el eje u, obtenido por colocacion de v = w = 0, en la ecuacion para u produce
i = 0. El eje u no es invariante, porque la ecuacién para  incluye los términos de u?.

Si tomamos coordenadas no lineales se cambian colocando w = w — u*/ como quiera

se obtiene
s 2ut uQ) ) 20
w=w——=—[f|lw—— )+ (c—1uv—ov°+ ulu + ov)w
7= (u-f) - Bt
o, (6.7
W= —P0+ (o —uv — ov? + 20 u(u + v)(a+“2)
=— o— -0 — o —
B(1+o0) &)
En el sistema coordenado (u, v, w)tenemos:
2
u:—lj_a(u—kav) (w+%) (6.8)

Ahora proyectando la ecuacion sobre el eje u en esas coordenadas, resulta la ecuacion
ag

U= m) u?. Note también que no hay términos de la forma u? y asi que el eje u

es invariante y su ecuacion transformada es de segundo orden.

Ese se puede hacer iterativo por cambios en v y w con sumas de esas coordenadas

mononomiales en u, justo asi w se obtiene a partir de w. Adicionalmente cada co-

B+
afectara enormemente el orden de términos de la forma u™, para m > 4. Si revisamos

ordenada cambiara o no el coeficiente <_—UJ)> de u? en la ecuacién para 1, pero se

que la ecuacion v = —ﬁuiﬁ a lo largo con el efecto de variar p cerca de 1 es sufi-

ciente deducir las cualidades dindamicas de la bifurcacién en el sistema de Lorenz.
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El teorema de la Variedad Central implica que el sistema es local y topolégicamente

equivalente con

T=f(z) (3,7,2) € WeaWzW"
V=7 (6.9)

=2z

en una vecindad de parametros del punto de bifurcacién. Para simplicidad vamos a
asumir que la variedad inestable es vacia y que la parte lineal del sistema bifurcado es

un bloque diagonal de la forma:

t = Bx + f(z,y) (x,y) € R"xR™

(6.10)
y=Cy+gz,y)

donde B y C son matrices de tamano nxn y mxm respectivamente y tiene valores propios
cero de parte real y parte real negativa respectivamente,y f y ¢ varian, a lo largo de
esas primeras derivadas parciales en el origen. Asi la variedad central es tangente a E¢

(en el espacio y=0) podemos representar asi una grafica:

W ={(z,y)ly = h(x)}

(6.11)
h(0) = Dh(0) =0

donde h : U — R™ esta definida sobre alguna vecindad U C R™ del origen, figura (6.2);

consideramos la proyeccién del campo vectorial en y = h (z) sobre E°:

& = Bz + f(z,h(z)) (6.12)

Asi h (z) es tangente con y = 0, la solucién de la ecuacién (6.12) que ya probada da
una buena aproximacién del flujo de ¥ = f(Z) restringida en W¢. Lo que se resume en

el siguiente teorema:

Teorema 3. (Henry 1981, Carr 1981)
Si el origen x=0 de (6.12) es asintética-estable localmente, entonces el origen de (6.10)

es también asintéticamente estable localmente. Ver demostracion en [9]
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w*

W

A A

y=h(x)

Figura 6.2: La variedad central y el campo vectorial proyectado

Estos resultados también siguen desde la teoria de la linealizacién global de Pugh y
Shub. Ahora mostramos como h (z) puede ser calculado a una pequena aproximacion.
Sustituyendo y = h(x) en la segunda componente de (6.10) y usando la regla de la

cadena obtenemos:

y = Dh(2)i = [Bx + f(z, h(z))] = Ch(x) + g(z,
N(h(z)) = Dh(x) [Bx + f(z, h(z)] — Ch(x) — g(z, h(z)

- =
&

con las condiciones de frontera h (0) = Dh (0) = 0.

Esta ecuaciéon diferencial para h no tiene solucion, la solucion exacta en muchos casos
es una aproximacion arbitrariamente tomada de una serie de Taylor, con x = 0. Como

se resume en el siguiente teorema:

Teorema 4. Si una funcién ¢(x) con ¢(0) = D@(0) = 0 puede ser establecida cada
que N (¢(z)) = O(|z|P) para algin p > 1 cuando |z| — 0 entonces se sigue que
h(xz) = ¢(x) + O(|x|P) cuando |z| — 0. Ver demostracién en [9].

Asi podemos aproximar h(x) para mirar la solucién en serie de (6.13), como quiera que
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miramos cada serie de Taylor expandida no siempre existe, entonces W puede no ser

analitica en el origen. La ilustracién usada en el teorema anterior considera el sistema:

U=

(6.14)

O = —v+ ou® + Puw

con «, 3 definidos. Entonces (0,0) es un unico punto fijo y los valores propios del

sistema linealizado son 0 y -1. Usando la matriz de transformacién donde las columnas

(1))

son los vectores propios:

_ 0 0 x 11 0
( ! ) = + (6.16)

0 —1 Yy 0 —1 alr+y)? =Bz +y)y

i =a(z+y)’ — By +y°)
jy=—y—olz+y)?+Bxy+y?)

Asi E¢ y E® son de dimension uno, el grafico de h es una funcién de valor real y de

h (x) resulta que:
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W=E'

X

W*

Figura 6.3: Varieda central para el sistema 6.22

El conjunto h(z) = az?+bz® +... y sustituyendo en (6.17) encontramos los coeficientes

desconocidos a, b,... obtenemos:

h(z) = —az® 4+ a(4a — B)z® + O(z*) (6.18)
y podemos escribir aproximadamente:

& = a(z + h(z))? — B(zh(z) + h*(z)) =

(6.19)
a(r? + (B — 2a)2® + (902 — Taf + BH)a) + O(2°)

o, si a #£ 0,

i = ar® + (a8 — 2a)2*) + O(z) (6.20)

en este caso, los términos de segundo orden determinan la cualidad del comportamiento
alrededor de O cuando « # 0.

En el siguiente ejemplo

(6.21)



el espacio de la tangente aproximada no estd determinando la estabilidad cerca de 0.
Asisiy = h(x) = 0 entonces & = 0 asi como en el ejemplo de Lorenz. En este problema

h esta determinado por la invarianza de la variedad central:

W (x) [zh(z)] + h(z) — az® =0 (6.22)

y tomando h = az? + bz® + ... obtenemos:

h = az® + O(z*) (6.23)

Asi el sistema reducido es

i = az® + O(2") (6.24)

E X

\’\T/
P

Figura 6.4: Variedad central para la ecuaciéon 6.16

Los dos ejemplos tienen retratos de fase (cerca de (0,0)) mostrado en la figura (6.3 y
6.4).

o8



Notaremos una extension simple con el método de la variedad central que esta real-
izando una transaccién con la familia de pardmetros del sistema. En la ecuacién (6.10)
suponemos que las matrices B, C y las funciones f,g dependen de un vector k de

parametros, i y el sistema extendido es

&= B,z + fu(z,y) (x,y) € R"XR™
J=Cuy + gu(z,y); pe R (6.25)
=0
Ast (z,y,11)=(0,0,0) en (6.26) tiene un n+k dimensional de la variedad central tan-
gente a (z, 1) espacio, que puede ser aproximado por un desarrollo en serie en x y 1 del

grafico h : R"X RF — R™ como arriba. La propiedad invariante de la variedad central

garantiza la solucién de bifurcacién para retratos de fases cerca de (0,0,0).

Consideramos la ecuacién cuadratica de Duffing:

U=
(6.26)
U= Bu —u® — dv;
para § > 0y (8 proximo a 0. Para § = 0 el sistema linealizado tiene valores propios 0

y —6 en (u,v) = (0,0) y usando la transformacién

u 1 1 x 1 1/0 u
- , - (6.27)
v 0 —o Yy 0 —% v
(6.27) puede ser reescrito asi en el sistema extendido:
i 0 0 3 11 T —(z+y)?
= + 3 + = (6.28)
y 0 —6 -1 -1 y (z +y)?
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b= St y) - 5oy
B=0 (6.29)

i= 0y~ et )+ )

buscamos una variedad central:
y = h(z, 8) = az® + bxf} + 5 + O(f) (6.30)

donde O(3) alcanza términos de orden x3x%3, 3% y 33. La ecuacién h () en este caso

es

oh On] [ 1 2 g 1 2 _
[&c’aﬁ} {5(.7:+h) 5(3:+h) ~|—(5h—|—5(:zc+h) 5(x+h) =0 (6.31)
y substituyendo en (6.31) se obtiene
Slz+.))+
(2az + b0, ...) +90 (ax2 —|—bxﬁ+cﬂz)
0 (6.32)

+§ (z+ az® + baf + cf?) — %@ +..)2=0(3)

1

del desarrollo de la ecuacién de x2x3 y (3% encontramos que a = 53 b= —5%; c=0y

asi
y= (5_12@2 — Bx) + O(3) (6.33)

El sistema reducido a la variedad central esta dado por



y para (3 suficientemente pequeno (|3] < %) obtenemos el diagrama de bifurcacién
de la figura 6.5, los calculos exactos que pueden ser revisados por calculo directo. La

familia suspendida de la variedad central por ejemplo estd indicada en[9].

6.3.2. Variedad Central para Mapeos (difeomorfismos)

Finalmente recordamos en esta seccién que el teorema de la variedad central para
difeomorfismos , un punto fijo es un equilibrio asociado al correspondiente flujo. En
el punto fijo p de un difeomorfismo G, le corresponde una variedad invariante en el
espacio propio generalizado de DG(p) para valores propios que estén dentro o fuera del

circulo unitario, supongamos que para sistemas discretos de la siguiente forma:

Figura 6.5: Diagrama de bifurcacion del sistema 6.27

Tpi1 = Bry + F(Tn, yn) (6.35)

Yn+1 = Cyn + G(*Tm yn)

todos los valores propios de B estan fuera del circulo unitario y todos los de C' dentro

del circulo unitario, nuevamente buscando la variedad central para el gréfico y = h(x).
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Substituyendo en (6.35) obtenemos

Ynt1 = h(Tpy1) = h(Bx, + F(x,, h(z,)) = Ch(z,) + G(zn, h(x,))
N (h(x)) = h(Bx + F(z,h(z))) — Ch(z) — G(z,h(z)) =0

y podemos nuevamente aproximar por el método del desarrollo en serie.

Asi por ejemplo consideramos el siguiente mapeo:

Tpil = Tpn + Tpln 0< A<l

Yntl = AYn — 1:721

tomando
y = h(z) = az® + ba® + O(z*)

y al substituir en (6.36) tenemos
a(z + z(az® + ...))2 + b(z + z(az® + ...))3 — Max? + bx3) + 2% = O(2), o
az? + bx® — Nax? — \bz® + 2% = O(x?); asf que

y b=0.

Asi, de esta manera obtenemos

+ O(2*)

Y7311

para la variedad central, y
T,

A—1

Tp+1 = T +

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

Para el sistema reducido. Asi A—1 < 0, la solucién cero de (6.40), y por lo tanto de

(6.37), es asintéticamente estable localmente.

En la presentacion de arriba hemos asumido que la variedad inestable es vacia en el

punto de bifurcacién. Si este no es el caso, entonces lo podemos cambiar por un sistema
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de la forma:

& = Br + f(2,Ys, Yu) (T, Ys, yu) € R" x R™ x R™.
ys = Csy + 95(33, Ys, yu) (641)
Yu = Cuz + QU(xa Ys, yu)

donde los valores propios de B tienen el médulo unitario; los valores de C tienen parte

real negativa; C, tienen parte real positiva. Buscamos la variedad central como un

grafico sobre U C (E°) = (R") : (ys, Yu) = (hs(z), hy(x)).

Entonces, escribiendo los vectores:

y la matriz

0 Cy

como C, podemos proceder de la misma manera. El mapeo se puede tratar similar-

mente:los pardametros pueden ser dados y forman sistemas extendidos para los flujos.
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