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Introduccion




Introduccion

¢ Términos como caos, atractores extranos, efecto
mariposa, |mpredeC|b|I|dad del tiempo
atmosférico has estado dentro de la literatura
cientifica, del cine, de la ciencia ficcion e incluso
de la dlvulgaCIon cientifica. Recordemos por
pONEer un unico ejemplo la pelicula “Efecto
mariposa” de; Fernando: Colomo.

8| palabria caoS: proviene deila palabral griega
X0o¢ gues significar abertura), o el espacio; vacio
due; existiar antes gue todo nacieras Acttialmente
Ca0S| €S| contrapUEStera orden v signifiica
conflsion), desorden.

L35 Ideas sobre €l caos, provienem delsiglor XXy
pUEStaS en actlialidadinaciarlosianoes 70rcon
Intereses distintos entlarFisicay las Matemeaticas:
e idea der atractones extiranos sitesirealmente
nbEVa), delos anos 70, V: ha impulsadora abordar
AUEY0S pProplemas como el preplemardenlia
CUrbUIERCIarERNLICOSE




Introduccion

En el estudio de un sistema dinamico, un Universo en
evolucion, resulta natural interesarse por la geometria de
sus orbltas la historia de cada particula, su generacion y su
0Caso, el bosque 0 del diagrama de cada trayectoria
particular y el gﬂobal de su flujo.

L2 teoria dejlos sistemas dinamicos tiene ya mas de cien
anos.

Para sistemas dinamicos, continues, regidos por sistemas
autonomos) de ecuaciones dlferenCIaIes lasi baseside |a
teorial fueron cimentadas por Poincare,y: desarrolladas
pPoSteriormente enllas escuelas de Birkhoriiten Estados
Unidesty: derLyapunov: Vi Pontryagih enr Rusial

Eltraajorder A ML Lyapupoy: (18557=1918) sebre estalilidad
V- ecliaciones difierenciales no lineales, que alera Se; Sabe de
grancllmportanCIa MG itEr apreciador por completorduramnte
SuUrvida




Introduccion

¢ A partir de los anos 50 recibe un gran impulso
debido a los trabajos de Arnold, Kolmogoroy,
Moser, Peixoto, Sinal, Smale. Yy otros, gue
sentaron las bases| para sul posterior desarrollo.

Se observa gque es muy: dificil, cuando no es
imposible, encontrar Una selucion de una
ecuacion diferencial, especialmente cuando esta
es no lineal, porler que; esl importante investigar
Sil es posible’ obtener informacion: cualitativa
sepre Iasi seluciones) de las ECUaCIONES
difierenciales, especialmente delast ne lIneales;
SiAFNECESIdad de rESPIVEras) previamemnte:




Introduccion

¢ Incluso emn muchas ocasiones de las ecuaciones
diferenciales ordinarias interesa, mas que
conocer explicitamente las soluuones CONOCEer
determinadas propiedades de Caracter clalitative
tales como periodicidad, si sus valores
PErtENECEN, 0 NO), a un conJunto acotador al variar
el tiempo, o Si para algunas; spluciones del
sistema existe el limite cuando el tiempo tiende a
InfiRiter (o ar MENOS INNIL) para CONOCErR En I8
practicarelf comportamientorarlarger plazordel
sistema fisico.

Fes rrestiitades JUE SEpanes OBtENEN pPara I0S
sistemas linealest nes, serani de! gran: Vialor
tambien para los sistemas no lineales en ell caso
en guie estosseraproximerrarunrsistemariineal de
ormalocal:




Introduccion

¢ En aplicaciones como control automatico,
don e el valor inicial se considera la
“entradal’, es importante saber si
PEGUERGS ‘cambios en Ias condiciones
Iniciales condluicen a peqUENOS cambios
(esta :>|I|dad) en el resultado final 6
Salidar, 01 al grandes camivios) 6
inestabilidadl

Polncare), Chance: Ihc/tsercliandor/as eyes, natiales: parecen
noNterer HINGURE SECIELOPald, [IOSOL0S) SO0 POUEIIOS
conocera situgecioninicial. aprOXImadamente PUEGE
OCUIHIRGUE S URNPEGUERG) EIOI ENllarEntidda 05 grecltjZez]

Uk Enoe Eror: Entla salida. LLa, prediceion estlia
AP oSIbIES:




Introduccion

¢ Un sistema dinamico es un sistema gque varia con el tiempo.
Cambian los estados del sistema. Viene descrito por un
espacio de estadosi junto con la regla gue determina la
dinamica del sistema. El sistema mas estudiado ha sido el
cosmos. Los sistemas fisicos y matematicos se clasifican en
lineales v en no lineales. Un sistema dinamico puede; venir
formulado; por una  ecuacion: diferencial ordinaria oren
derivadas parciales, unal ecuacion en diferencias finitas, umna
ecuacion integral o un sistema combinacion dei les
anteriores. Silell sistema viene modeladoer por Una ecUacion
diferencial o de cualguieral de;los tipos anterieres se; dice
due es determinista), PUES) permite; conocer el estado del
SiStema para cualqwer tiempe futtroe), (ordelf pasado)).




Introduccion

¢ Sin embargo ya Poincare en 1892
descubrio que sistemas de la Mecanica
gobernades por las ecuaciones de
Hamjlton no tienen: el comportamiento
regular esperados sine gue; su
comportamiento fitture: resulta
Impredecible. Precisamente; el tErmino
Ca0LICo Va alindicar que pUntos! proximmes
en elnstanternicial puedan tener
COMPpREtaMIERtOSt dispares en el fitituiro:




Introduccion

¢ En la epoca de Newton se pensaba gue sil se encontraban
las leyes generales c?ue regian los femomenos, la ley de la
graV|taC|on universal, y se conocia un estado, entonces
podian conocerse todos [os estados presentes Pasados; V.
futuroes. Es lo que conocemos como determlnlsmo V. gue
queda muy: bien explicadoe en la firase de Laplace.

Pere en el sigle XIX empezaron a descubrirse sistemas en
los gue esto resultaba Imposible. LLes sistemas no lineales
Como; Ias ecliaciones, de Navier-Stokes palia ell moVvimiento
de les fluides, las ecuaciones de Newton para tres 6 mas
particulas que Interactlen, no admiten unai selucion en
folima cerffada), por lergue loslestudios que:se realizan
SUElER BEr NUMErICoS:




Introduccion

¢ El uso de los ordenadores ha sido crucial, con sus dispositivos
graficos de alta resolucion, ya que han ||:>erm|t|do Unal cierta
Sintesis entre la simulacion numeérica y los estudios analiticos,
dando lugar a la dinamica no lineal, cuyasi tecnicas de han
aplicado en los mas diversos campos interaccion del corazon a
impulsos' electricos, interaccion de poblaciones, (fiisicas, biologicas,
guimicas), monetarlas o)l

Los sistemas no Iineales (de ecuaciones difierenciales o de
ecuaciones en diferencias) deterministas presentan en 0casiones
U comportamiento: impredecible, gue serallo gue entenderemos
COMO, CaOS)

Resultal sorprendente due este; comportamiEnto’ Se; presente en
Sistermas discretos con Un grado de libertad, es decil, regidos por
URal tnicar ecliacion en diferencias, V. quUe en Sietemas ContinUoS
CoN /7l gliados delibertad) descrltos O sistemas autonomos de
ECUBCIONES dlferenC|aIes ell caes solo pueda presentarse para i
MaYer GrelUaIRa tres VS| ‘el sistemal esine lineall




Introduccion

¢ Jacques Hadamard (1868-1963) considero una especie de billar
gue lleva su nombre, en el gue la mesa se ha sustituide por una
superficie con curvatura n dgatlva Al estudiar el movimiento de un
punto gue se moviera por dicha superficie sin rozamiento, se
estaba encontrando un modelo del flujo geodeésico. El 5|gwente
teorema demostrado por LobatchevsKky: Se; puede enunciar en
variedades rfiemanianas: Sea V. una variedad riemaniana compacta
\. conexa de curvatura nedativa. Entonces el flujo geodesico en el
espacio tangente en cada punto aila variedad esiun C=flujolil. Un
C-flujor significa gue lasi orbitas del sistemal son altamente
iInestables, en ell sentide derquerdos orbitas con estadosiiniciales
ProXimos Se| sepalan exponencialmente con el tiempo.

[ERFBalibrea E (19505 Caos v airdctores eXtndos. [Dos: problemas
I]7-O //n%ege.lsleGn matematicas, |Laf Gaceta dellarrRe 'S, M ES Vel 2, ne
0)9)




Introduccion

¢ El matematico sovietico Jakob) Sinai
proboi la misma propiedad para los
pillares gue llevan su nempbre, gue
son planos pero con obstaculos

CONVEXOS.




Introduccion

¢ El meteorologo E. N. Lorenz habial descrito femomenos y
habia usado ya el termino caos para describir modelos de
sistemas fisicos en los que, suprimida la aleatoriedad,
Siguen aparentando un comportamiento aleatorio. Lorenz
hacia 1963 encontro para su magduina del tiempo un
sistema autonomo formado por tres ecuaciones
diferenciales sencillas, mo lineales, en las gue; aparecen tres
parametros. Para determinados valores de los parametros
observorgue las| trayectorias verificamn ese fenomenos deser
Impredecibles. Cambios muy: peguenos; en las; condiciones
iniciales; podian producir: trayectorias, muy. dispares. Este
Lipo; de comportamiEntor Eral IRESPErado Y probpaala
imposibilidad derpredeciros cambios: atmosiercos, conl uiia
antelacion media. [La no linealidad Vval al ser tinal condicion
RNECESAria), PErG Mo SUliciENte) pala laipresencial del Caes
deterministan Boreny PUBIICOo SUiS resultados entellariculo
SDEtErMINISEHIC NONPEROEIC oW




Introduccion

¢ A Henry Poincare (1854-1912) se le considero hacia 1900 como el
matematico mas grande del mundo. Hizo contribuciones
importantes a distintas ramas de |la Matematica. Fue ell padre de
la topologia moderna, vy deila dinamical topologica. En su trabajo
sobre la mecanica celeste expone la teoria sobre desarrollos
asintoticos gque es actualmente una de las mas poderosas
herramientas del matematicor aplicado.

El matematico Henry: Poincarée en 1908 hace uso de algunas
observaciones due;ya habia realizador sebre el problemas de los
tIreés| CUErpoes, es decir, sobre un sistemal de; tres) ecUaCIoNeS
diferenciales ordinarias|con condiciones iniciales gue moedelizaral
MoVImIENte de tres CUErpos) Semetidos allas fuerzas gravitaterias
ejercidast entre ellos; Define plntoe homoclinicor comor tin punto fijo
enl el gue las Variedades estables e} inestableside lesi mismes) se
contant Larorbitargue pasal per un punter homoeclinicorse liama
orbitarheomeclinica. Clalauier onbitar homoeclinicar tiende hacia el
PURLE fijor taniter paia Valores del tieEnipor Nacial dElante Como; nacia
aiilicSk PolRcare CF SCUBKIO que clando; este; fenomeno oclrre Ias
orbitas quedpasan cercal de los! puntos de Interseccion Se
COmportantderunaiermar mtl: complicadak




Introduccion

Poincare discutio entonces el problema de la
impredecibilidad relacionando determinismo Yy azar. Estudio
la impredecibilidad del movimiento de las particulas de un
gas Yy de los femomenos meteorologicos.

Algunos sistemas no lineales que presentamn caos
determinista som:

el pendulo forzado

los filtidos cerca de una turbulencia
la optica no lineal

Uuniones de Josefison

algunas! reacciones! quimicas

el clasicor problema de los tres cUerpos), V. en general den
CUErPeS

aceleradores de particulas
dinamica de poblaciones biclogjcas




Introduccion

¢ El biologo R. M. May escribe “Simple
Mathematical models with very complicated
dynamics” donde ilustra la complejidad gue
pueden alcanzar sistemas dinamicos
unidimensionales regidos por leyes cuadraticas.
Observamoes pues, como estoss sistemas
dinamicos caoticos entram en otras CIENCias.
Junto a publicaciones meramente matematicas
dPalrECEN| Otras MENBS formales 6 con resultados
experimentales. Una bibliografia bastante
completar serer el temal apareECEN EN Zhang:y.
consta de 269 librostV: 7. 157 articulos.




Conceptos previos




Conceptos previos

Sistemas dinamicos continuos

Sistema dinamico (X, y'=f(t, y))

Espacio de estados + sistema de ecuaciones diferenciales
Trayectoria o Orbita

Serie temporal

Solucién

Diagrama de fases

Flujo

Punto fijo, punto critico o punto de equilibrio yy: y'=f(t, yo)=0
Ciclo limite: trayectoria formada por una curva cerrada
periddica.

Punto de equilibrio estable, asintoticamente estable e inestable
atractor; repulsor; cuencas y separatrices

alfa-limite; omega-limite



Conceptos previos

¢ Un geometra se plantea una ecuacion diferencial
como un flujo.

¢ El estado del sistema se describe por un punto de
uni espacio de fases y, cuando el tiempo fluye en
el reloj, asi lor hace el punto en el espacio.

¢ El camino trazade por el punte en el espacior de
fases representa, pues, la evolucion del estado
del sistemal a partir de tna condicion inicial
paltICUlaIR

¢ Asi, el conjuniter de todes) esosi caminoes, o
»NOS darunatides cualitative
de o gue le sucede : clialguier condicion inicial
PESIDIE;




Conceptos previos

o es el
donde nos movemos, que
estructura de espacio topo

conjunto E
puede tener
logico, 0

metrico 0 ser una variedac

diferencial.

Puede ser [, S1 (esfera), dn, I (toro) o

Tn, C...

¢ Se puede definir un campo vectorial V
sepre una variedad M. Una
derVestiinag cliVa) OrCorrEsSponcEnCia ae
U Segmenterde [l sebre vl gue sea
copltinltizl\/ clifelfenlelzln)le ) EfoZes




Conceptos previos: Definicion de
sistema dinamico

Llamamos sistema dinamico a una terna (E, G, g) donde E
es un espacio de fases o espacio de estados, donde G
es un semigrupo de escalares o conjunto de tlempos V.
donde f es el flujo del sistema, gque es una aplicacion de
GXE en E, con las siguientes propledades

fes una aplicacion continua
0, )=y pala tede VIHE
I(t, (s, V.))=I{t=s, V) para tedo t, sHG Y tedo VIEE.

Si G es un subconjunto: delos nUMEros! enteros tenemos Ui
sistema dinamico discreto, v si G es [0+ o/ decimos gue
glfsistema dinamico esl continuo)

Por tantor en Uil sistemal dinamico: continto: el tiempo; filtye
continUamMENTErdesae —co hiasta +oo, VA pasSal Por toder el
INtErValorintermeaio:




Conceptos previos:

¢ Sistema dinamico continuo: ddfl (VoY)

dyn
=f(v,.... t
it n( Y1.--¥Ynot)

¢ Solucion:

¢ Ejemploerde puntorderequiliore

ﬂ' =8y—-2)(y+3)= y=2;y=-3 puntosdeequilibrio

dt




Conceptos previos

¢ Los ejemplos mas interesantes de
sistemas dinamicos continuos nos: los
Proporcionan les sistemas de
ecuaciones difierenciales ordinarias
que son L donde v =iy,
donde /Fne depende delftiempos




Conceptos previos

¢ En y’=f(y) un punto y, tal que y{(v,) = (y,)=0 se denomina
un , 0
. Es una solucion constante.
.3 |mportanC|a de los puntos de equilibrio eni los sistemas
autonoemoes se debe a que son soluciones constantes del
sistemal Yy a due determinan el comportamiento cualitative
de las soeluciones.

Por tanto nos interesara determinar los puntoes criticos y: el
comportamiente de; las) trayectorias cerca de elles, ya que,
debide a los teoremas de existencialy: Unicidad Sapemos
JqUE palia cada punte dell espacio de éses existe una
traKectorla gue si el instante iniciall ner es N puntoe; critico,
dichal trayectoriar no podral alcanzar diche punteren Ui
tiempoe finite; y que ungastrayectokial ne: puedercruzarse; a si
mIsSHa, V ne puede VeIVer aYpunto delfespacie defiaseside
partida a2 MENGS duEeNartirayECtoxna SEarUna CURVar CErrada, Y,
Estio) Conresponde contlas del
S|StEmIa:

ESto) indica que elfestudiorder puRtes Crticos Y soluciones
periodicas var hal resultarr de graminteres.




Conceptos previos

trayectorias u
orbitas: Una

- =G trayectoria
—rr L Constante, en

L+.7. Here are the time series of two trajectories of this phase portrait. The time series

o the constant trajectory. piled up on the critical point C. is the graph of a constant (vector-

atued) function. This graph is a horizontal straight line. The time series of the nearby point y O t ra
! »pirals around this straight line, approaching closer and closer as time moves to the right. ,
. I
iara flz) el
P w J (

9)




Conceptos previos

¢ Sea x un punto de M. Sea ¢ una
trayectoria completa (el dominio de ¢
Sea tedo ) de un campo: V. gue; pasa
por c=c(0).

¢ Se llama de X al conjunte:




Conceptos previos

¢ L es un conjunto atractivo si L tiene
all\g/]Iun entorno abierto U tal que LOUOIN(L)
]

¢ A In(L) se le denomina entonces
del conjunto atractive L.

¢ Un €S Un conjunto atractivo ACOM

due no Pesee; ningun subconjunto: propio
dtIFaClIVe.

¢ Un es Un CoNjURte; CErfaCoLY,
acetade Nacia elfgue se aproximeanlas
orbitas de las seluciones. Por ejemplo; Ui
PUNte! crticerorun: ciclo:

¢ La €S el compIEMERtAROIGE
todashlas cluencas) de atraccion:

SEp(V)=PXEMEE6(%) o) estarcomntenido en
RiRgUn attractor




Conceptos previos

¢ Fijado un punto x la funcion x=x(t)
es una del sistema dinamico
que pasa por el.

¢ Sl se elimina ell tiempos tendremeos, Ia
proyeccion de esta solucion sobre el

EsSpacie de; estades, due;es o gue se
lamia o




Conceptos previos

o Un es la
trayectoria de una solucion
constante.

¢ El es el conjunto
de trayectorias de suis selUCIones.

o El oBjetiverae la es
lar descripeion: del diagiiamea de fiaSes.:




Conceptos previos

¢ Por cada punto de R” pasa una uUnica
trayectoria.

¢ Dos trayectorias distintas no se
PpUEdEN! Coktalr NURNCA.

¢ [aMPOCO UNa trayectoria puede
COKtAISE; al Sii misial

¢ |_as| tirayectorias de; des SoIUCIONES 6
PIER NE tIERER AIRGUR PUREerER
COMUIN, OrIER COINCIGERS




Conceptos previos

Luego un diagrama de fases consta
de trayectorias que no se cortan de

tres tipos:

CUrvas abiertas simples
CUrVasl cerrradas simples
PUnRtes (de equilibrie)
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Conceptos previos

¢ Dos atractores,
Un punto y: una
circunferencia.

Otre conjunto
limite, otra
Circunferencia,
es una
Sepakatiiz
entre; does
CUENCAS de
atraceeion

t and a cycle. A third limit set, a




Conceptos previos

¢ Hace ahora unas tres décadas um matematico
americano, S. Smale, se planteo hasta que punto
Una ecuacion diferenciall se comporta de modo
predecible.

oy sabemosi bien que “determinismo” No es, 1o
mismo que “predectibilidad”, pues una ecuacion
diferencial perfectamente NdeterministaZ puUede
tener soluuones gue aparezcan como
perfectamente aleatorias”. Los resultados de
Simalermuestranicomo el campo; de;las
ecliaciones diferenciales tipicas gobierna mundes
(Fespacios) de fiase”) repletes de escenarios sobre
105 qUE S COmMPOrtamiEntos de [as SellCIoNES N
SON Predecivles.




Conceptos previos

¢ Los sistemas mas sencillos son los que
desembocani en uni estado de equilibrio: todos los
caminos convergen en un solo punto; todas las
nisterias finalizan en el mismo: estado.

Este puntoe es un

Uny atractor, hablando: informalmente en una
PriMEra aproximacion), Una region del espacior de
fases tal gue todos) los) puntes: CEFCanos, Se
mueven de modor gue, antes) 0 despues, Se
acencan al ell. Podemos por tanto decir gue los
atractores deschibent larevolucion: al largo: plazo
delrsistemnial




Conceptos previos

= gue sigue en; sencillez al
anterior “punto fijo™ es el “ciclo
limite”, que aparece cuando las
“orbitas” o caminos del flujo
convergen sobre una linea cerrada.
[ESTE CaS0) Corfesponde a larides
dinamicar de; una’ oscilacion periodica
delrestadoe; delrsistenial




Conceptos previos

¢ Hasta agui hemos enumerado los
comportamientos familiares, ya muy estudiados
en los trabajos clasicos de ecuaciones
diferenciales. Cada modelo es determinista, en el
sentido en que; las ecuaciones diferenciales
correspondientes tiemen soluciones uUnicas para
Uunas condiciones, iniciales dadas; V. tambien es
predeciple en el sentide de gue;, conoecidas) ias
condiciones INiciales con sufiiciente exactitud el
SiSteEma PErMaNECEra proxime) a donde hubiera
estadoe) sl esas conNdICIoNES AUBIeran: side
totalmeEnterExaclas:




Conceptos previos

¢ Pero en la practica es imposible saber si nuestras
condiciones iniciales son totalmente exactas, por lo gue en
la practica debemos hacer predicciones con datos algo
IMPrecisos, Yy esperamos due nuestras predicciones resulten
al menos suficientemente acertadas Resulta gue esto es
asi en el caso de los anteriores “atractores clasicos”. Pero el
trabajo de Smale, (entre; otros) desvela gue existen otros
tipos de atractores. Hay atractores extranos. "Extranos”
porgue, al diferencia de los atractores clasicos tienen
estructura en todas las escalas. Veamos esta idea con mas
detalle. Si agrandamos) Un| arco: de Circunferencia), este
pParece; casiitn segmento de rectay Un trozo de tore PArECe
LR treze) derplanoy .. 7 oS Stractores CIEsicosIson
Variedadesy, [ocalmeEntelsonIcoro espacios euclideos:
fectas, pPlanes:.. PEro Si adrandamos: Un: atifaCtor EXtane
EEtalretiene lsul estructura) detalladas




Conceptos previos

¢ Una solucion
periodica V.
Otras no

1 periodicas

1o SU diagrama

de fases o

PIrOVECCION

(X, Y)

POV ECCION
(X, t)




Conceptos previos

¢ Una solucion
periodica

¢ SU proyeccion

(%, 1)

¢ Conjunter de
SOIUCIGRES
PErodicas,




Conceptos previos

=
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1.1.10. Here the vertical plane represents the state space. and the horizonual axis represents
the time of observation. The parameters observed at a given time are plotted in the vertical
plane passing through the appropriate point on the time axis.
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1.1.11. The trajectory may be obtained from the time series. by simply viewing it from
the right angle — straight down the time axis from the end. infinitely far away.

—————
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Conceptos previos

¢ En ocasiones un sistema autonomo no
lineal tiene soluciones periodicas, cuyas
trayectorias son curvas cerradas.

¢ Unal curva cerrada con trayectorias ne
Cerradas gue se acercan en espirall hacia
ellar cuando ¢ tiende a infiniter se liamar tin
ciclo limite.

¢ Un ciclelimite es unar Culve cerfadal gue
dtfaerlasioirbitaside cualguierselucion que
en el instante iniciall este suficientemente
Broxinel Este puede serestablel o
INESta]E:
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Sistema lineal de
dimension Une




Sistema lineal de dimension uno

oy = ay; y(0) = yp.
¢ Punto de equilibrio: ay. = 0 = y = 0.
¢ Solucion: y = yget

¢Sia> 0= et et ..
¢Sia< 0= et e’ ..




Sistema lineal de dimension uno




Sistema lineal de
dimension n




Sistema lineal de dimension n

¢ Si tenemos el sistema lineal y'=Ay, el
origen es un punto critico, y gue si |A| es
distinto de cero, entonces es el unico
PUNtO Critico.

¢ Probames un teoremal que dice que:

¢ El origen est el tnicor punto: criticor sity: solo
si todos los autovalores son distintos de
e=ifo)

¢ Calculoe de autovalores Vi alitoVECLOrES,




Sistema lineal de dimension n

¢ Se tienen las siguientes propiedades:

¢ Si todos los autovalores de la matriz A tienen su
parte real menor que cero, es decir, ReA<-n,
para n>0, existe una constante M>0 tal que:
lettsMeTit “para todor t=0.

LUEego conio CONSECUENCIa SE; obtieEne gue cuando
¢ tiende; a mas nfinito el limite; de y(t) es Cero
palal toda splucion de V-=Ay. si Vy: solosit Rex<0
pPalal todoer attovalor A de A.

Elferigen de; 1™ (or el sistema lineal) se dice gue
esi Unratractor del sistemal Sife* Y tIENEE; a CEro
clUandoer s tiende armas INHRIte) paka teE eV, e [Hms

EStal priopledad algEplaiCar caladCheriza tina
propiedad clalitativardelas SellcionESFaeE (a
Eclacion diferencials




Sistema lineal de dimension n

¢ Si todos los autovalores de la matriz A tienen su
parte real mayor que cero, es decir, ReA>n, para
n>0), existe una constante M,>0 tal gue:
e [=M entl “para todo) =01y para todoe) y. de .

» Comoe consecuencia se ebtiene gue cuando &
tiende a mas, infinito el limite de [e*Y| esi infinito
para toda selucion de y’=Ay de v distinto de; cero,
Sil v solor sit ReEA>0! paral todo autovalor A de A.

¢ Ellorigen de 2 (orel sistemal lineal) se dice que
esi Una uente del sistema sit[e“ Y| tiende a Infinite
cliandort' tiende a mas Intinito), para todory,
distinte de; cere;, de M




Sistema lineal de dimension n

¢ La aplicacion de los resultados
anteriores, en particular la
caracterizacion de los atractores,
requiere conocer las raices de la

ecuacion caracteristical, lorque puede
Serr complicado; sit Ares grande, PERo
ODSERVAIMOS) dUere qUe NoS IMperta
esi el signo de dichas raices, lorgue
seiacilitaraplicandorper ejemplore
CHICERICNAENROULI- 1T Uitz




Sistema lineal de dimension n

¢ Se dice gue un sistema lineal es
hiperbolico si todos los autovalores de A
tienen parte real distinta de; Cero.

¢ Se llama indice de estabilidad del
sistemal al numero de autovalores que
tienen lar parte real negativa, contadoes con
SU orden de multipliciaads

¢ |.0S| atrractores y las fuERtes, son
NIPErDOIICOS.

¢ Un atractor tiene indice de estapilidadia), V,
U2 UERtE CENG:




Sistema lineal de dimension n

¢ Sea y’=A-y un sistema lineal hiperbolico de indice
de estabilidad ..

¢ Entonces podemos descomponer al espacio
euclideo " en suma directa de dos subespacios,
el subespacior estable E. v el subespacio inestable
E , Invariantes para; el S|stema siende i. la
dimension| de ELV A=, la de E

< Aunque pUEdal PAECER dUE estos SUPESPACIOS
Fenden dejlar matriz de paso, son IntHNSECoSs
SiStema Yy, dEpENdEN del compotamiento
asmtotlco de este) pues unl punto; perteneceral =2
SilV: sole) Si ey, tiendela cero clandorel CIEmpo
Crece, v pertenece: a E, sily solo site v tiende a
caro) dulzlniele) = CIempo Gienderalmenos intnito)

Utilizando; estas ideas es facil estudiar los diagramas de
fases, de los sistemas hiperbolicos.
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Sistema lineal de dimension n

Observamos que en un sistema hiperbolico no existen
soluciones acotadas para todo tiH(-o, %), luego para que
todas las soluciones de y’=Ay esten acotadas es necesario
gue todos los autovalores tengam su parte real nula, pero

esto No es suficiente, comor Se comprueba; cuando algun
autovalor tiene; tuna multlpI|C|dad algebrajca mayor que el
numero de autovalores linealmente independientes gue; le
corresponden (esfrdecir, cuando lar matriz de Jordar
as0ciadal tiene unosien Ia segunda subdiagonal)s.

JIENEMOS| pOr tanto; el siguiente; teorema:

Paral gue todas las soluciones de y’=A:y esten acotadas en
(=00, o9))J,' ESI NECESAIIO) Y, SUTICIENTE dUE tedos 0S5 altoValeres
deArtengan st parterrealfnulayalaraimr Ker(A=AIDr coincicaa
con larmultiplicidad algebraicard e, s dECIrF AN SEa
diagonalizableren  elrcampeo compIeJo




Sistema lineal de dimension n

¢ Si A=bJ es un autovalor no nulo de la matriz A vy
d=dim(Ker(A-Al)) como subespacio sobre el
cuerpo de los complejos, entonces el conjunto de
soluciones periodicas de y’=A:y de periodo 2m/b
es un subespacio vectoriall de periodo 2d.

El conjunto de soluciones acotadas en (—o9), o)
resulta Ser uni stbespacior Vectorialide dimension
iguall alfnumererde bloguesi elementales de |a
formal canonica de Jordan correspondientes a
altovaleresiaelarormarN=£n], con b>0;

Podemos deneminart al este NUEVO; SUDESPaCIo)

SUBDESPACIO) CENLHOENE,, gUE ESI Ui SUDBESPACIO

INVargRterpara el S|s%ema Siendo;r [ suma

directaranorardel subespauo EStablENES N aEl

Eubespauo IREStaBIENERVACE] subespaao Centro
o




Sistema lineal de dimension n

¢ Si se produce una peguena perturbacion enlos
coeficientes de la matriz A, tendremos pequenas
perturbaciones en las raices,

Si los autovalores tiemen su parte real positiva (o
negativa) esto no cambiara), IUego un; punto
critico asintoticamente estable 0 Inestable lo
seguira siendo.

Pero uni centro puede convertirse en uni punto
estable o en un punte inestawple.

Otro caso: sensible es sii dos ralces! son iguales; V.
al- modifiicar 105 COEFICIENLES SE SEpalan. 'Sil Estas
SON reales puede convertirse Ui nede en un
puntorespiral, pero: nor cambiarel el caracter dersu
estapilicad;

En los demas casos no cambpialar estabilidad o
InEstapllicadiaelrsistemia, T nfseralterarelftipo de
PUNLOrCHItICO:
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Sistema lineal de dimension dos

¢ En un sistema plano el indice de
estabilidad de los nedoes y focos
estables es does, el de un punte de
sillar es uno, V. el de los nedos! Y focos

inestables es cero. Un centro no es
Ui sistemal hiperboliico.




Sistema lineal de dimension dos

pori‘raiz‘

attractors \\{ﬁj \
@
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Sistema lineal de dimension dos

Si el sistema autonomo

X=F(x, y); Y =G(X, Y)
tieme un punto critico aislado en el origen, y existe una funcion V' continua
Y. con| derivadas parciales continuas y tal gue su derivada (con respecto a
t) vale: Vix:F+Vy-G.

Si es definida negativa en algtin dominio que contenga al origen, entonces
el punto critico es asintoticamente estable.

S| fulese; semidefinida negativarentonces el punto; criticor seria estable. Si
fuese definida positiva el origen seria inestable.

.3 fiuncion V. se llamal funcion de Liapounoy.

Ell problemar es que nada nes dice como; construllr dicha funcion. En
determinadoes problemas, fisicos es naturall considerar la energia total,
aunguEe estos teoremas son| aplicables) cuando; noe; tiene; este S|gn|f|cado

En ocasiones! U sistema autonomo: no lineal tiene soluciones periodicas,
CUVas! tray/ectorias senl ClVas) cerradas, Unar culVal Cerfadal con
tiray/ECtoKias Ne) CErfadas quUe se; acercanl eEn espiifal hiaciar ellarclander s
tiende alinfiniter sellema tn ciclo limite: Uni ciclo limite es una’ cllva
cenradargueatiae lasiorbitas de ciialguierselicion e enrelNnstante
iniciall esté suficientemente: proxima. Este’ pliede ser estable o) inestable.




Sistema lineal de dimension dos

¢ El teorema de Poincaré-Bendixson dice:

¢ Sea un sistema autonomo de dimension dos con funciones F y G
con derivadas parciales continuasi en un dominio D dell plano xy.
Sea D1 un subdomino de Dy sea K dicho dominio mas su
frontera. Supongamos que K no contiene nlngun punto critico del
sistemal. Si existe un valor t, tal gue la selucion x=x(t), y=y(t)
permanece en K para todo = ty, entoncesi o x=x(t), y=y(t) es una
solucion periodica (es una trayectona Cerrada), 0 Se mueve en
espiirall haciar Una trayectoria cerradal cliando) t tiende a infinito, En
cualguier caso enl K existe una trayectoria cerrada (V. el sistemia
tiene Una solicion periodica).

OBSeERVamos/ gue: sit KK contiene; inal trayectoria Cerfada ENtONCES
dicha trayectoria debe encexnrar Unl punto; critico, Iuegor la region K
M6) pUEdE! SEr sImpPIEMENTE; CONEXaL

En dimension dos per tante; en un sistemarautonemorcualguier
dtfiaCtoif OrES Un , 0L ES Un , 0 eS| Union de
puUntestimites V: cicles Ilmltes PEreMURcEa pUuede Serun
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Sistema lineal de dimension tres
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Sistema casi lineal. Definicion

¢ Un sistema y’=F(y) es un sistema casi-
lineal en el origen si podemos escribirlo
CoOmo V. =A:y+G(y,) doende;:

¢ el determinante de A es distinte de cero,

& G(0)=0)

¢ SUS| ilNCIONES COMPONERLES] tIENEN
derivadas parciales continuas enruin

ENCErNG delrerIgen Y, dichias deriVadas, son
Allas;




Sistema casi lineal

¢ El origen es un punto critico, y su
tipo v estabilidad esta intimamente
relacionado con el tipe Y estabilidad
dell sistema lineal correspondiente,

puUes! les nedos), puntes de; silla, les

IUNteS espirales... se Neredan.

o NGrse Reredan Nedos dEgENErados: Y
CENLHOS:




Ell pendule




El péndulo

¢ Usaremos la teoria de los sistemas
casl.lineales para estudiar la
dinamica de un penduloe, cuando:

¢ I.- Pendulos sini rozamiento), ni fuerza
EXtErnal.

¢ I1.- Pendulor con rezamiento

¢ lil.- Penduloe; con fuerza externa
sinusoidal




El péndulo

¢ 1. Se supone un pendulo en
moevimiento de; longitud Ly masa m.
Se denota 6(t) el angulo gue forma
con la vertical en un: tiempo t. Sea g
la aceleracion de; la gravedad V. se
SUpoRE que ner exIste rozamientor i
fuerza externa, es decir, esta en el
Vacio unicamente sometidoraria
gravedad:
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El pendulo

¢ Entonces el movimiento del pendulo viene
dado por la ecuacion diferencial de
Segundo orden: 02

rr-1L2-—2 + mgLser®=0
dt

¢ Y llamando x = 6y y = X' se transfiorma
en un sistemar casi-lineal:

¢ QuEe se denomina el
. ES Ul sistemia ne Inealrpues
dependerde senx. Norestfacilfencontiar
SeIUCIGRES, SIN EmMidargores unr sistema
casiFlinEalrenrelrerIgER:




El péndulo

¢ Teorema: El sistema del pendulo simple es
casi-lineal ens ell erigen.

¢ Demostracion: La primera ecuacion es
ineal. L3 segunda ecUacion; Se puede
FEescribilr como

& ="9516(xy)=

dt L

» G(O¢, V) es Unal filncion: contintia gque: se
anuiarERrelreRigeEn)  Cont denVadas Pakciales
continuas, que tambienl Se anulan en €l
ORIGER




El péndulo

¢ Calculo de los

oy = 0, (g/L)senx—O:>y—O X =
0, X = nmw= (0, 0), (A, 0) con i
entero.

¢ VVEremos gue:
¢ |Los puntes (2K, 0) sen CERtros.

¢ |LoS! puntes) (k41 )i, 0) son; puntes
desiliainestables.

v DiblUjames: elfplanerde ases.




El péndulo

This is the phase portrait for the frictionless system, with the heavier weight. The sequence
A,B,C,D,A —describes an oscillation around an average displacement to the right. The
equilibrium point at the origin is a saddle.
o)




El péndulo

¢ Se estudia el sistema auxiliar, para
analizar la naturaleza dejll punto
critico (0, 0): {

—g
=—=X
Y L

¢ La matriz auxiliar es:
¢ Y los autovalores:

A=




El péndulo

¢ Luego el origen es un centro para el
sistema auxiliar. Es un punto: critico
estable, aungue no asintoticamente
estable.

¢ Las orbitas de las soluciones son elipses.

¢ ES Una representacion razonable parar un
pendulorsin rozamientory: con tn
desplazamiento anglilar pEqUERG! Y Una
velocidad angular pEqUERa.
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El péndulo

¢ |.a velocidad angular es positiva
cuando el pendulo se; mueve hacial la
derecha y negativa, nacia la
izguierda.

¢ Este tipo de punto Se CONSEerva en
Sistemas casi-linEales, pUede
CONVErtrSErenr Un atiractor 6 en tin
FEPLISON:.




El péndulo

¢ 1I.- Se considera un pendulo con
rozamiento (debido a la friccion del
aire; 0 de otro medio), que sea

constante: 4% ]
mL ?+CLE+ mg-Lser® =0

¢ Se vuelve a transformar en sistema

casi-linealNliamanaorxs = CRyava=xs
X=y
-9

C
= —=senx———
y L mLy




El péndulo

¢ Se estudia el sistema auxiliar, para
analizar la naturaleza dell punto
critico (0, 0):

¢ La matriz auxiliar es:

s La naturaleza del puntor crit
GEPEndedec, g, mry L.

¢ Es un atractor.




El péndulo

¢ Estudiamos el pendulo con amortiguamiento,
transformando su ecuacion en un sistema casi-
lineal en el que de nuevo buscames Yy estudiamos
los puntos criticos, obteniendo de nuevo que; (0,
0), V. (nmm, 0) con A ENtero Son puntos criticos.

¢ Ahora los puntes (2kit, 0) sen puntoes
asintoticamente estables, mientras que los
puntes ((Zk4-1Hi, 0) siguen: siende: puntos; de: silla
INEstables;

¢ Dibujamoesi el planorde ases)y: ODSERVamos que
I35 tray/ectorias gue entran' en lies puntoestdersilla
SO SEPAAFICES:
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El péndulo

¢ Para estudiar los puntos criticos
diferentes del (0,0) se hace un
cambio de variables: (nm 0)

& X= U + A Y = V.

¢ Se estudial el nNUeve sistema V. Se; BSEerVa
que si nres par el sistemar es el casilineal
estudiado. Siln esiimpar tambien) es tun
sistema casitlineal




El péndulo

¢ Se estudia el sistema auxiliar, para analizar
la naturaleza del puntoe critico: (m, 0):

¢ La matriz auxiliar es:

¢ La naturaleza del punto: criticor depende de
leS auteValeres) uUerson Feales, Une positive

Yy EIfOLIo NECRUIVG: - —cxc?+agnPL

2mL
¢ Es un > PUntoe critice inestable.




El péndulo

¢ Ahora se aplica
Una fuerza
externa.

Con el ordenador
se pueden ver
soluciones.

IHay dos puntos
Criticos V para
cambies del
PalameELro Se
tienen distintes
COMPOKtAMIENLES:

s Biftircacion
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Modelo presa depredador

¢ Otros ejemplos a estudiar son los modelos
de especies competidoras V. de presa-
fapaz.

¢ Los pases a seguir son losk mismos:
primero se determinan los puntes criticos.
Se traslada el sistema a cada punto critico
vise estudia el sistemal casi-lineal por:
medie dell sistemia lineall asociado), con o
quUE coNocEMBS el comportamientorioecal)
EnUn eEntorne de dicho puntor CHtico)
estldianaersurtipory estailicaeEs

¢ Se| lleval estarinfiormacion alf planerde
fases.




Modelo presa depredador

¢ Si solo hubiera presas, estas crecerian con
tasa constante:

X' = ax, a=0.

¢ Si solo depredador;, estos se extinguen por
falta de alimento:

y' = -cy, c>0

¢ Si las dos especies estan presentes la
peblacion der depredadores se Incrementa
PO UnIdad de tiempe; proporcionalimente

all numeror de presas susceptibles de ser
devoeradas:

VA== GG e >0
9 13 Caza preveeca Unt Gescenso ~de |as




Modelo presa depredador

{x:ax—bxy

y =—cy+dxy

¢ Se observan tres tipos de; selUCiones
espaciales de clare: significade
piclogico:

¥ PURtes derequiiiorios

o X)) = 0 Vi) = 0, pala tedo: t:

ex =c/d; y = a/b.
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Modelo presa depredador

¢ Para un punto critico asintoticamente
estable puede ser importante
Investigar la region de estabilidad
asintotica; es decir, el dominio tal
gue todas las seluciones con Valor
nicial en el se aproximen a un punto
criticor dadoe. Come Ia teoria de los
Sistemas casi-linEales esfloecal e NoS
PLOPOKCIONAl INORMACION SOPIE ESLE
pPreplemas:
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Sistema de Lorenz

¢ Si calentamos un cacharro con agua las particulas
proximas al foco de calor tienden a subir. Si la
diferencia de temperatura es grande se produce
una circulacion circular o convencion. Igual
ocurre en la atmosfera.

Para estudiario tendremos gue CONOCcEr UNOS
coeficientes, gue; son constantes, positivas:

— de expansion térmica,
— de viscosidad,
— de conductividad termica.

Lord Rayleighrdescubriorelfnimeror guer lleva su
Aembre entl9i6,

Cuarentaranos mes tarderBarASalizian (1962)
EBRLUVEI LR SiStEMmBl e ECUECIONES difiERENCIBIES
gue; describe lar conVencion.

UnranermesttarderEaward Lorenz ciea sil famosa
VEFSIOnL




Sistema de Lorenz

¢ dondeit se refiere all tiempo, PEro: las
coordenadas (5, Vv, z) Ne; Sen espaciales), PUEes:

¢ X esiproporcional arla intensidad del movimiento
CEr ConVERNCIONn),

% V. €5 propolcional atiardiferenciar de lemperatulias
entre las CorrIENtES asCENTENLES Y, dESCENCENTES

9 Z es proporcionalrariardistancias
9 LS COEMCIENTES) G, /7 V. bl SO POSItIVOS:




Sistema de Lorenz

¢ Lorenz estudio su sistema con ayuda del
ordenador.

¢ Nosotros ahora podemoes 0bsServar due es

LN sistemal casi-lineal ens el erigen.

% =oy-ox+F( x,y,z2)

%:rx—y+G( XyZz)

g—f:—bz+H (X,Y,2)

o Donde EO N, 2= 07 GIO4 N, Z2) = ~XZ;
OGN Z) = SEranlianFent elrerigen asi
COME! sUSaEerVadasipalcialess




Sistema de Lorenz

¢ El sistema lineal asociado es:

¢ Autovalores:

N _—(0+1)+(o—1)2+4ro N _—(o+1)—(o—1)2+4ro
1i--— 5 2-——

2 2

¢ S| todoes es autovalores tienentlar parte

reaitnegativar elferigenr es punte
asintoticamente estaple. Sitalguno; |a
tUViese positival sera inestable




Sistema de Lorenz

¢ Caso 19; O<r<1. Todos los autoevalores
son reales y negativos, luego el origen es
Un| punto critico asintoticamente estable.
Al cabo dell tiempo la convencion se; anula.

¢ Caso 2% r =1 > Ay, = 0, y les otros sen
negatives. El origen: es un punte estaple.

¢ Case s°5 =i —Ay > 0, A <0, A; < 0. El
ORIGEN ES UN pUNto Chtico Inestable.

¢ Por'tante r = 1 es unal biftircacion




Sistema de Lorenz

¢ Ademas probamos que para r>1
aparecen otros dos puntos criticos, p
vV @ de coordenadas:

o (X D 1), EESNCEEE)
¢ dUE por simetria seran alla Vez

asintoticamente estables 6
inestables.




Sistema de Lorenz

¢ Si trasladamos el origen a uno de ellos
COmprobamos que:

¢ Si rr=(o(o+b+3))/( o—b—1)>r>1 les tres
autevalores tienen la parte real negativa,
luego los puntos p Y g son asintoticamente
estables.

¢ Si r>r* vy r>1 dos raices tienen la parte
reall pesitival, IUege o V. g sonl Inestaples.
ER este case el sistemal tiene tres) pUuntes
chiticos ¥ eS| tres) son Inestables,
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Sistema de Lorenz

Observamos una nueva bifurcacion para r=r*.

Por ejemplo para r=28>r*=24"74 |os tres puntos criticos
son inestables.

La superficie en la que la orbita reside es lo que se
denomina . Es un fractal de dimension
2,07.

Pequenas diferencias en las condiciones iniciales pueden
dar'al cabo de; un cierto tiempo: valores muy: diferentes. Es
caotico.

[De nUEVO comentamaos! firaSes| como, efecto mariposal Y
dependencia sensitiva de |as condiciones iniciales.

El' sistemal de; Lorenz hal sidor estudiade duante; dos
decadas V. nanrsidoriocalizadas) Diflrcaciones palia IF>26:

Porr ejemplor Francheschini en 1980Hocalizor unar orbita tipo
a2 (QGiFar R Vez allfededor de un PUNLO criticorV des
alirededor del otro) estable para r=100/75.>!

ESte sistemal sirvio de catalizador paral estudiar |os sistemas
dinEmIcos,

[0 Ver Gullicks pagiinar 2835




Sistema de Lorenz
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