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Motivacion




Motivacion

Uno de los grandes retos del area de computo cientifico es poder
analizar a priori una serie de consideraciones dictadas por factores
externos a la solucion del problema de interés, estas considera-
ciones influiran de manera decisiva en la implementacidon computa-
cional de la solucion numeérica, algunas de estas son:

¢ Numero de Procesadores Disponibles.
¢ Tamano y Tipo de Particion del Dominio.
¢ Tiempo de Ejecucion Predeterminado.



Motivacion ...
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Los esquemas de discretizacion tradicionales tipo diferencias
finitas y elemento finito generan sistemas algebraicos de
ecuaciones lineales y estos pueden ser de gran tamano.

Estos algoritmos son secuenciales y su implementacion se hace
en equipos de computo secuencial, teniendo como limitante del
problema a tratar el nUmero de nodos 7 de la discretizacion ya
que el sistema algebraico asociado es de orden n2.

En la actualidad es una practica comun tomar estos algoritmos
secuenciales y mediante directivas de compilacion tratar de
paralelizarlo. Esta solucion no es Optima ya que desperdicia
recursos computacionales.



Objetivos




Objetivos Generales

Mostrar las bases de una metodologia que se utiliza para aplicar
el computo en paralelo a la modelacion matematica vy
computacional de sistemas continuos de forma flexible,
escalable y eficiente.

Mostrar los alcances y limitaciones de la metodologia usando
como herramientas de evaluacion a los métodos de elemento
finito secuencial, método de subestructuracion secuencial y
meétodo de subestructuracion paralelo.

Mostrar los diversos esquemas de optimizacion aplicables a la
metodologia.



Objetivos Particulares

% Mostrar como aplicar la metodologia para manejar problemas de
gran tamano (descomposicion de malla fina).

¢ Mostrar cdmo descomponer un dominio en un conjunto de
subdominios que den una particion en la que el tiempo de
calculo sea minimo para una configuracion de hardware dada.

¢ Mostrar cuales son las posibles optimizaciones aplicables a una
configuracion de hardware dada.



Ejemplo a Desarrollar




Ejemplo a Desarrollar

Para ejemplificar las ideas basicas de esta metodologia, se ha
tomado la ecuacion de Poisson:

—V?u fey en

U = ¢gan en Of).

Este es un ejemplo muy sencillo pero gobierna muchos sistemas de
la ingenieria y la ciencia, entre ellos el flujo de agua subterranea a
través de un acuifero isotropico, homogéneo bajo condiciones de
equilibrio. También es muy usada en la conduccion de calor en un
solido bajo condiciones de equilibrio.



Ejemplo a Desarrollar ...

En particular tomemos Q= [-1,1] x [0,1],con n € N,
— 2 2D . . — 0
fa = 2n*msin(nmx) * sin(nwy) vy 999 .

Cuya solucion es ’u,(xjy) = SiIl(?‘E’FTZE) % Sin(’n/;fry).
Si por ejemplo tomamos n = 4, la solucion se ve como:




Método de Elemento Finito
Secuencial




Método de Elemento Finito ...

Jerarquia de clases para el método de elemento finito:

FEMZ2D FE ectangulos

FEMNZD Triangulos

FEM2D

TEMID

Eesuelve Au=h

Ease FEM

eomettia

AL

Problema

Interpolader Lineal

Interpelador Cuadrat co




Método de Elemento Finito ...

Si descomponemos el dominio £2 en una particidn rectangular de
81x81 nodos, genera 6400 elementos rectangulares con 6561 nodos
en total, donde 6241 son desconocidos. El sistema algebraico asocia-
do es de 6241x6241, resolviendo por diversos métodos numéricos:

Meétodo Iterativo Iteraciones | Tiempo Total
Jacobi 14115 9511 seg.
Gauss-Seidel 7359 4962 seg.
Gradiente Conjugado 91 150 seg.
Precondicionador Iteraciones | Tiempo Total
Jacobi 89 150 seg.
SSOR 89 149 seg.
Factorizacién Incompleta 79 149 seg.




Método de Elemento Finito ...

Limitaciones del método:

oy
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Al aumentar el nimero de nodos 7, el sistema algebraico crece
del orden »n?.

El nUmero de conldicionamiento de la matriz del método de FEM
es del orden de 75, donde h es el diametro de la malla.

Un solo equipo de computo puede no soportar al sistema
algebraico cuando este proviene de una descomposicion fina.

Si se paraleliza, es necesario usar memoria compartida para
soportar el sistema algebraico.

Es un algoritmo secuencial, por ello no es eficiente su
paralelizacion.



Computo Paralelo




Computo Paralelo

Entenderemos por una arquitectura en paralelo a un conjunto de
procesadores interconectados capaces de cooperar en la solucidn
de un problema.
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La computacion en paralelo es una técnica que nos permite
distribuir una gran carga computacional entre muchos
procesadores.

Y es bien sabido que una de las mayores dificultades del
procesamiento en paralelo es la coordinacion de las actividades
de los diferentes procesadores y el intercambio de informacion
entre los mismos.



Computo Paralelo ...

Arquitecturas Paralelas
¢ Memoria Compartida (multiprocesadores)

2!
Frocesador Frocesador Frocesador

wr

BUO= Bz

IAemorna

¢ Memoria Distribuida (multicomputadoras)

Mdemoria Memaoria MMemornia

ETT= ETT: ETT=

Frocezador Frocezador Frocezador

EED




Computo en Paralelo ...

Ventajas del uso de Clusters de PC’s

¢ La construccion y puesta en marcha de un cluster es barata.

¢ Remplazar componentes defectuosos y escalar el cluster es
sencillo.

Cluster (Bajo Esquema Maestro-Esclavo)

Maestro

Esclavaol Esclavo 2 Eséla&m 4 Eaclavo n




Método de Subestructuracion
Paralelo Precondicionado




Método de Subestructuracion

El dominio €2 ahora es dividido en £ = n x m subdominios
2;,1=1,2,3,..., £ tales que

E
0N =2 Yi#j y Q=[]0
=1

E
y al conjunto T = U S, sl B = 80;\90

=1
lo llamaremos la frontera interior de los subdominios.
Adicionalmente cada ; es descompuesto en ? X ¢ elementos,
obtenemos asi la descomposicion fina del dominio.
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Meétodo de Subestructuracion ...

Un ejemplo de una descomposicion del dominio se muestra en la
siguiente figura:
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Descomposicion 3x3 y 6x5



Método de Subestructuracion ...

Definiendo ahora para cada subdominio €25 , con ¢ = 1,.... E

las matrices - o o
Al = [(whwi)| 477 = (w8,ug)]

y

A7 = [(whwg)], A7 = [(w§,w))]

A
P — B
r - T
~ )
vl AL
E = 7 T
-~ /




Método de Subestructuracion ...

Pero como nosotros tenemos definidas de forma local en cada €2;
a las matrices A7, A>', A’® y A’ entonces el complemento

_1
de Schur local queda definido por £, = A7~ — A™ (é;”) A%

Generandose el sistema virtual cuyas incognitas son los nodos de

la frontera interior - -
> Si|um=|> %
z =1

=1

1
donde p, = A>" (éf) br. .

—_—1



Método de Subestructuracion ...

Usando el método de gradiente conjugado precondicionado,
resolvemos los nodos de la frontera interior ts.

Para ello, es necesario hacer por cada iteracion del método una
multiplicacion de un vector de la dimension de %= con todos los
2. esto se logra pasando solo las entradas correspondientes al
subdominio y asi poderlo multiplicar por 5.

El nUmero de condicionamiento de la matriz del método de
subestruturacion es a lo mas del orden de Tll .

—1
. - I A3
Una vez conocido ¥z se calcula %i; = (é?; ) (b_fi 4 “_ET,)
resolviendo con esto los nodos interiores.



Método de Subestructuracion ...

Jerarquia de clases para el método de subestructuracion paralelo
precondicionado:

Geomettia DDM 2D FEMZD Eectangulos

Froblema

Interpolador Lineal Interpolador Cuadratico




Método de Subestructuracion ...

Para resolver el mismo dominio 2 del ejemplo anterior (FEM
cuyo tiempo de ejecucion es de 149 seg), podemos construir
algunas de las siguientes descomposiciones en un procesador:

2x2 vy 40x40 6084 4 1600 1681 1521

dx4 vy 20x20 D776 16 400 441 361

8x8 v 10x10 5184 64 100 121 81

16x16 v 5x5 4096 256 25 36 16
Obteniendo los siguientes resultados:

Particién Nodos Frontera Interior | Iteraciones | Tiempo Total
2x2 v 40x40 157 66 1040 seg.
dx4d v 20x20 465 92 68 seg.
Bx® v 10x10 1057 128 23 seg.
16x16 v 5x5 2145 169 37 seg.




Método de Subestructuracion ...

Procesadores | Tiempo | Factor de Aceleracién | Eficiencia | Fraccién Serial

1 08 seg.

2 72 seg. 0.94444 0.47222 1.11764
3 37 seg. 1.83783 0.61261 0.31617
4 28 seg. 2.42857 0.60714 0.21568
D 21 seg. 3.23809 0.64761 0.13602
6 21 seg. 3.23809 0.53968 0.17058
7 16 seg. 4.25000 0.60714 0.10784
8 16 seg. 4.25000 0.53125 0.12605
9 11 seg. 6.18181 0.68686 0.05698
10 11 seg. 6.18181 0.61818 0.06362
11 11 seg. 6.18181 0.56198 0.07794
12 10 seg. 6.80000 0.56666 0.06951
13 10 seg. 6.80000 0.52307 0.072598
14 10 seg. 6.80000 0.43571 0.08144
15 10 seg. 6.80000 0.45333 0.08613
16 9 seg. 7.DbHHd 0.47222 0.07450
17 D seg. 13.60000 0.80000 0.01562




Método de Subestructuracion ...

Tiempo Factor de Aceleracidn
20 15,000
&0
10,000
ﬁ’ 40 - ==
5000
20
. ‘ ||| [lloponononeg e
2 1_ 1?
Procesadores Procesadores
Eficiencia Fracccion Serial
1000 1,200
e 1.000 4
0500 -
0.E0D 4
= e 0500 -
0200 0400
Ll 0200 -
0.000 4 m oo 4
2 p 1 z 17
rocesadores Procesadores




Método de Subestructuracion ...

Tiempo (seqg.) Factor de Aceleracién
a0 15000
B 10000
ﬁ’ 40 __ =
-0 S.o0o I
0 : . : |_| - 1 000 1 - I . T T
2 3 5 E 17 z 3 5 : 17
Procesadores Procesadores
Eficiencia Fracccion Serial
1,000 1.200
T 1.000 4
0500 4
0500
= 400 - e00 <
0200 2499
200 200 .
0.000 > T 3 T 5 - T 17 oo 4 > . 3 y 5- y 9— - =
Proecesadores Procesadores




Método de Subestructuracion ...

Método de Subestructuraciédn Faralelo Precondicionado

Procesadores | Tiempo | Factor de Aceleracidn | Bficiencia | Fracoién Senial
1 68 gep
- T2 geg. 094444 047222 111784
! 27 seg, 1 82783 0e6ladel 031617
5 21 sep 3235809 064761 0.13602
Q) 11 seg. 6.18181 068686 005698
L7 5 sep. 13.60000 0.80000 001562

Método de Subestructuracién Paralelo

Procezadores | Tiempe | Factor de Aceleracén | BEficencia | Fraccidn Senal
L 68 seg.
& T3 aeg. 093150 046575 1.14705
3 38 sep 1. 78947 059640 033823
5 22 seg 2.05090) 061818 015441
3 12 seg b BH666 062962 007354
L7 6 seg 11.33333 0 66666 003125




Método de Subestructuracion ...

Descomposicion optima para una configuracion de hardware
paralelo dada. Deseamos resolver el mismo dominio £2 descom-
puesto en 81x81 nodos pero ahora usando 3,4,5 y 6 procesadores
¢ Cluster homogéneo

Particién Tiempo en 3 Tiempo en 4 Tiempo en Tiempo en 6
Procesadores Procezadores Procesadores Procezadores
222 v 40 = 40 b33 sez. 533 seg. 267 zez. —
4 x4 v20x20 41 zeg. 31 seg. 24 zeg. 24 seg.
8x8yv10x10 40 zeg. 412 seg. 41 zeg. 12 seg.
16 x16 vy b xb 1584 zeg. 188 seg. 172 zeg. 150 zeg.
& Cluster heterogeneo
Particién Tiempo en 3 Tiempo en 4 Tiempo en Tiempo en 6
Procesadores Procezadores Procesadores Procezadores
222 v 40 x40 h58 sez. 533 seg. 255 zez. —
4420 =20 36 zeg. 25 seg. 21 zeg. 17 zez.
8x8v10x10 24 zeg. 24 seg. 24 zeg. 24 szeg.
16 x16y b xb 125 zeg. 133 zeg. 140 zeg. 144 zeg.




Analisis de Rendimiento




Analisis de Rendimiento

¢ Afectacion del rendimiento al aumentar el numero de
subdominios en la descomposicion.

Consideraciones para aumentar el rendimiento.

i
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Analisis de Rendimiento ...

Afectacion del rendimiento al aumentar el nimero de subdominios
en la descomposicion es debido a que:

I
LT

oy
LT 4

. . , IT 43558 431 4IX
En cada subdominio se deberan generar 4", 4,7, 4., 4" y
calcular -1
(4)

Si el nimero de subdominios es pequeno, el tamafno de las
matrices sera grande. El costo computacional de su generacion
sera alto.

Si por el contrario el numero de subdominios es grande, el
tamaho de las matrices es pequeno, pero el esquema maestro-
esclavo se degradara inexorablemente al aumentar el nimero
de subdominios por el incremento de trabajo en el nodo
maestro.



Analisis de Rendimiento ...

Consideraciones para aumentar el rendimiento
¢ Balance de cargas de trabajo homogéneo.
& Usar el mejor precondicionador a priori para ese problema.

¢ Usar bibliotecas que optimizan las operaciones en el manejo de
los elementos de las matrices (densas y/o bandadas).

¢ Usar al momento de compilar los codigos, directivas de
optimizacion.
¢ Implementar otras estrategias de paralelizacion
= Al generar las matrices.

=2 Al realizar los calculos requeridos entre las matrices y el
vector.

A nivel del compilador.



Conclusiones




Conclusiones
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Conjuntando los metodos de descomposicion de dominio, la
programacion orientada a objetos y esquemas de paralehzauon
que usan el paso de mensajes, es posible construir aplicaciones
gue coadyuven a la solucion de problemas en dos 0 mas

imensiones concomitantes en ciencia e ingenieria, los cuales
pueden ser de tamano considerable.

Las aplicaciones desarrolladas bajo este paradigma seran
eficientes, flexibles y escalables; a la vez que son abiertas a
nuevas tecnologlas y desarrollos computacionales y al ser
implantados en clusters, permiten una codificacion ordenada y
robusta, dando con ello una alta eficiencia en la adaptacion del
codigo a nuevos requerimientos, como en la ejecucion del
mismo.



Conclusiones ...

¢ De forma tal que esta metodologia permite tener a disposicion
de quien lo requiera, una gama de herramientas flexibles y
escalables para coadyuvar de forma eficiente y adaptable a la
solucion de problemas en medios continuos de forma

sistematica.



Trabajo Futuro

¢ Trabajar en otros métodos de descomposicion de dominio como
Trefftz-Herrera, FETI, Galerkin Discontinuo, Multigrid, entre
otros. Permitiendo tener un c_frupo de herramientas que pueden
ser usadas en multiples problemas escogiendo la que ofrezca
mayores ventajas computacionales para un problema dado.

¢ Construccion de precondicionadores a priori para los diversos
métodos. Con la vision de que la construccion de estos sean
optimos.

¢ Trabajar en problemas elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos,
tanto lineales y no lineales. Permitiendo asi, atacar una gran
gama de problemas en medios continuos.



Graclas...

Nota: Los programas desarrollados en el preseaattajtr
pueden descargarse de la pagina Web:

http://www.mmc.igeofcu.unam.mx/acl/femp






Método de Subestructuracion
Secuencial

El dominio €2 ahora es dividido en £ = n x m subdominios
2;,1=1,2,3,..., £ tales que

E
0N =2 Yi#j y Q=[]0
=1

E
y al conjunto T = U S, sl B = 80;\90

=1
lo llamaremos la frontera interior de los subdominios.
Adicionalmente cada ; es descompuesto en ? X ¢ elementos,
obtenemos asi la descomposicion fina del dominio.



e, | | W | | AN
s AR

‘g

3 |
NSRS AR
Meétodo de Subestructuracion ...

Un ejemplo de una descomposicion del dominio se muestra en la
siguiente figura:
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Descomposicion 3x3 y 6x5



Método de Subestructuracion ...

Si elegimos al conjunto P"*[k] como el espacio de funciones
lineales ¢, , definidas por pedazos en cada £2; , de grado menor
o igual a k, entonces el espacio a trabajar es

V" = Generado {¢; € P*[k] | ¢;(z) =0 en o0} .

La solucion aproximada de /

Vo - Vudxdy = / Jovdxdy
O O

queda en términos de / V@, Ve,dedy = / fagdedy .
€2 £2



Método de Subestructuracion ...

Definiendo ahora para cada subdominio €25 , con ¢ = 1,.... E

las matrices - o o
Al = [(whwi)| 477 = (w8,ug)]

y

A7 = [(whwg)], A7 = [(w§,w))]

A
P — B
r - T
~ )
vl AL
E = 7 T
-~ /




Método de Subestructuracion ...

Podriamos definir (no se construyen estas matrices globales) las
matrices A7f , A%, A% y A¥¥ donde

_ AII _ _ Aiz -
=1 —
Ir 2
AIIE éQ AIE B éQ
I }Z}
_ dp | ry

B
ABT = | 431 431 . 43 ] ASS — [ ASE
— =1 — T =




Método de Subestructuracion ...

Definiendo a ¥= (%1,us) como ur = (U1, ..,n, ) ¥ Us = (Ul,..0sny ) -
entonces podemos generar el sistema:

Allup+ APug = b

A%+ Ay = b

el cual es equivalente al sistema algebraico generado por el
méetodo de elemento finito.
Despejando ¥z del sistema anterior, tenemos el sistema lineal

(ézz B éEI (éﬂ)—l ém) T ém @H)—lﬁ

|

ST5s ST 4l 1 4015 ,
aS=A""-A"(4") A" cominmente se le llama el
complemento de Schur.



Método de Subestructuracion ...

Pero como nosotros tenemos definidas de forma local en cada €2;
a las matrices A7, A>', A’® y A’ entonces el complemento

_1
de Schur local queda definido por £, = A7~ — A™ (é;”) A%

Generandose el sistema virtual cuyas incognitas son los nodos de

la frontera interior - -
> Si|um=|> %
z =1

=1

1
donde p, = A>" (éf) br. .

—_—1



Método de Subestructuracion ...

Usando el método de gradiente conjugado precondicionado,
resolvemos los nodos de la frontera interior ts.

Para ello, es necesario hacer por cada iteracion del método

una multiplicacion de un vector de la dimension de “= con todos
los g esto se logra pasando solo las entradas correspondientes al
sub=:ninio y asi poderlo multiplicar por 5.

El nUmero de condicionamiento de la matriz del método de
subestruturacion es del orden de Tll -

—1
_ 7 L AzI
Una vez conocido &= se calcula 2£i — (é?; ) (b_fi 4, ’“’_ET,)
resolviendo con esto los nodos interiores.



Computo en Paralelo ...

Métricas de desempeno

n 7 T(l)
¢ Factor de aceleracion ¢ = ——
T'(p)
En el caso ideal deberia crecer de forma lineal al aumento del
numero de procesadores.

¢ Eficiencia e — ) _ s

- pT(p) p

En el caso ideal deberia de ser cercana a la unidad cuando el
hardware es usado eficientemente.



Computo en Paralelo ...

=~

b

¢ Fraccion serial f = 1

i =

il [

En el caso ideal deberia decrecer a cero, un incremento en su valor
es aviso de granularidad fina con la correspondiente sobrecarga en
los procesos de comunicacion.



