Un Anélisis del Método de Gradiente Conjugado

1 Introducciéon

El método del gradiente conjugado ha recibido mucha atencién y ha sido
ampliamente utilizado en anos recientes. Aunque los pioneros de este método
fueron Hestenes y Stiefel (1952), el interés actual arranca a partir de que Reid
(1971) lo planteara como un método iterativo, que es la forma en que se le
usa con mayor frecuencia en la actualidad.

El método de gradiente conjugado (CGM) se aplica a la ecuacién Au = b,
cuando A es positiva definida y simétrica. Sin embargo en la seccién (1.5),
presentaremos una forma de aplicar esta clase de procedimientos en el caso
en que la matriz A, no es simétrica.

La idea bésica en que descansa el método del gradiente conjugado consiste
en construir una base de vectores ortogonales y utilizarla para realizar la
bisqueda de la solucién en forma més eficiente. Tal forma de proceder ge-
neralmente no seria aconsejable porque la construccién de una base ortogonal
utilizando el procediemiento de Gramm-Schmidt requiere, al seleccionar cada
nuevo elemento de la base, asegurar su ortogonalidad con respecto a cada
uno de los vectores construidos previamente. La gran ventaja del método
de gradiente conjugado radica en que cuando de utiliza este procedimiento,
basta con asegurar la ortogonalidad de un nuevo miembro con respecto al
iltimo que se ha construido, para que automédticamente esta condicién se
cumpla con respecto a todos los anteriores.

1.1 Algunas Propiedades de los Espacios de Krylov

Considere la ecuacién
Au=1> (1)

donde la matriz A es simétrica. Si us es la solucién exacta de la Ec. (1),
Aug = b. Ademds, se utilizard la notacién

{50 (2)

para el producto interior, el cual por ahora puede ser cualquiera.

Defina

¥ =u, —uf (3)



b =b— Auf = A(u, — u¥). (4)
El espacio de Krylov queda definido por
K,, = gen {Aeo, ...,Ameo} = gen {7’0, ...,rmfl} . (5)
El espacio transladado (espacio afin) de Krylov
Ko =u’ + Ky, (6)

recibird también cierta atencién en desarrollos posteriores.
En vista de su definicién es claro que

AK,, C Kppia (7)

y que
KiCcKyC..CK,C.. (8)
Algunas propiedades interesantes del los espacios de Krylov son las si-
guientes:

Propiedad de Ortogonalidad.- Si v 1 K,, entonces
Avl K, 1,
Demostracién.- Sea w,,—1 € K,,—1. Entonces
(Av, Wy—1) = (v, Awp—1) =0 9)

va que Aw,, 1 € K,,.

Observacién.- Esta propiedad nos dice que cualquier vector ortogonal a
un espacio de Krylov se transforma bajo A en otro también ortogonal, pero
al espacio de Krylov un orden menor.

Propiedad de Pertenencia.- Sea ¢ = u, — v, donde u™ € K, 1.
Entonces Ae C K,,.1.
Demostracién.- porque v™ = u® + w,, para algin w,, C K,,. Luego

Ae = A(u, — u°) — Aw,, = r° — Awy, (10)

ademds, r° € K1 C K, 1;m =1,2,... vy Aw,, € K11, por la Ec. (7).
Observacién.- En general, construiremos aproximaciones u* con elementos
del espacio transladado de Krylov correspondientes (asf, u* € K,, 7). El error
de estas aproximaciones es un vector que va desde el espacio transladado
de Krylov correspondiente, hasta la solucién exacta u, de la Ec. (1). La
propiedad de pertenencia nos dice que en esta clase de aproximaciones el
transformado del error pertenece al siguiente espacio de Krylov.



1.2 Construcciéon de la Aproximacion para Matriz Simétrica

Como se dijo antes, vamos a construir aproximaciones con elementos que
pertenezcan a los subespacios transladados de Krylov. Asi, definimos

uF =u® +w, ; donde wy € K. (11)

En vista de la Ec. (3), se tiene

e =uy —u’ — wy. (12)

Una condicién natural, es pedir que el error sea minimo. Esta condicién
se cumple si y sélo si, e L K. En este caso el transformado Ae” del error e*
es ortogonal al espacio de Krylov Kj_;, por la propiedad de ortogonalidad.
Ademss, Ae* pertenece al espacio Kj 1.

Estos hechos se pueden aprovechar para construir una base ortogonal de
los espacios de Krylov. Sea {pl, - pk} una base ortogonal de K}, donde p™
pertenece a K, para cada m = 1,2, ..., k. En tal caso tanto el vector p* como
el vector Ae® pertenecen a K1, son ortogonales al espacio Kj_; y junto
con este subespacio generan al espacio K} (a menos que Ae* pertenezcan a
K, situacién que solamente se da cuando u* = u,, como se demuestra en el
apéndice). Tomando esto en cuenta, podemos definir un vector p**1 € Ky,
ortogonal a K}, por medio de la ecuacion

pk+1 — Aek o /BkJrlpk — Tk o ﬁk+1pk- (13)
La condicién de ortogonalidad se satisface, si y sélo si
k ook
{r* p*)
Bk—H — ) (14)
(p*, p¥)

Claramente, el sistema de vectores {pl, L pk“} es ahora una base orto-
gonal del espacio K1 y con la propiedad de que p™ pertenece a K, para
m = 1,...,k + 1. La base ortogonal deseada se obtiene aplicando inductiva-
mente la construccién anterior. Como punto de partida para el procedimiento

inductivo se toma
pt=7r"=0b— A (15)

Debido a la condicién de ortogonalidad impuesta al vector e*, resulta que
el vector wy de la Ec. (11) es la proyeccién del vector ¢ = uy — u® en el
espacio de Krylov Kj. Como la base {pl, e pk“} es ortogonal se tiene que

uk+1 _ uk‘ + (]{k+1pk+1 (16)



donde o1 es el coeficiente de Fourier dado por
0 k+1
ak‘"rl _ <€ P " > (17)
- <pk+1’pk+1>'

Debido a la utilizacién de una base ortogonal, la Ec. (17) es equivalente

k+1 _ <€k=pk+1>

o <pk+1’pk+1>
que es una forma utilizada con mayor frecuencia (ver, por ejemplo Allen,
Herrera y Pinder [1988] o Birkhoff y Lynch [1984]). La Ec. (18) se puede

reducir atin mas usando la Ec. (13) y el hecho de que e es ortogonal a p*.
Asi

« (18)

ak+1 _ (ek’,,,k) (19)

- (karl’karl)'

Hasta ahora nada se ha dicho respecto al producto interior de la Ec. (2)
que vaya a utilizarse. Para definirlo, es conveniente observar que las Ecs.
(17), (18) o (19) no pueden aplicarse utilizando cualquier producto interior.
Esto es debido a que el vector e* = u; — u* que ahf aparece se desconoce.

Cuando la matriz A es simétrica y positiva definida, A y cada una de sus
potencias definen productos interiores. La eleccién més sencilla es definir

(u,v) = u - Av. (20)

Con esta eleccion, las Ecs. (19) y (14), se convierten en

ok

k+1 _
a o pk+1 .Akarl (21)

6k+1 — pk ) Ark
F . ApF
Generandose el siguiente algoritmo llamado Método de Gradienete Con-

jugado (CGM), en el cual los datos de entrada es el sistema Az = by u® un
vector de busqueda inicial. Se calcula para iniciar el algoritmo r° = b — Au®,

(22)



p? = r% entonces el médodo quedaria esquematicamente como

ApF - rk

ﬁk+1 p (23)
Apt - pt

PP = gk gL

of = .
Apk+1 . phtl

uFtT = b g oLk

e S N T aa

Si denotamos {\;, Vi}f\il como las eigensoluciones de A, i.e. AV, = \;Vj,
1 =1,2,..., N. Ya que la matriz A es simétrica, los eigenvalores son reales
y podemos ordenanrlos por A\; < Ay < ... < Ay. Definimos el nimero de
condicién por Cond(A) = Ax/A1 v la norma de la energia asociada a A por
[ul|’, = u - Au entonces

2k

1—+/Cond(A)
1+ +/Cond(A)

1.3 Meétodo Precondicionado para Matriz Simétrica

e =, < flu =] (24)

Cuando la matriz A es simétrica y positiva definida con \; < Cond(A) < A,
el cual se puede escribir como

A (25)

A <

Tr-T

y tomando la matriz C~! como un precondicionador de A con la condicién
de que

_1A .
a< AT (26)
Tz
entonces la Ec. (1) se pude escribir como
C'Au=C""b (27)

donde C 7' A es también simétrica y positiva definida en el producto interior
(u,v) = u - Au, por que
(u,C'Av) = u-CCAv (28)
u- Av



que por hipdtesis es simétrica y positiva definida en ese producto interior.
La eleccién del producto interior de la Ec. (2) en este caso quedard
definido como

(u,v) =u-C 1Av (29)
por ello las Ecs. (19) y (14), se convierten en
ko k
k1 _ rr
O T L otk (30)
Y k C 1.k
PR A O
== 31
R (31)

Generando el método de Gradiente conjugado precondicionado con pre-
condicionador C~!, es necesario hacer notar que los métodos Gradiente Con-
jugado y Gradiente Conjugado Precondicionado sélo difieren el la eleccién
del producto interior.

El Método de Gradienete Conjugado, en el cual los datos de entrada es
el sistema Az = b, u° un vector de busqueda inicial y el precondicionador
C~1. Se calculan para iniciar el algoritmo 7° = b — Au®, p = C~1r° entonces
el médodo quedaria esquematicamente como

k. Cfl,,,k

gt = B (32)
pk- Ap

I

k+1 et

o T kL O gt

N s

oo U e

1.4 Algoritmo Cémputacional del Método

Dado el sistema Au = b, con la matriz A simétrica y definida positiva de

dimensién nxn. La entrada al método serd una eleccién de u° como condicién

inicial, ¢ > 0 como la tolerancia del método, N como el nimero maximo de

iteraciones y la matriz de precondicionamiento C~! de dimensién n x n, el

algoritmo del método de gradiente conjugado precondicionado queda como:
r=>5b— Au



-1

w=C"r
v=(C""w
a=3", w?
k=1

Mientras que k< N

Si |yl <e Salir

z=Av
Q

t==m

Zj:lvjxj
u=u-+tv
r=r—tx
w=C"r
522?:1“’32
Si||r|l, <e Salir
B
§ = —

Q
v=(C™") w+sv
a=/[
k=k+1

La salida del método serd la solucién aproximada u = (ug,...,u,) y el
resi-dual r = (rq, ..., 7).

1.5 Construcciéon para Matriz no Simétrica
Considere la ecuacién
Pu=1b (33)

en el caso en que el transpuesto P! de la matriz P no es igual a P. Definimos
a la matriz simétrica
A=P'P (34)

Entonces todos los desarrollos anteriores son aplicables, incluyendo las
Ec.s (13), (14), (16) y (17). Pero en este caso las expresiones de las Ecs. (14) y
(17), se pueden calcular cualquiera que sea el producto interior que se utilice.
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Utilizaremos el producto interior natural, pero modificaremos ligeramente la

notacién utilizada. Asi
m

e =u, —u™
pero
" = P(us —u™) =b— Pu™.
Ademis
pm+1 — Pe™ — Bm-&—lpm —ym 6m+1pm
Berl _ Pt,rm . Ptpm
Ptpm . Ptpm

y la definicién inductiva se inicia con
pt = Alus —u’) =" =b— Pu’.

Por otra parte

um—l—l — um + am+1Ptpm+1

con

m .M

Ptpm+1 . Ptpm+1

«

1.6 Apéndice

Proposicién.- Si Ae* € K, entonces u; € Kj 7.
Demostracién.- Utilizaremos el Lema suguiente
Lema A.1.- Si Ae* € K}, entonces Ap* € K.
Demostracién.- Usando las Ecs. (16) y (19), se tiene

k k+1

e = et — afpF

con
af = (71 AT /(pF, ") # 0.

Aplicando la matriz A a esta ecuacién se obtiene

Ak = Aef1 — ok ApF.

(35)
(36)

(37)

(38)

(44)

La Ec. (44) muestra que los vectores Ae*, Ae*~1 y Ap*, son linealmente
dependientes ya que of # 0 por la Ec. (43). Pero Aek € K, por hipétesis
y Ae*~1 € K}, por la propiedad de pertenencia; luego, Ae* € K}, que era lo

que nos proponiamos demostrar.



Demostracién de la proposicién.- Observe que

Ki = K1 + {"} (45)
por lo que
AKy = AK, + A{PF). (46)
Ademas
AKy 1 C Ky y A{p*} € K, (47)

en vista de la Ec. (7) y el Lema A.1, respectivamente. Luego

Como la matriz A es positiva definida, A no es singular y el mapeo definido
por ella no es biunivoco. Asi

dim(AK}) = dim(Kjy). (49)
Las Ecs. (48) y (49) juntas, implican que
AKy = K. (50)
La Ec. (50), significa que g € K, si y sélo si, existe v € Ky, tal que
Av = g. (51)
Por otra parte, Ae* € K. Luego, existe v;, € K}, tal que
Avy = Ae® = A(uy, — uP). (52)
Multiplicando esta tltima ecuacién por el inverso A~! de A, se obtiene
us — uf = vy (53)

Es decir
us = u¥ + v = u® + wy + vy, (54)

donde tanto wy como vy, pertenecen a Kj. Claramente, la Ec. (54), exhibe
a la solucién us, como un miembro de Kj, 7.
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