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En este documento desarrollaremos el método de las caracteristicas para un ejemplo particular de
la ecuacién general de una EDP de primer orden
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con condiciones iniciales dadas.

Ejemplo

Usando el método de las caracteristicas, resolveremos problemas de valor inicial que consiste de la
ecuacion diferencial
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el cual representa un movimiento de ondas unidireccional en R y la condicién inicial

0, zeR,y>0

u(z,0) = F(z) = sen(z), =€ R.

SOLUCION:

= Curva inicial.

Para hallar la expresiéon de v = u(x,t) supo-

nemos dada una curva inicial C' de pardmetro

T, que sera la condicién inicial dada. Sea C 15
la curva inicial dada paramétricamente por .

C = (z(7)y(7),u(r))

x = z(1)
= y(7) :
u = u(r) - L
donde 7 es un parametro. En nuestro caso e _ P
particular tomando la correspondiente condi- v T | T
cién inicial tenemos o
x(r) = T Figura 1. Curva parametrizada C obtenida
y(r) = 0 (1) usando F(7) = sen(t) y los valores del

pardmetro T en el intervalo [—7/2,7/2].

u(t) = F(r)=sen(T)



= Superficie a partir de la curva inicial.

Si por cada punto de C' podemos trazar otra
curva de pardmetro s, entonces la superficie :
S asi determinada sera la solucién buscada. _ c :___(_I(G;T)ﬂ(ﬂvf)-u([);ﬂ)
Para cada valor de 7 tenemos un punto de C vs
por el cual pasa una curva caracteristica. La
familia de curvas determinadas por los puntos
de C' estd dada por:

7),y(s,7),u(s, 7))

x = z(s,7)
o5
y = ys7) ‘
u = u(s,7) <
. . Y 05— !
representando la superficie en el espacio, tal

que cuando s = 0 tenemos C, es decir
B Figura 2. En la figura podemos observar la
2(0,7) = (1) curva parametrizada C' y una posible
y(0,7) = y(7) superficie S definida con los pardmetros
u(0, 7

) U(T) (’7', 5)

= Ecuaciones caracteristicas.
Ahora deseamos cambiar nuestra EDP en términos de nuestros nuevos pardmetros. Asi usando
el hecho que

u(s, 7) = u(x(s, 7),y(s, 7))
y la derivada de u sobre s tenemos que
du_duds | dudy
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Asi usando nuestra nueva parametrizacién, la ecuacién diferencial parcial puede ser cambiado
al siguiente sistema de EDO
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dy _

% - b(l‘,y),
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Para nuestro problema particular tenemos el sistema
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DEFINICIONES:

Este sistema de EDO es llamado ecuaciones caracteristicas. Las soluciones de este sistema
son familias de curvas: © = z(s), t = t(s), u = u(s), llamadas curvas caracteristicas. Estas
curvas en el plano (z,y) son llamadas curvas caracteristicas basicas.



= Solucion de las ecuaciones caracteristicas.
Las dos primeras ecuaciones se pueden resolver independientemente de la tercera. Para nuestro
ejemplo, el sistema de EDO con condiciones iniciales no es dificil de resolver. Las soluciones
de estos tres problemas estan dados por:

% =c, = x(s,7) =cs+ T, (3)
z(0,7) =71
dy =1 = y(s,7) =s (4)
ds ’ ’
y(0,7) =0
(jTZ =0, — u(s, ) = sen(r) (5)

u(0,7) = sen(7)

OBSERVACIONES:

Las curvas caracteristicas (z(s),y(s),u(s) en el espacio y las curvas caracteristicas bésicas
(2(s),y(s) en el plano pueden ser obtenidas seleccionando valores 7. Por ejemplo para ¢ = 2
y7=-1,-0,5,0,0,5,1 tenemos las siguientes graficas. Notar que en este caso particular, las
curvas caracteristicas son lineas rectas.
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Figura 3. Curva parametrizada (x(7),y(7))  Figura 4.Curva parametrizada C y curvas
y curvas caracteristicas bdsicas (x(s),y(s)) caracteristicas (x(s),y(s),u(s)) en el

en el plano. espacio.

= Solucién final.

Finalmente despejando 7 y s en funcién de x
v y en las dos primeras expresiones

C = (a(7).y(r)ul(r)
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‘u(m,t) = F(x — cy) = sen(z — y). ‘ (6)

Notar que la solucién estd determinada sélo

en términos del dato inicial. ] _
Figura 5. Superficie S correspondiente a la

solucion del problema para ¢ = 2.



