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Introduccion

En esta memoria se recopilan una serie de problemas de la materia de quinto
curso de la licenciatura de Ciencias matemaéticas de la Universidad de Santiago
de Compostela denominada Ecuaciones en Derivadas Parciales.

La intencién es proporcionar al alumnado interesado en esta materia pro-
blemas relacionados con los distintos tipos de problemas abordados a lo largo
de la materia. Asi pues resolveremos en el primer capitulo problemas de primer
orden, tanto cuasilineales como no lineales. En el primer caso, la resolucion se
basarad tanto en el método de las curvas caracteristicas como en el de las in-
tegrales primeras. El calculo de las generatrices del cono de Monge seran las
herramientas usadas para la resolucion de las ecuaciones no lineales.

El segundo tema estd dedicado a la clasificacién de ecuaciones cuasilineales
y a la resolucién de ecuaciones hiperbdlicas y parabdlicas. En el primer caso se
reduciran a su forma canoénica por medio de las curvas caracteristicas y, cuando
ello sea posible, se obtendra la solucién explicita del problema tratado. Para
la resolucién efectiva de las ecuaciones hiperboélicas y parabdlicas, usaremos la
expresion de la solucién general obtenida en el desarrollo de las clases tedricas.
En buena parte de los casos la resolucion directa de las integrales involucradas
no va a ser posible, por lo que se recurrird a las propiedades cualitativas de las
funciones que aparecen en la expresiéon de la solucion tratada en los problemas
parabdlicos y a los resultados clasicos del andlisis vectorial en los hiperbélicos.

Si bien en muchos casos estas integrales pueden ser resueltas directamente
por medio de programacién matematica, se han realizado los calculos con de-
talle, por considerar que el desarrollo del cdlculo vectorial es fundamental en la
formacion del alumnado al que va dirigido esta materia.

Todas las superficies solucién de los problemas resueltos son representados
en el propio ejercicio.

Las distintas secciones finalizan con problemas propuestos, aportandose la
expresion de la solucién buscada.

También se han realizado programas informaticos en lenguaje MAPLE que
pueden ser utilizados en la resolucion de varios de los problemas tratados.
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Capitulo 1

Ecuaciones de primer orden

1.1. Meétodo de las bandas caracteristicas

Cuando los sistemas caracteristicos considerados sean lineales la resolucién
es inmediata. La expresién vendra dada del calculo efectivo de la matriz expo-
nencial correspondiente.

A continuacién presentamos una serie de problemas que se resuelven de este
modo.

1.1.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio 1.1.1 Resolver la siguiente ecuacion:
(6r—2y—3u)u; —9uuy =4y; wu(z,0)=1

Solucién: En este caso

filz,y,2) = 6x—2y—3z,

folz,y,2) = -9z,

flx,y,2) = 4y
y

v(s) = (e (s), az(s), B(s)) = (s,0,1).
Dado que
A0(s) ai(s) | _ g 653 1) _
det(fzws)) aa<s>)‘dt< -9 o)‘g#o’

sabemos que hay una tnica soluciéon entorno a la condicién inicial.

1
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Figura 1.1: Solucién del Ejercicio [[.1.]

El sistema caracteristico resulta ser:

¥ = 6x—2y—3z xz(0)=s,
y = -9z y(0) =0,
72 = 4y, z(0) =1,
y su solucién viene dada por
x(t, s) S 6 —2 -3
y(t,s) | =er* | 0| ,con A= 0 0 —9
z(t, s) 1 0 4 0
Es decir:
6t L
z(t,s) = se’' — isen6t,
3
y(t,s) = ~5 sen6t,
z(t,s) = cos6t.

A partir de esta expresiéon vemos que la superficie solucién estd sobre el
cilindro eliptico 92?2 + 4y? = 9. De la condicién inicial deducimos que (ver

ﬁgura
u(r,y) = z(t(z,y), s(z,y)) = V1 - 4y?/9.

O

Nota 1.1.1 El problema anterior, al igual que todos aquellos en los que el siste-
ma caracteristico es un sistema lineal, puede ser resuelto directamente mediante
programacion en lenguajes de cdlculo simbolico. En este caso concreto la pro-
gramacion en lenguaje MAPLE seria:

with(linalg):
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with(plots):

A := array( [[6,-2,-3],[0,0,-9],[0,4,0]] );
DD:=exponential(A, t);
C:=vector(]s, 0,1]);

SS := multiply(DD, C);

Ejercicio 1.1.2 Resolver la siguiente ecuacion
(y—2)ug +2yuy =3z —y+2u; u0,z)=—uz.

Solucién:
Los datos del problema considerado son

fl(xvyaz) = Yy—-z,
f2($7y72) = 2y7
flz,y,2) = 3x—y+2z
y
V(s) = (au(s), az(s), B(s)) = (0, s, —s).
Dado que

s (J06) 40 ) =5 1) =n

la condicion de transversalidad se verifica siempre que s # 0.

El sistema caracteristico a resolver es el siguiente:

¥ = —x+uy, z(0) =0,
y = 2y, y(0) =s,
Z = 3zx—y+2z z(0)=-—s,

y su solucién viene dada por

1
=e s , siendo A = 0
3

Con lo cual

o
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Figura 1.2: Solucién en forma pa-

ramétrica del Ejercicio|l.1.3 Figura 1.3: Plano z = —z —y

z(t,s) = (e —e") %’
ylt,s) = €*s,
z(t,s) = (—4e* +e7) %

Notese que la parametrizacién de la superficie solucién se reduce al origen
cuando s = 0 (véase la figura . Ello se debe a que la curva inicial no es
trasversal al flujo en (0, 0,0), con lo cual el método de las curvas caracteristicas
no permite garantizar la existencia de solucién en ese punto. Sin embargo, usan-
do esa misma expresién, no es dificil comprobar que la solucién del problema
considerado viene dada explicitamente por la expresién (ver figura

u(xvy) = Z(t(z7y)73(x7y)) =Ty

Lo cual pone de manifiesto que la condicién de trasversalidad es una condi-
cién suficiente para garantizar la existencia y unicidad de solucién que no ha de
verificarse necesariamente en todos los puntos de la curva inicial. a

Ejercicio 1.1.3 Resolver la siguiente ecuacion:

(T+y—4u)us — (y+2)uy = —3u; u(z,z)=—2

Solucién: En este caso los datos del problema vienen dados por

fl(xvyvz) = x+y_4zv
f2(177y77«') = Ty,
f(l‘,y,Z) = -3z
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7(5) = (041(8),042(8),6(8)) = (5757_52)'
Dado que

(o win ) o (F 1) s

deducimos que el problema tiene solucién Unica para los valores del parametro
s#0ys#—1.

El sistema caracteristico sera:

¥ = x4+y—4z, z(0)=s
y = —z-y, y(0) =s
Z = -3z 2(0) = —s2.

x(t, s) s 1 1 —4
y(t,s) | =et S , con A= -1 -1 0
z(t, s) —s2 0 0 -3
Es decir
4 8 8
t = (14+2t)s—(—zt— -+ -3 s
x(t,s) (1+2t)s ( 3t 3 + 5¢ ) s,
4 4 4
t = (1-2t)s—(=t—=+—-e3t) s
s = (=25 (G- g4 ge)
2(t,s) = —e 32

La superficie solucién I'(¢,s) = (z(t,s),y(t, s), 2(t,s)) se representa en las
figuras y pudiendo observarse en la segunda de ellas como la solucion
verifica la condicién inicial. Notese que, al igual que en el ejercicio [2.3.1] en el
origen la superficie parametrizada se reduce al (0,0,0) dado que la curva inicial
no es trasversal al flujo en ese punto. ad

Ejercicio 1.1.4 Resolver la ecuacion
(—122+8y—8u)u, +3(y+u)uy = —y+7u; u(z,0)=—z.

Solucién: Los datos del problema considerado son

fl(xayvz) = _12$+8y_827
fley,2) = —y+7z
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Figura 1.4: Solucién del Ejercicio [[.1.3] Figura 1.5: Condicién inicial

(s) = (a1(s), as(s), B(s)) = (5,0, —s).

La condicién de transversalidad se verifica siempre que
Si(y(s)) ai(s) \ _ —4s 1\ _
det ( Falv(s)) aly(s) ) det 30 )= 3s#0.

El sistema caracteristico a resolver es el siguiente:

!

¥ = —122+48y—8z2 z(0)=s,
y = 3y+3z, y(0) =0,
2 = —y+ 7Tz, z(0) = —s,

y su solucion viene dada por

z(t,s) s -12 8 -8
y(t,s) | =et 0 ,con A= 0o 3 3
z(t, s) —s 0o -1 7

Con lo cual

x(t,s) = % (e*t +e 121 s,
y(t,s) = g (e4t — e6t) s,
z(t,s) = % (e* —3e%) s.
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Figura 1.6: Solucién del Ejercicio [[.1.4]
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Figura 1.7: Condicién inicial

La superficie solucién se representa en las figuras y Al igual que
ocurre en el ejercicio la curva inicial no es trasversal al flujo en el origen y
la superficie parametrizada se reduce a un punto en ese caso. ad

Ejercicio 1.1.5 Resolver la ecuacion

(—2z4+y—u)uzs +3Bu—y)uy

2 2

=9u—3y; u(z® z)=—a

Solucién: Los datos del problema considerado son
fl(xay?z) = _2.’E+y—27
fQ(x;y,Z) = _3y+9zv
f(xaywz) = 73y+92

y

Y(s) = (n(s), a2(s), B(s)) = (57,5, —57).

La condicién de transversalidad se verifica siempre que

Hi(v(s))
fa(v(s))  ah(s)

det (

El sistema caracteristico a

) =5(185*+55+1)#A0 & s#0.

resolver es el siguiente:

¥ = 2z+y—2z x(0)=s
y o= 3y+9z  y0)=s,
Z = -3y+9z 2(0) = —s2,

y su solucién viene dada por
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0,01
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Figura 1.8: Solucién del Ejercicio 2:2-] Figura 1.9: Condicién inicial
x(t, s) 52 -2 1 -1
y(t,s) | =eAt s , con A = 0 -3 9
z(t, s) —s2 0 -3 9

Con lo cual

x(t,s) = % ((s*>=s)e ) +5+5%),
y(t,s) = % (3—€")s+3(1—e%")s?),
A(ts) = %((1 S st (1- 368 $2)

La superficie solucién se representa en las figuras [I.8] y [I.9] Nuevamente
vemos que en el origen la superficie solucién se reduce a un punto. a

En el dltimo ejercicio de este apartado se presenta un ejemplo en el que el
sistema caracteristico no es lineal. A pesar de ello es posible obtener la solu-
cién explicita del mismo, si bien es necesario un andlisis més sofisticado que el
realizado en los ejercicios anteriores. Este problema pone de manifiesto la ne-
cesidad de desarrollar nuevos métodos de resolucién de ecuaciones cuasilineales
que permitan evitar el tener que resolver el sistema caracteristico. Uno de estos
métodos consistird en la buisqueda de integrales primeras de la ecuacion y se
desarrollard en la siguiente seccién.

Ejercicio 1.1.6 Resolver
(zy—wu, +(y* — Duy =yu—uz, u?(z,0) = 2% — 1.
Solucién: En este caso, dado que si x > 0,

~(s) = (a1(s), az(s), B(s)) = (cosh s, 0, senh s)
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es una parametrizacién de la hipérbola

22 =221,
y=0,

la condicion de transversalidad se verifica siempre que

AOE) o)) _ .
det(fms)) ag<s>>‘ hs#0 & s#£0.

El sistema caracteristico viene dado por el siguiente sistema no lineal

' =xy—2z, x(0)=coshs,
y/:y2717 y(o):07
Z'=yz—x, z(0)=senhs.

De la segunda ecuacién deducimos:

= e e [ e ()

)

1—
Por lo tanto, y(t) = T th = —tanht.

Multiplicando las dos restantes ecuaciones por el factor integrante

e Jov(9)ds — cosh,

y denotando por Z(t) = z(t) cosht y Z(t) = z(t) cosht, el sistema estudiado
se transforma en:
(0) = coshs,

(0) = senh s.

——
L
—~
o~
=
Il
|
81wy
—
o~
=
ISR

Con lo cual
/!
T

Por consiguiente

Por lo tanto:

coshs = Z(0) = ci(s)+ ca(s),
senh s zZ(0) = —c1(8) + ca(s).

De este modo probamos que la solucién del problema considerado viene dada

en forma paramétrica por la siguiente expresion:
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Figura 1.10: Solucién del Ejercicio [[.1.6]

cosh(t — s)
ts) = — %
2(t,5) cosht
y(t,s) = —tanht,
senh(t — s)
ts) = —— 9
2t 9) cosht

Si z < 0, la condicidn inicial viene parametrizada por

~(s) = (—cosh s, 0,senh s).

Repitiendo los mismos argumentos que en el caso anterior, llegamos a que
la solucién en forma paramétrica se escribe del siguiente modo:

cosh(t + s)
ts) = —— %
#(t,9) cosht ’
y(t,s) = —tanht,
senh(t + s)
ts) = —— %
2(t:9) cosht

En ambos casos podemos obtener una expresién explicita de la solucién.
Realizaremos los cdlculos para x > 0, como veremos si « es negativo los razona-
mientos son analogos.
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cosh?(t — s) — senh?(t — s)

—22(t,8) + 23(t,s) =
(t:9) (t9) cosh?t

1
cosh? ¢
y*(t,s)
senh? ¢

y2(t, )
—1+ cosh?®t

y>(t, s)
T .

=1+ z2(t,s)—22%(t,s)

Con lo cual, la solucién viene dada en forma implicita por la expresién del
hiperboloide parabdlico de una hoja

22 py? - 2=,

representado en la figura [1.10
Noétese que en los puntos (£1,0,0) la curva inicial no es transversal al flujo,
sin embargo existe solucién pasando por ambos puntos. a

1.1.2. Ejercicios propuestos

Resolver las siguientes ecuaciones en derivadas parciales:

1. (92 — 2y + 3u)uy + 9(x + w)u, = 152 — 6y + 9u, u(0,z) =0.
Solucién: I'(¢,s) = —e% s (2¢ (3t — 1), (18> + 6t — 1),6¢ (t + 1)).

2. (“2z4+y—wuz +2(z — w)uy, = —du, u(0,—z)=-2.

Solucién: T'(t,s) = (x(t, s),y(t, s), 2(t, s)), con

22 14 14
z(t,s) = —et (s + 17) sent — 1—76*51‘/ + 7 e ! cost,
8
y(t,s) = —e 's(cost+sent)+ T (e™" — e7" cost) — T: e ! sent,
2(t,s) = —2e°t

3. (2x+y—wu, + (y+2u)uy = —2u, u(z? —z)=23—-1.

Solucién: I'(t, s) = (x(t, 5),y(t, 5), 2(t, 5)), con

1
x(t,s) = e_tSQ—ssenht—i—g (e" —6e " +5e2") (s* — 1)

y(t,s) = —e's+ 2 (eh —e 2 (s* - 1)

2(t,s) = e 2(s?—1)
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4. (22 + 3y)uy + (—3z +2y)uy = 6u, u(—z%2?) =1.

Solucién: I'(¢,s) = €2 (s? (sen3t — cos3t),s? (sen3t + cos3t),e?).

1.2. Método de las Integrales Primeras

Como ha quedado de manifiesto en el Ejercicio [1.1.6] si los sistemas carac-
teristicos considerados son no lineales la resolucién de los mismos puede ser muy
complicada y, en general, practicamente imposible de resolver explicitamente.

El método de las integrales primeras permite salvar el escollo de la resolucién
directa del sistema caracteristico asociado. La dificultad consistird en este caso
en la propia busqueda de las integrales primeras apropiadas.

A continuacion presentamos varios problemas resueltos por esta técnica.

1.2.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio 1.2.1 Obtener la expresion de una familia uniparamétrica de solu-
ciones de la ecuacion

T Uy — Uy = U.
Solucién: La transformada de Jacobi viene dada en este caso por
TwWy —wy +zw, =0.
Consideramos los siguientes factores integrantes (para x # 0y z # 0):

1 1
a; = —, GQZO, a3 = ——.
T z

Buscamos w : D € R3 — R una solucién del sistema:

Wy = a1, Wy = a2, W, =das. (1.1)
Al ser w, = 0 obtenemos que w = f(z, z). Por consiguiente % =Wy = gi, de lo
que deducimos que f(z,z) = log|z|+ g(z). Finalmente, al ser —1 = w, = ¢/(z),

deducimos que g(z) = —log |z|, con lo cual
olens) s 2.
z

La solucién u : V C R? — R viene dada implicitamente por la expresién
w = K € R, es decir

K =log

7l
u(z,y)
0, lo que es lo mismo,

uc(z,y) =cx, ce R.
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Nota 1.2.1 Fijémonos en que
a; =z, as =0, az = —x,

son factores integrantes de la ecuacion anterior. Sin embargo no existe ninguna
integral primera que resuelva el sistema con estos factores.

Para comprobarlo, es suficiente tener en cuenta que, al iqual que en la elec-
cion anterior, w = f(x,z). Por lo tanto z = w, = g—i implica que f(x,z) =
zx + g(z), lo cual, junto con la igualdad —x = w,, nos lleva a la siguiente
contradiccion

g'(z) = —2uz.

Este hecho pone de manifiesto que para cada eleccion de factores integran-
tes no estd garantizada la existencia de una integral primera asociada 1y, como
consecuencia, no es posible obtemer una familia de soluciones de la ecuacion
considerada.

Ejercicio 1.2.2 Obtener la expresion de una familia uniparamétrica de solu-
ciones de la ecuacion

Uy + UUy = T + U.
Solucién: La transformada de Jacobi es, en este caso,
Wy + 2wy + (x+ 2) w, = 0.
Los factores integrantes elegidos son
a; =z, as =1, az = —1.

Asf pues la solucién del sistema asociado (|1.1) se obtiene del siguiente modo:
Al ser —1 = w, tenemos que w = —z+ f(z, y). Del hecho de que 1 = w,, = %
deducimos que f(z,y) =y + g(z). La tltima ecuacién x = w, = ¢'(x) nos dice
que
2
x
es la integral primera buscada.

Por lo tanto
2

T

es una familia uniparamétrica de soluciones del problema considerado. a

Ejercicio 1.2.3 Obtener la expresion de una familia uniparamétrica de solu-
ciones de la ecuacion

(zy —u?)uy + v Uy, = u.
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Solucién: La transformada de Jacobi es igual a
(xy— 23w, +rw, + 2w, =0.
Tomemos los siguientes factores integrantes:
a1 =1, as = —v, as = z.

La solucién del sistema se obtiene, en este caso, del siguiente modo:

Dado que w, = 1 sabemos que w = z+ f(y, z). Por otro lado, de la igualdad
—y = w, = g—i deducimos que f(y,z) = —% + g(z). Finalmente, del hecho
de que z = w,, llegamos a que la integral primera buscada viene dada por la

siguiente expresién:
g2 22
w(x,y,2) = — —+ —.
(z,y,2) 5 T3

Por consiguiente, para K € Ry (z,y) € R? en dominios convenientes,

ug(z,y) =+ -2+ y?+ K
es una familia uniparamétrica de soluciones del problema dado. O

Ejercicio 1.2.4 Obtener la expresion de una familia uniparamétrica de solu-
ciones de la ecuacion

sen x u, + (o3

—y)uy =sen2z.
Solucién: La transformada de Jacobi es igual a
senz w, + (2° — y)w, +sen2z w, = 0.
Tomando los siguientes factores integrantes:

a; = —2 cosz, as =0, az =1,

la solucién del sistema se obtiene como sigue:

Al ser —2 cosx = w,, deducimos que w = —2 senx + f(y, z). De la segunda
igualdad obtenemos f(y,z) = g(z). Como consecuencia de la expresién 1 =
w, = ¢'(z) concluimos que

w(z,y,z) =z — 2 senz.

Asi
ug(z,y) =2senz+ K, K €R,

es una de las familias buscadas. O

Ejercicio 1.2.5 Calcular la inica solucion de la siguiente ecuacion:

2@ =y us +y @~y =u (- 2%), (o) =,
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Solucién: En este caso los datos del problema son

fl(‘rayvz) = m(ZZ_y2)7
fg(x,:%z) = y(xQ_zZ),
flay,2) = z2(y° -2
y
() = (@r(3).02(6). 505D = (525 ).
Dado que

/ S L 82 1
et ( A(() 0 (s) ) gt ) vy <14 B ) |
fa(r(s))  as(s) —s (L -2 1 s
tenemos que la condicién inicial es transversal al flujo siempre que s # 0, +1,

con lo cual este problema tiene solucién tnica.
La transformada de Jacobi sera

z (22 — ) wy +y (2 — 22w, + 2 (y* — 2%)w, = 0.
En un primer momento elegimos los siguientes factores integrantes
ay =x, az =1, az = z.

La integral primera asociada a estos valores se obtiene teniendo en cuenta
2
que T = wg, con lo cual w = % + f(y,zz) y, como consecuencia, la igualdad
y=w, = %(y7 z) implica que f(y,2) = % + g(z). Finalmente, z = w. = ¢'(2)
implica que

2 2 2
_r .y .z
es una integral primera de esta ecuacién.
Dado que
1
_ 2

no es una funcién constante, debemos encontrar una segunda integral prime-
ra funcionalmente independente de ésta. Para ello consideramos los siguientes
factores integrantes:

1 1 1
a1 = —, ay = —, asz = —.
T Yy z

La solucién del sistema (|L.1]) se obtiene para estos valores del siguiente modo:

Al ser % = w,, deducimos que w = log |z| + f(y, z). De la segunda igualdad
obtenemos que f(y, z) = log|y| + ¢g(z). De la tltima expresién concluimos que

w(z,y,z) = log(|zy z[).
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Figura 1.11: Solucién del Ejercicio [[.2-5]

Ahora bien, dado que

w(7(s)) =log1 =0,
la funcién definida implicitamente al igualar esta segunda funcién a cero nos da
la solucién buscada, es decir:

representada en la figura
Ejercicio 1.2.6 Calcular la inica solucion de la siguiente ecuacion:
Y—wu, +(x—y)uy=u—x, uw(l,y) =1, y <O.

Solucién: En este caso los datos del problema son

fl(xuyvz) = Y—z
fZ(xaywz) = Tr—Y,
fle,y,z2) = z—=x
y
V(s) = (on(s), az(s), B(s)) = (1,5,1)
Dado que
fi(v(s)) aa(s)  _ s—L 0y
C Bs) ahls) ) T oy ) T

tenemos que la condicién inicial es transversal al flujo cuando s # 1, con lo cual
este problema tiene solucién tnica.
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En este caso la transformada de Jacobi viene dada por la siguiente expresién:

(y— 2)w, + (z — y) wy + (2 — z) w, = 0.

En primer lugar consideramos los factores integrantes
a1 = a2 = a3 = 1.

Evidentemente w = z + f(x,y). Del hecho de que 1 = w, = %(w,y), se
deduce que f(z,y) = y + g(x), con lo cual 1 = w, = ¢'(z). De este modo,
probamos que

wl(xayaz) :.Z'+y+2

es una integral primera de la ecuacion.

En este caso, al no ser wy ((s)) una funcién constante, necesitamos encontrar
unha segunda integral primera funcionalmente independente de wj.

Probemos ahora con los factores integrantes

ay =x, ax =2z, ag =Y.

La integral primera asociada a estos factores viene dada al resolver el sistema
(1.1) como sigue:

Dado que x = w,, deducimos que w = % + f(y, 2), con lo cual z = wy =
g—]yc(y,z). Asf pues, f(y,z) = zy + g(2). Del hecho de que y = w, =y + ¢'(2) se

deduce que
2

T
w2($7y72) = ?—i_zy

es la integral primera buscada.

Al igual que en el caso anterior, wa(y(s)) no es una funcién constante, por
lo tanto la soluciéon buscada no esté definida implicitamente al igualar wy a una
constante.

Por otro lado, dado que

0
mngo((wl’wz)):rango(1 1 1):1 = T=y=z,

Az, y, ) Ty 2

sabemos que en los puntos exteriores a la recta x = y = z las integrales primeras
w1 y we son funcionalmente independientes. En nuestro caso, para y < 0 estamos
fuera de esa recta. Por consiguiente toda solucion de la ecuaciéon de Jacobi,
serd una combinacién funcional de wy y ws:

'lU(.’E, Y, Z) = Z(U)l((E, Y, Z)? 'lUQ(iC, Y, Z))
Para calcular la expresion de la funcién Z es suficiente tener en cuenta que

3

wi(v(s)) —w2(v(s)) = 5
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Figura 1.12: Solucién del Ejercicio [1.2-6]

De este modo, definiendo

3
Zpa)=r—a-5
llegamos a que
3 22 3
w(ﬂ%yaz) Zwl(x,y,z) —wg(x,y,z) - 5 :$+y+Z— ? —zY - 57

es la Unica solucion de la ecuacion de Jacobi que se anula a lo largo de la curva
5.

Dado que w, = 1 —y # 0 siempre que y # 1, sabemos que esta funcién
define implicitamente la tnica solucién del problema, la cual viene dada por la
siguiente expresién (ver figura [1.12)):

_ 2z42y—a?-3
N 2y —2 '

u(z,y)

Ejercicio 1.2.7 Calcular la inica solucion de la siguiente ecuacion:

2’ ug +y*uy —u? =0, u(z,22) =1, x > 0.

Solucién: En este caso los datos del problema vienen dados por

fl(mvyaz) = $2a
f2($7y72) = y27
f(iL',y,Z) - 7’22
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Dado que
e fi(y(s)) aq(s) \ _ . 2 01\ p S
dt<f2<7<s>> O"z(S))dt(éls2 2> 252 #£0 & s#0,

tenemos que la condicién inicial es transversal al flujo, con lo cual este problema
tiene solucién tnica.
La transformada de Jacobi viene dada por la siguiente expresion:

xng—i—way—i—zQwZ:O.

La primera eleccién de factores integrantes es

1 1
> CLQZO, CL3:—*2.
z

ay =
La solucién del sistema (1.1]) se obtiene del siguiente modo:
Al ser % = w,, tenemos que w = —= + f(y, 2). De la ecuacién 0 = w,
deducimos que f(y, z) = g(z). Finalmente —% = w, implica que g(z) = 1, con
lo cual tenemos la integral primera

1 1
wy(x,y,z) = Pl

Dado que wq(y(s)) no es constante debemos encontrar otra integral primera
funcionalmente independiente de w;. Para ello tomamos

1 1
a1:O, (IQ:E, a3=—?.
Con lo cual, dado que 0 = w,, sabemos que w = f(y,z). De la segunda
igualdad y% = wy, deducimos que f(y,z) = —% + g(2). Con lo cual, al ser

fz% = w,, obtenemos la segunda integral primera

w2($7y72’) =

| =
< |~

Claramente ws no es constante a lo largo de la curva inicial v, por lo tanto
debemos encontrar la solucién general de la ecuacion de Jacobi. Para ello, dado
que

0
rango (W) = rango< glc ; i > =2 siempre que xzyz #0,

la solucién general viene dada por una combinacién funcional de ambas funcio-
nes.
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Figura 1.13: Solucién del Ejercicio [[.3.7]

La solucién tnica vendra dada por la que sea constante a lo largo de la curva
inicial. Asi pues, dado que

wi(v(s)) — 2wz (v(s)) = -1,
obtenemos que la solucién de la ecuacién de Jacobi viene dada por

1 1 2
w(x,y,z) Zwl(ac,y,Z)—2w2(ﬂc,y,2)+1=—;—E-l—;—i-l,

de la que deducimos la expresién de la solucién del problema considerado como
ry
zy—y+2x’

y que se representa en la figura O

u(m,y) =

Ejercicio 1.2.8 Calcular la unica solucion de la siguiente ecuacion:

2 z?
YZUy + 2T Uy +TYU; = —TY 2, u(z,y,0) =y 5

x>0, y>0.
Solucién: En este caso debemos encontrar una funcién
w:DC{(z,y,2) € R} >0, y>0} C R®* > R,

siendo D un entorno del plano z = 0.
Los datos del problema vienen dados por

filz,y,2,p) = yz,
fo(z,y,2,p) = z2,
f3(z,y,2,p) = =y,
f(z,y,2,p) = —xyz
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y

52
’7(81,82) = (041(81,82)702(81782)7a3(81,82)75(81,82)) = (81,5290783 - 21) .

Dado que
filns) S G2 s1s)
det | fo(4(51,52)) %—j‘f<sl,32> %—f(sl,w — 518,
fa(y(s1, 52)) %’(51’52) %‘"(sl,sa

la superficie es transversal al flujo siempre que z y # 0, con lo cual este problema
tiene solucién tnica.

La Transformada de Jacobi sigue la expresién
YZWy +2TWy +TYW, —TY2zW, = 0.

Buscamos una funcién w : R4 — R que resuelva la ecuacién anterior y
que se anule a lo largo de la condicién inicial . Para ello debemos encontrar la
solucién general de la ecuacién. Esta vendr4 dada como combinacién funcional
de tres integrales primeras funcionalmente independientes.

En un primer momento elegimos los factores integrantes

a] =, as = —y, as = z, as = 1.

Para calcular, si existe, la integral primera asociada, debemos resolver el
sistema

Wy = a1, Wy =0a2, W,=40a3, Wp=a4. (1.2)
Para ello, de la expresién w, = z deducimos que w = 12—2 + f(y, z,p). Dado
d
que —y = wy = (fj—i(y,z,p)7 sabemos que f(y,z,p) = —% + g(z,p). La tercera

igualdad nos dice que g(z,p) = % + h(p). Por dltimo, al ser 1 = w, = K/ (p),
obtenemos la expresién de una integral primera como

2 2 2
¢yt oz
UJ1(1'7y,Z,p) = ? - ? + 5 +p
s2
Debido a que wi(y(s1,52)) = — no es una funcién constante, debemos

encontrar una segunda solucién de la ecuacién de Jacobi. En este caso probamos
con los siguientes factores integrantes:

ay = —x, a2 =Y, az = z, a4 = 1.

Procediendo como en el caso anterior, llegamos a que

22 g2 2
wa(z,y, 2,p) = ) + > + > +p
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es una integral primera de la ecuacién de Jacobi.

Al igual que wy, tenemos que w(y(s1,s2)) = —s? + 3 53 no es una funcién
constante y, por consiguiente, necesitamos una tercera soluciéon de la ecuacion
de Jacobi. Para ello tomamos como factores integrantes

a; = x, az =1, as = —z, as = 1.

La solucién del sistema (|1.2)) viene dada por

2 2

2
x y z
wg(x,y,z,p) = ? + 5 - ? + D,
que tampoco es constante a lo largo de 7.
Teniendo en cuenta que
r -y =z 1
a(wla wa, w3)
rango ( ——————= | = rango | -z y z 1 =3
8(35, yv Zv p) T y —z 1

siempre que z > 0 e y > 0.
La solucién general de la ecuacién de Jacobi serad

'lU(fE,y, va) = Z(wl(xvya va)a wg(x,y, va)a wg(x,y, va))a

siendo Z : R® — R una funcién de clase C*.
No es dificil verificar que la tnica solucién de la ecuacién de Jacobi que se
anula en 7y se obtiene definiendo

Z(a,b,c) =c— 3a,
es decir

w(z,y,z,p) = —x* +2y* — 222 — 2.

Dado que w, # 0, al igualar esta expresién a cero obtenemos la expresién
de la solucién buscada:

—x2 4+ 29y% —222

u(‘rMyVZ) = 2

1.2.2. Ejercicios propuestos

Resolver las siguientes ecuaciones en derivadas parciales:

L. yuy —zuy, =0, u(z,z) =2z
22 +y?

Solucién: u(z,y) = 5
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2. senyugy +2senzxuy, =senx seny, u(0,y)=cosy.

Solucién: u(x,y) = —3 cosx + cosy + 3.

3. cos2(%) Uz +uy =cosy, u(zr,x)=u2x.

Solucién: u(z,y) =2z —y.

4. (" +cosu) uy + (—e* + cosu)u, = e cosu, u(z,z)=—loglz|, x<
0, y <O0.

2
Solucién: u(z,y) = log (w)

1.3. Ecuaciones de Primer Orden No Lineales

Si la ecuacion de primer orden no es cuasilineal no tenemos garantizada la
unicidad de solucién. Por supuesto las técnicas que han resultado tan ttiles en
las dos secciones anteriores no pueden ser ahora aplicadas con lo cual debemos
usar la herramienta desarrollada por Monge y la construccién del cono que lleva
su nombre.

En lo que sigue se resuelven problemas no lineales con esta técnica.

1.3.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio 1.3.1 Obtener la expresion de todas las soluciones del siguiente pro-
blema

u(z,0) = 1.
Soluciéon: La funcién que define la ecuacién es, en este caso
F(z,y,2,p,9) =p* —q¢° — L.
La condicién inicial viene parametrizada por la expresion
V(s) = (aa(s), az(s), B(s)) = (5,0,1).

El sistema caracteristico viene dado por la siguiente expresién

' =F,=2p, 2(0) = ay(s) = s,
y =F,=2q, y(0) = az(s) =0,
Z=pF,+qF,=2p" —2¢% 2(0)=p(s)=1,
p=—-F,—pF. =0, p(0) = po(s),

¢ =-F,—qF.=0, q(0) = qo(s),

junto con la condicién adicional
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F(x(t,s),y(t, ), 2(t,8),p(t,8), q(t, 5)) = 0= p*(t,5) — ¢*(t, 5) — 1.

Para la eleccién de po(s) y qo(s) necesitamos completar la curva dato a una
banda inicial. Para ello se debe verificar en un primer momento la condicién de
banda

Po(s) @1 (s) + qo(s) ag(s) = B'(s),
la cual, obviamente, se reescribe como pg(s) = 0.
Por lo tanto, la condicién de compatibilidad se reduce a

qg(s) =-1,

lo cual es imposible.
Por consiguiente esta curva nunca puede completarse a una banda y, como
consecuencia, el problema no tiene ninguna solucién. a

Ejercicio 1.3.2 Obtener todas las soluciones del siguiente problema

2

2 —
uy —uy, —2u =0,

u(0,y) = (1+y)*

Solucién: En este caso la funcién que define la ecuacién viene dada por la
expresion
F(‘T7y7zap7Q) :p2 _q2 -2z

La curva inicial estd parametrizada por

7(‘9) = <a1(8)7a2(3)’6(5)) = (0757 (1 + 8)2)'

El sistema caracteristico sera:

' =2p, z(0) =0,

y = —2g, y(0) = s,

2 =2p*—-2¢% 2(0)=(1+s)? (1.3)
P =2p, p(0) = po(s),

q =2q, q(0) = qo(s).

La condiciéon de compatibilidad resulta ser
p2(t,s) — ¢2(t,s) = 22(t, s). (1.4)
La condiciéon de banda nos dice que
qo(s) =2(1+ s).
Por consiguiente, serd compatible si y sélo si

po(s) = +V6 (1 + s).
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Asi pues tenemos unicamente dos bandas iniciales compatibles con el pro-
blema considerado. Veamos si cada una de ellas nos da lugar a una solucién.
Para ello las bandas deben ser transversales al flujo. Esto ocurre si y sélo si

F, o\ _ 2po(s) 0\ _ _
0 # det( F ol ) = det( oa(s) 1 > =2po(s) = +£2V6 (1 + ).

Con lo cual ambas bandas son transversales siempre que s # —1 o, lo que es
lo mismo, la curva no pase por el punto (0, —1,0).

Para obtener la expresién de las soluciones debemos resolver los correspon-
dientes sistemas asociados.

Tratemos en un primer momento el caso

po(s) = VB (1+5).
De la igualdad (L.4) y denotando por

R(t,s) =

deducimos que el sistema (1.3]) es equivalente al siguiente problema lineal de
valor inicial

0

77 R(t,s) = BR(t,s) +b(t,s), R(0,s)=C(s). (1.5)

Siendo, en este caso,

0002 0 0 0
0000 —2 0 s
B=|0040 0], bts=|0]|, C=]| @1+s?
0002 0 0 V6 (1+s)
0000 2 0 2(1+s)

Dado que la tunica solucién del problema (1.5 viene dada por la férmula de
Lagrange:

t
R(t,s) = Bt C(s) + / B b(r, 5) dr, (1.6)
0
obtenemos que la tnica solucién de (|1.3)) viene dada por

x(t,s) - \/6(1 +5) (€2t - 1)3

y(t,s) = s —2(L+3) (2 — 1),



26 FEcuaciones de Primer Orden

777 T

1777 77
L]

Figura 1.14: Solucién del Ejercicio [1.3.]]

2(t,s) = (1+s)%et?,

p(t,s) = V6 (1 +s)e?"

qt,s) =2 (1 +s)e*".
Asi pues, la superficie solucién viene dada, en forma paramétrica, por:

I'(t,s) = (\/6(1 +5)(e?t —1),s—2(1+s) (2" —1),(1 +8)2€4t) .

Para obtener la expresién de la solucién en coordenadas cartesianas, es su-
ficiente tener en cuenta que

2
Ss=—x+Y,
/6 )
Y x
2t
et = ——+ 1.
V6 (1+s)
De este modo, llegamos a
V6 (1+1y) +3z)?
u(ey) = =(1(a,9), s(a,y)) = LIV T
La segunda solucién se obtiene al considerar po(s) = —v/6 (1+s) en el sistema
caracteristico.

Siguiendo los mismos pasos que en el caso anterior, deducimos que la super-
ficie solucién viene parametrizada por la expresién
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I(t,s) = (—\/6(1 Fs)(e2t—1),s—2(1+5) (2t —1),(1 +S)Qe4f) .

De donde se deduce que

(V6 (1+y) —32)?
: .

u(z,y) =

Ambas soluciones se representan en la Figura [I.14] En la que se puede ob-
servar como ambas funciones y sus derivadas parciales respecto de x coinciden a
lo largo de la condicién inicial. Ademads los valores de las respectivas derivadas
respecto de y a lo largo de la curva son opuestos. a
Nota 1.3.1 Dado que las tres ultimas ecuaciones del sistema solo inter-
viene una variable, es posible resolverlas directamente por la formula de Lagran-
ge unidimensional (@ Claramente, una vez que se obtiene la expresion de p
Y q, es inmediato calcular x ey sin mds que integrar.
Nota 1.3.2 El problema anterior, al igual que todos aquellos en los que el sis-
tema caracteristico es un sistema lineal, puede programarse en programas de
cdlculo stimbdlico. A continuacion se presentan los comandos correspondientes
al lenguaje MAPLE que resolverian este ejercicio:
with(linalg):
with(Student[VectorCalculus]):
B := array( [[0,0,0,2,0],[0,0,0,0,-2],[0,0,4,0,0],[0,0,0,2,0],[0,0,0,0,2]] );
DD:=exponential(B, t);
CC:=exponential(B, t-r);
CO := vector([0, s, (1 + s)2,sqrt(6) * (1 + 5),2 + 2 * s])
BB := vector(]0, 0, 2, 0, 0])
SS := multiply(DD, CO0);
RR := multiply(CC, BB);
TT := int(<RR>, r = 0 .. t);

LL := <SS>+4TT;
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Ejercicio 1.3.3 Resolver el siguiente problema
Tug +yuy + 5(u2 +ud) —u=0,
1—2?

u(z,0) = 5

Solucién: En este caso

1
F(z,y,2,p,9) =xp+yq+ 5(p2+q2) -z,

_ g2
1) = (n(s),az(s), B(s)) = (5,0, 5 ), s €R,

son los datos del problema considerado.
El sistema caracteristico a considerar serd, en este caso

/

=z +0p, xz(0)=s

Yy =y+q, y(0)=0

Z=prt+qy+p*+q¢, 2(0)=3 (-5, (1.7)
pl 207 p(o) =po($),

q, = 07 q(O) = QO(S)a

conjuntamente con la ecuacién adicional

x(t, ) p(t, s) +y(t,s)q(t,s) + % (P*(t,8) + ¢*(t, 8)) = 2(t, 5). (1.8)

La condicién de banda se verifica si y sélo si
po(s) = —s.

Con lo cual la condicién de compatibilidad es equivalente a que go(s) = £1.
La condiciéon de transversalidad se verifica siempre que

F, o 0 1
0# det( FZ a; ) = det( 00 (s) 0) = —qo(s).

Por consiguiente el problema considerado tiene dos soluciones. Cada una de
ellas se obtiene resolviendo el sistema junto con la ecuacién para
cada banda inicial correspondiente.

Es evidente que la solucién asociada al valor go(s) = 1 verifica que

~

p(t, S) = =5

q(t,s) =1.

Por lo tanto, teniendo en cuenta la igualdad (1.8]), para obtener el valor
de las restantes variables es suficiente con usar la expresién (|1.6) para el caso
tridimensional en el que
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2o
AN
SN

W
SRR
W
“‘:s““

Figura 1.15: Solucién del Ejercicio [[.3-3]

100 _15 8
B=[010 |, b(t,s) = ; C(s) =
00 1 ( S) 14 82 (S) 1— 82
2 2
Por consiguiente, obtenemos que
x(t,s) = s,
y(t,s) =e" —1,
y
(1+s%)
t =t -7
z(t,s) =e 3

La superficie parametrizada viene dada por la expresion

1 2
I'(t,s) = (s,et —1,et — —;8> ,

con lo cual, la solucién en coordenadas cartesianas es igual a

1— a2

5 + .

u(z,y) =

Cuando go(s) = —1, haciendo los mismos razonamientos que en el caso ante-
rior, obtenemos que la superficie solucién viene parametrizada por la expresiéon

2
I(t,s) = (8,1 —et et — 1—;8> ,



30 FEcuaciones de Primer Orden

de donde deducimos que
1— 22
u(@y) = —5—~y

es la segunda solucién del problema considerado. Ambas soluciones se represen-

tan en la Figura O
Ejercicio 1.3.4 Calcular la expresion de todas las soluciones del siguiente pro-
blema
Tug — 2y uy +ui —us +2u =0,
u(z,0) =1 — 2%
Solucién: La funcién que define la ecuacion viene dada por
F(z,y,2,0,q) =xp—2yq+p* — ¢* + 22
La curva inicial se parametriza del siguiente modo
7(5) = (ai(s), az(s), B(s)) = (5,0,1 — s%).

Por consiguiente debemos resolver las ecuaciones

' =x+2p, z(0) = s,

Y =-2y-2gq, y(0) =0,

2 =pr+2p®—2yq—2q> =z(0)=1-3s2 (1.9)
p'=-3p, p(0) = po(s),

q =0, q(0) = qo(s),

conjuntamente con la ecuacién de compatibilidad
x(t,s)p(t,s) — 2y(t,s) q(t, s) + p*(t,s) — ¢*(t,s) + 2 2(t,s) = 0. (1.10)
En este caso pg v qo deben verificar las siguientes propiedades:

(i) Condicién de banda inicial:
po(s) @1 (s) +qo(s) az(s) = B'(s) & po(s) = —2s.
(i) Condicién de compatibilidad:
F(ai(s), az(s), B(5), po(s), ao(s)) = 0 & spo(s)+p5(s) — a5 (s) = 2(s* —1).

(iii) Condicién de transversalidad:

F, o)\ _ s+2po(s) 1\
0 et ot ) =der( CHAED D) g
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Figura 1.16: Solucién del Ejercicio [[.3-4]

Por lo tanto sabemos que este problema tiene exactamente dos soluciones
que vienen dadas para los siguientes valores:

po(s) = =2, qo(s) = +V2.

Calculemos, en un primer momento, la solucién asociada al valor go(s) = v/2.
De las dos ultimas ecuaciones del sistema (1.9)) obtenemos de inmediato que

q(ta S) = \/57

p(t,s) = —2se7 3%,

Por consiguiente, sin mas que tener en cuenta la ecuacién ([1.10]), las restantes
variables se calculan como la solucién del problema (1.5 para el caso particular
de

1 0 0 —4se73¢ s
B=|0 -2 0|, b(t,s) = —2v2 , C(s) = 0
0 0 -2 45276t 2 1—s2

Asi pues obtenemos que
z(t,s) = se 3¢,

y(t,s) =V2(e ' —1)

2(t) = —s2e 0t — 1 42720

Por lo tanto la superficie solucién esté parametrizada por la expresion

I(t,s) = (s e 3t NV2(e72 — 1), =528t — 14272, —25e730, \@) .



32 FEcuaciones de Primer Orden

De las expresiones de x e y no es dificil comprobar que

u(z,y) = 2(H(z,y), s(z,y)) = —2* + 1+ v2y.

Cuando ¢o(s) = —1/2, haciendo similares argumentaciones obtenemos que

U(Z‘,y) = —$2 +1- \/iya
Es la segunda solucién buscada (ver Figura |1.16]). ad

Ejercicio 1.3.5 Obtener la expresion de todas las soluciones del siguiente pro-

blema

—Tuy = yuy + 5(uf —uy) +u=0,

u(,0) = 3 (@ +1).

Solucién: En este caso la ecuacién viene definida por la funcién

1

F(z,y,2,p,q) = —zp—yq+ 5(192 — ) +z

y la condicién inicial

1(5) = (o (5), a2(5), 5(5)) = (5,0, (7 + 1)),

Se comprueba con facilidad que las condiciones de banda y compatibilidad
se verifican siempre que

po(s) = s y qo(s) = 1.

Dado que la condicién de transversalidad se satisface siempre que

F, o 0 1
det < F, ab =det g 0 =qo # 0,
deducimos que este problema tiene tinicamente dos soluciones. Estas vendrdn

dadas al resolver los sistemas caracteristicos asociados a cada banda inicial, los
cuales siguen la siguiente expresién:

= —x+0p, z(0)=s
Yy =-y—q, y(0) =0
d=—xp+p’—yq— ¢, Z(O):%(1+82)7 (1.11)
p'=0, p(0) =,
q =0, q(0) = qo(s),
conjuntamente con la ecuacién adicional
c—aptya— < - ). (1.12)

2
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Figura 1.17: Solucién del Ejercicio 2.3:3]

Consideremos en un primer momento el caso go = 1. De las dos ultimas
ecuaciones, es evidente que
p(t,s) =s
y
q(t,s) =1.

Usando ahora la expresion (|1.12)), sabemos que las tres primeras variables
son la tnica solucién de la ecuacién (1.3]), tomando

-1 0 0 31 8
B= 0o -1 0], b(t,s) = - , C(s) = 9
0 0 -1 s7—1 s +1
2 2

Con lo cual

x(t,s) = s,
y(t,s)=e ' —1

1
z(t,s) =e '+ B (s —1).

La solucién vendra dada por la expresién
1
u(z,y) = 5(1+2%) +y.
Considerando gyg = —1 obtenemos que

u(r,y) = 5 (14+2%) —y

es la otra solucién buscada (véase la figura[1.17). O
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Ejercicio 1.3.6 Resolver el siguiente problema

2

23Uy + yuy + ul — Uy

—u =0,
u(r,z) =22, x>0.
Solucién: La funcién que define la ecuacién es
F(z,y,2,p,9) =2zp+yq+p’ — ¢ -z
La condicién inicial se parametriza del siguiente modo
(s) = (ar(s), az(s), B(s)) = (s,5,5%).

Para completar la condicion inicial a una banda inicial se debe verificar la
condicion de banda:
Po+qo = 2 S,

y la de compatibilidad:
23p0+sqo+p(2)—qg—52 =0.

Es inmediato verificar que este sistema tiene una tinica solucién dada por

_s, 7,
P0—5 y %—5 .
Dado que
163 1
, e
det( p a,l ) = det 59 =5s,
LE ——s 1

sabemos que el problema considerado tiene solucién tnica.
Para calcularla debemos resolver el sistema (1.3]), el cual viene dado por la
siguiente expresién:

' =2z +2p, z(0) = s

Y =y-2q y(0) =s

d=2wp+2p"+yq—2¢% 2(0)=s%
3 1.1

p/ =D p(o) = g S, ( 3)
7

q/ - 07 Q(O) =<5
5

conjuntamente con la ecuacién adicional
z2=2zxp+yq+p®—q* (1.14)

De nuevo estamos ante un sistema no lineal, si bien de las dos 1iltimas ecua-
ciones deducimos de inmediato que
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Figura 1.18: Solucién del Ejercicio[2.2.3] Figura 1.19: Condicién inicial
3
t,s)=—se’
plt,s) =g se
y
7
q(t,s) = 5 5

De la expresién (1.14)), deducimos que las tres primeras variables son la tnica
solucién de la ecuacién (1.3]), con

6
—se
2 00 514 s
B=|101 0 |, b(t,s) = 5 s , Cs)=| s
2
0 01 _§32+gs2672t s
25 25
Es decir:
2
z(t,s) = —se?t — Zse !,
)
9 14
y(t,s):—gset—i—gs
' 4
21 3 9
z(t,s):—%SQet—%SQS_Qt—i—%sQ.

La superficie parametrizada sigue la expresién

2
I(t,s) = (Zsezt —Zse !,

¢, 14 2—132 t 3 2 o
5 5

5f¢ Ty 5o 25 %)

y se representa en las figuras y O
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Ejercicio 1.3.7 Resolver el siguiente problema
ui—l—yQuy —5yu =0,
u(z,1) =22, x>0.
Solucién: En este caso

F(z,y,2,p.9) =p* +y>q¢—5yz

’7(8) = (a1(8)7a2(5)a6(3)) = (8, 1782)'

La condiciéon de banda nos dice que
po(s) =2s,
con lo cual la condiciéon de compatibilidad se reduce a
qo(s) = s°.
Dado que
det ( f;f; Zi ) = det ( 27’({(3) é ) =1,

sabemos que el problema considerado tiene una unica solucion.
Para obtener su expresion debemos resolver el sistema

' =2p, z(0) =s
y =y y(0) =1
Z=2p"+y%q 2(0) =5’ (1.15)
p =5py, p(0) = 5%,
¢ =5z+5qy, q(0)=2s,
conjuntamente con la ecuacién adicional
S5yz=p>+y°q. (1.16)

Es evidente que este sistema no lineal no puede ser reducido a una expresién
del tipo (1.5]), con lo cual debemos resolverlo directamente.
Comencemos por la segunda ecuacion, en este caso tenemos

t to, y(t)
t:/lds:/ yQ(S)ds:/ d—gzlfi.
0 0 Y2(s) 1 r y(t)

Por lo tanto
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Figura 1.20: Solucién del Ejercicio [[.3.7]

Dado que conocemos el valor de y, la cuarta igualdad del sistema se trans-
forma en la siguiente ecuacién lineal con coeficientes variables

P 5

» 1 p(0) =2s.

Sin més que integrar directamente, obtenemos que su unica solucién resulta ser

2s
(1—1)5

Integrando ahora en la primera de las ecuaciones, llegamos a que

p(tv 5) =

s
x(t,s) = .
( ’ ) (1 _ t)4
Finalmente, para calcular la expresién de z debemos resolver la tercera de
las igualdades. En este caso, usando la igualdad (1.16]) conjuntamente con las
expresiones de y y p obtenidas previamente, debemos resolver la ecuacion

, 5 n 4 s
z = z
1—t (1 —1¢)10”

2(0) = s%.

Multiplicando en este caso por el factor integrante (1 — ¢)°, obtenemos que
la tinica solucién viene dada por

z(t,s) = a0

La superficie parametrizada es igual a

['(t,s) = ((1 jt)‘“ lit’ (1 iQt)9) .
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Es evidente que esta superficie se corresponde con la expresion

u(z,y) = 2(t(x,y), s(z,y)) = 2%y
y que se representa en la figura [[.20] O

Nota 1.3.3 Ndtese que en el ejercicio anterior no ha sido necesario calcular el
valor de q(t, s).

1.3.2. Ejercicios propuestos
Resolver las siguientes ecuaciones en derivadas parciales:
Lou2+ul—2u=0, wu(zz)=1

(z—y+2)?

(y—x+2)?
1 : '

Solucién: u(z,y) = 1

u(z,y) =
2. uguy =2, u(z,x)=3=x.

Solucién: u(z,y) =2z +y, u(z,y) =+ 2y.
3o ud —uy =0 u(z,0)=Vad,ze0,1].

| 23
Solucién: u(z,y) =2 1*337279

4. 2u, —|—u§ =2, u(0,y) =1y%

z+22% 492

Solucién: u(z,y) = T2
T



Capitulo 2

Ecuaciones de Segundo
Orden

2.1. Clasificacion de Ecuaciones Cuasilineales de
Segundo Orden

En esta seccion clasificaremos distintas ecuaciones cuasilineales de segun-
do orden bidimensionales segin su caracter hiperbdlico, parabdlico o eliptico.
Para ello, calcularemos sus curvas caracteristicas y las reduciremos a su forma
canénica. Finalmente calcularemos la expresién explicita de la tinica solucién
buscada.

2.1.1. Ejercicios Resueltos

Ejercicio 2.1.1 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion

4 4
x4+ 4z x
umx*mzluyy - WUT+3UZ] :Oa (l',y) €D7 (21)

con D = {(z,y) € R? : = > 0}.
Denotando por n al vector normal unitario exterior a la correspondiente
curva, se consideran las siguientes condiciones iniciales:

x3 z3
U <x, —3) =z, Uy (a:, 3> =0 para todo x>0, (2.2)
u(0,7) =y, un(0,y) =0 para todo y € R. (2.3)
u(z,0) = 23, un(z,0) =1 para todo x> 0, (2.4)

Calcular, st existe, la expresion de las soluciones de los problemas -

39
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Solucién: Los valores de los parametros de la ecuacién general de segundo
ordensona =1, b=0y ¢ = —z?, por consiguiente A =b?> —ac=2* > 0en
D y la ecuacién es hiperbdlica.

Para calcular la forma candnica de esta ecuacién, debemos obtener las dos
curvas caracteristicas funcionalmente independientes. Estas vienen dadas como
las soluciones de la siguiente ecuacion

(y')? —at =0,
es decir
y' = +a?,
lo que nos conduce a
y= :I:J%3 + K, K e R.
Debemos por lo tanto considerar el siguiente cambio de variable
3 x3
§=y—5, =yt

y encontrar una funcién v que satisfaga la expresion

v(€,n) = u(z,y).

Aplicando la regla de la cadena, sabemos que

Uy = —22 (ve — vy),
Uy = V¢ + Uy,
Use = =2 (Vg — vy) + 2% (veg + 20y + V)

Uyy = Vg + 2Vgn + Vg
En consecuencia, la ecuacién (2.1) se reescribe como
1
Une — Z Ve = 0.

Denotando por w = v¢, tenemos que esta ecuacion se reduce a la siguiente

L 0
w, — — =
n 4 w ’
cuya solucién general es w(&,n) = e"/* f(€).
Con lo cual la solucién buscada es igual a

13
v(En) = v(0.7) + et / £(s) ds

0
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0, lo que es lo mismo,
v(€,n) =P F(€) + G(n), con F(0)=0.

Deshaciendo el cambio de variable, concluimos que la solucién general de
(2.1)) es igual a
3

u(x,y):e(y+a;>)/4F(y—:§>+G<y+§), (2.5)

siendo F' y G funciones de clase C? tales que F(0) = 0.

Resolver el problema - equivale a encontrar una funcién que veri-
fique la expresion conjuntamente con la condicién inicial , la primera
de cuyas igualdades, se reescribe del siguiente modo:

G(0)+F (—2;’73) —u <x —”;3) _ (2.6)

Dado que el vector normal n = (22, 1), tenemos que la segunda parte de la
condicién inicial es igual a

9 z3 x>
B onlcf) (o
=Uy lx,— | =0,

Vot +1 3

3 x3
Uy <:L', 3) = —2u, (x, 3> . (2.7)

Derivando respecto de x e y en la expresién (2.5) asi como en la igualdad
(2.6)), sin més que sustituir en (2.7)) llegamos a que ha de verificarse lo siguiente:

es decir

5

% F(G'(0) = G(0) - 1) a* + z FG(0)=G(0)+1=0, paratodo >0,

lo cual es imposible.

Por lo tanto el problema - no tiene solucién. Ello se debe a que
la curva inicial es una curva caracteristica del problema.

Si abordamos el problema - , al igual que en el caso anterior,
debemos tener en cuenta que la solucién general de la ecuacion es de la forma
, con lo cual u,(0,y) = —u,(0,y) = 0 para todo y € R. Por lo tanto
este problema tiene infinitas soluciones dadas por la expresion con F'yG
funciones de clase C? verificando

F(0)=0 y I F(2) + G(z) = 25

Por ejemplo, tomando F(z) =0 y G(z) = 2® obtenemos la solucién

u(z,y) = (y—i— x33>3
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Figura 2.1: Solucién del Ejercicio 2:1.]

Por otro lado, si definimos F(z) = 2° y G(z) = 2% (1 — €*/*) llegamos a la
siguiente expresién

3

u(x,y)—e(y+§)/4 <y9§>3+ <y+w;)3 ORI

Es importante tener en cuenta que la condicién u,(0,y) = 0 es una condi-
cién necesaria que debe verificar toda solucién del problema ({2.1]), por lo tanto
cualquier problema en el que este valor sea distinto de cero no serd resoluble.

Para resolver el problema ([2.1) — (2.4) debemos tener en cuenta que la solu-
ad (2.3).

cién general viene dada por la iguald Por consiguiente

G <g§> t+e’ 12 <—g’§> = u(z,0) = 2. (2.8)

Derivando en ambos miembros llegamos a la igualdad

3 3 3
o (1;)) + iemS/uF <9;> _ A2 g <503> —3. (2.9)

Por otro lado, al ser n = (0, 1), tenemos que
un(z,0) = uy(x’ 0),

con lo cual, derivando respecto de y en la expresién (2.5)), la segunda parte de
la condicion inicial se transforma en

3 3 3
Vel <x3) +iem3/12F<_x3) +ex3/12F1 (_‘Z)) -1 (2_10)

Restando (2.10]) de (2.9) obtenemos la siguiente igualdad
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/ z? —z3/12
F —5 )= —e para todo x > 0.

Por consiguiente la funcién F' verifica
F'(z)=—e*'*  F(0)=0,

con lo cual

F(z) = —4(e/* = 1).

Sustituyendo en la expresién (2.8) obtenemos que
a’ 3 3/12
G 53 )= +4(1 — ™ /12),
es decir

G(2) =32z+4(1 —e*/?).
Por lo tanto, la dnica solucién del problema (2.1]) — (2.4) es igual a

u(z,y) =3y + a° +4(1 — e¥/?),
y se representa en la figura 0

Ejercicio 2.1.2 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion

2 2 4y* —1
— Y Ugy + Uyy — 4y Uz‘i’Tuy:O, (I,y) €D, (211)

con D = {(z,y) € R?, y > 0}.
Calcular la expresion de la unica solucion que verifica las condiciones ini-

ciales )
_¥y
2 )

Siendo n el vector normal unitario exterior a la curva (0,y).

u(0,y) un(0,y) = =1 para todo y > 0. (2.12)

Solucién: En este caso tenemos que los valores de los parametros de la
ecuacién general de segundo orden son a = —y?, b =0y ¢ = 1, con lo cual
A=0b*—ac=y?> >0en D. Por consiguiente la ecuacién es hiperbdlica.

Para calcular la solucién general del problema considerado es necesario redu-
cirlo a su forma canodnica. Para ello debemos obtener las dos curvas caracteristi-
cas funcionalmente independientes, las cuales vienen dadas como las soluciones
generales de la ecuacion cuadratica

es decir
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Figura 2.2: Solucién del Ejercicio 2:1.2]

Sin més que integrar en ambos lados de la ecuaciéon obtenemos que las dos
soluciones buscadas vienen dadas por la expresién

2

% —+r+K, KcR.
Debemos por lo tanto considerar el siguiente cambio de variable
2 2
_ ¥ _y
g - 2 + z, n 2 Zz,

y encontrar una funcién v que satisfaga la expresion

v(€,n) = u(z,y).

Aplicando la regla de la cadena, sabemos que

Uy = Ve — Vp,
Uy = y(vé +Uﬂ)7
Ugz = Vge — 2 ey + Uy,

Uyy = Vg + 0y + Y (Vg + 20gn + Vyy)-
Por lo tanto, la ecuacién (2.11]) se reduce a
Upe + 2v, = 0.

Denotando por w = vy, tenemos que su solucién general es

w(é,n) = e ¢ f(1).
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Con lo cual la solucién buscada es igual a

&) = v(e0)+e¢ | " f(s)ds

0

0, lo que es lo mismo,
v(&n) =e > F(n) +G(E), con F(0)=0.

De este modo, concluimos que la solucién general de (2.11)) es igual a

212 y? y?

siendo F' y G funciones de clase C? tales que F(0) = 0.

Para calcular la expresion de la tnica solucién de que satisface la
condicién inicial (2.12)) usamos el hecho de que la solucién general viene dada
por la igualdad y, por consiguiente

eV F (yj) +G <y22) =u(0,y) = % (2.14)

Derivando en ambos miembros llegamos a la igualdad

2 2 2
o VR (L v g (L (YT =
2¢ F<2>+e F(2>+G<2> 1. (2.15)

Dado que n = (—1,0), tenemos que

Un(oa y) = _um(07 y)>

con lo cual, derivando respecto de z en la expresién (2.13), la segunda parte de
la condicion inicial se transforma en

2 2 2
_ —y? Y o=y (Y (Y _
2e F ( > ) e F (2 ) + G (2 ) 1. (2.16)

Restando ([2.16]) de (2.15) obtenemos la siguiente igualdad

2
2¢7Y F’(%) =0 paratodo y>0.

De donde deducimos que la funcién F' es constante. Dado que F(0) = 0
concluimos que F' = 0. Sustituyendo en (2.14]) tenemos que G(z) = z y, por lo
tanto, la inica solucién del problema (2.11]) — (2.12]) (véase figura es igual
a

2
u(z,y) = % + .
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Ejercicio 2.1.3 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion

2 2_2 2 2 2
Y gy — 22y, + 2 (2 Juy + 2 (y2 + >uy=0, (r,y) €D, (2.17)
x )

siendo D = {(z,y) € R?: >0, y > 0}.
Calcular la expresion de la unica solucion que verifica las condiciones ini-
ciales
u(z,32) = 22, un(z,3,2) = . (2.18)

Siendo n el vector normal unitario exterior a lo largo de la curva (x,3,x).

Solucién: Dado que A =b? —ac=z?y? > 0 en D sabemos que la ecuacién
es hiperbdlica.

Las dos curvas caracteristicas son las soluciones generales de la ecuacion
cuadratica

es decir
yy = +x.

Integrando en ambos lados de la ecuacién deducimos que las dos soluciones
buscadas son

v =+2® + K, K e R.
Por lo tanto consideramos el siguiente cambio de variable
=y’ —2%, n=y+a?
y buscamos una funcién v que satisfaga la expresion

U(fﬂ?) = u(x,y)

La regla de la cadena nos dice que

Uy = =22 (ve — vy),
uy =2y (ve + vy),
Upe = —2 (Ve —vy) + 442 (vee — 20en + V),

Uyy = 2 (Vg +vy) +4y° (vee + 20y + V)
Por lo tanto, la ecuacién (2.17)) se escribe en las nuevas variables como

1
Ung—gv,,zo.
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Figura 2.3: Solucién del Ejercicio 2.1.3]

Denotando por w = vy, sabemos que

w(,n) = /% f().
Con lo cual la solucién buscada es igual a
(&) = e/* F(n) + G(€), con F(0)=0.
Como consecuencia, la solucién general de es igual a
u(a,y) = W B E (2 4 2%) + G (y? - 2?), (2.19)

siendo F'y G funciones de clase C? tales que F(0) = 0.
Para calcular la expresiéon de la tnica solucién de (2.17) — (2.18), de la

igualdad deducimos que
e F (102?) + G (82?%) = u(z,3 ) = 2°. (2.20)
Derivando en ambos lados de la igualdad obtenemos que
¢ F (102%) +10¢” F' (102%) +8G' (822) = 1. (2.21)
Por otro lado, el vector normal n = (—3,1)/1/10, con lo cual

—3uy (z,3x) 4+ uy (z,32)
V10

Derivando respecto de z en la expresién (2.19)), la igualdad anterior se trans-
forma en

= uy (z,372) = x.

3% F(1022) + 24 G'(822) = 2V/10. (2.22)
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Como consecuencia de estas dos ultimas expresiones deducimos que

30 F/(102%) = (3 —2v10)e™™  para todo > 0.

Por lo tanto la funcién F' satisface la ecuacién

_3-2VI0 Ly

F'(2) 20

F(0)=0,
es decir

3—-2+10

_ _ ,—z/10

F(z) — (1 e ) .

Sustituyendo en (2.20]) tenemos que

z 3—2+/10
G(z) = 2 = TS (5 - 1)
() =3 3 €

Asf pues, la dnica solucién del problema (2.17)) — (2.18) viene dada por la

expresiéon
2 _ .2

yr—x +3—2\/10 (176@279‘?2)/40)

8 3
y se representa en la figura [2.3] O

u(z,y) =

Ejercicio 2.1.4 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion
Upy + dUgy +4uy, +u=0, (z,y)€ R2 (2.23)

Calcular la expresion de la unica solucion que verifica las condiciones ini-
ciales
u(z,0) =senz, un(z,0) = cos . (2.24)

Siendo n el vector normal unitario exterior a lo largo de la curva (x,0).

Solucién: Alsera=1,b=2y c=4, tenemos que A =b?> —ac =0y, por
consiguiente, la ecuacion es parabdlica.
La tnica curva caracteristica se obtiene al resolver la ecuacion

(y/)2_4y/+4:0’

es decir ¢y = 2 o, lo que es lo mismo, y =2z + K, con K € R.

Para realizar el cambio de variable tomamos n = —2x + y y una segunda
aplicacién funcionalmente independiente de ésta. Con el fin de que los calculos
resulten los mas simples posibles elegimos n = .

Es evidente que ambas funciones son independientes:

gz f _ -2 1 —
det(% nz)—det( 1 0)-—1#0.

De nuevo buscamos una funcién v que verifique v(¢,n) = u(x,y). Para ello
buscamos la ecuacién que necesariamente ha de verificar esa funcién.
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1/
(77 ;///// 7

5
/'/4//

2N
7 ”s‘\‘\\‘

Figura 2.4: Solucién del Ejercicio 2:34]

Teniendo en cuenta que

Uy = =20 + vy,
Uy = Vg,
Ugy = 4Vge — 4 Upe + vpy,
Uzy = —2Vee + Ung,

y

Uyy = Vee,
y sustituyendo en (2.23]), obtenemos que la funcién v es solucién de la ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden

Uy +v =0,
cuya solucién general viene dada por la expresion
v(&,m) = F(§) cosn + G(§) senn,
es decir la solucion general de es igual a
u(z,y) = F(y—2x) cosz+ G(y —2x) senw, (2.25)

con F y G funciones de clase C?.
Para calcular la tinica solucién de (2.23)) — (2.24]), usando la expresién previa
sabemos que

F(—2x) cosxz + G(—2x) senz = u(x,0) = sen . (2.26)

Al ser el vector normal n = (0,1), obtenemos que la segunda parte de la
condicion inicial se reescribe como
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uy(z,0) = un(z,0) = cosz,

es decir
F'(=2z) cosz + G'(—2z) senx = cos x. (2.27)

Derivando en ([2.26]) y usando esta tltima expresién llegamos a que

— F(—2z) senx + G(—2x) cosx = 3 cosx. (2.28)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (2.27) y (2.26)) obtenemos
que
F(z) =senz y G(z) =2+ cosz.

La solucién buscada sera:

u(z,y) =sen(y —2x) cosz + (24 cos(y —2x)) senz = sen (y — ) + 2 sen x,

y se representa en la figura

Es evidente que, al contrario de lo que sucede cuando estamos ante una
ecuacién hiperbdlica, la eleccion de n = x no es unica. Por consiguiente la
expresién de la solucion general de la ecuacion obtenida en puede diferir
segun el cambio de variable usado. En todo caso el conjunto que define seré,
como es natural, el mismo.

En nuestro caso, pudimos haber definido n = y, con lo cual

Uy = —2 g,
Uy = V¢ + Uy,
Ugpyr = 4’0&,

Ugy = —2 (vge + Une),

Uyy = Veg + 2Ung + Un,

obteniéndose que la funcién v es solucién de la ecuacion diferencial ordinaria de
segundo orden

1
Unn+ EU :0,

cuya solucion general viene dada por la expresion

v(&,m) = F(&) cosn/2 + G(€) senn/2.

Asi pues sabemos que la expresién general de las soluciones de ([2.23]) también
puede escribirse como

u(z,y) = F(y —2x) cosy/2 + G(y — 2z) seny/2, (2.29)

con F y G funciones de clase C2.
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A partir de esta expresién podemos calcular la tnica solucién de (2.23) —
(2.24)) del mismo modo que en el caso anterior. Usando ([2.29)) deducimos que

F(—21) = u(x,0) =senz, (2.30)
con lo cual, de la expresion
uy(x,0) = F'(—2z) + % G(—2x) = cos,
deducimos que

F(z) =senz/2 y G(2) =3 cosz/2.

La tnica solucién de (2.23) — ([2.24)) viene dada por

-2 -2
u(r,y) = —sen (y 5 ac) 008%4—3 oS (y 3 x) sen% =sen (y — x)+2 senx,

como ya sabiamos. a
Ejercicio 2.1.5 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion
— Ugg + 2Ugy — Uyy — 3 Uy +3uy =0, (z,y) € R?2. (2.31)

Calcular la expresion de la unica solucion que verifica las condiciones ini-

ciales
u(z,22) = 23, uy(z,22) = 0. (2.32)

Siendo n el vector normal unitario exterior a lo largo de la curva (x,2x).
Solucién: Alsera=c= —1yb=1, tenemos que A =b?> —ac =0y, por

consiguiente, la ecuacién es parabdlica.
La unica curva caracteristica se obtiene al resolver la ecuacién

—()? -2y —1=0,

es decir y' = —1 o, lo que es lo mismo, y = —x + K, con K € R.

Para realizar el cambio de variable tomamos n = x + y y una segunda
aplicacién funcionalmente independiente de ésta. Con el fin de que los célculos
resulten los mas simples posibles elegimos n = z.

De nuevo buscamos una funcién v que verifique v(§,n) = u(z, y).

Veamos qué ecuacion verifica necesariamente esta funcién. Es evidente que

Uy = V¢ + Uy,
uy = UE’
Ugy = Ve¢ + 21]775 + Uy,

Ugy = Vgg + Une,
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y

Uyy = Vge-
Con lo cual, sustituyendo en , obtenemos que la funcién v es solucién de
la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden

Upy + 30, = 0.

Denotando w = v, es evidente que w(&,n) = F(£) e 7. Por lo tanto, inte-
grando respecto de 7 llegamos a la siguiente expresion

1—e 37
v(€,n) = G(§) + F(§) —3

es decir la solucién general de (2.11)) es igual a

1
u(z,y) =Glz+y)+ F(z+y) (2.33)
con F y G funciones de clase C2.
Para calcular la tnica solucién de (2.31)) — (2.32)), usando la expresién previa
deducimos que

1—e 37

—s = u(z,22) = 2°. (2.34)
Al ser el vector normal n = (—2,1), sabemos que la segunda parte de la

condicion inicial se reescribe como

G(3z)+ F(3z)

—2ug(z,2x) + uy(z,2 )

Vi ;

0=un(z,2z) =

es decir
uy(z,2x) = 2uy(z,22).

Combinando esta tltima expresién con la segunda igualdad en ([2.34)), llega-
mos a la siguiente propiedad
du

32 = e (x,22) = up(z,22) + 2uy(z,2x) = buy(x,2x),

con lo cual

3 6
ug;(x,Qx):ng y uy(x,Qx)ZExQ.

Derivando respecto de z e y en ([2.33)) y usando estas igualdades, obtenemos
que

3
~E 2% = uy(2,27) — uy(z,22) = F(3z) e 3",

Finalmente, sustituyendo en (2.34]), deducimos que
2

G3z) =2+ % (" —1).
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De este modo la tnica solucién buscada esté caracterizada por las funciones

22 e? 23 22

F(z) = - s y G(z)=ﬁ+4—5(ez—l),

con lo cual

(iL’—i—y)S + (:E—i_y)z (672a:+y71)'

u(z,y) = o7 T

2.1.2. Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1.6 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion

422 -1
umixzunyrix uy —4a*u, =0, (z,y) €D,

con D={(z,y) €R? : x > 0,y >0}.
Calcular la expresion de la unica solucion que verifica las condiciones ini-
ciales
u(z,0) = 22, un(z,0) =0 para todo x> 0.

Siendo n el vector normal unitario exterior a D a lo largo de la curva (z,0).
Solucién: La solucion general es igual a
u(w,y) = G2y +a?) + F(2y —a%) e~ V),

Con F y G dos funciones de clase C? y F(0) = 0.
La tnica solucién del problema inicial viene dada por la expresion

u(a,y) =2y +a’ + (7Y —1)/2.
Ejercicio 2.1.7 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion

1+ 492
Y2 Upy — Uy + AyP Uy + Tuy =0, (z,y)€D,
con D ={(z,y) €R? : x > 0,y >0}.
Calcular la expresion de la unica solucidn que verifica las condiciones ini-

ciales
u(0,y) = —y°, un(0,9) =0 para todo y > 0.

Siendo n el vector normal unitario exterior a la curva (0,y).

Solucién: La solucién general es igual a

u(w,y) = F(y? +22) e 27" 1 G2a —y?),

Con F y G dos funciones de clase C? y F(0) = 0.
La tnica solucién del problema inicial viene dada por la expresion

e~ 1
U(l’,y): 9 +2£C—y2.
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Ejercicio 2.1.8 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion
9 1
y Uszuyy‘i’;uyzoa (Ivy)GDv

con D ={(z,y) e R? : y >0}
Calcular la expresion de la unica solucion que verifica las condiciones ini-
ciales
u(0,y) =y, un(y,0) =y para todo y > 0.

Siendo n el vector normal unitario exterior a la curva (0,y).

Solucién: La solucién general es igual a

u(z,y) = F(y* —2z) + G(y* — 22),

siendo F' y G dos funciones de clase C? y F(0) = 0.
La tnica solucién del problema inicial viene dada por la expresién

V? —22)5 — /(1 +22)°
: :

u(a,y) = y* +
Ejercicio 2.1.9 Obtener la solucion general de la siguiente ecuacion
U + 2 Uy — Uyy — Uy +uy, =0, (z,9) € R2

Calcular la expresion de la unica solucion que verifica las condiciones ini-
ciales
u(z,z) =z, up(z,2) =0 para todo x € R.

Siendo n el vector normal unitario exterior a la curva (x,x).

Solucién: La solucion general es igual a

u(z,y) = Flz+y)(ey — 1)+ Gz +y),

Con F y G dos funciones de clase C2.
La tnica solucion del problema inicial viene dada por la expresion
Tty

u(@,y) = —5—-

2.2. Ecuaciones Hiperbdlicas

En esta seccién resolvemos ecuaciones parabdlicas de dimensién menor o
igual que tres. En este caso usaremos las formulas de la integral de superficie y
los clasicos teoremas del cambio de variable para la resolucién de las integrales
que surgen en la resolucién de los problemas considerados
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2.2.1.

u(x,1/10) u(x,1/5)

Figura 2.5: Solucién del Ejercicio 2:2-]

Ejercicios Resueltos

Ejercicio 2.2.1 Resolver el siguiente problema de dimension uno

Solucion:

U (T,1) — Ugp(z,1) = xe t7L t>0, zeR,
u(z,0) = cos?u, z € R,
u(z,0) = e 7, z eR.

Usando la férmula de D’ Alembert deducimos que la tinica solucién

viene dada por la siguiente expresion:

1 t z+t—s
5 (/ / ye *ldyds + cos®(z +t)
0 r—t+s

x+t
+ cos?(x —t) + / eV dy)

r—t

1</t (x+t—35)2—(x—t+s)?
0

5 5 e *"tds + cos?(x + )

+ cos?(z —t) + et — e*tﬂ”)
% (Qx/ot(t —s8)e*"tds + cos?(x + t) + cos®(z — t)
+etT — emtm)

g (t—1+e ") +e *senht + % (cos?(z +t) + cos®(z — 1)) .

En la figura [2.5 se representan los valores de la solucién para ciertos valores

de t.

O
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u(lx,1/5)

e u(x,1/10)
e u(x,0)

Figura 2.6: Solucién del Ejercicio 2:2.2]

Ejercicio 2.2.2 Resolver el siguiente problema unidimensional:

Ut (2, 1) — Ugy (2, 1)
u(z,0) =

u(z,0) =

Solucién: Aplicando de nuevo la

la figura :

1 t r+t—s
u(z,t) = 2(/0 / (y+s)?dyds +
r—t+s

(x + 1), t>0,zeR,
, z € R,
senh x, r €R.

férmula de D’Alembert llegamos a (véase

x+t+x—t
2 2

3 3

282 5
— 4+ —— +t“2° + 2z +cosh(x — t) — cosh(z —¢) | .

Ejercicio 2.2.3 Resolver la siguiente ecuacion bidimensional

(7 (.’E, Y, t) - Azu(xu Y, t)
u(z,y,0)
ut(xa Y, 0)

xyel, t>0,z,y€R,
'T2_ya xayER7
T+, z,y €R
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Solucién: En este caso, el método del descenso de Hadamard nos dice que
la solucién de este problema viene dada por la expresion.

U(.’L‘, y?t) = U1 ($7yat) + U2($,y,t) + U3(Z‘,y,t), (235>

donde:

pqe
1(z,y,t) // dpdqds,
" 27 Jo Ja(wapi-s) VE—9)2 —p)?—(y—q)?

9 (1 P’ —q
ug(@,y,t) = o 7/ dp dq
2100 = <2W B(wt) VEE—(p—1)2— (¢ —y)?

1 / p+q
27 By VE— (p—2)% — (4 — y)?

uz(z,y,t) = dpdgq.

Debemos, por consiguiente, calcular las integrales anteriores. Para ello, rea-
lizando el cambio de coordenadas

p—x=(t—s)r cosb, qg—y=(t—s)rsenb,

y aplicando el teorema del cambio de variable, obtenemos que:

1 Lt 27 (o4 (b —s)r cosO + (t —s)r senf)e®
weant) = o [ [ e G g e
xr(t—s)dfdrds

=

= xy/o(t—s)e ds
= zy(el—1-1).

Realizando ahora el cambio de coordenadas

p—x=tr cosb, q—y=trsen, (2.36)

y usando de nuevo el teorema del cambio de variable, obtenemos que:
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Figura 2.7: u(z,y,0) Figura 2.8: u(zx,y,1)
/ s dpdg = /l/h(ﬂtrcoswtrdedr
B(a)) VI — (p—2)2 = (q—y)? oo  Viee
1 r27
(y+trsenf)
B " trdfdr
/O 0 V1 —r2

Por lo tanto:

u2($7y,t) = t2 —|—.’L‘2 - Y.

Finalmente, de forma analoga a la anterior integral, llegamos a que

1 (Y [P"z+trcosO+y+trsend
uz(z,y,t) = ﬂ/o/o N trdfdr

Loar
= (x—i—y)t/o o2
= (z+y)t.

Con lo cual, la solucién buscada viene dada por la expresion

u(a,y,t) =zy (e —1—t) + 2 +2° —y+ (x+y)t
y que se representa en las figuras2.7]y 2.8l parat =0y t = 1. 0

Ejercicio 2.2.4 Resolver la sigutente ecuacion bidimensional

utt(xvyvt) _A:vu(x,yvt) = .’ﬂs—yCOSt, t>07 z, yER,
u(z,y,0) = z—y, z,y €R,
U/t(xvyao) = $+y3, z, yER
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Solucién: Al igual que en el ejercicio anterior, sabemos que la tinica solucién
de este problema viene dada por la expresion

“(%Z/at) = U1($7yat) + UQ(Qf,y,t) + U3($7y7t)-

En este caso:

wi(z,y,8) = ///27r x4 (t—s)r cos0)® — (y + (t — 5) 7 send) coss

V1—r2
xr(t—s)dfdrds

223+ 3z (t—s)r? —2y cos s
// Wi r(t—s)drds

/ ((t—s) >z +2°—ycoss) (t—s)ds

0

1
= 1 (t4m—|—2t2x3—4y+4y cost).

Por otro lado:

1 1 1 27\'
—/ Pa dpdq = —/ / (tr cos® + x)
27 Jp(@an V2= (0 —2)2 = (¢ —y)? 27 Jo Jo

t
x (tr senf +y) L agdr

V1—r?

Loy
tz —dr
y/o V1—1r2

= txy.

Con lo cual:

0 1 pq
us(x,y,t) = — —/ dpdq | =xvy.
(.0 = 5 (2” B(ay)t) VI — (p— )% — (¢ — y)?

Por dltimo:

A S T 5
ug(z,y,t) = ﬂ/o/o ﬁ(tTCOSG—l—J:—i—(trsenQ—l—y))dﬁdr

1

t

/ 2\/%(2x+3r2t2y+2y3)dr
0 _

= t@+t2y+yd).

La solucién buscada (véanse las figuras v [2.10]) viene dada por la expre-
sion
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Figura 2.9: u(z,y,0) Figura 2.10: u(z,y,1)

(o +2620% —dy+4y cost) +ay+t(x+2y+y°).

-

u(z,y,t) =

Ejercicio 2.2.5 Resolver la siguiente ecuacion tridimensional

utt(xaywzvt) - Awu(x7y7zﬁt) = z—- yt37 t> 07 z, Y,z c Ra
u(m7y7zao) = Y, %yaZGR’
ut(m,y,Z,O) = 517+y, z, y,zGR.

Solucién: En este caso la solucion viene dada por la siguiente expresion:

u(:c,y,z,t) = ul(xay,zat) + u2(z,y,z,t) + u;,»(:c,y,z,t) + u4(:c,y,z,t).
Donde
1

ATt JoB((2,y,2).0)

1
t) = — dSy g w,
uz (2, Yy, 2, 1) 47Tt/83((w,y,z),t)(p+q) pq

Ul(xay,zvt): pqupqum

1
)= —— _ —d
us(2,y,2,8) = 3 /83((%2)@ (yp—2)+2(g—y)) dSpqu

¢ 1
ug(x,y, 2,t) = P E— w—qs®) dS,qw | dt.
4( 4 ) /[; 47 (t - S) (/;B((z,y,z),t—s) ( I ) pa )

Aplicando la definicién de integral de superficie, deducimos que
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1
ATt JoB((2,y,2),0)
1 pq

2mt /B’((x,y),t) V= (z—p?=(y—q)?

ul(xayazvt) pqupqw

dpdgq.

Realizando el cambio de coordenadas (2.36)), tenemos que esta tltima expre-
sién es igual a

1 (Y (" (z+trcosh) (y+trsenb)r /1 T
— dodr =z ——dr=uxy.
/ / V1—r2 Y 0o V1—r2 Y

Del mismo modo, tenemos que:

1/1/2”(gc+trcos9+y+trsen0)rtd9dr

U2($7y72'at) m

1 T
t(x+ —d
@y [ e

= t(z+y)

2T
t cosf t sen
(g, 2 1) = // (xrtcos+yrtsend) e d0dr— 0.
27 V1I—12

Finalmente, para calcular u,4, usando la definiciéon de integral de superficie,
sabemos que

/ (w—qs3) dSpqw =
OB((w,y,2),t—s)

V=P -p-2 - (a-y’—qs’
/((x,y)t 5) V=52 —=(p—x)2—(q—y)? pe

dpdq

z—\/(t—s)?—(p—2)>—(q—y)?—qs°
+/B((1:y)t s) V=352 —(p—2)?— (¢ —y)?

z—qs3

=2
/B«x,y),ts) VE—3)?2—(p—2)?— (¢ —y)?
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con lo cual

z—qs3

ug(x,y,2,t) = // dpdqds
27 Jo J@mi—s V-2 — (p—2)° — (g y)?

_ ///27r y”(lt:jgsena) r(t — ) d6 dr ds

= // % —s)drds
= /(t—s)(z—ys)ds

0
12 t°
= g Ty

Asi pues, la solucién buscada es igual a
t2 t5

t) = t Sy —
u(r,y,2,t) =y + (w+y)+z2 Y5g°

Ejercicio 2.2.6 Resolver la siguiente ecuacion tridimensional

utt(xvyazvt) - Aacu(xayvzﬁt) = y2 Senta t> Oa r,Y, 2z € Rv
U(Z,y,Z,O) = l'2+y2, l’,y,ZGR,
ut(xvyvzao) = Yy—z x, y,ZER.

Solucién: Nuevamente, la solucién viene dada como la suma de cuatro fun-
ciones:

u(xayazvt) = ul('rayazvt) + U2(1’7y72’at) + U3(93vya27t) + U4(«I,y72,t),

En este caso

1
ty = —— 2 2) dS, o w
uy (2,9, z,t) 4M2/8 e (P* +¢%) dSpq

_ 1/ p+q dpdq
27t JB (@2t V12— (@ —p)2 = (y—q)?

27 . 2
_ L/ / (x+trcosf)®+ (y+trsenb) - d0 dr
V1—r2

(T2 t2 4+ 2% + y2) dr

-
/0 V1—1r2
2

t
= Pyt 2o,



Ecuaciones Hiperbdlicas 63

1
) = — —w)dS, g
ug(:r:,y,z,) Arnt aB((m,y,z),t)(p U}) pq
_ 1 q*\/tzf(pfx)t(qu)hzdpdq
AT @y V= ( x*p)Z*(yfq)Q
s g+ —(p—2)2—(¢—y)? - dpda
AT (g VP —(x—p)?—(y—q)?
1/ qu
= 3 dp dq
27 (@ VI — (@ —p)? = (y — q)?
2
y—l—trsen@
= Tthdr:
// \/1—r2
= ty—=z dr
(y )/0 ﬁiﬂ
= t(yfza
1
) = 0 - —y)) dSpqu
wewnt = g [ et ds,

rdfdr

B //27T (x+rtcos@)r cosd + (y+rtsend)r send
V1—1r2
= 2t2/ dr
0 1—r2

4
= 2
3

t
1 2
t) = dSpow | d
ug(z,y, 2,1) /047r(t—s) (/83(( )%Z)t_s)q sen s pq> s

27r —
/// (ytr(t=s)sendf sens o gqras

V1—1r2

— 2
= // (t—s)"+ y)sensr(t—s)drds

V1—1r2

= 3/0(t—s)((t—s) +3y?) sensds

1
= gt(3y2+t276)+(2—y2) sent.

Con lo cual, la solucién buscada es igual a

t3
u(z,y, z,t) =$2+y2+§+2t2+t(y2+y—z—2)+(2—y2) sen t.
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O

Ejercicio 2.2.7 Calcular la expresidn de las soluciones radiales u(x, t) = v(||z||, t)
de la ecuacion

uge (2, 1) — 4 Agu(e,t) =0, x€R®  t>0. (2.37)

Usar la formula obtenida para calcular la inica solucion de la ecuacion an-
terior con condiciones iniciales u(x,0) =0 y ui(x,0) = ||z||.

Solucién:  Denotando por r = ||z||, teniendo en cuenta que

Utt(% t) = Utt(ﬁ t)a

Uy, (z,1) = vp(1,1) ﬁ, para todo i=1,2,3,
r

r? — o2 x?
Ugyz, (X, 1) = v, (1, ) Tl + Upp (1, 1) r—;, para todo i=1,2,3.

Deducimos que

Au(z,t) = vpp(r, t) + 2vr(r, t).
T

Con lo cual, la ecuacién de partida se transforma en la ecuacién unidimen-
sional

vy (r,t) — 4 (’Ufr‘r(r, t) + %vr(r, t)) =0.

Definiendo ahora
w(r,t) =ro(rt),

tenemos que w es resuelve la siguiente ecuacién con coeficientes constantes
IUtt(’/‘, t) - 4’11)7«7»(7‘, t) = O, r> O7 t> 0.

Estamos pues ante una ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes
constantes, cuyo discriminante es igual a 4, con lo cual la ecuacién es hiperbélica.

En este caso las curvas caracteristicas que nos caracterizan el cambio de
variable vienen dadas al resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias

y = +2.
Por lo tanto el cambio de variable serd
E=¢(rt)y=t+2r, np=1(rt)=t—2r

No es dificil verificar que z(§,n) = w(r,t) satisface la ecuacién
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2en = 0,

cuya solucién general viene dada por

z(&n) = f(§) +g(m),  con [f(0)=0,

0, de modo equivalente,
w(r,t) = f(r+2t) +g(r —21), con f(0)=0.

Asi pues, la solucién general de la ecuacién ([2.37)) viene dada por la expresion

fUl=l[ +2¢) + g(ll=]| - 2¢)

u(z,t) = v(|lall, £) = o . con f(0)=0.
x
En el caso particular de las condiciones iniciales u(z,0) = 0y u(z,0) = ||z]|,
deducimos de la expresién general que f = —g.

Derivando respecto de t tenemos que

_ 2/l +28) + 2 £ (]| - 2¢)
]

ug(z,t)

)

con lo cual

] = we(z,0) = 4f||<ll|l>

2

r
Por lo tanto f'(r) = o ¥ por consiguiente,

3

fr) =15

La expresion de la tinica soluciéon buscada, viene dada por

(l=ll +20)* — (l=]| = 28)*
12 |

u(z,t) =

2.2.2. Ejercicios propuestos

Resolver las siguientes ecuaciones en derivadas parciales:

1.
upt(x,) — uze(x,t) = x4+t t>0,zeR,
u(z,0) x2, z € R,
u(x,0) = —2u, r R

t3 1
Solucién: u(z,t) = r +t2 4 3 (t—4)tx+ 22
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2.
(@, t) — uge(x,t) = wel, t>0,z€eR,
u(x,0) = senwz, x € R,
ut(x,0) = coshu, z eR.
Solucién: u(z,t) = x (¢! —t — 1) + cost senx + coshz senht.
3.
uge(x,y,t) — Agu(z,y,t) = x4+ ﬁytz’ t>0,z,ycR,
U((E,y,O) - x2_y23 z, yERa
ut(xayvo) = I z, yGR
Solucién:
t2
u(z,y,t) :tx—|—7x—|—x2—y2+ty arctant — y log /1 + t2.
4. n
rTy
utt(xvyvt)_Azu(xvyvt) 1+t2’ t>07 9573/6]&
u(z,y,0) 4 —y, z,y € R,
ut(xvy70) xy—5y2, .’E,yGR.
Solucién:
5 .
u(x,y,t) = 4f§t37y+ta:y—5ty2+(z+y) (1 +t arcsenht — 1+ t2) .
5.
utt(‘r?yazvt) - Aa:u<xay7z7t) = gv t> 0; x, Y, z S R7
u(x7y7 0) = Z27 :L.7 y?’z 6 R’
ut(xvzho) = l’y, x, y7 zZ € ]R
.. 2 2 % 2
Solucién: u(z,y,z,t) =t +texy+tz+t 1 + 2%,
6.
u(z,y,2,t) — Agu(z,y, 2,1) ye !, t>0, 7,y z€R,
u(x’ y? 0) Z’ x? y’z 6 R?
ut(x7y70) $+y+Z, x7yuZ€R'

Solucién: u(z,y,z,t) =zt +y (2t —1+e ") + 2z (t +1).
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2.3. Ecuaciones Parabdlicas

En esta 1ltima seccién resolvemos ecuaciones parabdlicas de una, dos y tres
dimensiones. Para ello usaremos la expresion general de la solucién, si bien
usaremos las propiedades cualitativas de las funciones que intervienen en la
expresion para poder resolverlas directamente.

2.3.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio 2.3.1 Resolver la siguiente ecuacion unidimensional
ur(z,t) — uge(z,t) = €, t>0, reR,
u(z,0) = cos3z, z€R.

Solucién:
Definiendo para todo x € R y ¢ > 0 el nicleo integral K del siguiente modo

K(z,t) = e 47, (2.38)

y denotando por

¢
ul(as,t)z/ /K(a:—y,t—s)esdyds
0o JR

ug(z,t) = / K (z —y,t) cos3ydy, (2.39)
R
sabemos que la inica solucién buscada viene dada por la expresion
u(x,t) = uq(z,t) + ua(z, t).

Por otro lado, dado que

/ K (z,r)dz=1, paratodo r >0, (2.40)
R

deducimos que

w2, 1) :/Otes (/RK(x—y,t—s)dy> ds = et — 1.

Sin embargo resolver la integral (2.39)) es mucho més complicado. Para ello
debemos tener en cuenta que ug es la tinica solucién del siguiente problema

v(x,t) — veu(z,t) = 0, t > 0; v(z,0) = cos3x. (2.41)

Este problema puede resolverse buscando una solucién dada en variables sepa-

radas
v(x,t) = X(z) T(t).
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\\\(7/ \ij/// WO kkv

Figura 2.11: Solucién del Ejercicio 2.3:1]

u(x,0)

u(x,1/10)

-21

Con lo cual la ecuacién (2.41]) se transforma en

X(x)T'(t) — X"(x)T(t) =0, X(x)T(0)=cos3uz.

De la segunda igualdad, deducimos que, caso de existir solucién de este tipo,
necesariamente se ha de verificar que
cos3x

X(z) = T(0) =ccos3z.

Por consiguiente
X" (z) = -9 X (x).

Asi pues, deducimos que la primera de las ecuaciones se transforma en

X(x)(T'(t)+9T(t)) =0, paratodo z€ R yt>0.

Al no ser la funcién X idénticamente nula en R, obtenemos que forzosamente
se ha de verificar que

6791‘/

T(t)=T(0)e ' = —

con lo cual, la tnica solucién del problema (2.41)) viene dada por la expresién

-9

v(z,t) =e " cos3x

y, como consecuencia, la tnica solucion del problema estudiado resulta ser

u(z,t) = e — 1472t cos 3.

En la figura[2.11] se representa la grafica de la solucién para distintos valores
de t. O
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Nota 2.3.1 Las soluciones de los problemas de evolucion pueden ser represen-
tados de forma natural mediante problemas de cdlculo simbdlico. En este caso
concreto podemos ver la evolucion de la temperatura representando la solucion
mediante el programa MAPLE. Los comandos serian:

with(plots);
u:= (x,t) = exp(t) — 1 4+ exp(—9 * t) * cos(3 * x);
plot({u(x,0),u(x,.1),u(x,.2)},x = -2 Pi . . 2% Pi);

Ejercicio 2.3.2 Resolver la siguiente ecuacion unidimensional

ug(x,t) — uge(x,t) = senhz cosht, t >0,z €R,
u(z,0) = sen?w, z €R.

Solucién:
Usando la expresion (2.38]) sabemos que la tinica solucién buscada viene dada
por la expresién
U(SC, t) = Ul(fE, t) + ’lLQ(l’, t)v
siendo

t
ul(x,t)z/ /K(m—y,t—s) senh y cosh s dy ds
0o Jr

us(x,t) = / K (x —y,t) sen® y dy.
R

En este caso, la resolucion de ambas integrales es muy complicada. Por lo
que para su calculo efectivo es necesario tener en cuenta las ecuaciones que estas
expresiones resuelven.

En un primer momento, para deducir la expresion de u;, debemos tener en
cuenta que la funcién

vi(x,t) = / K (x —y,t) senhydy
R
es la unica solucién del problema

ve(,t) — Vg (2, 8) =0, t > 0; v(z,0) = senh z. (2.42)

De nuevo, al igual que en el ejercicio anterior, podemos buscar la solucién
dada en variables separadas

vy (z,t) = X () T(t).

De la segunda igualdad deducimos que, caso de existir solucién de este tipo,
necesariamente se ha de verificar que

h
X(z) = s;rzo)m = ¢ cos2zx.
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Con lo cual, la primera de las ecuaciones se transforma en

X(z)(T'(t)—=T(t)) =0, paratodo z€ R yt>0,

es decir

con lo cual, la tnica solucién del problema ([2.42)) viene dada por la expresién

vy(z,t) = e’ senhz.

Asi pues, tenemos que

(t e! + senh t) senh x.

| =

¢
up(z,t) = / e'~® senhx coshsds =
0

Para obtener la expresiéon de us, usamos el hecho de que esta funcién es la
tnica solucién del siguiente problema
(e, 1) — v, t) =0, t > 0; v(z,0) = sen® z.
Para obtener la solucién en variables separadas, usamos la expresiéon

9 1—cos2zx
sen" = ————

Con lo cual
u2(1',t) = wl(x7t) + wQ(‘Tat)a

siendo wy la unica solucién del problema

1
we(z,t) — Wye(x,t) =0, t > 0; w(z,0) = 2 (2.43)
y wy la correspondiente a
2
wi(2,t) — wep(w,t) =0, t > 0;  w(z,0) = 70052 < (2.44)

Es evidente que wi(z,t) = 1/2 es la tnica solucién de (2.43)), con lo cual,
obtener la expresion de us se reduce al cilculo de la funcién w,. Para ello,
buscamos de nuevo una soluciéon dada en variables separadas

wa(x,t) = X (x) T(t).

Con lo cual la ecuacién (2.44) se transforma en

cos2x

X(@)T'(t) = X"(@) T() =0, X(2)T(0) = ==

Razonando de forma andloga al caso anterior, obtenemos que la tinica solu-
cién del problema ([2.44)) viene dada por la expresién
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2t /u(x, 1/5)

u(x,1/10)

u(x,0)

-T

Figura 2.12: Solucién del Ejercicio 2.3:2]

—4

1
wo(x,t) = —5e tcos2x

y, por lo tanto

ug(z,t) = =(1 — e~ cos2).

5
Asi pues, concluimos que la unica solucién del problema viene dada por la
expresion
1
u(x,t) = 3 (1— e *" cos2z + (te' + senht) senhz) .

En la figura se representa la gréafica de la solucién para distintos valores
de t. O

Ejercicio 2.3.3 Resolver la siguiente ecuacion unidimensional

dug(z,t) — upy(z,t) = 0, t>0,zeR,

u(z,0) 277" peR.

Solucién:

Para calcular la expresién de la soluciéon buscada, debemos hacer un cambio
de variable en el que se normalice la velocidad de trasmisién de la temperatura.
Para ello definimos

v(z,t) = u(x,41).

Claramente, la funcién v es la tnica solucién de la ecuacién

ve(x,t) — Vg (x,t) =0, t>0, xz €R, u(x,0) = e“_zz, x €R.
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\\\ u(x, 1)
u(x,1/2)
3t (x, 0)

Figura 2.13: Solucién del Ejercicio 2.323]

Por consiguiente, se satisface que

1 ey)?
v(w,t):/K(w—yJ)er‘yQ dy:/—\/me‘( = e2uv gy,
R R

En este caso, sin mas que tener en cuenta que

2 2
T —y 1+4¢ x Tz+4t
u+2y,y2 — ( ,yQ

1t 1\ 1x4ar T VTvay

144t (x4t \? | 4t+2z—a?
B 4t \1+4t 4t+1 7

deducimos que

4t42x—a?

It+1 = 2
v(z,t) = eﬁ 5 e (Fa—v) dy.

Realizando el cambio de variable

T+ 4t
=+1+4t —
? i <1+4t y)

y usando la expresién ([2.40)), llegamos a que

4t42z—a2
e dtil
v(z,l) = —F/—.
(,¢) vat+1
Por consiguiente
t422—a2
4) e t+1
u(z,t) =v(x,t = —
(@0) = vl 1/4) =~

es la solucién buscada (véase la figura [2.13]).
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Ejercicio 2.3.4 Resolver la sigutente ecuacion bidimensional
ug(2,y,t) — Apu(x,y,t) = el cosdz seny, (x,y) €R?;t>0,
u(z,y,0) = cosz seny, (z,y) € R2.

Solucién:
En este caso sabemos que la tnica solucién buscada viene dada por la ex-
presién
U($7 Y, t) = U1(.13, Y, t) + UQ(J"’ Y, t)v
donde

t
uy(z,y,t) E/ K(x—p,y—q,t—s)e’ cos3psen2qdpdqds
0o Jr2

ug(w,y,t) = / K (z —p,y —q,t) cosp senqdpdg.
R2

En esta situacién tenemos que para todo x, y € R y t > 0 el nicleo integral
K viene dado por la expresién

K(z,y,t) = (2.45)

Adrt

Nuevamente, la resolucién analitica de estas integrales no es muy sencilla.
Por lo tanto usando el hecho de que la funcién us es la tunica solucion del
problema

ve(z,y,t) — Dpv(z,y,t) =0, t >0, v(x,y,0) =cosz seny,

calcularemos la expresion de us como la tinica solucién de este problema, dada
en variables separadas. Asi pues

us(z,y,t) = X(2) Y (y) T(t).
Con lo cual se ha de verificar que
X(@)Y(y) T'(t) - (X"(2)Y(y) = X(2)Y"(y)) T(t) =0, t>0, =z yeR,

junto con
X(z)Y(y)T(0) =cosx seny, z,ye R.

Por lo tanto,

X(x) = ¢ cosx, Y(y) =cy seny, con T(0)=

Asi pues deducimos que

X(@)Y(y)(T'(t)+2T(t) =0, t>0, =z, yeR,
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Figura 2.14: wu(z,y,0) Figura 2.15: u(x,y,1)

con lo cual

Concluyéndose que

us(z,y,t) = e 2" cosxseny.

Para el cédlculo de uy, debemos tener en cuenta que la funcién
vi(z,y,t) = / K (z —p,y —q,t) cos3p sen2qdpdq
R2

es la solucién del problema
ve(z,y,t) — Ay v(z,y,t) =0, t >0, v(zx,y,0) =cos3x sen2y.

Razonando del mismo modo que en el calculo de la funcién us, deducimos que

13

vi(z,y,t) = e 13" cos 3z sen 2y.

Por consiguiente

et _ 13t

11 cos 3x sen 2y

t
ur(z,y,t) = / e® e 1379 ¢os 3z sen 2y ds =
0

y la solucién buscada (véanse las figuras|2.14)) y[2.15)) viene dada por la expresién
t_ 13t

14

e

u(z,y,t) = ’

cos 3z sen 2y + e~ 2! cosx seny.

Ejercicio 2.3.5 Resolver la siguiente ecuacion bidimensional
ug(2,y,t) — Apu(x,y,t) = tcosh3dz seny, (x,y)€R?;¢t>0,

u(x,y,0) = cosz senhy, (z,y) € R2.
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Figura 2.16: u(x,y,0) Figura 2.17: u(z,y,1)

Solucién:
Nuevamente la tinica solucion viene dada por la expresion

U(I7yat) = U1($,y,t) + UQ(Iaya t)v

donde

t
uy (z,y,t) E/ K(x—p,y—q,t—s)scosh3psen2qdpdqds
0o Jr2

ug(z,y,t) = [ K (x—p,y—q,t) cospsenhqdpdg,
RZ

siendo K el ntcleo integral dado por la expresion (2.45)). Dado que us resuelve
la ecuacién

ve(z,y,t) — Dgv(z,y,t) =0, t >0, v(x,y,0) = cosx senhy,
buscamos us dada en variables separadas:
up(z,y,t) = X () Y(y)T(t), t>0, =z yeR.

Necesariamente se debe verificar

X(z) = ¢y cosx Y(y) = ¢g senhy, con T(0)= o
162

Por lo tanto, obtenemos que

X(@)Y(y)T'(t)=0, t>0, =z yeR,

Por consiguiente
uz(x,y,t) = coszsenhy.
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Por otro lado, dado que
vi(z,y,t) = / K (z —p,y—q,t) cosh3p sen2qdpdg,
R2

es la solucién del problema
ve(z,y,t) — Dpv(x,y,t) =0, t >0, v(x,y,0) =cosh3zsen2y,
procediendo como en el caso anterior, obtenemos que

5

vy (x,y,t) = e cosh 3z sen 2y.

Con lo cual, deducimos que
t
ur(x,y,t) = / se® %) cosh 3z sen 2y ds
0

t
= ¢°! cosh3z sen2y/ se ®%ds
0

5t+1— et
= —% cosh 3x sen 2y.
La solucién buscada serd (véanse las figuras y [2.17)
5t+1—edt
u(x,y,t) = cosx senhy — ot l-e cosh 3z sen 2y.

25

Ejercicio 2.3.6 Resolver la siguiente ecuacion bidimensional

2ui(z,y,t) — Npu(z,y,t) = e ‘tcos2xsendy, (x,y) € R?;t>0,

u(x,y,0) = cos(z+y), (z,y) € R2

Solucién:

En este caso, para poder aplicar la expresién de la solucién en funcién del
nicleo integral K dado por la expresién ([2.45)), debemos eliminar la constante
2 normalizando el pardmetro. Para ello, debemos tener en cuenta que u(zx,y,t)
es una solucion del problema considerado si y soélo si

v(z,y,t) = u(z,y,2t)
es solucion de la ecuacion

vi(z,y,t) — DNpv(e,y,t) = e 2lcos2rsendy, (v,y) €R?;t>0,

v(z,y,0) = cos(z+y), (z,y) € R?
Esta ultima ecuacion tiene solucién tnica dada por la expresion

’U(l‘,y,t) = Ul(-r7y7t) + U2($,y,t),
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Figura 2.18: wu(z,y,0) Figura 2.19: wu(z,y,1)

donde

¢
vi(z,y,t) = / K (x—p,y—q,t—s)e 2 cos2psen3qdpdqds
0o Jr2

we.t) = [ K@= py=at) cos(p+ ) dpds
Dado que wvs resuelve la ecuacién
ve(z,y,t) — Dpv(z,y,t) =0, t >0, ov(x,y,0) = cos(z+vy),
intentamos calcular v, del siguiente modo:
va(z,y,t) = Fle+y)T(t), t>0, =z, yeR.

Caso de existir una solucién de este tipo tenemos que

#) =70y

Dado que AF(x +y) = —2F(z + y), deducimos que la funcién T debe
verificar Por lo tanto, obtenemos que

T'(t)+2T(t) =0, t>0,

con lo cual

vo(x,y,t) = e 2t cos (z + ).

Para el cédlculo de la funcién vy, usamos el hecho de que la funcién

wl(w,y,t)E/ K (z —p,y —q,t) cos2p sen3qdpdg,
]RZ
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resuelve el problema
ve(z,y,t) — Dy v(z,y,t) =0, t >0, v(z,y,0) =cos2x sen3y.

De forma andloga a como se ha procedido en los ejercicios anteriores, llega-

mos a que

3

wy(z,y,t) = e 3t cos2x sen3y.

Por consiguiente

t
v (z,y,t) = \/67286713@75) cos2x sen3yds
0

—2¢ —13¢
e —e

= ——— cos2x sendy.

11 Y

Finalmente, la solucién del problema considerado (véanse las figuras y

2.19)) resulta ser

et _ o—13t/2
u(z,y,t) = v(z,y,t/2) = e " cos (z +y) + I cos2x sen3y.
a
Ejercicio 2.3.7 Resolver la siguiente ecuacion tridimensional
u(z,y,2,t) — Dpu(r,y,2,t) = esen(x+y+2), (v,y,2)€ R3t>0,

u(x,y,2,0) = cos(z+y+2), (x,y,2) € R3.

Solucién:
La tnica solucién de este problema viene dada por la expresién

u(‘T,yaZat) = ul(x,yazat) + u2(x,y,z,t),
donde

t
ul(x,y,z,t)z/ K(x—py—q,z—rt—s)e’sen(p+q+r)dpdgdrds
o Jrs

y
us(z,y, z,t) = / K(x—py—q,z—r,,t)cos(p+q+r)dpdgdr.
R3
Al estar ante una ecuacién tridimensional, el nicleo integral K serd igual a

_ 224y2 422
e 4t

(Vart)®

Dado que la funcién us resuelve el problema

K(z,y,z,t) = (2.46)

Ut($7y72at) - sz(%y,zvt) = 0) t> 07 U(xvyazvo) = COS (J} + ) + 2)7
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intentaremos calcular la expresién de la funcién us dada del siguiente modo:
us(z,y,2,t) = Fle +y+ 2) T(t).

Las funciones F' y T han de satisfacer necesariamente las siguientes igualda-
des:

Flz+y+2)T'(t)—-AF(x4+y+2)T(t)=0, t>0, =z 9, z2€ R,

Flx+y+2)T0)=cos(z+y+2), zy, z€R.

En consecuencia

Fe) = o

Por lo tanto
0, lo que es lo mismo,

De este modo deducimos que

us(z,y, 2,t) = e 3 cos (x 4+ y + 2).

Por otro lado, la funcién
vi(z,y,z,t)= | K(z—p,y—gq,z—rt)sen(p+q+r)dpdgdr
R3

es la solucién del problema
ve(z,y, 2,t) — DNpv(z,y,2,t) =0, t >0, v(z,y,2,0) =sen(z+y+ 2).
Al igual que en el caso anterior concluimos que
vi(z,y,2,t) = e 3t sen (z +y + 2).

De esta expresién deducimos que
et _ =3t

1 sen (x +y + 2),

t
ui(z,y, 2,t) = / efe %) sen (x4 y + 2) ds =
0

con lo que la solucién buscada viene dada por la expresion

t e—3t

u(z,y, 2,t) = e 3! cos(m—l—y—i—z)—i—e% sen (z 4+ y + 2).
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Ejercicio 2.3.8 Resolver la siguiente ecuacion de dimension tres
u(z,y,2,t) = Dpu(w,y,2,t) = 1, (z,y,2) € R% >0,
u(%y, Z,O) = e—(w2+y2+22)’ (x7y7 Z) € Rs'

Solucién:
De nuevo, la tinica solucién de este problema viene dada por la expresién

u(z,y, z,t) = ur(z,y, z,t) + ua(x,y, 2,t),

siendo, en este caso,

t
ul(m,y7z,t)5/ K(zx—py—q,z—rt—s)dpdqdrds,
0o Jrs

UQ(I, Y, =, t) = / K (gj -0y —4qz—-T, t) 67(p2+q2+7‘2) dpdq dr?
R3

y el nicleo integral K dado por la expresién (2.46)).
Del hecho de que

K (z,t)dz=1, paratodo t>0, (2.47)
RS

deducimos que

t
ui(x,y, z,t) E/ ( K(m—p,y—q,z—r,t—s)dpdqdr) ds =t.
0o \JRrs

Para el computo de la funcién us, denotando por X = (x,y,2) € R? y
P = (p,q,7) € R3, tenemos la siguiente igualdad

us(X,t) = K(X —Pt)e IPIPgp
RS

1 I x—P|? 2

- - - —1P]|

= e it e dP.
(Vamt)? /R?’

Para la resolucion de esta integral debemos tener en cuenta las siguientes
igualdades

| X — P||? 2 1+4t ([IX]? 2
= 1 4P kel | N ) P P
4t e 4t 144t 1+4¢ >+l
144t X x|
a 4¢ 1+4+4¢ 4t +1

2
X
| - virme| xpe
4t 4t +1°
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donde, por < -,- > se denota el producto escalar en R 3.
Por consiguiente, usando la propiedad (2.47)), llegamos a la siguiente expre-
sion:

BE eyl
w(X,t) = —— [ TP
( 47Tt)3 R3
2
_ix)? 7“7\%*‘?“
. e 1+4t / e 4t dQ
(\/47Tt)3 R3 (\/1 +4t)3
- P

(VI+4t)3
Asi pues la solucién buscada viene dada por la expresién

_ 2249?4252
e 1+4¢

u(x,y,2,t) =t + ———.
@y, 2%) (VI+4t)?

2.3.2. Ejercicios propuestos
Resolver las siguientes ecuaciones en derivadas parciales:

1.

1
1) — Uz (2, t) = y t>0, ER,
u(z,t) — gy (z, 1) T x
u(x,0) = —senbx, z €R.
Solucién: u(z,t) = arctant — e~ 2! sen5x.
2.
et
ut(x,t)—um(x,t):m senz, t>0, z eR,
u(x,0) = cosh 3z, x €R.
‘s 1 —t 2 9t
Solucién: u(zx,t) = 5 senze log (1+t°) +e’" cosh3z.
3.

u(z,y,t) — Apu(z,y,t) =e', (z,y) € R%t>0,

uw(x,y,0) = cosz seny, (x,y) € R

Solucién: u(z,y,t) = e! — 1+ e 2t coszseny.
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4.
ug(z,y,t) — Agu(z,y,t) = (1+5t) cosxseny, (x,y)€ R ¢t>0,
u(x,y,0) =sen (z —y), (z,y) € R2.
Solucién: u(z,y,t) = e 2! sen (x —y) +t cosz sen2y.
D.
u(z,y,2,t) — Apu(x,y,2,t) = (t+1)e ! cosh(x+2)sen2y, (x,y,2)€ R3¢t >0,
u(z,y,0) = sen(x—22), (z,y,2) € R3.
Solucién: u(z,y,z,t) =te~t cosh (z + 2) sen2y + e~ sen (v — 2 2).
6.
u(x,y,t) — Apu(z,y,t) = 2(1+t)senz, (r,y,2) € R3¢ >0,
u(r,y,0) = cos(y+z)senhx, (x,9,2)€ R3.

Solucién: u(z,y,t) = 2tsenz + et cos (y + z) sinh z.
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