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Esta guia tiene como objetivo mostrar algunas aplicaciones basicas del programa a las Ecuaciones
Diferenciales. Los topicos contenidos son:

Como ingresar una ecuacion diferencial

Obtener el tipo de Ec. Diff

Resolucion de Ec. Diff Ordinarias (ODE — Ordinary Diferential Ecuation)
Resolucion bésica de Ec. Diff Parciales

Resolucién de Ec. Diff mediante aproximaciones numéricas.
Graficacion de Soluciones

i CARGUE ESTA LIBRERIA ANTES DE

La libreria de interés es DEtools. USAR ALGUN COMANDO DE ESTA GUIA 1

Como Ingresar una Ecuacion Diferencial

Para ingresar una Ec. Diff, debemos entender que el programa no asume nada, por lo tanto si
tenemos una funcion f que depende de x ( f(x) ) debemos explicitar esta dependencia a
Maple.

Ej: dx (y-1) +dy (x+2) =0

Lo primero que debemos hacer es llevarlo a la forma y-1_. &

X+2 dx

Nosotros sabemos que la solucion que estamos buscando es una expresion y(x), por lo tanto
escribimos en Maple:

>ecl: =(y(x)-1)/(x+2)=-di ff(y(x),x);
ecl :=M=-§%{Y(X)%

X+ 2

d'g

dt? '’

Para una ecuacion de segundo grado como ¢ +|gsen(q) =0donde g =

una forma de

ingresarla seria:

>ec2:=diff(theta(t), t$2)+g/l*sin(theta(t))=0;
2 .. .
o2 = %q(t)g+ gsn(a(t)) _,
Tt 5 '



Obtener el tipo de Ecuacion Diferencial

Nos introducimos ahora en el la libreria DEtools de Maple, por lo tanto la cargamos.
>w t h( DEt ool s):

Se ha utilizado dos punto en lugar de punto y coma para ahora espacio y no presentar
diferencias con las variadas versiones de Maple. Si Ud. Desea ver los comandos que incluye
esta libreria en su version, solo reemplace los dos puntos por punto y coma.

Con el simple uso del comando ‘odeadvisor’ podemos averiguar que tipo de Ec. Diff estamos
trabajando. Usando los mismo ejemplo anteriores:

>odeadvi sor (ecl);

[_separable]
A 3 ’ . y = 1 _ dy .
Nos entrega que la ecuacion ‘ecl’, es decir, ao d—es de variable separable, lo cual es
X+ X

correcto.
Analizando la segunda ecuacion.

>odeadvi sor (ec2);
[[_2nd_order, missing_x], [_2nd order, reducible, mu x y1]]

Obtenemos que es de segundo orden con un término ‘X’ no presente. También es
considerada como una ecuacion de segundo orden reducible. El tercer término se hace
relacion al factor integrante a utilizar.

Este comando ha evolucionado con las versiones de Maple. Aqui (y en toda la guia) hemos

presentado la salida da la versién 7.00. Veamos que ocurre con la version 5.00:

>odeadvi sor (ec2);
[[_2nd order, missing x],[_2nd _order, with linear_symmetries]]

Obtenemos resultados diferentes. También identifica a la ecuacién como de segundo grado
con termino ‘X’ ausente, pero ahora encuentra ‘simetrias lineales’ en ella.

Analicemos otras ecuaciones conocidas. Aqui introducimos otras formas de ingresar las
ecuaciones a Maple.

> ec3: =D(y) (x) =(x"2-y(x)"2)/ (x*y(X)); A
odeadvi sor (ec3); dy _x°-y
dx Xy

X - y(x)?
X y(X)
[[ _homogeneous classA], rational, Bernoulli ]

ec3:= D(y)(x) =



>ecd:. =Diff(y(x), x)=(x+y(x)-3)/(x-y(x)-1); dy x+y-3
odeadvi sor (ec4); d_:-—-l
&4._1 (X)_X+y(x)'3 x Xy
B A A y(x)- 1

[[ _homogeneous classC], rational, [ _Abel, 2nd type, class A] ]

> ec5: =D(y) (x) +p*y(Xx) =q;
odeadvi sor (ech) ; —tyxp=q
ec5:= D(y)(x) +py(X) =q dx

[ _quadrature]

> ec6: =D(y) (x) +P(x) *y(x) =Q(x); d
odeadvi sor (ec6) ; Yy y>P(x) =Q(X)
ec6 = D(y)(x) +P(x) (x) =Q( ) dx

[ _linear ]

Truco de teclado: hemos realizado dos comandos por grupo de ejecucion (el >’ que presenta
Maple). Para hacer esto, presione SHIFT — ENTER al final de la linea y una nueva linea se
agregara sin ejecutar el comando que antecede.

Cabe mencionar que Maple conoce la forma de muchas otras Ec. Diff, como Riccati, Bernoulli,
exacta, etc. Si desea conocer que tipos de ecuaciones maneja su versién de Maple, consulte
la ayuda en la seccion Differential Ecuations - Classifying ODEs - Overview.

Como resolver Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODES)

Para resolver ODEs (Ordinary Differential Ecuations), utilizamos el comando ‘dsolve’ .

Para una sola ecuacion la sintaxis es muy simple como veremos a continuacion.
Resolvamos algunas de las ecuaciones antes planteadas.

>dsol ve(ecl);
x+ C1
X+ 2

y(x) =



>dsol ve(ec3);

142x*+4 C1 _1./2xX+4 C1
,Y(X)—E

Yx)=- 3 X X

>dsol ve(echb);

A (§P0) &9 0 (§-Pd)
y(x):g()(x)e dx+_Cl:e
[}

Notamos que el programa obtiene ambas raices en el caso de la ecuacién 3y aplica la
férmula correspondiente en la ecuacién 6. Tampoco omite las constantes de integracibn como
lo hace al integral directamente una funcion.

Otra forma de encontrar soluciones a Ec. Diff. con forma conocida, ya sea por experiencia o
con el uso de ‘odeadvisor’, es resolverlas con los comandos especializados de Maple. En las
versiones actualizadas del programa, los resultados en muchos de los casos son idénticos por
los 2 métodos, pero en ocasiones varia, dejando entrever el funcionamiento interno del
software.

Tomemos por ejemplo la siguiente ecuaciones de Bernoulli: y'+cos(X) xy = cos(x) xy*
La ingresamos y resolvemos por el método ya mencionado.

>ec7:=di ff(y(x),x)+cos(x)*y(x)=cos(x)*y(x)"3;
ec7:= %ﬂxy(x)% cos(X) y(x) = cos(x) y(x)°

>dsol ve(ec7);
1 1

- ’ y(X) =- -
J1+eZ J1+eZ

y(x) =

Luego apliqguemos el comando especifico de resolucion para ecuaciones de Bernoulli.

>bernoul lisol (ec7, y(x));

[y(x) =- L

4/l+ e(zgn(x))_Cl 4/1+e(2§n(x))_C1

Idéntico. Veamos ahora que sucede si probamos la version 5.00 del programa.

Y(X) = }

>bernoul lisol (ec7, y(x));

{w(x)=0, %: 1+ EIIE sl _ql

yix)



Entrega 2 soluciones posible que satisfacen: una trivial y otra que la misma obtenida con la
version 7.00 pero sin despejar.

Asi como existe ‘bernoullisol’, Maple dispone de muchos otros comandos para solucionar Ec.
Diff. especificas que se pueden consultar en la ayuda: Differential Ecuations > DEtools >
Solving Methods

Cuando trabajamos con sistemas de ecuaciones, es analogo a como lo hacemos con
ecuaciones no diferenciales.

>ecA =di ff(y(t),t)*x(t)=2;

?ﬂ Q(t) 2

>ecB:=di ff(x(t), t)=x(t)"2;
ecB ——x(t) x(t)?

>dsol ve({ecA, ecB}, {x(t), y(t)});
E{x(t)‘ ot ly(t)_

@ 110) /D ) O

o
i

Aqui hemos encontrado soluciones generales. Si necesitamos encontrar una solucion
particular, simplemente agregamos la condicion al comando junto con la ecuacion a resolver.

Tomando como ejemplo la ecuacion 3, queremos que la solucién pase por el punto (1,0)
>dsol ve({ec3, y(1)=0}, {y(x)});

(X)_},\/Zx V() = 14/2x4-2

X

Para encontrar el valor de la constante, este caso es facil de calcular inclusive mentalmente,
pero en otras ocasiones, se podria usar el siguiente procedimiento.

Tomando nuevamente la ecuacion 3:

Guardamos el resultado en una variable

>res: =dsol ve(ec3);
2x*+4 C1 12X +4 C1
Y(X) =5

X X

1
res:=y(x)=- >



Reemplazamos el _C1 por otra variable que arbitrariamente llamamos ‘constante’. Esto se
hace ya que las variables con el simbolo *_’ antepuesto que entrega el programa, son
protegidas, y no se puede operar con ellas.

>subs(_Cl=constante, res[1]);

_ 142x*+4 constante
y(x) =- 5 X

Reemplazamos los valores de nuestras condiciones.
>subs(y(x)=0, x=1, 9%;

0=- %42+4constante

Resolvemos para que valores de la ‘constante’ se cumple nuestra condicion. El resultado lo
guardamos en otra variable arbitraria que llamaremos ‘cte’, el cual es el valor que buscamos.
>cte:=solve(% constante);

_-1
cte:= )

Analogo para el sistema de ecuaciones descrito anteriormente, con las condiciones:
=1 'y y(0)=0

>dsol ve({ecA, ecB, D(x)(1)=1, y(0)=0}, {x(t), y(t)});
(Y(1) =- 4 4t x(1) =} {y(D) = - x(1) =~ 7}

Resolucién Basica de Ecuaciones Diferenciales Parciales

Para resolver este tipo de ecuaciones, utilizaremos el comando ‘pdsolve’.

d?z dz .,
- y— =p y deseamos encontrar una expresion

Sea la funcion z = z(x, la ecuacion
xy)y wxay ay

para z.

Aca debemos especificar cual es la funcion dependiente que estamos buscando.

>ec8:=diff(z(x,y), x,y)+y*diff(z(x,y),y)=Pi;
T 0, el iy \)o-
ec8 = b2 V) S+ VB 20 V) 2=p
>pdsol ve(ec8, z(x,Yy));
A y) = F20x)+pin(y) +Be Fi(y) dy



Podemos observar que la solucion que entrega el programa contiene dos variables que no
estaban en la ecuacion original, _F1y _F2. Estas son funciones arbitrarias que forman parte
de la solucion y dependen de la variable entre paréntesis; en este caso, de 'y’ y ‘X’
respectivamente.

El método es analogo para un sistema de ecuaciones (no disponible en Maple 5).
>ec9:=diff(theta(t,s), t,s)+diff(phi(t,s),t,s)=cte*t;

- 0, @l 6_
ec9 = ‘ﬂt‘ﬂsq(t’ S)§+ ﬂtﬂsf(t,s)%—ctet

>eclO:=diff(theta(t,s),s)-diff(phi(t,s),t)=0;
— gl og O
ecl0: %Sq(t,s)3 ﬂ,[f(t,s)a 0

>pdsol ve({ec9, ecl0}, {theta(t,s), phi(t,s)});
{(F(ts)=_F1(s)+ F2(s- 1) +%ctet3, qts)=- F2(s- 1) +% ctet?s+ F3(t))

Resolucion de Ec. Diff mediante aproximaciones numeéricas

Para activar esta opcion dentro de Maple, se debe incluir la opcion ‘type=numeric’. Existen
variados métodos numericos disponibles para realizar estos célculos. Por defecto el programa
utiliza el ‘rkf45’. Para mas informacién sobre como operan los distintos procedimientos,
consulte la ayuda en Differential Ecuations > dsolve > numeric.

Como sabemos para obtener una aproximacion numeérica a un valor de una solucién de una
Ec. Diff, se deben establecer condiciones iniciales al problema. Tomemos la ecuacion 2 antes
declarada.

>ec2;

® 8, gsn(at)) _
%zq(t)%;l—_o

Fijemos los valores de las constantes g=9,8 y =1, y establezcamos las siguiente condiciones
iniciales: q(0) = %Uq'(O) =0
>0g:=9.8; |:=1;

>ec2;

2 o) .
%qa)? 0.8n(q(t)) =0



‘Resolvamos’ ahora numéricamente la ecuacion.

>f:=dsol ve({ec2, theta(0)=Pi/4, D(theta)(0)=0}, {theta(t)},
t ype=nuneric, output=listprocedure);

f= ét:(proc(t) ... end proc), q(t) =(proc(t) ... end proc),

%q(t):(proc(t) .. end proc)g

Hemos colocado resolvamos entre comillas porque, como se puede ver, no resuelve nada.
Simplemente el programa general codigo dentro de los procedimiento que podemos ver, para
luego ser llamado y obtener el valor de la solucién en un punto especifico. Para poder
rescatar estos procedimientos, debemos asignarlos a alguna variable.

Podemos reconocer 3 procedimientos en esta respuesta, uno para el pardmetro que, como es
de esperar, retornara el mismo valor que le entreguemos; y otros dos para el valor de q(t) y

q(t). Entonces debemos tener dos variables para guardar estos Gltimos procedimientos, que
son los de interés.

>t h: =subs(f, theta(t));
th:= prodt) ... end proc

>dt h: =subs(f, diff(theta(t),t));
dth := proc(t) ... end proc

Luego para utilizar estos procedimientos, basta con utilizar las variables como funciones,
como se muestra a continuacion.

Los valores de q(t) y q(t) cuanto t = 0.

>th(0);

P :
.78539816339745 gz » 0’785398165

>dt h(0) ;

Se comprueban nuestras condiciones iniciales. Ahora probemos con t=10.

>t h(10);
.201796688280545117

>dth(10);
2.31150108070641824

Luego podemos obtener cualquier valor de g o su derivada.



Como ya habiamos mencionado, Maple posee mas de un método numérico de resolucion.
Sucede a menudo, especialmente cuando se trabaja con sistema de ecuaciones, que un
meétodo en particular es incapaz de resolver el problema. Por lo tanto, nos vemos forzados a
utilizar otro. Para hacer esto se debe agregar una opcién extra al comando ‘dsolve’ que es
method=método. Otros métodos disponibles son: dverk78, classical, gear, Isode y
taylorseries.

Ej:

>f:=dsol ve({ec2, theta(0)=Pi/4, D(theta)(0)=0}, {theta(t)},
t ype=nuneric, output=listprocedure, nethod=cl assical);

f= §t:(proc(t) ... end proc), q(t) =(proc(t) ... end proc),

~

%q(t):(proc(t) .. end proc)g

La salida es idéntica, pero los procedimientos que se han creado son distintos. Para poder
recuperarlos, solo se debe seguir el procedimiento antes descrito.

Consulte la ayuda del programa para detalles de como ocupar cada método.

Graficacion de Soluciones

Maple posee la capacidad de poder graficar las soluciones de una ODE o un sistema de
ODE:s sin resolver las ecuaciones, sino de forma numérica y automatica.

Sigamos utilizando la ecuacién 2. Vamos a graficar su solucion entre t=0..10.
La sintaxis que se debe utilizar es:
DEplot( {ecuaciones}, {var. Ind}, intervalo ind., [[cond. Iniciales]]);

Ecuaciones pueden ser una o varias.

Variables independientes deben haber tantas como ecuaciones

El intervalo de la variable independiente (t en el caso de ‘ec2’) debe ir en ese lugar.
Las condiciones iniciales deben ir entre doble paréntesis cuadrado.



Volviendo al ejemplo:

>DEpl ot ({ec2}, {theta(t)},t=0..10, [[theta(0)=Pi/4, D(theta)(0)=0]]);

0.8
067
thetalt) .4

0.24

0.24 t
0.44
0.6

El grafico notamos que no tiene mucha precision, pero esto se puede arreglar facilmente
especificando que deseamos que se calculen un mayor numero de puntos. Agregamos
entonces la opcion stepsize=0.2, que especifica que queremos que se tomen punto en la
variable independiente a una distancia de 0.2 unidades uno del otro (este nUmero puede
variarlo como desee). Téngase en cuenta que cuanto menor sea stepsize, mas puntos se
pideny, por lo tanto, mas se demorara el computador en entregar el resultado.

>DEpl ot ({ec2}, {theta(t)},t=0..10, [[theta(0)=Pi/4, D(theta)(0)=0]],
st epsi ze=0. 1) ;

0.84
0.6
thetalt) 49

0.2

0.24 t
0.44
0.6
-0.84

Notamos una gran diferencia entre los 2 gréaficos. El primero muestra una oscilacion que
pareciese estar amortiguada, mientras que el segundo no.

Dado que la ecuacion que hemos estado trabajando corresponde a la ecuacion diferencial del
movimiento de un péndulo plano simple, este no es amortiguado. Por lo tanto el primer grafico
no muestra de forma fidedigna la forma de la solucion debido a su baja precision.

Téngase en cuenta que Maple, especialmente en este tema, puede ser muy sensible al caos
de las soluciones debido que aproxima los valores. Una forma de disminuir estos errores es
ampliar la cantidad de digitos con los cuales trabaja el programa por defecto.



>Digits: =14;
Digits:=14

Este comando estableceria una precision de 14 cifras significativas para trabajar. Nuevamente
se debe ser cuidadoso con la cantidad de digitos, para Maple 5 el paso de 14 a 15 digitos
involucra un tiempo de proceso al menos 5 veces mayor en algunos célculos.

Para sistemas de ecuaciones se debe tener una sola consideracion. El programa grafica solo
una de las dos soluciones: la que aparece primero en la lista de variables independientes.

Para este caso tomemos las siguientes ODEs de segundo orden acopladas.

>ecll:=(n{1]+n{ 2])*I[1] *di ff(theta(t), t$2)+n] 2] *1 [2] *di ff(phi(t),
t$2) *cos(theta(t)-phi (t))+n] 2] *1 [2]*di ff(phi(t),t)*2*sin(theta(t) -
phi (t))+g*(nf 1] +n{ 2])*sin(theta(t)) =0;

Y- NI PN _ 0 an(a(t) -
ecll.—4%2q(t)3+3%f(t)%cos(q(t) f(t))+3 ﬂtf(t)B an(q(t) - f(t))
+39.249n(q(t))=0

>ecl2:=n{ 2] *I[2]*diff(phi(t), t$2)+nf2]*I[1]*diff(theta(t),
t$2) *cos(theta(t)-phi(t))-nf2]*I[1]*diff(theta(t),t)”2*sin(theta(t)-
phi (t))+nf 2] *g*si n(phi (t)) =0;

2.6 P 6 N
ecl2:= 3&—f(t)=+3 t)zcos(q(t)- f(t))- 3 t)xz an(q(t)- f(t
gtz Gk %q( )Zeos(alt) - (1)~ 3fgr a0 sn(a(v)- £(1)
+29.49n(f(t))=0
Al graficar sus soluciones sin resolver, obtenemos lo siguiente.

>DEpl ot ({ecll, ecl2}, [theta(t), phi(t)], t=0..30, [[theta(0)=Pi/2,
D(t heta) (0) =0, phi (0)=0, D(phi) (0)=0]], stepsize=0.1);

1.59

theta(t)
0.5

-0.57




>DEpl ot ({ecll, ecl2},

philt)

[ phi (1),
D(t het a) (0) =0, phi (0) =0, D(phi) (0)=0]],

0.5

theta(t)], t=0..30,

st epsi ze=0.1);

[[theta(0)=Pi/2,

7.0 15t 2.2 3

051

-1.5-

Al tener dos variables dependientes y una tercera independiente, también podemos graficar

estas soluciones en 3 dimensiones con el comando DEplot3d, de uso analogo a DEplot. A
continuacion se muestran varias vistas del mismo dibujo.

>DEpl ot 3d({ecl, ec2}, [theta(t), phi(t)], t=0..30,

[[theta(0)=Pi/2,
D(t heta) (0)=0, phi (0)=0, D(phi)(0)=0]], stepsize=0.1);
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También puede agregarse una opcion adicional en DEplot para mostrar solos 2 de 3 variables

(x(®), y(y) y z(t) pero solo se desea mostrar las 2 primeras) en un gréafico si asi se requiere:
scene=[x(t), y(y)]



Para visualizar una representacion del conjunto de curvas que son solucién
tenemos los comandos dfieldploty phaseportrait

En el caso de la ecuacién 1 definida al inicio, se tiene:
>ecl;

y(x)- 1 _ 0
oz ks

de una ecuacion,

>dfieldplot(ecl, y(x), x=5..5 y=-5..5 arrows=large, color=[(x),

(y).0]);

eeeeddddd
ecreeedddd

Lo cual corresponde con la solucion obtenida anteriormente. Dejamos al lector el analisis de

los resultados en conjunto con estos graficos.

Ahora para ecAy ecB. Nétese que aqui aparece una curva de solucion particular, ya que en

el comando especificamos condiciones iniciales.

>ecA;
0 -
iy (DEX(1) =2

>ecB;
il —u(\2
ﬁx(t) =x(t)

>phaseportrait([ecA, ecB], [x(t), y(t)], t=0..10, [[x(0)
x=-2..5, y=5..5);
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=1, y(0)=0]],
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