Tema7: Integracion numérica.

TEMA 7:INTEGRACION NUMERICA.

7.1.- INTRODUCCION.

La aproximacion numérica de la integral definida se conoce como integracion o cuadra-
tura numérica. El segundo nombre procede de la antigiiedad en relacion con el calculo de las
areas de las figuras curvas, cuyo ejemplo mas notorio es el problema de la cuadratura del
circulo (encontrar el cuadrado de area coincidente con la de un circulo dado). En este tema
nos ocuparemos del calculo aproximado del area bajo la curva f(x) definida sobre un intervalo
[a,b] delarectarea, es decir:

1(f) =], f(x)x

La integracion numérica es una herramienta de gran utilidad para obtener valores
aproximados de integrales definidas que no pueden calcularse analiticamente, ya sea porque el
integrando no tiene primitiva expresable analiticamente, o bien porque dicho integrando no se
conoce en forma analitica sino en forma discreta (tabulada) —por ejemplo, datos procedentes
de un experimento.

Dado que una integral es el limite de una suma infinita, es natural que su aproximacion
consista en una suma finita de muestras, ponderadas con pesos wi, del integrando f (xi). Dicha
suma se denomina formula de cuadratura.

7.2.- FORMULAS DE CUADRATURA.

Definicion. Supongamos que a =x; < xz - <x, =b. Una féormula del tipo

OL1= YW f (5) =W f (5) v f () + -, £ (3,)

de manera que Ib f)dx=Q0[f1+E[f]

se denomina formula de integracion numérica o de cuadratura. El término E[ f ] representa el
error de truncatura de la formula; los valores {xk} (k =1, ..., n) son los nodos (abscisas) de
integracion o cuadratura; y los valores{wk} (k =1, ..., n) son los pesos de la formula.

Los nodos {xk} se eligen de diferentes maneras, dependiendo de las circunstancias en
las que apliquemos una formula. Para la regla del trapecio o la regla de Simpson, los nodos se
toman igualmente espaciados. Para las formulas de Gauss-Legendre, los nodos que se toman
son raices de polinomios de Legendre. Un aspecto importante en todas las aplicaciones sera
también la estimacion del error cometido y el conocimiento del orden de precision de la for-
mula o regla utilizada.

Las reglas de cuadratura suelen estar basadas en la interpolacion polindmica; se sustitu-
ye la funcion f(x) por € polinomio que interpola a f (x) en los nodos, y su integral es la
aproximacion buscada. Utilizando p.ej. lainterpolacion de Lagrange:
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x—xj

f(x)=p,,(x)= if (xz)ﬁ -

i=1 Jj=1 x,‘ x,‘
J#i ‘

- if(xi)z,. (x) (1)

= [ redes [ pa@dc=Y ) [ 1)

Wl

siendo /i(x) (i=1,...,n) los polinomios de Lagrange (grado »n—1) definidos por los » nodos uti-
lizados. Notese que con independencia de la funcion subintegral f(x), los pesos de la formula
coinciden con los valores de la integral de los polinomios de Lagrange en el intervalo.

La precision de la aproximacion esta asociada con la capacidad de la regla para integrar
exactamente polinomios; se genera asi el concepto de grado polinomial.

Definicion: Se denomina grado polinomial de unaféormula de cuadratura al nimero natural N
gue verifica E[p;] =0 para todo polinomio p;(x) de grado i< N, existiendo algun polinomio
pr+1(x) degrado N+1 tal que E[py+1] #0.

Es decir, el grado polinomial de una formula de cuadratura es e mayor grado de los
polinomios que dicha formula integra exactamente. Como veremos posteriormente, en una
formula de cuadratura de » nodos, € grado polinomial N no siempre coincide con el grado
n—1 del polinomio que interpolaf(x) en los » nodos, sino que puede ser superior.

El error cometido por una formula de grado polinomial N verificara:
b b b
ENI=[] 7= [ pyi] =[] (700 - pa)) s
b b
<[ /)= py@)]dx =] ey (x)]dx

Integrando la funcion error ex(x) asociada con la interpolacion se puede obtener el tér-
mino de error de las distintas formulas de cuadratura. Se puede demostrar que el error de trun-
catura de las formulas de cuadratura (interpolacion polindmica) verifica:

E[f1=Kf"V(c)

donde K es una constante adecuada, N es el grado polinomial de la formula, y ¢ s un punto
del intervalo (a,b).

<

Las formulas de cuadratura basadas en la interpolacion polinomial se clasifican en dos
tipos que estudiaremos a continuacion:

e Formulas de Newton-Cotes, con nodos igualmente espaciados.
e Formulas de Gauss, con nodos desigualmente espaciados.

7.3.- FORMULAS DE NEWTON-COTES.

Hemos visto que dado un nimero cualquiera » de nodos, siempre es posible determinar
un polinomio de interpolacion de grado n—1y generar una formula de cuadratura de n puntos.
Si los nodos x; estan igualmente espaciados en el intervalo [a,b], |las reglas resultantes se co-
nocen como formulas de cuadratura de Newton-Cotes. Diremos ademas que la formula es
cerrada S 10s nodos incluyen a los extremos a y b del intervalo de integracion; de no ser asi,
diremos que la formula es abierta. Se indican a continuacion las formulas mas simples (1, 2 y
3 nodos):

Laféormula abierta de 1 nodo:
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a+b
2

n=1: [ f@)dx = (b-a) f( j:h £ (reglapunto medio) )

Laformula cerrada de 2 nodos:
b—a
2

Laféormula cerrada de 3 nodos:

n=2: I:f(x)dxz (f(a)+f(b)):%(fl+f2) (regladel trapecio) (3)

b b- +b
J, F@dex == [f(a) + 4f[“ . j+ f(b)j -
n=3: (regla de Simpson) (4)
h
= g(fl +4f,+ 1)
donde i = b-a es ladistancia entre nodos en las formulas cerradas (trapecio y Simpson) y la

n—1
longitud total del intervalo en laformula abierta del punto medio.

Las dos primeras formulas son inmediatas y representan al area de un rectangulo y un
trapecio respectivamente; en la primera el integrando se aproxima por la recta horizontal (po-
linomio de grado cero) que pasa por e punto medio (m,f(m)) siendo m =(a+b)/2; en la se-
gunda, el integrando se aproxima por la recta (polinomio de grado 1) que pasa por los puntos
(a,f(a))y (b,f(b)). Laterceraformula no es tan evidente, pero logicamente procede de inte-
grar € polinomio de grado 2 definido por los 3 puntos (a,f(a)), (m,f(m)) y (b,f (b)), cOMO
facilmente se puede comprobar. Los pesos de estas 3 reglas de cuadratura se ven directamente
en las 3 formulas anteriores.

Determinacion de los pesos.

En general, los pesos se pueden obtener de laintegracion de los polinomios de Lagrange
(1) o mediante el método de los coeficientes indeterminados. Ilustraremos a continuacion este
ultimo con la deduccion de la regla de los 3 puntos.

Sea laregla de cuadratura:

x,=a, x;=>b

I(f)= Lbf(x)dx = f () +w, f(06) + waf (x5) = con a+b

=wfi W o+ Wi fs Y2 = 2

donde los tres pesos wi, we Y ws SOn a determinar. Se trata de que la regla integre correcta-
mente los polinomios de grado tan alto como sea posible. Como disponemos de tres coefi-
cientes a determinar (los tres pesos w;), conseguiremos hacerlo de manera que la formula in-
tegre exactamente los polinomios con al menos otros tantos (tres) coeficientes, es decir, los
polinomios de grado 2:

p2(x) =ap+aix+ arx?

Dada |la propiedad aditiva de la integracion, para ello basta que se integren exactamente
los monomios {x°, x,x%}, que forman una base de los polinomios de grado 2. Estas 3 condi-
ciones nos permitiran determinar los 3 pesos de la regla:
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Ibldx:b—a:w1-1+w2-1+w3-1

b® —a? b
jbxdx: a :w1~a+w2-%+w3-b
3_ 3 2
bezdx=b a :wl-a2+w2-(%j +w, - b

En forma matricial, tenemos el siguiente sistema lineal de ecuaciones (Vandermonde):

1 1 1 b-a Wl:b—a
6
Wi 2 2
a+b b°—a 2(b—a)
a b ‘WZ = = WZZ
2 2 3
w.
e (45t] # P e R e
2 3 6

gue es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas. De su resolucion se obtienen los pe-
sos de la regla de los 3 puntos, que l6gicamente coinciden con los de la regla de Simpson,
como es inmediato comprobar.

En general, cuando hay n pesos a determinar, se plantea la integracion exacta de los n
monomios de grado O hasta n—1, con lo que se obtiene un sistema de dimension nxn cuya
matriz de coeficientes es siempre regular (determinante de Vandermonde = 0), y por tanto
cuya solucion es unica.

Precision de las formulas de Newton-Cotes.

Estimaremos a continuacion el error cometido con la regla del punto medio. Desarro-
[lando el integrando en serie de Taylor entorno a punto medio m = (a+b)/2:

S(x) :f(m)+f'(m)(x—m)+@(x—m)2+@(x_m)3+ (5)

Al integrar esta expresion desde a hasta b, los términos de exponente impar desaparecen
(su integral se cancela):

J(f)=f(m)(b—a)+%(b—a)3+%(b—a)s+--~=M(f)+0(h3) )

donde M (f) esla formula del punto medio, y la longitud del intervalo /4 =b—a es suficiente-
mente pequeiia para que se cumpla /4> << />; entonces diremos que el orden de precision de
estareglaes 3, lo que significaque el error esta acotado de la siguiente manera:

E(f)=1(f)-M(f) <Kk’
donde K es una constante adecuada. De todo ello podemos extraer dos importantes conclusio-
nes.
¢ Si reducimos ala mitad (factor 2) lalongitud del intervalo de integracion, la cota del error
se reduce en un factor de 2°=8, que es sensiblemente inferior.

e El error E(f) depende de la 2* derivada (y superiores) de la funcion subintegral f(x), y la
2* derivada y superiores son nulas para polinomios de grado O y 1. Por tanto laregla del
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punto medio integra exactamente polinomios de grado 1, y €l grado polinomial de lare-
glano es 0 (como cabria esperar de un inico punto de integracion) sino 1, igual que la re-
glatrapezoidal, cuyo grado polinomial también es 1 y cuyo orden de precision es 3, como
facilmente se puede comprobar.

Similar argumentacion permitiria observar de nuevo que el grado polinomial de laregla
de Simpson no es 2, como en principio cabria esperar (polinomio de interpolacion de grado
2), sino 3 (también integra exactamente los polinomios de grado 3) y el orden de precision de
lareglaesb.

Este fendmeno que se debe a la cancelacion de errores positivos y negativos queda ilus
trado en la siguiente figura:

pa(x) Y psx)

Figural.

En general podremos afirmar que las reglas de Newton-Cotes basadas en un nimero
impar de nodos ganan un grado polinomial extra, es decir, integran exactamente un polinomio
de grado superior en una unidad al del polinomio base con respecto a cual se generalaregla
Todo ello se plasma en el siguiente teorema para formulas cerradas (existe otro similar para
formulas abiertas):

Teorema (Error de las formulas cerradas de Newton-Cotes):
b n
Sea [ Fde =2 wf(x)+E(f)
i=0

unaformula cerrada de Newton-Cotes de n+/ puntos, con a =xo, b =x, Y h =(b—a)/n; entonces
¢ € (a,b) tal que para:

n impar: E(f)_wn;'(c)j t(t=1)--(t - n)dt
n par: E(f)=Mj:z2(z—1)--~(z—n)dz

(n+2)!

Aplicando este teorema se tiene que cuando el nimero de puntos es par, € grado poli-
nomial de laférmula es n—1, mientras que cuando el nimero de puntos es impar el grado po-
linomial esn. El orden de precision es superior a grado polinomial en 2 unidades.

Laregladel trapecio, por ejemplo, tiene un grado polinomial n=1, y si fe C¥a,b], entonces:

b h o,
[, @ =2(fi+ 1) - 1517)

Laregla de Simpson tiene un grado polinomial n =3,y si fe C*[a,b] entonces:

¥ (x)dx=g(ﬂ+4ﬁ+ﬁ)—g—;f“’(c) @)
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La 2* regla de Simpson (Newton-Cotes con 4 nodos) tiene un grado polinomial n=3, y
si f'e C*[a,b] entonces:

jjf(x)dx%(msfz+3ﬁ+ﬂ)—%f4><c>

Como se puede comprobar, la1* y 2* reglas de Simpson tienen el mismo grado de preci-
Sion, pero la 1* s6lo evalaa la funcion en 3 nodos mientras que la 2* lo hace en 4. Por tanto es
mas eficiente utilizar la 1? regla de Simpson que la 2% puesto que ambas convergen a la mis-
ma velocidad pero el coste computacional de la1* es menor que el de la 2°. En términos abso-
lutos, sin embargo, € término de error es potencialmente menor en la 2* que en la 1%, ya que el
coeficiente de la derivada 4* (/) es menor parala 2* regla que para la 1* (téngase en cuenta
gue paraun mismo intervalo [a,b], h=(b—a)l2 enlal® y h=(b—a)l3 enla?2®).

Ejemplo 1:

Queremos integrar la funcion f(x) = 1+e 7 sin(4x) en € intervalo [a,b] =[0,1]. Para élo vamos a apli-
car algunas de las formulas de cuadratura de Newton-Cotes.
Paralaregla dd trapecio tenemos 2=1y d resultado es:

jol f(x)dx ~ %( )+ f@)= %(1.00000+ 0.72159) = 0.86079

Para laregla de Simpson, tenemos 42 =1/2 y d resultado es:

j: f(x)dx ~ ]/_32( fO+41@)+f@)= %(1+ 4.1.55152+ 0.72159) =1.32128

Para la segunda regla de Simpson, tenemos 2= 1/3 y €l resultado es:

=310 +37Q) +3/ @)+ 7)) =

= %(1.00000 +3-1.69642 + 3-1.23447 + 0.72159) =1.31440

Para laregla de Newton-Cotes de 5 puntos (grado polinomial 5):

j:“f(x)dxzi—g(mwzfz+12f3+32f4+7f5) ®)
tenemos #=1/4y el resultado es:
[ =22(77(0)+32 () +12/ )+ 321 )+ T/ D) =

- 9_10(7-1+ 32.1.65534 +12-1.55152 + 32-1.06666 + 7- 0.72159) = 1.30859

El valor exacto de esta integral definida es

1 _ 2le—4cos(4) —sin(4)
Jo ()ax= 17e

lo que nos permite observar y comparar la calidad de la aproximacion de las 4 reglas aplicadas.

=1.3082506046426....

Sin embargo, para que la comparacion entre los métodos de cuadratura sea coherente,
deberiamos integrar por cada método sobre el mismo intervalo y con la misma cantidad de
evaluaciones de la funcion subintegral. A esta situacion podremos llegar si subdividimos con-
venientemente el intervalo, como mostraremos en el siguiente ejemplo. Para ello integraremos
sobre un intervalo coman [a,b] utilizando en cada método cinco evaluaciones de la funcion
fi=f(xx) (k=1,...,5). El proceso de aplicar laregla del trapecio en cada uno de los subinterva-
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loS [x1,x2], [x2,x3], [x3,%4] Y [xa,x5] (Que se llama regla compuesta del trapecio y se estudia en
el siguiente apartado) conduce ala expresion:

J:is f(x)dx = I: f)dx + Jj: f (x)abhtj‘;4 f (x)dx+J:;5 f(x)dx =
h h h h
~§(f1+fz)+§(fz+f3)+§(f3+f4)+§(ﬂ+ﬁs)—
:g(fl+2f2+2f3+2f4+f5)

La regla de Simpson puede usarse de igual forma. Su aplicacion a cada uno de los dos
intervalos [x1,x3] Y [x3,x5] sellamaregla compuesta de Simpson:

J:s f(x)dx = L? f (x)dx+J:;5 fx)dx ~
<ALt L)+ R (4L ) = 2 (A4 20 4L+ )

En el siguiente ejemplo se comparan los valores obtenidos con estas formulas.
Ejemplo 2:

Queremos integrar lafuncion f(x) = 1+e ™ sin(4x) en € intervalo [a,b] =[0,1], con distintas reglas pero
con & mismo nimero de puntos de integracion. Para ello aplicaremos la regla compuesta del trapecio
(cuatro veces), laregla compuesta de Simpson (dos veces) y laregla (8) (Newton-Cotes de 5 puntos),
de manera que cada una de ellas utilice en total 5 evaluaciones de la funcion. Luego compararemos los
resultados obtenidos.

El valor comtn de /# es h=1/4. Laregla compuesta del trapecio nos da:

[ =22 (104 2/ 4210+ 27+ 1 @) =

= %(1.00000 +2-1.65534+ 2-1.55152 + 2-1.06666 + 0.72159) =1.28358

Con laregla compuesta de Simpson obtenemos:

[ =2 7O+ 47 @)+ 2/ )+ 47 @)+ /@) =

= 1—12(1.00000 +4.1.65534+ 2-1.55152 + 4 -1.06666 + 0.72159) =1.30938

El resultado con laregla (8) yalo obtuvimos anteriormente:

1
j:f(x)dx ~ 454 (7/(0)+32f(2)+12/(2)+32/(2)+7/(1)) =1.30859
asi como su valor exacto:
[/ ()= 2le- 4C°f7(4) —SN() _ 1 3082506046426...
e

La aproximacion obtenida con las 2 reglas de Simpson, 1.30859, es mucho mejor que € valor 1.28358
obtenido con las 4 reglas dd trapecio, y de nuevo es la regla de 5 puntos (7) la que proporciona la
mejor aproximacion de las tres, 1.30859.
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7.4.- FORMULAS COMPUESTAS.

Sabemos de apartados anteriores que la precision obtenida mediante una regla de cua
dratura en el calculo de una integral definida mejora sensiblemente con la disminucién del
tamano del intervalo de integracion. Por tanto, dado que el intervalo total de integracion es un
dato fijo de partida que no podemos alterar, la unica forma de mejorar la precision de una
regla de cuadratura (e incluso para conseguir un resultado razonable si la funcion integrando
oscila varias veces en el intervalo) es dividir el intervalo en subintervalos, aplicar laregla a
cada uno de ellos y sumar los resultados; este proceso, que ya hemos utilizado en el ultimo
egjemplo, dalugar alas reglas o formulas compuestas.

Regla compuesta del trapecio. Supongamos que se divide el intervalo [a,b] en M sub-
intervalos [xx,x;+1] de anchura comian 4 =(b—a)/M mediante una particion cuyos extremos
xi=a+tkh (k=1,..., M+1), edan igualmente espaciados. Representemos por T(f ,4) la regla
compuesta del trapecio con M subintervalos de longitud 4. Dicha formula se puede expresar
de cualquiera de las siguientes formas equivalentes:

TR =23 (f )+ 15)

k=1

o bien T(f’h):g(fo"'zfl"'zfz""”"'sz2+2fM1+fM)
o bien T(f,h)=%(f(a)+f(b))+h2f(xk)

Este valor es una aproximacion a la integral de f(x) en [a,b], es decir,

[ r@dx=T(f.h)+ E(f.)

tal que, si ademas /' C¥[a,b], entonces existe un valor ¢ con a<c<b que permite escribir el
término del error E4(f,h) como:

(b—a) f"(c) h?

= o0) ©

E (f,h)=—

Obsérvese que €l orden de precision de laformula compuesta es 2, mientras que el de la
formula simple es 3 (en cada subintervalo), lo cual tiene facil explicacion, ya que al sumar los
errores de todos los subintervalos, O(Mh®) = O(h?) (recuérdese que h=(b—a)/M y por tanto
M= (b-a)lh).

El orden de precision de la formula compuesta es la magnitud que a efectos practicos
tiene sentido manejar, ya gque lalongitud del intervalo de integracion a—b es una magnitud fija
en la practica; por tanto dividiendo por la mitad los subintervalos la cota del error correspon-
diente quedara dividida por 4, y lo mismo ocurrira con la regla compuesta del punto medio,
cuyo orden de precision también es 2 (siempre una unidad menos que el orden de precision de
laformula simple).

Cuando la derivada 2* de f(x) es conocida, la formula (9) permite estimar el nimero M
de subintervalos necesarios para obtener una solucion cuyo error sea inferior a una tolerancia
previamente especificada.

Regla compuesta de Simpson. Supongamos que dividimos [a,b] en 2M subintervalos
[xx,xx+1] de la misma anchura i = (b—a)/(2M) mediante una particion de extremos igualmente
espaciados x,=a+kh (k=0,...,2M). Representemos por S(f',4) la regla compuesta de Simp-
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son con 2M subintervalos de longitud 4. Dicha formula se puede expresar de cualquierade las
siguientes formas equivalentes:

M

S(f.h) = %Z(f(xm) FA7 (o) + S (00))

k=1

0 bien S(f.h) :%(fo+4f1+2f2+4f3+'"+2f21v12+4f2M1+f2M)

obien  S(/M)=(/@+ )+ 23 e+ 2D f ) (10)

El valor S es una aproximacion a la integral

J| f@dx =S+ Es(fh)
tal que, si ademds f'e C*[a,b], € término del error Es(f;4) se puede escribir como:

—(b—a)f4)(c)h4
180

Obsérvese que el orden de precision de laféormula compuesta de Simpson es 4, mientras
gue en las compuestas del trapecio y punto medio, € orden era 2; esto quiere decir que el
error de la regla compuesta de Simpson tiende a cero (convergencia a la solucion exacta) mas
rapidamente que las otras dos, cuando /4 tiende a cero.

EJ(f,h) = - O(h*) conce(a,b) (10)

Notese también que el orden de precision de la formula simple de Simpson es 5 (una
unidad superior al de la compuesta), lo cual queda justificado con la misma argumentacion
del apartado anterior. Iguamente, cuando la derivada 4* de f(x) es conocida, la formula (10)
permite estimar el nimero 2M de subintervalos necesarios para obtener una solucion cuyo
error seainferior a unatolerancia previamente especificada.

Ejemplo 3:

Consideremos f(x) = 2+sin(2x”?), y vamos a analizar € error cuando usamos la regla compuesta del
trapecio en € intervalo [1,6] y los nimeros de subintervalos son 10, 20, 40, 80 y 160.

La Tablal muestra los resultados de aplicar la regla compuesta del trapecio y los correspondientes
errores paralafuncion ejemplo.

M h 7(f,h) EAf,h) = O(F)
10 0.5 8.19385457 | —0.01037540
20 0.25 8.18604926 | —0.00257006
40 0.125 8.18412019 | -0.00064098
80 | 0.0625 | 8.18363936 | -0.00016015
160 | 0.03125 | 8.18351924 | —0.00004003

Tabla 1: Laregla compuesta del trapecio paraf(x) = 2+sin(2x”?) en[1,6].

Una primitiva def(x) es: Fx) = 2x—\/;cos(2\/;)+%\/;)
y € valor delaintegral definida con once cifras significativas es:
jf F)dx =[F(x)] =8.1834792077

gue es € valor que se usa para calcular los errores Ex{f,h) = 8.1834792077 — T(f,h) que se muestran en
la Tablal. Es importante observar que conforme / disminuye en un factor de 1/2, los errores sucesi-
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vos E7(f,h) disminuyen en un factor de aproximadamente 1/4; esto confirma que & orden de aproxi-
macion es O(h?).

7.5.- FORMULAS DE CUADRATURA DE GAUSS.

Supongamos que se trata de hallar el area limitada por la curva y =f(x), las rectas
x=-1,x=1, y el ge de abscisas, mediante una formula de cuadratura que s6lamente realice
dos evaluaciones de la funcion. ;Cual es la eleccion de los dos nodos que proporciona un me-
jor resultado? Y a hemos visto que la regla del trapecio es un método para aproximar el arca
limitada por una curva que solo realiza dos evaluaciones de la funcion en los extremos del
intervalo: (-1,/(-1)) y (1,7(2)). Sin embargo, si p.g. lacurvay = f(x) es concava, el error de
la aproximacion es el area de la region comprendida entre la curva y el segmento rectilineo
que une sus extremos:

AY

y=f(x)

X

.
>

-1 0 1
Figura 2: Aproximacion trapezoidal con abscisas —1y 1.

Si usamos dos nodos distintos x; Yy x; interiores al intervalo [-1,1], entonces la linea
recta que pasa por (x1,/(x1)) vy (x2,f(x2)) cortaalacurvaen el interior del intervalo, y el area
limitada por la recta es unamejor aproximacion al area limitada por la curva:

Ay

-1 x1 0 X2 1
Figura 3: Aproximacion trapezoidal con abscisas x1 Y x».
En realidad, en una formula de cuadratura de » nodos tenemos 2» grados de libertad: las
n abscisas de los nodos y los n pesos. Por lo tanto, si podemos plantear 2» condiciones, po-
dremos aspirar a integrar exactamente polinomios de grado 2n—1 (2n co€ficientes), es decir, a
reglas con n puntos, de grado polinomial 2n-1, y orden de precision 2n+1 en la simple y 2n
en la compuesta.

Ilustraremos a continuacion esta idea generando la regla de »=2 puntos mediante el
método de los coeficientes indeterminados; se trata de hallar 2 abscisasx; y x2 Y 2 pesos wy y
wy de manera que la formula:

[ @ = wf () +w,f ()
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sea de grado polinomial 2n—1=3, es decir, exacta para polinomios cubicos de la forma
F(x) = asx® + ax® + aix + ao. Puesto que hay que determinar cuatro valores (w1, wa, x1 Y X2),
debemos seleccionar cuatro condiciones que deban cumplirse. Aplicando la propiedad aditiva
de la integracion, sera suficiente con exigir que la formula sea exacta para las cuatro funcio-
nesf(x) = 1, x, x>, x°. Las cuatro condiciones de integracion son, entonces:

fx)=1: J'_llldx:2 =w,+W,
f(x)=x: j_llxdx =0  =wx +wx,
f(x)=x": j_llxzdx =2/3 =wx’ +wyx;
f(x)=x>: j_llx3dx =0  =wx+wxs

gue forman un sistema algebraico no lineal de ecuaciones, cuya solucion es:

w,o=w,=1; x,=-1//3=-057735...; x,=1/\/3=057735...

De este modo hemos encontrado los nodos y los pesos con los que se construye laregla
de Gauss-Legendre con dos nodos. Puesto que la formula es exacta para polinomios de grado
tres, €l término del error incluira la derivada 4% el orden de precision de la formula simple
serd 5, y el de la compuesta 4.

La deduccion de las formulas de Gauss es en general mas dificil que la de las formulas
de Newton-Cotes; basta con observar por gemplo como el método de los coeficientes inde-
terminados nos condujo en el segundo caso a un sistema lineal de ecuacionesy a uno no lineal
en el primero. Por ello, de manera mas sistematica, la deduccion de las formulas de Gauss se
hace a partir del concepto de polinomios ortogonales. Si p,(x) es un polinomio de grado » que
verifica

J._llpn (x)x'dx=0 (k=0,1,...,n-1)
es decir, es ortogonal a todos los polinomios de grado inferior (propiedad del polinomio de
Legendre de grado »), Se puede demostrar que:

1. El polinomio p,(x) tiene n raices reales y simples en el intervalo (—1,1).

2. Laregla de cuadratura (interpolacion polinomial) de » puntos, cuyos nodos son las  rai-
ces del polinomio p,(x), es de grado polinomial 2n—1; sera por tanto la regla buscada, y se
conoce como formula de Gauss-L egendre.

En el ejemplo anterior los dos nodos que se han obtenido son las raices del polinomio de
Legendre de primer grado.

Regla de Gauss-Legendre con dos nodos.

Si f'es continuaen [-1,1], entonces

[ 1)~ Gy = 1 (-YNB) + F W)

La regla de Gauss-Legendre con dos nodos Go(f) tiene grado polinomial n=3, y si
f e CY[-1,1], entonces

[ r@adx= Y3+ rWN3) + E,(1)
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E,(f) = ¥(c)/135, c e [-1,1]

Regla de Gauss-Legendre con » nodos.

siendo

La regla general de Gauss-Legendre con » nodos es exacta para funciones polindmicas de
grado menor o igual que 2n—1y su formula de cuadratura es

G, (f)=w,.f (x, )+ W,/ (x,,)++w,, f(x,,)

Los nodos x,, ;. y l0os pesos w, x que hay que usar estan tabulados y pueden conseguirse
facilmente en manuales de formulas y tablas matematicas; en la Tabla 2 se relacionan los va-
lores correspondientes para las reglas de Gauss-Legendre de hasta siete nodos, asi como la
forma de los términos del error E,(f) correspondientes a las aproximaciones G,(f). Los nodos
son, de hecho, las raices de los polinomios de Legendre; entonces 10S pesos correspondientes
Se pueden obtener a continuacion resolviendo el sistema de ecuaciones lineales al que condu-
ce el método de los coeficientes indeterminados.

Tabla 2: Nodosy pesos para el método de Gauss-Legendre.

[ @ =Y w,, f )+ B, 11

n Nodos x;, Pesos w, x Error E,[ f]

2 | +0.5773502692 | 1.0000000000 (1/135)- £ (c)

3 | £0.7745966692 | 0.5555555556 1 ()
0.0000000000 | 0.8888888888 15750

4 | $0.8611363116 | 0.3478548451 1 19()
+0.3399810436 | 0.6521451549 3472875
+0.9061798459 | 0.2369268851 1 o)

5 | +0.5384693101 | 0.4786286705 | ——————/ (¢
0.0000000000 | 0.5688888888 | 1237 732650
+0.9324695142 | 0.1713244924 gt

6 | +0.6612093865 | 0.3607615730 — 12(c)
+0.2386191861 | 0.4679139346 13-12
+0.9491079123 | 0.1294849662

- | £0.7415311856 | 0.2797053915 2.7 ()
+0.4058451514 | 0.3818300505 15.1483
0.0000000000 | 0.4179591837

ELf]=

2n+ln!4

Se puede demostrar que la forma general del término de error es:

D @IF () (-1e<y). (11)

Como conclusion practica puede observarse que las abscisas y los pesos de las formulas
de Newton-Cotes son mas sencillos que los de las de Gauss-Legendre (niimeros irracionales);
por este motivo, € primer método es mas util y practico en los calculos manuales, mientras
gue para la utilizacion del segundo, sobre todo a medida que aumenta el valor de n, Sera mas
adecuado realizar los calculos mediante ordenador.

102



Tema7: Integracion numérica.

Justificacion de regla de Gauss-Legendre con n nodos (o la eleccion de sus abscisas).

Planteamiento del problema:

Setrata de encontrar laregla de n puntos
1 n
[ f)de =Y w f(x,)
k=1

de grado polinomial 2n—1, es decir, que integre exactamente cualquier polinomio de grado no
mayor que 2n—1. Para ello, tanto los pesos w; como las abscisas x; de los nodos quedan por
determinar (2n condiciones para integrar exactamente polinomios con 2r coeficientes).

Solucion dada:

Fijaremos las abscisas { x; (k=1,...,n)} de los n nodos coincidiendo con las n raices del
polinomio de Legendre de grado n. Una vez hecho esto, calcularemos los correspondientes
pesos { wi (k=1,...,n)} delaférmula integrando los polinomios de Lagrange asociados con los
nodos, o mediante coeficientes indeterminados.

Justificacion de la solucion:

Sabemos que, en general, la formula resultante integrara exactamente cualquier polino-
mio de grado n—1 que pase por los puntos {xx,f(xx)}; NO obstante mostraremos que en este
caso especial (abscisas coincidentes con las raices del polinomio de Legendre) el grado poli-
nomial de laféormula es muy superior an—1. De hecho esigual a 2n—1.

Sea p,-1(x) un polinomio cualquiera de grado 2n-1, y sea ¢,(x) € polinomio de Legen-
dre de grado ». Dividiendo el primero entre el segundo:
9, (x)

pznfl(x) n-.
1 = Pua(x)=9,(x) (an—lx Tt ax+ g ) +y,.4(x) (12)
v, .(x) a, X""+--+ax+a,

donde y, ,(x) esd resto deladivision (polinomio de grado n—1). Integrando:

j_ll Do (x)dx = J._llgon (x) (an_lxn_l +otax+ ao) dx + J_lll//n_l(x)dx

Laprimeraintegral del segundo miembro se anula porque, siendo ¢,(x) un polinomio de
Legendre, es ortogonal atodos los polinomios de grado inferior:

I_llcon (x)x*dx=0  (k=0,..,n-1)

. 1 1
Por tanto: J:l Don1(X)dx = J:l v, . (x)dx

Ademas, como {x; (k=1,...,n)} son lasn raices de @,(x), sustituyendo en (12):
Pona(X)=v,4(x,) (k=1,...,n)

También hemos deducido ya (segundo paso de la solucion) los n pesos wy que integran
exactamente cualquier polinomio de grado n—1 muestreado en las abscisas { x; (k=1,...,n)}.

En conclusion:

1 l n n
I_lp2n—l(x)dx :I_1W;1—1(x)dx = z W, a(x,) = Z W, Do, 1 (X,)
=) )
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gue es lo que queriamos demostrar: la regla de n» nodos integra exactamente cualquier poli-
nomio de grado 2»n—1 si los nodos coinciden con las raices del polinomio de Legendre.

Traslacion del método de Gauss-Legendre.

Supongamos que tenemos los nodos {x;} y los pesos {w;} (k=1,...,n) necesarios para
aplicar laregla de Gauss-Legendre con n nodos en [—1,1]. Entonces, para aplicar el método de
Gauss-Legendre en un intervalo [a,b]:

jbf(x)dx
se puede usar el cambio de variable:
a+b b-a b—a
= dx=—-—d
X > + > E = dx > &
y larelacion J‘bf(x)abczj‘lf(a+b+b_a§jb_ad§=J-lg(eg)a’eE (13)
a -1 2 2 2 -1
g(&)

obteniéndose la formula de cuadratura:

Lbf(x)dxz b;a Z":ka(a+b+ b—ax](j

k=1

7.6.- EXTRAPOLACION DE RICHARDSON

Mediante esta técnica, a partir de dos formulas de cuadratura del mismo orden de preci-
sion o grado polinomial, se obtiene una mejor. Para €llo, en primer lugar, es necesario des-
arrollar el término de error en serie de potencias de h. Por giemplo, si se trata de una formula
de O(h"), el término de error sera de la forma:

E(f)=1-T=ch*+c,h®+ch®+--

Concretamente, para obtener el desarrollo en serie del término de error en el caso de la
formula del trapecio, partiendo del error como diferencia del valor exacto menos el valor
aproximado:
c+hl2

E,(h)=] f(x)a’x—%[f(c—h/2)+f(c+h/2)],

—hl2

y teniendo en cuenta el desarrollo en serie de Taylor de f alrededor de ¢, y sustituyendo en la
expresion anterior f(x), f(c-h/2) y f(c+h/2), setiene:
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P

h/2

>
c-h/2 o c+h/2

@)= @+ 1=+ L - e LD gy

Fle—h12)=f()—f(c)- 2 f;(')’l f3f)%

Flethl2)=F(e)+f(e)- 2 h f;('c)}; f';fc).%

E (h)——— Jre)+— = f V(e)+ 53760f V() +

Del mismo modo se puede obtener el desarrollo en serie de potencias de h para la for-
mula del punto medio :

7

lv) vi)
c)+
1920 () 322560 (©)

E(m)=[""" f(x)dx—h- f(c)—

Las dos aplicaciones mas habituales en integracion numérica de la extrapolacion de Ri-
chardson son:

-A dos formulas compuestas (distinto n® de aplicaciones de una misma formula simple)
con dos valores distintos del tamarfio de paso, por gemplo, hy h/2.

- A dos formulas simple distintas con el mismo orden de precision. Por ejemplo a las
formulas del trapecio y del punto medio.

Veamos un gjemplo de cada una de estas dos aplicaciones.

En el primer caso se considera la formula del trapecio compuesta n vecesy 2n veces, es
decir, con amplitudes del subintervalo igualesa:
b—a b—a

h
n y 2n 2

hy=
Llamando | al valor exacto el , I, alos valores aproximados, setiene:
I=I1,+c,h®+c,h>+--
I=L+c,(h12)7+c,(h12)°+---

Multiplicando la 2® ecuacion por 4 y restandole la 1* conseguimos que desaparezca el término
enh?, y se obtiene:
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41,-1

31=41,-1,—c,h’I2+--- = [= L+Oo(h%)

unaformula que tiene un orden de precision igual a 3, superior al de las dos de partida.

En el segundo caso se van aconsiderar las formulas del trapecio y del punto medio:

s :
I=1, =1 () +O(K)

3

— h_ " 5
I=1y 4 f () + O)

Multiplicando la 2* ecuacién por 2 y sumandole la 1%, se anulan los términos en h con lo
que la férmula resultante tiene un orden de precision de O(h°). Esta formula es precisamente
la1* formula de Simpson.

1.+21),

3I=1,+21,+0(h°) = I +0(h°)
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7.7.- TEMA 7. EJERCICIOS.

1.— Obtener una formula de integracion numérica de tipo interpolatorio, asi como los co-
rrespondientes términos de error, siendo las formulas de la forma:

[of )dx = ayf () +arf (12)
[ 7Gx = haof (=) +ayf (0) +a,f ()]
[0 @)dx = aof (Y2 + arf (U2) + 0,1 (34)
[ @)dx = agf (-Y2) + 4, (0) +a,f (1/2)

2— Calcular fd—x utilizando la regla de los trapecios compuesta con 2 y 4 subintervalos, y
X

aplicando posteriormente extrapolacion de Richardson para calcular una tercera aproxima-
cion.

Sol: I=7/6; 1,=67/64; Ir=11/10
3— Evaluar/ = J':d—z por medio de:
X

a) Laregladel trapecio.
b) La primeraregla de Simpson.
c) La segunda regla de Simpson.

Acotar € error detruncatura en cada caso.

Sol: &) ;=0.625, |E(f)|<0.5; b) I,=0.504630, |E(f)|<0.04167;
¢) 1;=0.502188, |E(f)|<0.01852

4.— Obtener a partir de la primera 'y segunda reglas de Simpson, mediante la extrapolacion
de Richardson, una férmula con un error menor, y aplicarlaal caso

Jos (x* = x* +1)dx
Sol: [ ~ 213/5
5.— Utilizando lareglade los trapecios y la primera regla de Simpson calcular
3 3
J.lf(x)dx = L (x*—2x% +7x—B)dx
Obtener una cota del error cometido.
Sol: 1=26, |[E(f)|<28/3; ,=62/3, |[E(f)|=0

6.— Evaluar Jls(x3—2x2 +7x—5)dx utilizando la regla trapezoidal y la formula abierta de

integracion de un punto, obteniendo a partir de estas dos un valor mejor mediante la extrapo-
lacion de Richardson.

Sol: 1=62/3
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7.— Calcular la integral f(x3 —2x%+7x—5)dx, aplicando:

a) Laregladel trapecio dos veces.
b) Laregladel trapecio cuatro veces.

c) Obtener un valor mejor a partir de los dos anteriores.
Sol: [,=22, 1,=21
8— Utilizar una formula de cuadratura gaussiana para obtener un valor aproximado de

J.ls(x3 +x% +x+1)dx
Sol: 7=104/3

9— Evauar f% por medio de dos formulas de cuadratura de Gauss-Legendre con dos y
tres puntos.
Sol: 1,=0.497041, I3=0.499874
10.—Usar laformula de cuadratura de Gauss-Legendre de cinco puntos para calcular
2 dy
1 x

Sol: 7=0.693147

0
11—Calcular L (x®+x%)dx utilizando la formula de los trapecios compuesta, garantizando
gue €l error de truncatura cometido sea menor que ¢ = 0.03.
Sol: n=4, 1,=0.078125

12.—;Qué valor de 4 seria necesario considerar para calcular
/2 .
jo sin(x)dx
con 5 decimales correctos utilizando la regla de Simpson compuesta?
Sol: h=r/24

13.—A partir de los datos de la siguiente tabla:

x | 000 025|050 075| 1.00 | 1.25 | 1.50 | 1.75 | 2.00
y(x)| 1.000| 1.284 | 1.649 | 2.117 | 2.718 | 3.490 | 4.482 | 5.755 | 7.389

Estimar J.;y(x)dx de la forma mas adecuada.

Sol: 6.389
14.—Aplicar laformula de Gauss-Legendre de dos nodos para calcular

/2
_[0 sin(¢)dt
Sol: 7 =0.998473

15.—Se desea calcular _[:si n(x)dx .
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a) Utilizar la primeraregla de Simpson con 9 nodos.
b) Utilizar la segunda regla de Simpson con 4 nodos.
c) Obtener cotas del error de truncatura.

d) Dadas las tres primeras raices x; del polinomio de Legendre de grado 5 y sus respec-
tivos pesos w;, completar la tabla con los valores que faltan

X | —0.9062 | —0.5385 | 0.0000
wi | 02369 | 04786 | 0.5689

Calcular el valor aproximado de la integral utilizando la féormula de cuadratura de
Gauss-Legendre con 5 nodos.

Sol: @) 7=2.00269, |E(f)|=0.000415; b) I=2.040524, |E(f)|=0.047225; d) I =1.999868

16.—Dada la integral 1 = E(S— x) dx, se pide:

a) Determinar el nimero de veces que hay que componer la regla de Simpson para ob-
tener el valor de/ conunerror e=107,

b) Obtener dicha integral con la precision pedida.
Sol: @) n=2; b) 1=0.405471
17.—Calcular un valor aproximado de J‘ll'sx/;dx usando los datos de la siguiente tabla:

x | 1.00 | 105 | 110 | 145 | 120 | 1.25 | 1.30
x2 ] 1.0000 | 1.0247 | 1.0488 | 1.0724 | 1.0954 | 1.1180 | 1.1402

a) Considerando la formula trapezoidal.

b) Considerando la primera regla de Simpson.
c¢) Considerando la formula trapezoidal compuesta.
d) Considerando laférmula de Simpson compuesta.
€) Obtener cotas del error de truncatura en cada caso.
Sol: a) 0.32103, |E(/)|<0.00056; b) 0.32149, |E(/)|<7.91:107";
c) 0.32147, |E(f)|< 1.56:10™°; d) 0.32148, |E(f)|<10°®
18.—Con los datos de |la siguiente tabla

x 1] 234
f&) |3/ 4130

5/ 6| 78|09
5 1221|3245

Calcular [ 1 (x)dx

a) Utilizando la primera regla de Simpson compuesta.
b)Realizando dos aplicaciones de la formula abierta:

J /)= 4—;(2f1 ~f,+2f) +%f”’ (©)

(Por qué coinciden los resultados?

Sol: 248/3
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19.—Sabiendo que J:f(x)dx =2y Omagg VA (x)‘ < 3,y siendo conocida la funcion por los
datos de la siguiente tabla:

x | 00 01| 02 03| 04| 05| 06 | 08
fol 5 8 | 6 | 3 0| -3 3|65

emplear la primeraregla de Simpson compuesta para estimar /(0.7).

Sol: /(0.7)~3
20.—Lafunciéon f(x)=10-386x +74.07x* —401x° se usa en el cilculo de la siguiente tabla
de datos:

x | 000 | 010 | 030 | 050 | 0.70 | 095 | 1.20
f(x)  10.00 | 6.84 | 400 | 420 | 551 | 577 | 100

Evaluar Jj‘(x)dx utilizando de forma adecuada una combinacion de las reglas primera

y segunda de Simpson y de la regla de los trapecios para obtener la mayor precision posible.
Hallar una cota del error cometido.

Sol: 6.07908

21.—Aproximar JfL(x)dx con un error < 0.02, utilizando la féormula abierta del punto medio

compuesta.

Sol: 1.30022(5 aplicaciones)
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