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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ecuaciones Diferenciales

La comprensién de la naturaleza y sus fenémenos, necesita del auxilio de las Ecuaciones Diferenciales tanto
Ordinarias como Parciales, ya que estas constituyen una herramienta esencial para matematicos, fisicos e
ingenieros, véase[13], pues, sucede que las leyes fisicas que gobiernan los fenémenos de la naturaleza se
expresan habitualmente en forma de ecuaciones diferenciales, por lo que estas, en si, constituyen una expresion
cuantitativa de dichas leyes. La enorme importancia de las ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales)
para la ciencia, se debe principalmente al hecho de que la investigacién de muchos problemas puede reducirse
a la solucion de tales ecuaciones. Los calculos que requiere las trayectorias de proyectiles, la investigacién de
la estabilidad de aeronaves en vuelo o el curso de una reaccién quimica, las leyes de conservaciéon de la masa
y de la energia, modelacion de yacimientos petroleros, de acuiferos etc. se expresan en forma de ecuaciones
diferenciales. Las ecuaciones del movimiento de los cuerpos (la segunda ley de Newton) es una ecuacion
diferencial, como lo es la propagacion de las ondas, la transmision del calor, el movimiento de particulas
subatémicas, todo ello depende de la solucién de ecuaciones diferenciales.

La teoria de Ecuaciones Diferenciales se ha convertido en uno de los campos de estudio mas importantes en
matematicas, debido a su frecuente aplicacién en diferentes campos de la fisica, ingenieria y otras ciencias,
véase|11]. Muchas de la leyes de la naturaleza se describen en términos de ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO, ecuaciones que involucran las derivadas de una funciéon de una sola variable) o bien, de ecuaciones
diferenciales parciales (EDP, donde las ecuaciones contienen ecuaciones parciales de funciones de varias
variables). Historicamente, la teoria de EDO y EDP resulté del estudio de ciertas ecuaciones encontradas en
la fisica.

Entre las EDP mas representativas se encuentran:

= La ecuacion de onda. Surge al describir fenémenos relativos a la propagacion de ondas en un medio con-
tinuo. Los estudios de ondas actsticas, ondas de agua, ondas electromagnéticas y vibraciones mecanicas
estan basados en esta ecuacién.

= La ecuacién de calor. Constituye una herramienta de gran utilidad para dar solucién a problemas de
flujo de calor. Esta ecuacién aparece también en una gran cantidad de problemas, por ejemplo: la
concentracion de material en difusion.

= La ecuacién de Laplace. Esta ecuacién puede modelar la distribucién de tempertura en estado estaciona-
rio para una region, ademas, de que aparece en problemas de la fisica como: potenciales electroestaticos,
potenciales de hidrodinamica, potenciales armoénicos en teoria de elasticidad.

Las ecuaciones diferenciales parciales se suelen clagificar en grupos, los cuales engloban las propiedades

matematicas y fisicas cualitativamente similares. La ecuacién del calor %—z = k% es un ejemplo de ecuacion
. . . . L1 . 2 20 e . .
diferencial parcial del tipo parabélico. La ecuacién de onda % = 022712‘ tipifica a las ecuaciones del tipo

. 1 ., 52 2 . ., o .
hiperbélico. La ecuacién de Laplace 37% + % = 0 es un ejemplo de ecuacién Eliptica.
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La deduccién fisica de estas tres ecuaciones puede ser consultada en cualquier libro del tema, por ejemplo,
véase [6, 5]

Existen varios métodos o técnicas para obtener soluciones explicitas (analiticas o semi-analiticas) de algunas
ecuaciones de interés fisico, véase[11], sin embargo, muchas tienen soluciones con expresiones complicadas,
por ejemplo, que involucran series o alguna representacién integral. En muchas situaciones se necesitan
calculos numeéricos de las soluciones de las ecuaciones. En un anélisis de, por ejemplo, una solucién de una
ecuacién en series de Fourier, podemos imaginar calcular en una computadora los primeros cien términos
de la serie, sin embargo, existen métodos mas eficientes para obtener resultados numéricos, especialmente
cuando se utiliza una computadora. véase [12].

1.2. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Una ecuacién diferencial es una ecuacién en donde aparecen derivadas de una o mas funciones desconocidas.
Dependiendo del nimero de variables independientes respecto de las que se derive, las ecuaciones diferenciales
se clasifican en ordinarias o parciales, véase[9, 5, 6]

Definicién. Una ecuacion diferencial parcial (EDP) para la funcion u = (z1, 22,...,oy) conu: Q C R" - R
es una relacion de la forma

F (21,22, ., Uz, gy, ey Ugy gy s Uz 295 ---) = 0 (1.2.1)
donde u;, representa la derivada parcial de u con respecto a la variable independiente x;.

Entonces se dice que F' es una funcion que depende de las variables (z x2, ..., ) y de una funcién (o variable
dependiente) u y de las derivadas de .

Definicion. Una funcion es solucion de una EDP, si en alguna regiéon 2 € R™ del espacio de sus variables
independientes, la funcién y sus derivadas satisfacen a F, es decir, al sustituir la funcién solucién y sus
derivadas se obtiene una identidad.

El orden de una EDP es n si las derivadas de mayor orden que ocurren en F' son de orden n. Una EDP es
lineal si F' es lineal en la funcién incognita v en sus derivadas, y la EDP es cuasi-lineal, si F' es lineal en al
menos una de las derivadas de mas alto orden; de otra manera la EDP es no-lineal.

Definiciéon. Sea Q C R" el dominio de una funcién u, ademas u € C? (R"), entonces se define el laplaciano
Au como

72, — — —
V-Vu—Vu-Au-Zuwm—l 922
=1 =1 g
Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales parciales son:

Ecuacion ‘ ‘ Linealidad
Ecuacién de Laplace Au=0 Lineal
Ecuacién de Poisson Au=f Lineal
Ecuacion de onda U = 2Au Lineal
Ecuacion de calor u; = cAu Lineal
Ecuaciéon de Korteweg-de Vries | u; + uug + Cugye =0 Cuasi-Lineal
Ecuacion eikonal (uz)® + (uy)® + (u.)® = AF | No-lineal

EDP Lineales de Segundo Orden

Consideremos la EDP general de segundo orden para n variables definida en 2 € R™ en forma de un operador
diferencial

Lu = Z AUy, + Z biug, + cu (1.2.2)
i=1

ij=1
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Si las funciones a;j,b; y ¢ no dependen de z € R", se dice que la ecuacién diferencial parcial es de coeficien-

tes constantes. Como ug,,; = Uy, para cualquier funcién con segunda derivada continua, sin pérdida de
1 ] ] i e .. n ..

generalidad podemos asumir la simetria de a;; = a;5. A la suma Zm-:l AjjUz,z; S€ le conoce como la parte

principal de la EDP, la cual se puede escribir como

ou
(22 ()
01 O Unl -+ Qnp a.u
Ozn,

por la igualdad de las derivadas cruzadas podemos decir que la matriz de la parte principal de la EDP sera
real y simétrica.

Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sea

AV =V

un operador de V. Un elemento v € V se llama eigenvector o vector propio de A si existe A € K tal que
Av = Av. Si v # 0, entonces A estd determinado de forma tnica. En este caso se dice que A es un eigenvalor
o valor propio de A correspondiente a v. También se dice que v es un eigenvector con el eigenvalor .

Si A es una matriz cuadrada de n x n con coeficientes en K, entonces un eigenvector de A es, por definicion,
un eigenvector de la aplicacion lineal de K™ en si mismo representado pi esta matriz relativa a la base. Asi,
un eigenvector propio de X de A es un vector columna de K™ para el cual existe A € K tal que AX = A X,
véase [3].

Definici6n. Sea A una matriz real simétrica de nxn asociada a la parte principal de la EDP (3", aijus,q;),
entonces

= Si todos los eigenvalores de la matriz A son distintos de cero y ademés del mismo signo, entonces se
dice que la ecuacién es del tipo Eliptico.

= Si uno y sélo uno de los eigenvalores de la matriz A es igual a cero, entonces se dice la ecuacion es del
tipo Parabélico.

= Si todos los eigenvalores de la matriz A son distintos de cero y ademéas n — 1 de ellos tienen el mismo
signo, entonces se dice que la ecuacion es del tipo Hiperbélico.

Algunos ejemplos de EDP segtin el tipo:

Ecuacion ‘ Tipo
Ecuacién de Laplace Au=0 Eliptica
Ecuacion de Poisson Au=f Eliptica

Ecuacién de calor u; + Au = f | Parabdlica
Ecuacion de onda | uy + Au = f | Hiperbolica

1.3. Problemas Bien Planteados

En general, cada ecuaciéon diferencial parcial tiene varias soluciones, entonces para plantear problemas que
tengan solucién dnica, es necesario complementar el planteamiento con condiciones de frontera adecuadas y
con condiciones iniciales. Un problema se considera “bien planteado” cuando este posee una solucién tnica,
véase [11]
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Problema de valores en la frontera

Para el laplaciano consideremos el dominio 2 € R™ con frontera 0€2. Entonces el caso mas general de un
problema con valores en la frontera es: dadas las funciones fo y gs (fq definida en Q y gg en 0Q2)

Au = fa
ou VBu =
az-+Pu =g

donde ay S son funciones. Este tipo de fronteras son llamadas del tipo Robin. Los casos particulares para
ésta condicion ocurren y han sido estudiados con mucha atencién. Si a = 0, lo que se obtiene es el problema

de Dirichlet
Au = fo
Bu =gy

y cuando B = 0 se obtiene el problema de Neumann

Au = fq

Problema de valores en la frontera con condicién inicial

Para formular este tipo de problemas, se considera el dominio © x [0,7] con T' > 0, donde [0,7] es un
intervalo en la recta real y, generalmente es el tiempo.

Ecuacién de Calor

Para la ecuacion de calor, ademas de las condiciones en la frontera, la solucién debe de satisfacer las condi-
ciones iniciales

u(z,0) = wup(z) Vz € Q

las condiciones en la frontera son esencialmente las mismas que para el problema de valores en la frontera
que se consideraron en la ecuacién de Laplace. De esta manera, el problema mas general para el caso de
un problema en la frontera con condicién inicial para la ecuaciéon del calor consiste en, dadas las funciones

uo € Q, fa €[0,T] x Qy gq €10,T] x 00 es

g};m =fo  (0,T)xQ
aa—z +Bu =ga (0,T) x 002
u(z,0) = ugp (z) Vz € Q

Ecuacion de Onda

Para la ecuacion de onda ademas de las condiciones de frontera, la solucién debe de satisfacer las condiciones
iniciales
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para todo x € Q. Véase[5, 6, 9]

Las condiciones de frontera son de manera general idénticas a las de la ecuaciéon del calor. Asi, el problema
més general del problema de valores en la frontera con condicion inicial para la ecuacién de onda consiste
de, dadas las funciones ug, u), fo v ga, encontrar la funciéon que cumpla

0%u
aa—z +Bu =gs 00 x (0,7)

junto con sus condiciones iniciales.

Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera o condiciones de contorno de una ecuacién diferencial ordinaria o parcial se suelen
clasificar en tres tipos:

= Dirichlet, se especifican los valores de la solucién que necesita la frontera del dominio.
= Neumann, se le especifican los valores de la derivada de una solucién tomada sobre la frontera.

= Robin, es una combinacién de las anteriores, podemos tener una parte con condicién Dirichlet y otra
parte de la frontera con condicién Neumann.

1.4. Ecuaciéon de Laplace, Calor y Onda

Como se menciond, las ecuaciones de Laplace, calor y onda son los prototipos de ecuaciones elipticas, para-
bélicas e hiperbélicas respectivamente. En esta seccién se mostrard una manera de resolver estas ecuaciones
de manera analitica o semi-analitica, en capitulo cinco se muestra la resolucién de estas ecuaciones en forma
numeérica usando el método de diferencias finitas, el cual se describe a detalle y se muestra su uso en el
presente trabajo.

Ecuacién de Laplace

La ecuacion de Laplace es el prototipo para una ecuacién diferencial parcial del tipo eliptico. Para la ecuacion
de Laplace existe una terminologia especializada, pues las soluciones de Au = 0 se les llama, funciones armd-
nicas, véase [9, 5]. Las funciones armonicas aparecen en situaciones variadas, por ejemplo, en electrostatica,
en analisis complejo y en el movimiento browniano.

Las funciones armonicas son invariantes bajo ciertas transformaciones rigidas, como rotaciones y traslaciones.
Si se definen las nuevas coordenadas X’ = X + A entonces Azu = Ayu, sin importar la dimension de X.
Decimos que f(z) es radial si f(x) = f(|z|), es decir, si es constante en esferas concéntricas. Para hallar las
funciones armonicas que son invariantes bajo rotaciones, o lo que es igual radiales, consideraremos los casos
para n = 2, 3.

Coordenadas Polares
Si se hace el cambio de coordenadas
AN cosae  sena) [z
Y —sena cosa ) \y
se seguird cumpliendo que Uz, + Uyy = Uyry + Uy Usando coordenadas polares

T = rcosb

= rsenb
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entonces tenemos que

0* cos20 0? 5 (567190050) 0?
o2 or? r orob
. sen29i2 senfcost ﬁ sen29£
2 902 00 r Or
2 2 2
882 _ sen29882 . (sem‘)cos@) 6389
Yy r r r
cos?0 0?2 senfcosd\ 0O c0s®0 0
2o\ T et
sumando obtenemos
AL 101 o?

o "ror T roe
el cual define el laplaciano en coordenadas polares.

Si u es una funcién armonica y radial, entonces se cumplird que
Upp —i—;ur =0
es decir (ru,), = 0. De esto se tiene que una solucién radial en R? tendra la forma
u(r,0) = cilog(r)+ co
a la cual se le llama solucion radial fundamental, véase [9, 5].

Coordenadas Esféricas

Para las coordenadas esféricas consideramos

= V242422

rcosfsing

rsenfseng

N 83
Il

= rcos¢

tendriamos que el operador laplaciano corresponde a
19
Au = =— (r’u,) + ugsend
L () (upsend)
1
r2senf *

r2senf) 0

+

si buscaramos las funciones armonicas invariantes bajo rotaciones(radiales), tendriamos

2
Upr +—up = 0
r
por lo que
(’I"QUT)T =0
c
entonces u = —— + ¢o es solucion y se le llama solucion radial fundamental en R3.
r

10

Notese que en ambos casos la solucion radial fundamental tiene una singularidad en el origen, véase |9, 8, 5, 6].
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Ecuacion de Calor

La ecuacién del calor es el prototipo de ecuacion diferencial parcial del tipo parabélico. Consideremos la
distribucion de la temperatura u(x,t) en una barra homogénea de longitud L, con temperatura inicial f(x)
y con temperatura igual a cero en los extremos. Entonces la ecuacién que describe lo anterior es

U = KUy
O<z<L
t>0

con condiciones

para t > 0.

u(x,t) representa la temperatura del punto = en el instante ¢ y £ > 0 es una constante proporcional a la
conductividad e inversavemnte proporcional a la densidad y al calor especifico.

Tomemos
w(z,t) = X(2)T(t) (1.4.1)
entonces

ug (z,t) = X(x)T'(t)
ugz(z,t) = X"(2)T(t)

sustituyendo en 1.4.1 tenemos que
X(@)T'(t) = kX"(t)T(t)

si dividimos por kX (x)T(t)

T'(t X"
®H _ X (1.4.2)
kT (t) X (x)
Observemos que si derivamos con respecto al tiempo tenemos que
X”(I’) B O
X(z)
lo que implica que 1.4.2 es constante, entonces
T'(t X"
) _X"=) _ (1.4.3)

KTt X(z)

a la cual se le conoce como contante de separacion, véase [5, 15].

De 1.4.3 obtenemos un par de ecuaciones diferenciales ordinarias

X"(z) + XX (z) =
T'(t)+ M\KT(t) =

ademas de tener las condiciones de frontera
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esto implica que X (0) = X (L) = 0.

Se resuelve
X"@)+AX(z) = 0
con las condiciones de frontera X (0) = X(L) = 0.
= Si A =0, entonces X" (x) = 0, lo que implica que

X(x) = ax+bd

aplicando las condiciones

X(L) = aL =0

entonces a =0y X(z) =0.

= Si A <0, se define una variable —a? = )\, entonces se resuelve

X"(z) - a*X(2) =

v la solucién es

de donde tenemos que

X(0) = a+bd
= a =-b
entonces
X(z) = ae*™ —ae”

_ 9 <ea1’ _ e—ax)
2

= 2asenh(ax)

Ahora si x = L, para L #0

X(L) = 2asenh(aLl)=0

lo que implica que a =0y

= Por tltimo, si A > 0, se define a? = )\ y entonces

X"(z) — +aX(z) =

donde la solucién general es

X(z) = acos(ax)+ bsen(azx)

aplicando las condiciones de frontera

X(0) = a=0
X(L) = bsen(al)=0

12

(1.4.4)
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de donde si b = 0 entonces X (x) = 0, por tanto b # 0 y
sen(al) = 0
v esto pasa cuando a,L = nw paran =1,2,..., por tanto

2
An = a

Q

271'2

3

son los eigenvalores asociados a la ecuacién diferencial 1.4.4. Y sus eigenfunciones

Xp(z) = sen(%x)

Entonces, sustituyendo A, en la otra ecuacién diferencial que nos queda por resolver
T'(t)+ \kT(t) = 0

obtenemos como solucion

paran=1,2,...
Entonces sea

un (z,t) = by Xn(z)T,(t)

n?n?

———Fkt
by, sen (%x) e L2

estas funciones satisfacen la ecuacion de calor con las condiciones iniciales y de frontera que se especificaron.
Por el principio de superposicién se tiene que

0 n?m? .
u(x,t) = = Z bpsen (n—wx) e L?
n=1

por dltimo debemos encontrar las b, que
f(x)= u(x,0)= bysen (%x)

esta expresion es una representacion mediante series de Fourier de f(x) en términos de senos, por tanto la

b, que buscamos se define como
9 L
b, = L/o f(z)sen (%x) dx

paran =1,2,... por lo que la solucién a la ecuacion diferencial parcial es

271'2

u(z,t) = 12;72 (/OL f(x)sen (%x) dx) e 12 Men <n—£:c>

Para mas detalles se puede consultar [9, 8, 5, 6].
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Ecuacion de Onda

La ecuaciéon de onda es el prototipo de ecuacion diferencial parcial del tipo hiperboélico. La ecuacién en una
dimensién estd dada por

2
Uty = CUgy

que puede pensarse como el modelo matematico de una cuerda vibrando, véase|8, 6. Para resolver en este
caso se puede factorizar el operador, obteniendo

U — CUgy = (0 — c0z) (Op + cOz) u

Sea v = uz + cu, de modo que querriamos resolver v; — cv, = 0. La solucién general de esta ecuacion es
v (x,t) = h(z + ct) y habria que resolver

ug +cuy, = h(z+ct) (1.4.5)

Seaw(x +t) =u(zr+1t)— f(z+ct) donde u es soluciéon de 1.4.5. Asi se tiene que w; + cw, = 0, por lo que
w(x+1t) =g (x—ct) es la solucion general. Entonces la solucion general de la ecuacion de onda es

u(z,t) = f(x+ect)+g(x—ct) (1.4.6)
Consideremos ahora el problema de valores iniciales
Ut = c2um reR,teR

u(z,0) =¢(x) z€R
u(2,0) =¢(x) zeR

con ¢ y ¢ describiendo la posicién y velocidad inicial del sistema. Se puede suponer cierta regularidad en
estas funciones. Para hallar la solucién volvemos a 1.4.6 y notemos que

p(x) = f(z)+g(z)
¢ (z) = f(z)+d ()

y derivando con respecto a ¢ y evaluando luego en ¢t = 0 obtenemos
¢(x) = cf (z)—cg (2)

A partir de este par de ecuaciones, obtenemos que

integrando se obtiene que

f@) = gel@+q [ ods+a

9@0) = ge =g [o(dst B

Como f + g = ¢ entonces A+ B =0y por lo tanto, al evaluar f (z + ct) y g (z — ct) obtenemos

1

cp(1:+ct)+1/0w+0t¢(s)d5+;gp(xct)/()I_thb(s)ds

1) =
u(z,t) 2c 2c

(gp(m+ct)+30(:1:—ct))+§

N — N

T+ct
/ ¢ (s)ds (1.4.7)

—ct
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a la expresion 1.4.7 se le conoce como férmula de D’Alambert. Véase |9, 8, 5, 6].

Desafortunadamente, mientras las ecuaciones diferenciales pueden describir gran variedad de problemas, sélo
una pequena porcion de ellas pueden ser resueltas de manera exacta por funciones elementales (polinomios,
sen(x), cos(x), e”) y sus combinaciones. Si la solucién analitica no la conocemos, lo que queremos entonces es
encontrar una aproximacion a su solucién. Una de las técnicas para encontrar la aproximacién de la soluciéon
son los métodos numéricos para resolucién de ecuaciones diferenciales parciales, con los cuales se obtienen
aproximaciones numeéricas de la solucién en ciertos puntos del dominio de la ecuacién. Estos métodos se les
llama Métodos de Discretizacion.

1.5. Meétodos de Discretizacion

En la busqueda de una descripcién cualitativa de un determinado fenémeno, por lo general se plantea un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, validas para cierto dominio y donde se imponen
sobre este, una serie de condiciones en la frontera y de condiciones iniciales. Después de esto, el modelo
matematico se considera completo, y es aqui donde aparece la mayor dificultad, dado que solamente en la
forma més simple de la ecuacién, con fronteras geométricas triviales puede ser resuelta en forma exacta con
los métodos matemaéticos que disponemos.

La idea de estos métodos consiste en aproximar las derivadas que aparecen en los problemas de ecuaciones
diferenciales de forma que se reduzca a resolver un sistema algebraico de ecuaciones que representa la soluciéon
de la ecuacion diferencial en algunos puntos. Una vez teniendo el sistema lineal Ax = b, se procede a resolver
dicho sistema, utilizando las técnicas de algebra lineal que nos ofrezcan mejor desempefio computacional.
Entre las diferentes formas de discretizacion posibles estan los siguientes métodos, véase [8, 12, 4/

s Método de Diferencias Finitas
s Método de Volumen Finito

s Método de Elemento Finito

Método de Volumen Finito

El método de Volumen Finito, véase|2]|, divide el dominio de estudio en un nimero de volimenes de control
que no se traslapan, de manera que hay un volumen rodeando a cada punto de la malla. Las integrales de
volumen de la ecuacién diferencial parcial que contienen la divergencia son transformadas a integrales de
superficie, usando el teorema de la divergencia o de Gauss. Estos términos entonces son evaluados como flujos
en la superficie en cada volumen finito. Que el flujo de entrada en el volumen sea igual al flujo de salida,
hacen que este método sea conservativo. Una ventaja del método es que se puede formular facilmente en
mallas no estructuradas. El método de volumen finito es muy usado para problemas de dindmica de fluidos.

Método de Elemento Finito

El método de elemento finito, véase[l], es otra técnica numérica para aproximar la solucién de ecuaciones
diferenciales parciales. El dominio se divide en subdominios que no se traslapan, a los cuales se les denomina
“elementos finitos”. Se usan métodos variacionales (calculo variacional) para minimizar una funcién de error
vy producir una solucién estable. El método se puede aplicar a la mayoria de los problemas de ciencia e
ingenierfa.

Método de Diferencias Finitas

La técnica fundamental para los célculos numéricos en diferencias finitas se basa en aproximar f () mediante
un polinomio cerca de x = z, véase[12]. Una de las aproximaciones clasicas es mediante la serie de Taylor, la
cual también nos permite, aparte de la aproximacién de las derivadas, el calculo del error en la aproximaciéon
mediante su férmula del residuo.
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Al resolver ecuaciones parciales, se analizan funciones de dos o méas variables, por ejemplo, u (x,y), u (x,t)
y u(z,y,t). Algunas derivadas parciales (no todas) se pueden obtener de la misma forma como si fueran
funciones de una variable. Por ejemplo, para una funciéon u (z,y), la derivada parcial % es, en realidad, una
derivada ordinaria Z—Z si mantenemos a y fija.

Por ejemplo, en los problemas fisicos a menudo se necesita calcular el laplaciano Au = V2u = g% + %.
Utilizando una férmula de diferencias centradas para la segunda derivada, obtenemos la forma del laplaciano

en diferencias finitas

u (zo + Az, y0) — 2u (20, %0) + (10 — Az, y0)
(Az)’

u (.CUQ, Yo + AZ/) —2u (‘TOa Z/O) + (:I:Ou Yo — Ay)
(Ay)?

V2u (z0,90) ~

+

Aqui el error es el méximo O((Ax?)) y O((Ay?)). A menudo suele tomarse Az = Ay y asi se obtiene la
aproximacion estandar de diferencias finitas de cinco puntos para el laplaciano.

En esta forma de discretizacién es conveniente utilizar la notacién matricial para analizar la ecuacién di-
ferencial parcial. Una vez discretizada la ecuacién, lo que obtenemos es un sistema de ecuaciones Ax = b,
donde el tamano de la matriz y de los vectores depende del tipo de condiciones de frontera o de contorno
que se le hayan dado al problema y de la particién del dominio realizada.

El método que se desarrolla en este trabajo es el Método de Diferencias Finitas, el cual es uno de los métodos
clasicos de soluciéon de ecuaciones diferenciales. Este métodose detalla en el capitulo dos de este trabajo.

1.6. Meétodos de Solucién de Sistemas de Ecuaciones

Una vez la ecuacion discretizada, como resultado de aplicar el método de diferencias finitas (también los
métodos de volumen finito y elemento finito producen resultados similares), el problema de resolver la
ecuacién diferencial parcial de manera numérica se reduce a la solucién del sistema Az = b. Donde la
matriz A es una matriz bandada(contiene muchos ceros) y dependiendo de la dimension del problema puede
ser de tres, cinco o siete bandas.

Para resolver el sistema de ecuaciones Ax = b se cuenta con una gran variedad de métodos, los cuales se
dividen en: Métodos Directos v Métodos Iterativos.

Los Métodos Directos ( Véase Capitulo 3) proporcionan la solucién en un nimero fijo de pasos y solo estan
sujetos a los errores del redondeo, estos métodos de solucién se aplican a matrices densas. Los Métodos
Iterativos (Véase Capitulo 3) como su nombre lo destaca se realizan iteraciones para aproximar la solucion,
y son usadas para la solucion del sistema cuando la matriz es dispersa (sparse matrix).

Directos:

= Descomposicion LU, véase secciéon 3.2.1
= Descomposicién de Cholesky, véase seccion 3.2.2
= Descomposicién LU para matrices tridiagonales, véase seccién 3.2.3

Iterativos:

» Gradiente Conjugado(CGM, Conjugate Gradient Method), véase seccion 3.2.4
» GMRES(Generalized Minimal Residual), véase seccion 3.2.5
Dependiendo de las caracteristicas de la matriz A, se usa un tipo de método, por ejemplo, si:

= Matriz es simétrica: Cholesky, CGM

= Matriz no simétrica: LU, GMRES
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Otro factor para tomar en cuenta es que al ser la matriz bandada, se debe de encontrar una forma de
almacenar 6ptimamente en RAM a la matriz A, ya que podria agotar la memoria por su tamano, ademés de
facilitar el célculo que involucran la solucion del sistema (bésicamente la multiplicacién de matriz-vector).
Estos esquemas de almacenamiento continuo en memoria para los elementos no cero de la matriz, requieren,
por parte del esquema, del conocimiento de la ubicacién de los valores dentro de la matriz original. Existen
varios métodos para el almacenamiento de los datos , entre los cuales se encuentran, Compressed Row
Storage(CRS) y Compressed Diagonal Storage(CDS) (Véase la seccion 3.1) son los que nos interesan. Puede
darse el caso en que la matriz sea simétrica, lo cual reduce aiin mas el nimero de elementos a almacenar en
memoria, pues podemos almacenar solamente la mitad de los valores. En el caso de que los coeficientes de
la ecuacién diferencial parcial sean constantes, los valores dentro de la banda son iguales y no es necesario
guardar todos los valores, solamente un representante de ellos.

1.7. Necesidad del Cémputo Paralelo.

El cémputo en paralelo surge de la necesidad de resolver problemas complejos en tiempos razonables, donde se
hace uso de las ventajas de memoria y velocidad de los procesadores y de la interconexién de varias maquinas
para la distribucién del calculo y del procesamiento de los datos. Para lograrlo existen principalmente dos
bibliotecas openMP y MPI.

OpenMP (www.openmp.org) permite la programacion multiproceso de memoria compartida. Se compone de
un conjunto de directvas de compilador, funciones de la propia biblioteca y variables de entorno. Se basa en
el modelo fork-join, donde una tarea muy pesada se divide en hilos de procesamiento para después “juntar”
o “recolectar” los resultados y al final unirlos, véase [23].

MPI (www.open-mpi.org) es una libreria que define una sintaxis y un grupo de funciones de paso de mensajes
para explotar los sistemas con multiples procesadores. Message Passing Interface(MPI) es una técnica de
programacion concurrente para la sincronizacion de procesos y permitir la exclusion mutua. Su principal
caracteristica es que no precisa de memoria compartida, por lo que es muy importante en programacion de
sistemas distribuidos. Los elementos principales que intervienen en el paso de mensajes son: el proceso que
envia una tarea y el que la recibe, véase [24].

Usando este tipo de cémputo se puede reducir el tiempo de ejecucién de la resolucion de la ecuacion de
forma considerable, ya que es posible mediante multiples métodos numéricos que paralelizan la resolucion
del sistema algebraico asociado. Véase apéndices A y B.

Resumiendo, al tratar de resolver numéricamente una ecuacion diferencial parcial por diferencias finitas,
lo primero que hacemos es discretizar la ecuacidén, una vez hecho esto, se trata de resolver el sistema de
ecuaciones Ar = b mediante el método(directo o iterativo) més conveniente utilizando técnicas de computo
en paralelo y asi, al final se obtendré la solucién del problema.

1.8. Objetivos

Generales

Los objetivos generales de este trabajo son:

= Desarrollar la metodologia para resolver ecuaciones diferenciales parciales mediante el método numérico
de diferencias finitas

= Desarrollar los algoritmos necesarios para resolver las ecuaciones diferenciales parciales en una, dos y
tres dimensiones

= Implementar en una aplicaciéon computacional la solucién numérica del método de diferencias finitas

= Mostrar que la implementacién en paralelo de la metodologia estudiada puede ser eficiente en equipos
masivamente paralelos
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Particulares

Los objetivos particulares del trabajo son:

= Describir el método numérico de diferencias finitas

= Desarrollar la metodologia de diferencias finitas para ecuaciones diferenciales parciales: Elipticas, Pa-
rabdlicas e Hiperbélicas

= Describir el estencil general para ecuaciones diferenciales parciales en tres dimensiones

= Implementar la solucién numérica del método de diferencias finitas en lenguajes como C++ y paquetes
de uso generalizado como Scilab, Octave y MatLab

= Mostrar mediante ejemplos la solucién numérica y su implementacién computacional para resolver
ecuaciones parciales en una, dos y tres dimensiones

= Mostrar mediante un ejemplo, que se puede obtener una paralelizacién de la metodologia desarrollada,
que tiene alta eficiencia en equipos paralelos

Para poder cumplir con los objetivos planteados en este trabajo en el capitulo dos y tres se desarrolla la
metodologia y los algoritmos para la solucidon de ecuaciones diferenciales parciales. En el capitulo cinco
se muestran las aplicaciones de esta metodologfa, resolviendo problemas en espacio y tiempo, asi como
un ejemplo de paralelizaciéon mediante descomposicién de dominio. Ademaés, los codigos de los ejemplos se
colocaron en la pagina web http://mmc2.geofisica.unam.mx/omb.



Capitulo 2

Método de Diferencias Finitas

En este capitulo se presenta una introduccion gener al Método de Diferencias Finitas (véase [12, 17]) para
aproximar la solucién de ecuaciones diferenciales. El marco tedrico se plantea en forma general, aplicable a
la solucién de problemas especificos. Los tipos de problemas que se resolveran son los que generan ecuaciones
diferenciales parciales (ya sean elipticas, parabdlicas o hiperbolicas) para las distintas condiciones de frontera
(Dirichlet, Neumann y Robin).

El método de diferencias finitas es un clasica aproximacién para encontrar la solucién numérica de las
ecuaciones diferenciales parciales. El método consiste basicamente en que las derivadas son reemplazadas por
aproximaciones en diferencias finitas, convirtiendo el problema de ecuaciones diferenciales en un problema
algebraico Az = b resoluble por métodos matriciales, véase [16].

Con la disponibilidad de poderosas computadoras, la aplicacién de métodos numéricos para resolver pro-
blemas de ciencia e ingenieria se ha convertido, en la practica, algo normal en la comunidad cientifica. Los
métodos numéricos florecen donde los trabajos practicos/experimentales son limitados. Cuando el trabajo
experimental es complicado, la teorfa de métodos numéricos auxilia en la solucién de los problemas y asi se
puede obtener informacién valiosa. En ciencia, las soluciones numéricas y experimentales son vistas como
complementarias una a otra. Es comtn que la experimentaciéon valide o verifique el método numérico y asi
poder extender este tltimo para resolver problemas mas complejos. Es comiin encontrar que los métodos
numeéricos son la base en la solucién de problemas de la ciencia, més aun, los avances en los métodos ma-
tematicos y en la capacidad computacional han hecho posible el resolver problemas de las ciencias sociales,
medicina, economia, etc.

2.1. Diferencias Finitas

El objetivo es aproximar la solucién de ecuaciones diferenciales, es decir, encontrar una funciéon (o alguna
aproximacion discreta a esta funcion) que satisfaga la relacion de su(s) derivada(s) en alguna region del
espacio y/o tiempo, con una serie de valores en su frontera. En general, resolver una EDP es complicado
y raramente se puede encontrar una solucidon analitica que satisfaga el problema. El Método de Diferencias
Finitas procede reemplazando las derivadas de la ecuacién con una aproximacién de una diferencia finita.
Con esto obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas a resolver, algo que es eficiente resolverse utilizando
una computadora.

Aproximaciones polinémicas.

La técnica para los célculos de diferencias finitas se basan en las aproximaciones polinémicas a f(z) cerca
de un punto z = xg. Una aproximacion a f(z) se puede obtener mediante su recta tangente en z = xg

fl@) ~ f(xo)+ (z —x0) [ (w0)
una aproximacion lineal(h = = — xg). También podemos considerar una aproximacion cuadrética a f(x)

F@) ~ (o) o o) + 2L

19
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Cada una de estas aproximaciones polinémicas es mas precisa a medida que aumenta el grado y si x esta
suficientemente cerca de xg.

Error de truncamiento

En las aproximaciones polindomicas se obtiene directamente una férmula del error a partir de la expresiéon
hTL
f@) = o) +hf (w0) +... 4+ — ) (x0) + Rn (2.1.1)

conocida como serie de Taylor (véase[20]) con residuo. El error de truncamiento tiene una féormula similar
al termino n + 1 de la serie, pero se evallia en un punto intermedio, usualmente desconocido

hn—l—l

— (n+1)
Rn - (n+1)'f i (€n+1)

donde zg < {n4+1 < xo + Azx. Para que el resultado sea valido, f (z) debe de tener n+ 1 derivadas continuas.

2.2. Aproximaciéon a la Primera Derivada
Existen distintas maneras de generar la aproximacion a la primera derivada, de las cuales nos interesa aquella
que ofrezca la mejor aproximaciéon posible con el menor esfuerzo computacional. Usando la serie de Taylor

2.1.1 podemos aproximar las derivadas de varias formas, a saber, por diferencias progresivas, diferencias
regresivas y diferencias centradas.

Diferencias Progresivas

Considerando la ecuacién 2.1.1 y sea h > 0

’ h2 17
fla+h) = flz) —hf (x) + 5 f (€)
de ésta ecuacion se obtiene la siguiente expresiéon para la aproximacién de la primera derivada

oy S ) = f@) B
£y =T 2

. ., / . . . . . -
en este caso la aproximacion a f (z) mediante diferencias progresivas es de primer orden, es decir, O(Ax).

Es comun escribir la ecuacién anterior como

)= TEHZTD o)

siendo Op(h) el error de truncamiento, definido como

2
Oph) = 51" (0

Diferencias Regresivas

Considerando nuevamente la ecuacion 2.1.1

2
Fle—h) = f(a) —hf @)+ 20
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asi la aproximacién a la primera derivada es

z)— f(z— 2
£y = TN B

. ., / . . . . .. .
en este caso la aproximacion a f (x) mediante diferencias regresivas también es de primer orden O(h).
Entonces se puede escribir la derivada como

. . 2 .
siendo una vez mas O,(h) = %f (€) el error de truncamiento.

Diferencias Centradas

Comparando las diferencias progresivas y regresivas observamos que el error de truncamiento es O (h), para
obtener una mejor aproximacién podemos calcular la media de esas aproximaciones.

h? h?
fle+h) = f(@)+hf' @)+ 5" (@) + 5" ()

o h73 ///(67’)

2
fle—h) = @) b+ o) -

restando las ecuaciones anteriores

3
flx+h)—flx—h) = 2hf'(z)+ h

o (@) + £"(e)

esta tltima expresiéon da lugar a la aproximacion de la primera derivada mediante diferencias centradas

Py = LEER_IED g )

donde O.(h?) es el error de truncamiento, el cual es de segundo orden. Haciendo una comparacién de los
errores de truncamiento de diferencias progresivas, diferencias regresivas y diferencias centradas tenemos que

1 2 I —
hli%OC(h ) < hli)I%)Op(h) hIL%OT(h)

por lo tanto, la mejor aproximacion a la primera derivada se logra con diferencias centradas.

Estas tres aproximaciones son consistentes, lo que significa que el error de truncamiento se anula cuando
h — 0.

2.3. Aproximacién a las Derivadas en 1D, 2D y 3D
De manera anéloga, se pueden obtener aproximaciones en diferencias finitas de derivadas de orden mayor. En
esta parte se desarrollard la manera de calcular la derivadas de orden uno y dos con diferencias centradas en

una, dos y tres dimensiones. Para encontrar la aproximacion en dos y tres dimensiones observemos que cada
una de las derivadas parciales es en realidad una derivada ordinaria si mantenemos fijas las demés variables.

Derivada de Orden Uno en Una Dimensién
Partiendo del desarrollo de la serie de Taylor 2.1.1 se tiene que
h? h3
fla+h) = f(@)+hf' (@) + 5 /(@) + 57" ()

h3
o f/// (Er )

2
flx—=h) = f(x)—hf'(x)+ %f//(.%') Y
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restando las ecuaciones anteriores obtenemos

3
flx+h)—f(x—h) = 2hf'(x)+ h

5 (f///(ep) + f///(ﬁ'r))

de donde esta ultima expresién da lugar a la aproximacién de la primera derivada

flx) =~ f(x+h)2_hf(x_h) (2.3.1)

Derivada de Orden Dos en Una Dimension

Partiendo del desarrollo de la serie de Taylor 2.1.1 se tiene que

h? h3 t
fl@+h) = f(x)+hf'(x:)+ af”(l’) + af’”(x) + Efw(ﬁp)
h3

rt
0" @)+ )

h2
fla=h) = [f@)=hf'(@)+ 5 (@) -
sumando éste par de ecuaciones para obtener la aproximacion a la segunda derivada

T — — X X 2 ; ;
f”(l‘) — f( h) 2];(2)"1'f( +h)_Z!(fw(€p)+fw(€T))

asi la aproximacion a la segunda derivada usando diferencias centradas, con error de truncamiento O.(h?) es

fle—h)=2f(x) + f(x+h)

(@) :

(2.3.2)

Derivada de Orden Uno en Dos Dimensiones

Utilizando 2.3.1 se obtendré la aproximacién a las derivadas parciales en dos variables z y y, lo cual se hace
manteniendo una de las variables fija. Sea f(z,y) € C*.

Si se mantiene y fija se tiene que

ai ~ f($+h1,y)_f($_h1,y)
89@ = 2h1

Si ahora se mantiene x fija se obtiene lo siguiente

87]‘1 ~ f(!l/‘,y+h2)*f(l',y7h2)
8y - 2h2

Derivada de Orden Dos en Dos Dimensiones

Utilizando 2.3.2 se obtendra la aproximacién a las segundas derivadas parciales en dos variables x y y, lo
cual se hace manteniendo una de las variables fija. Sea f(z,y) € C2.

Si se mantiene y fija se tiene que

82f —~ f(f[f_hl,y)_Zf(x,y)+f(x+h1,y)
oz h?

Si ahora se mantiene x fija se obtiene lo siguiente

an ~ f(ﬂz,y—hg)—2f(:c,y)+f(x,y+h2)

~

0y? h3
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Derivada de Orden Uno en Tres Dimensiones

Utilizando 2.3.1 se obtendra la aproximacion a las derivadas parciales en dos variables x, y, 2, lo cual se hace
manteniendo una de las variables fija. Sea f(z,y) € C*.

Si se mantienen y, z fijas se tiene que

g ~ f($+h1,y,2)—f($—h1,y,2)
81‘ 2h1

Si ahora se mantienen x, z fijas
g ~ f(l',y+h2,2)—f($,y—h2,2>
Oy 2ha

Si ahora se mantienen x,y fijas

g f($,y,2+h3)—f($,y,2—h3)
dy 2h3

Q

Derivada de Orden Dos en Tres Dimensiones

Nuevamente usando 2.3.2 se obtendra la aproximacién a las segundas derivadas parciales en tres variables
x,y, z. Lo que se hace es mantener dos de las tres variables fijas. Sea f(x,v,2) € C.

Si mantenemos vy, z fijas se tiene que

& f(x—hl,y,z)—2f(x,y,z)—|—f(x+h1,y,z)
0x? h?

Q

Ahora se mantienen fijas x, z

an f(l‘,y—hQ,Z)—Qf({E,y,Z)‘Ff(CL‘,y—{—hQ,Z)
0y? h3

|
Q

y por ultimo se mantiene fijas x,

ﬁ s f(l’,y,Z*hg)*Qf(l',y,Z)‘Ff(I',y,Zﬁ*hg)
022 h3

<

2.4. Estencil para Problemas en 3D

El estencil para los problemas de una y dos dimensiones pueden obtenerse como caso particular del de tres
dimensiones, haciendo ceros los terminos que no deben de aparecer, por lo cual, trataremos en esta seccién
unicamente el estencil para un problema tridimensional.

Para crear la malla se divide el dominio de la ecuacién diferencial Q € R3 en N, Ny y N nodos homoge-
neamente espaciados por cada dimension. Usando lo desarrollado en diferencias finitas para las parciales en
tres dimensiones, tenemos que para el n-ésimo nodo z; = (z;,y;,2) (fig 2.4.1) se tiene que
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of
ox

of

of

(T35, 2x)

(mlyja Zk)

(mzyju Zk)

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Figura 2.4.1: Nodos

f('rl + h17yj7zk) - f(x’b - h17yjazk)

2hy
Jiv15k — fim1,4k

2h1

fn-i—l - fn—l

2h,
I (@i, yj + ha, z) — f (23,95 — ha, 21)

2ho
fij+1k — fij—1k

2ho

fnJer - fanz

2ho
f (x’byjazk + h3) - f (l.ivyj7z]€ - h’3)

2hs3
figk+1 — fijk—1

2hs
Jnt NNy — fn—N.N,

2hs

24
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y para las segundas parciales

>*f (o 2) ~ [ (i = ha,yj, 2k) — 2 (20,95, 26) + f (2 + P, Y5, 2k)
g2 YD ER) h?

o Jimrik = 2figk + fiv15k

~ W

~ fn—1_2fn+fn+1

~ E
*f (i, 2) ~ f (@i, y; — ho, z) — 2f (i, Y5, 2) + f (i, 95 + ha, 2)
ay? h3

o Jig—1k = 2fijk + figik

~ W

~ fn—Nz - an + fn+Nz

h3

>f (i, 2) ~ I (@i ys, 26 — h3) = 2f (i, Y5, 2) + f (i, Y5, 26 + h3)
572 il Fk) h3

o Jigk—1 = 2fijk + Jijea

~ =

_ Jn=NuN, = 2fn + fognan,

~ i

donde hi, ho, hs son las distancias entre nodos en los ejes x, y, z respectivamente.

2.5. Condiciones de frontera

Dirichlet. Se especifica el valor que la funcion u (z,t) toma en la frontera, es decir, es un valor conocido
en el nodo o nodos de la frontera, este valor pasa al lado derecho del sistema Ax = b. No se necesita hacer
mas manipulacion algebraica. Véase seccion 2.6.1.

Neumann. En la condicién de frontera tipo Neumann, lo que se conoce es la derivada de u(x,t) a lo

. Ou - : P
largo de la frontera OS2, es decir, —. La condicién debe representarse como una diferencia finita afiadiendo

n
puntos ficticios a la malla en la frontera. Estos valores anadidos, no tienen ningun significado fisico pues se
encuentran por fuera del dominio del problema.

Por ejemplo, para un problema unidimensional en un dominio £ = (a,b) y condicioén de frontera Neumann
en los puntos * = a y x = b igual a dd% =qi(z) y % = go(x), al usar el método del punto fantasma o
ficticio, se afiaden los puntos 1 = xg—h =a—h y xpt+1 = 5 + h = b+ h a la malla. Entonces ahora
se puede usar el método de diferencias finitas centradas para resolver la ecuacion diferencial en todos los
puntos de la malla donde la solucién es desconocida. Se tiene entonces un sistema de n ecuaciones y n + 2
incégnitas. Las ecuaciones adicionales para completar el sistema son las que corresponden a las condiciones

de frontera Neumann.

Una primera aproximacién es representar la condicién como una diferencia progresiva

wow _du
h  dn
Up — Up—-1 %
h - dn

para las condiciones en a y b respectivamente. Sin embargo, la aproximaciéon a una derivada por diferencias
progresivas es de primer orden. Teniendo en cuenta que la aproximacion del método de diferencias finitas que
se ha desarrollado es de segundo orden, necesitamos expresar tal condicién de frontera como una aproximaciéon
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del mismo orden. Entonces, representando las derivadas como una diferencia finita centrada

Uy —uU-q du1

oh = dn = qi(x)
Up+1 — Up—1 @ . (.’E)
on  _dn %

De las ecuaciones anteriores se tiene que u_1; = u; — 2hg1 v Upt1 = un—1 + 2hge. Colocando esto en la
discretizacion de diferencias finitas para los puntos £ = a y x = b se tiene que

uU_1 — 2ug + uq

h2 = fO
uy — 2hgr — 2ug + ug
—up +up @ g1
h? - 9"

para el punto x =ay

Up—1 — 2Up + Upt1

Up—1 — 2Up + 2hg2 + Up—1
Up—1 — Up & 92
h? - 2"

para el punto x = b.

Con lo cual se tiene una aproximaciéon de segundo orden para las fronteras tipo Neumann. Véase seccidon
2.6.2.

Robin. Al ser una combinacién de las anteriores, se aplica la misma regla dependiendo de la condiciéon de
frontera en la que se encuentre el nodo. Véase seccion 2.6.3.

Como referencia véase [25] capitulo 4.

2.6. Procedimiento General del Método de Diferencias Finitas

Dada la ecuacién diferencial parcial, para poder utilizar el Método de Diferencias Finitas se debe de:

= Generar una malla del dominio, es decir, un conjunto de puntos en los cuales se buscard la solucion
aproximada a la ecuacién diferencial parcial. Ver figura 2.6.1.

= Sustituir las derivadas correspondientes con alguna de las férmulas de diferencias finitas centradas,
para obtener un sistema algebraico de ecuaciones Az = b.

= Resolver el sistema de ecuaciones para obtener la solucién aproximada en cada punto de la malla.

A continuacién de daran ejemplos de como proceder para resolver una ecuaciéon diferencial mediante el
método de diferencias finitas en una dimensién, tomando en cuenta las distintas fronteras que puede tener
un problema, a saber, Dirichlet, Neumann y Robin.
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8 9 10 1L 12} 13:
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Figura 2.6.1: Numeracién de nodos para una malla de dos dimensiones

2.6.1. Problema en una dimension con Condiciones de Frontera Dirichlet

Considéremos la ecuacién

gy +b(z)ug +c(x)u = f(x) (2.6.1)
en Q = [a, ] y condiciones de frontera

u(a) = uq

u(B) = wug

Entonces, para poder empezar a usar el método de diferencias finitas debemos de generar una malla, en este
caso, homogénea del dominio Q = [a, f]. Sea h = Az = B_TO‘

xi:oz—i-ih

cont=0,1,2,...,n.
A continuacién, se sustituyen las derivadas de la ecuaciéon 2.6.1 con un representaciéon de la misma en
diferencias centradas, con lo que obtenemos

Ui—1 — 2U; + Uit
72
Uil — Uj—1

2h

Upe =
Uy =

con lo que la ecuacion 2.6.1 se convierte en

a |:Uil — 2u; + uz‘+1} 4 b |:Ui+1 — Ui—1

72 2 ] + ciu; = fi

donde a;, b;, ¢;, fi son las evaluaciones en el nodo x; de a,b(x),c(z), f () respectivamente. Agrupando los
nodos, se obtiene el estencil

a; b; 2a; a; b
72 o | Wt t |G 7 u; + ﬁJF% Uit1 = Ji

de donde se obtiene el sistema de ecuaciones

ai bl [ 2(11- _al bl- .
[fﬂ_%]ua+ e |t e Ty = N
ag b2 [ 2&2_ _CLQ b2_

|:h2 — Qh] up + _62 — Tz | U9 + _7h2 + 72h_ us = fo
az bz [ 2a3 | (a3 b3 ]
{m‘%]“ﬁ 3 2 | 2 Ty = S

An-1)  bm-1) 2a(n—1) An-1) _ bmn-1)
[ W2 an ]“<n—2>+[0<n—1)— 12 ]“<n—1>+[ w2 T o | U = fe-n
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el cual se puede escribir en forma de una matriz y un vector\

b
clh2—2a1 a1+% ul i = [%_i} Uor
baoh bah
1| a2—%2"  ch? —2ay as + %" Uy o
h? _ _ =
bn-nh 2 A b
A(n-1) — % c1h® —2a t(n=1) fo—1) — { (h21> + (2h1>} us

resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene la solucién aproximada en cada punto interior de la malla.
La soluciéon completa se obtiene al formar el vector

(ua Uy U2 ... Up-—-1 uﬁ)

2.6.2. Problema en una dimension con Condiciones de Frontera Neumann

Considéremos la ecuacion
AUy + b () uy +c(x)u = f(x)

d—u =cte= u
dzx o - N @

<du> cte U
_— = = ﬁ
dzx 3

para poder empezar a usar el método de diferencias finitas, lo primero es presentar las condiciones de frontera
de la manera vista en seccién anterior (2.5).

en Q = [a, ] y condiciones de frontera

De la condicién de frontera en x = « tenemos que

—upt+ur _ fo | Ua

h? 2

en tanto que para x = (8
Un=1) —Un _ fn U
h? 2 h
Una vez teniendo las condiciones de frontera expresadas de esta forma, procedemos como anteriormente, es
1

decir, generamos la malla del dominio Q = [, 5]. Sea h = Az = -

x; = a+ih

cont=0,1,2,...,n.
A continuacién, se sustituyen las derivadas de la ecuaciéon 2.6.1 con un representaciéon de la misma en
diferencias centradas, con lo que obtenemos

Ui—1 — 2U; + Uit
72
Ujt1 — Uj—1
2h

Uy =
Uy =

con lo que la ecuacion 2.6.1 se convierte en

a; |:Ui1 — 2u; + uz‘+1} 4 b |:Ui+1 — Ui—1

72 o ] + ciui = fi

donde a;, b;, ¢;, f; son las evaluaciones en el nodo x; de a (z),b(z),c(z), f (x) respectivamente. Agrupando
los nodos, se obtiene el estencil

a; bi 2ai a; bi
72 o | Wit |G gy Uit |t oy i1 = fi
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de donde se obtiene el sistema de ecuaciones

1 1 Jo | Ua
Tt T gty
_(Il b1 1 [ 20,1_ —al b1 1
-ﬁ—%-uo+_01—ﬁ-U1+-ﬁ+ﬁ_u2 = fl
[as by ] [ 2a4 | [as by ]
_ﬁ_ﬁ_U1+_62_ﬁ_u2+_ﬁ+%_u3 = f2
-ag bg 1 [ 20,3- _a3 b3 |
2 o2t BT gz |t Ty, = S
1 1 fo ug
ﬁu(nfl) - ﬁun - ? + —
en forma de matriz vector\fr
i : w\ (5
) a1 — % h®—2a  ap+ % Uy f1
il as — % coh? — 2a9 a9 + % uz | = fa
h2
1 -1/ \uy %" + 22

resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene la solucién aproximada en cada punto interior de la malla,
en forma de vector

(U() Uy uz ... un)

2.6.3. Problema en una dimensiéon con Condiciones de Frontera Robin

Considéremos la ecuacion
AUgy + b () uy +c(x)u = f(x)

en Q = [a, ] y condiciones de frontera

u(a) = uq

(du) cte =u
_— = = B
dzx 3

Escribiendo la frontera Neumann de la siguiente manera

Un—1) —Un _ fn  ug
h? 2 h

podemos ya utilizar el método de diferencias finitas para resolver la ecuacién. Entonces, generamos la malla
el dominio Q = [a, B]. Sea h = Az = 1

n

r; = o+ ih

coni=0,1,2,...,n.

A continuacién, se sustituyen las derivadas de la ecuacion 2.6.1 con un representacion de la misma en
diferencias centradas, con lo que obtenemos

Ui—1 — 2U; + Uip
12
Ui+l — Ui—1
2h

Upe =

Uy —
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con lo que la ecuacion 2.6.1 se convierte en

NP, Yy , e
a; {Uz 1 hléz+uz+1:| b, {U2+12huz 1

] + ciu; = fi
donde a;, b;, ¢;, f; son las evaluaciones en el nodo x; de a (z),b(x),c(x), f () respectivamente. Agrupando
los nodos, se obtiene el estencil

a; bi QCLZ‘ a; bi

{h?_%} U1 + [Cz‘— hQ] u; + [h2+2h] Uil = fi

de donde se obtiene el sistema de ecuaciones

al bl [ 2a1 | _al b1 |
[}LQ—%}U&—F_Cl—m_ U1+_ﬁ % uy = fi
ag b2 [ 2@2_ _CLQ b2 |
|:h2—2h]ul+_c—h2_UQ+_h2+2h_U3 = f2
az bz [ 2a3 | (a3 b3 ]
[}12—2}1]“24‘_03_}12_“34‘_}124—%_“4 = f3
Up—1) —Un _ fo  up
h2 R
en forma de matriz vector
ch? —2a; ap + % w - [%_%] e,
. ag—% coh? — 2as a2+% Ug f2
ﬁ as — % 62h2 —2a3 a3+ % ug | = f3
_ U fn . u
! ! " T

resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene la solucién aproximada en cada punto interior de la malla.
La solucién completa se obtiene al formar el vector con la condicién de frontera en x = «

(ua U U2 ... un)

2.7. a(x) no constante

Los ejemplos de la seccion anterior se toma una a(x) = constante. Para el caso en el que a(z) # constante,
12 .. / " / " . .

considérese el dominio (z — hy,z) y (x,x + hy) donde hy y hy no son necesariamente iguales, entonces se

introduce el cociente de diferencias finitas para la primera derivada como

(o) () o ()

> como una diferencia finita, se tiene que

Aproximando 2 ( Ou

“ox

ox

(2.7.3)
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sustituyendo 2.7.1 y 2.7.2 en 2.7.3

a
Oz by + b
2

0 ou ’ ”
ésta aproximacion es de segundo orden a —— (a) en hy, donde hy = max{hy, hy}.

ox ox

2.8. Discretizacion del tiempo

Hasta ahora se ha visto como discretizar la parte espacial de las ecuaciones diferenciales parciales, lo cual
nos permite encontrar la solucion estatica de los problemas. Sin embargo para ecuaciones del tipo parabélico
e hiperbdélico, las cuales dependen del tiempo, se necesita introducir una discretizaciéon en las derivadas
con respecto al tiempo. Al igual que con las discretizaciones espaciales, podemos utilizar algin esquema de
diferencias finitas en la discretizaciéon del tiempo.

2.8.1. Ecuaciones Con Primera Derivada Temporal (Esquema Theta)

Para la solucion de ecuaciones diferenciales con derivada temporal (u;), se emplean diferentes esquemas en
diferencias finitas para la discretizacion del tiempo. Estos esquemas se conocen de manera general como
esquemas theta (0), véase [19]

Si se define la ecuacion diferencial parcial general de segundo orden como en 1.2.2 Lu = Zi,j:l AijUz;z; +
n ., 2" .
> iy biug, + cu, entonces la ecuacion parabélica tiene la forma

u = Lu

= QUggz + buyy + cuz, + dug + euy + fu, +gu+h
entonces, el esquema 6 estd dado por
u = (1-0)Lu) +6(Lu)’™!
Diferentes casos del esquema theta:

= Para 6§ = 0 se obtiene un esquema de diferencias finitas hacia adelante en el tiempo, conocido como
esquema completamente explicito, ya que el paso n + 1 se obtiene de los términos del paso anterior n.
- .. 2
Es un esquema sencillo, el cual es condicionalmente estable cuando £ < % donde h = Ax y k = At.

= Para 6 = 1 se obtiene el esquema de diferencias finitas hacia atréas en el tiempo, conocido como esquema
completamente implicito, el cual es incondicionalmente estable.

= Para§ = % se obtiene un esquema de diferencias finitas centradas en el tiempo, conocido como esquema
Crank-Nicolson, este esquema también es incondicionalmente estable y es el mas usado por tal razon.

Entonces en el esquema de Crank-Nicolson se toman una diferencia progresiva para el tiempo y se promedian
las diferencias progresivas y regresivas en el tiempo para las derivadas espaciales.

Entonces, si tenemos la ecuacién

u = Lu

= QUgg + buyy + cu, + dug + euy + fu, +gu+h
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donde los coeficientes pueden depender de (z,y, z,t). Las discretizaciones correspondientes son

Jj+1 J
up T

k

U =~

para el tiempo, donde k = At y

a |ul_, —2ul +u AR Y A R
au ~ i—1 7 41 + i—1 7 141
W hy2 e
J J J Jj+1 Jj+1 Jj+1
R K 2u; + Uiy o Yien1 ~ 2up T H Uy
w9 hs? ha?
J J J Jj+1 Jj+1 J+1
O Yipipe = 2U F U0 Yipipe — 22U T Ui 0
Clhzy ~= o B + 5
J J Jj+1 Jj+1
du. ~ d | Ui — Ui i Wip1 — Wi
’ 2 2hy 2h;
j J j+1 j+1
ew. ~ &Y T Yionl n Yitn1 — Yin1
Y 2 2hs 2hs
J J Jj+1 Jj+1
Fu, S| Yitnin2 ~ Wimnin2 4 Yitnin2 ~ Yinin2
: 2 2hs3 2hs3

ademas de gug y hg para el espacio.

Entonces una vez que se sustituyen las derivadas por su forma en diferencias finitas lo que sigue es formar
el sistema Au/*! = Bul + h7, esto se logra, colocando del lado izquierdo de la igualdad los términos que
contengan el paso del tiempo correspondiente a j + 1 y del lado derecho a los correspondientes términos de

7]
2.8.2. Ecuaciones Con Segunda Derivada Temporal

En las ecuaciones diferenciales parciales donde se requiera segunda derivada temporal (por ejemplo, la ecua-
cion de onda), esta se aproxima por diferencias centradas en el tiempo
j+1 j j—1
w; ' — 2uy g
k2

U =

donde k = At es la particion del intervalo del tiempo. Mientras las demas derivadas parciales se sustituyen
por su aproximacién de diferencias finitas. Si

Ut — Lu

= QUgg + buyy + cuz, + dug + euy + fu, +hu+g
donde los coeficientes pueden depender de (z,y, z,t), las discretizaciones correspondientes son

- A -
wlTT —2ul + uf
)

Uy =~
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para el tiempo y

J J J
;g — 2u; Uy,
hy2

QUge < @ [

J J J
b SO e 2uy + Uy
Uyy R~ 5
ho

j iy
- Ui _ping = 205 + Uiy 1o
Cuy, R~ ¢ 5
hs

w, . —ul
d " ~ d ’L+1 Z—l
! [ 2hy

J J
- Uitn1 — Yi—n1
euy ~ e |
2hs

J J
- Witnin2 — Wi—nin2
fu, =~ f 2hs3

ademas de hu; y g; para el espacio. Al ser los errores de aproximacion de segundo orden en espacio O (hf)

y en tiempo O (kQ), se espera que las discretizaciones sean k = h;.

Entonces una vez que se sustituyen las derivadas por su forma en diferencias finitas lo que sigue es formar el
sistema w11 = 2ug — ug_l + k2Bu/, esto se logra, colocando del lado izquierdo de la igualdad los términos
que contengan el paso del tiempo correspondiente a j + 1 y del lado derecho a los correspondientes términos

dejyj—1.

Ut — L'uj
uzfl — 2ug + ugH oty
k2 N
ufl = 2ug - ugfl + k2 Lu! (2.8.1)

Los errores cometidos en la discretizacion son de orden cuadratico, pues se ha utilizado la diferencia central
en tres puntos, tanto para el espacio como para el tiempo.

., 1
En la ecuacién 2.8.1 para calcular ufr
anteriores t;,t;_1. En particular para calcular ul1
la condicién inicial y % = u1(z,0) es la condicion inicial de la primer derivada temporal, se tiene que

es necesario conocer u;_i,u;, u;+1 en los dos intantes inmediatos
es necesario conocer uf y u; '. Entonces si u(z,0) = ug es

up = 2u) —uit + k2 Lu®
donde tomamos
w = uo(x)
-1
g G
sustituyendo
uf = ug(wg) + kuy(z;) + k2 Lu°

+1

lo cual permite calcular u} a partir de las condiciones iniciales. Para el cdlculo de de ul™" con j > 0 se utiliza

la formula 2.8.1 directamente.
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2.8.3. Upwind

El esquema upwind (véase [8]), es un método de resolucion especial para las ecuaciones hiperbolicas, en
especial la ecuacién de adveccion, la cual esta dada por

U + auy =0

El esquema upwind més sencillo posible esta dado por

J J
u — U
7 1—1
) . —a a>0
1 -
ufr —u] h
k N u’ u’
il ! a<0
h

Entonces, si a > 0 se tiene que
; ak ak ;
W = —ul |+ (1 - ) ul

en caso de que a < 0
i+ _ aky ; ok ;
En forma matricial se escribe como

W = Au?

por lo que para conocer el tiempo en j + 1 hay que conocer el tiempo j y, si 5 = 0 entonces es u” es la
condicién inicial del problema.

2.9. Consistencia, estabilidad, convergencia y error del Método de Dife-
rencias Finitas

Cuando se usa algun método de resolucion de ecuaciones diferenciales, se necesita conocer cuan exacta es la
aproximacion en comparacion con la solucion analitica (en caso de existir), véase [12, 17]

2.9.1. Error Global

Sea U = [U1,Us,.. .,Un}T el vector solucion obtenido al utilizar el método de diferencias finitas, y u =
[u(z1),u(z2),...,u(x,)] las solucion exacta en los puntos de la malla. El vector de error global se define
como E = U — u. Lo que se desea es que el valor maximo sea pequeno. Usualmente se utilizan distintas
normas para encontrar el error:

= La norma infinito | E|, = méx; |e;|.
= La norma-1 la que se define como ||E||; = >, hile;]

1
» La norma-2 la cual se define como ||E||, = (3, hiles|?)?

La norma infinito es en general la mas apropiada para calcular los errores relativos a la discretizacion.

Definicién. Un método de diferencias finitas se dice que es convergente si limy_,o ||E|| =0
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2.9.2. Error Local de Truncamiento

d
Sea P <d> un operador diferencial, por ejemplo
x

d d?
» Dado v” = f (), entonces P (daz) =3 Pu=f

. a3 d?
"SUP\G) T am e g

b(zx)u +c(x)u=f

d
+ b (x) . + ¢(z), entonces Pu = f esta dada por v + a(x)u” +

Sea P, el operador de diferencias finitas. Por ejemplo, para la ecuacion de segundo orden u” (z) = f (z), el
operador diferencial serd
u(x—h)—2u(z)+u(z+h)

12

Phu(x) =
Entonces, el error local de truncamiento se define como
T (x) = Pu— Pru
Entonces, por ejemplo, para la ecuacion diferencial u” (z) = f (z) tenemos que

T(x) = Pu— Pyu
u(r—h)—2u(x)+u(z+h)

= u”(a:)— 12
u(x—h)—2u(x)+u(z+h
_ - MR sl

Notese que el error local de truncamiento solo depende de la solucién del estencil de diferencias finitas y no
de la solucién global. Es una de estas razones por la cual se le llama error local. El error local de truncamiento
mide cuan bien la discretizacién de diferencias finitas aproxima a la ecuacién diferencial.

Definicion. El esquema de diferencias finitas es consistente si

lim T = lim (Pu— P =
hs0 (@) hli%( u=Pup) =0

La consistencia no garantiza que el método de diferencias finitas trabaje. Se necesita otra condicion para
determinar cuando el método converge o no converge. Tal condicién es la estabilidad del método de diferencias
finitas.

Lema. Lema de Hadamard

Si A es una matriz de diagonal estrictamente dominante, entonces A es invertible.

Definicion. Un método de diferencias finitas para la ecuacion eliptica es estable si A es invertible y
a7 <c
para toda h < hg, donde C' y hg son constantes.

El siguiente teorema es importante para demostrar la convergencia de los métodos de diferencias finitas.

Teorema. (Teorema de Equivalencia de Lax-Richtmyer) Un método de diferencias finitas consistente y
estable es convergente.

Usualmente es relativamente sencillo probar la consistencia, pero mas complicado o hasta a veces casi impo-
sible probar la estabilidad.
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2.10. Estabilidad de Métodos con Paso de Tiempo

Para determinar la condicién de estabilidad de los métodos con paso de tiempo, se utiliza el anélisis de
estabilidad de von Neumann, que puede describirse en los siguientes pasos:

Esquema discreto = transformada discreta de Fourier =crecimiento del factor g (§) = stabilidad si

lg(§)] <1

2.10.1. Analisis de von Neumann Simplificado para métodos con Paso de Tiempo

Astmase que se tiene un método de paso temporal UF1 = f (Uk, Uk+1). Se tiene el siguiente teorema con
el cual se puede conocer la estabilidad del esquema de diferencias finitas.

Teorema. Sea 0 = h&. Un esquema de diferencias finitas con paso de tiempo (con coeficientes constantes)
es estable & existe una constante K (independiente de 0,At, y h) y una malla con espacios hy y Aty tal que

g (0,At,h)| <1+ KAt

para todo 0, 0 < h < hy y 0 < At < Aty. Si g(0,At,h) es independiente de h y At, la condicion para la
estabilidad es
lg(0)] <1

Este teorema muesta que para determinar la estabilidad de un esquema de diferencias finitas, se necesita
considerar unicamente la amplificacion del factor g(£6) = g(6). Esta observacion es debida a von Neumann,
v es por esto, que este tipo de andlisis lleva su nombre.

Para establecer la estabilidad mediante el analisis de von Neumann se siguen los siguientes pasos:
= Se sustituye uf — lih€
= Se expresa u?“ = g(&)elihs
» Se resuelve g(§) y se determina si [g(§)| <1

Ejemplo de Estabilidad del Esquema Crank-Nicolson

Tomemos el ejemplo de la ecuaciéon de Calor en una dimension

ur = Pugy
la ecuacion discretizada quedaria como
WKLk
J J_ k  _ ok k k+1 _ o, k+1 k+1
Al = |Uj_y 2uj + u; —i—uj_l 2uj +uj
_ Ad2At
donde p = 55",

Por lo visto en la seccién anterior, para conocer la estabilidad hay que seguir una serie de pasos, entonces:

Sustituimos u;“ = el y u?“ = g(€)eiihs
g(&)ehE — ¢iihE — [ei(j—l)hﬁ _ ¢iihE 4 ez‘(j—&-l)hg} ny [g(é)ei(j_l)hg ~og(E)eE 4 ge)elIRE
dividiendo entre e*hé
9() = 1= pu [ =2 4 "] 4 pug(€) [T — 24 7]

entonces | | | |
9(&) (1 - [e‘mf —24 e”‘fD =1+4pu [e—zhﬁ oy emf}
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v finalmente ' '
14 [e’lh{ -2+ e’hg]

9(5) 1 _ [e_ihg —2+ eihf]

dado que €% es la exponencial compleja, tenemos

0

e” = cosf + isenb
e = cosb — isenb
por lo que
14 p[2cos6 — 2
9(&) = [ ]
1 — p[2cos0 — 2]
y asi
1+ 2p|cosf — 1
9(&) = [ ]
1 —2u[cosh — 1]
dado que —1 < cosf < 1.
Entonces si cosf = 1
lg (&) =1
y si cos = —1
1—-4pu
90 1= [ o]
| siempre es positivo, por tanto
9(9)] = |ion| <1
I = 1T 4

entonces |g(§)| < 1 para cualquier valor 6, ¢, h. Por lo que Crank-Nicolson es incondicionalmente estable.

Para la ecuaciéon de onda
2
Utt = C Ugy

siguiendo el mismo procedimiento se tiene que el método es estable sf

c< b
- At
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Capitulo 3

Resolucion de Grandes Sistemas de
Ecuaciones

En el capitulo anterior se desarrolld un método para transformar un problema de ecuaciones diferenciales
parciales en un sistema algebraico de ecuaciones

y asf poder encontrar la solucién al problema planteado. Donde A es una matriz bandada, es decir, con-
tiene muchos elementos iguales a cero. Dependiendo de la diménsién del problema, ésta matriz puede ser
tridiagonal, pentadiagonal o heptadiagonal , para una, dos y tres dimensiones respectivamente.

En este capitulo se estudian los diferentes métodos para resolver el sistema de ecuaciones obtenido. Los
métodos para resolver el sistema de ecuaciones Ax = b se agrupan en Métodos Directos y Métodos Iterativos.

La eleccién del método especifico para resolver el sistema depende de las propiedades particulares de la
matriz A. Los Métodos Directos proporcionan la solucién en un numero fijo de pasos y sélo estan sujetos a
los errores del redondeo, este tipo de métodos son utilizados principalmente cuando la matriz es densa. En
los Métodos Iterativos como su nombre lo destaca, se realizan iteraciones para aproximar la solucién y son
utilizados principalmente cuando la matriz es dispersa.

Cabe mencionar que la mayoria del tiempo de computo necesario para resolver el problema de ecuaciones dife-
renciales parciales se consume en la solucién del sistema algebraico de ecuaciones asociado a la discretizacion,
por ello es importante elegir aquel método que minimice el tiempo invertido en este proceso.

3.1. Estructura Optima para el uso de Matrices

Parte importante en la resoluciéon de problemas con métodos numéricos es el resolver el sistema algebraico
Ax = b pero, también la forma de almacenar de manera 6ptima la matriz A en memoria (para problemas
“reales” éstas matrices pueden llenar la memoria RAM de nuestro sistema) ademas de facilitar los calculos que
involucra la resolucion del sistema. El sistema Ax = b puede ser resuelto mas eficientemente si los elementos
de A que son iguales a cero no son almacenados. Estos esquemas de almacenamiento continuo en memoria
para los elementos no cero de la matriz, requieren, por parte del esquema, del conocimiento de la ubicacion
de los valores dentro de la matriz original. Existen varios métodos para el almacenamiento de los datos , en
ésta parte se describiran Compressed Row Storage y Compressed Diagonal Storage.

Compressed Row Storage(CSR)

El esquema Compressed Row Storage es un formato de almacenamiento de datos, el cual no hace ninguna
suposicion sobre la dispersion de los elementos de la matriz, y no alamacena ningin elemento innecesario.
Sin embargo no es el mas eficiente, y se necesita una direccion indirecta para cada operaciéon en un porducto
matriz-vector.
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En el formato CSR se alojan los elementos no ceros del renglon en forma subsecuente. Si se supone que
tenemos una matriz deispersa no simétrica, se crean tres vectores: uno para los elementos a;; de la matriz (val)
y un par de vectores de enteros(col _ind, row ptr). El vector val guarda los valores no ceros de la matriz.
El vector col ind guarda los indices de las columnas de los elementos de val. Esto es, si val(k) = ay;
entonces col_ind(k) = j. El vector row  ptr almacena las locaciones del vector val donde empieza un
renglon, es decir, si val(k) = a;; entonces row_ptr (i) < k < row_ptr (i +1). Por convencion, se define
row_ptr(n+1) = nnz + 1, donde nnz es el namero de valores distintos de cero en la matriz A. El ahorro
en el almacenamiento con ésta aproximacién es considerable, ya que, en lugar de almacenar n2 valores, se
almacenan 2nnz +n + 1 valores.

Por ejemplo, consideremos la matriz no simétrica A definida como

10 0 0 0 -2 0

3 900 0 3

A 0O 78 7 0 O

3 087 5 0

0 8 09 9 13

0 400 2 -1

Entonces el formato CSR. para la matriz es

val=(10 -2 3 9 3 ... 4 2 —1)
col_ind=(1 51 2 6 ... 2 5 6)

row_ptr=(1 3 6 9 13 17 20)

Si la matriz A es simétrica, solo se almacena la porcion triangular superior(o inferior) de la matriz.

1050\ [02467] s
2300} | Li—=—1"
4001 |0201032Ind|cede

columnas

0020/ [152341 2] valores

Figura 3.1.1: Ejemplo del formato CSR

Compressed Diagonal Storage (CDS)

Si la matriz A es bandada con ancho de banda constante de renglén a renglén, se puede tomar ventaja de ésta
estructura mediante un esquema de almacenamiento que guarda las subdiagonales de la matriz en locaciones
consecutivas. Este esquema es til para discretizaciones que surgen de elemento finito o diferencias finitas,
donde se usa una numeracién estandar.

Entonces, decimos que la matriz A = (a;;) es bandada si existen dos nimeros constantes no negativos p, ¢
tal que a;; # 0 s6lo si ¢ —p < j < i+ q. En éste caso podemos almacenar la matriz A en un matriz
val = (1 :n,—p: q). B

Usualmente los esquemas de bandas almacenan algunos ceros, ademas de que el formato CDS puede también
contener ceros que no corresponden del todo a la matriz A. Por ejemplo, si se considera una matriz A definida
como

10 -3 0 0 0 O
39 6 00 O
A = 0 7 8 70 O
0 0 8 75 0
0 0 0 9 9 13
0 0 00 2 -1
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Usando el formato CDS, se puede almacenar la matriz A en otra matriz de (—p: ¢) x n = 3 x 6 usando el
mapeo val (1, J) = ;itj

Asi, los renglones de val(:,:) de la matriz son:

val(:;—1) = (0 3 7 8 9 2)
val(:,0) = (10 9 8 7 9 —1)
val(:,+1) = (-3 6 7 5 13 0)

Notese que los dos ceros no existen en la matriz original.

3.2. Meétodos de Resoluciéon

Métodos Directos

En esta seccion se mostraran los algoritmos de resolucién directa de sistemas lineales méas comunes. El
problema a resolver es

Az = b

donde A € M,(R) y z,b € R™. Por los resultados de algebra lineal (véase [3|) este sistema de ecuaciones
tiene una tnica solucién si det A # 0.

Como se menciond, en estos métodos la soluciéon x se obtiene en un ntumero fijo de pasos y que sélo estan
sujetos a los errores de redondeo. Entre los métodos de éste tipo se encuentran:

= Descomposicion LU para matrices tanto simétricas como no-simétricas.

= Descomposicion de Cholesky para matrices simétricas.

= Descomposicion LU para matrices tridiagonales.
En ambos casos la matriza A es modificada y en la factorizacion LU el tamafio de la banda crece a 2q + 1
si q es el tamafio de la banda de A.
3.2.1. Descomposicion LU

Si se puede efectuar la eliminacién gaussiana en el sistema Az = b sin intercambios de renglones, entonces
se puede factorizar la matriz A en el producto de una matriz triangular inferior L y una matriz superior U

A= LU
donde
1 1 1
agl) a§2) agn)
0 ag? :
U = :
n—1
ag_L%
0 0 a%ﬁ)
1 0
moq 1
L = 1
1 0

Mmmi1 -+ Mpn-1 1
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o
iy

mji =

Entonces el problema Az = b lo podemos escribir como LUx = b y se reduce a la solucién sucesiva de los
sistemas triangulares

IS

Ly =
Uoe =y

Una vez obtenida la factorizacién, obtenemos la solucién haciendo

by

B o= T
L1

y para todai=2,3,...,n

Yi = li bi—zlijyj

una vez que obtenemos y se resuelve el sistema Uz = y por medio de la sustitucién hacia atras usando

Yn
Ty = —
unn
n
1
Ti = —— |Yi— E Wij T g
Uij =
j=1+1
La descomposicion LU requiere 5 operaciones para una matriz densa, pero solo ng® de operaciones para

una matriz con ancho de banda ¢, lo cual lo hace muy econémico computacionalmente.

3.2.2. Descomposiciéon Cholesky

Cuando la matriz A es simétrica y definida positiva (xt Az > 0), podemos obtener la descomposicion LU = A
Asi é =LDU y At = LDLT y como A = A entonces U = Lt y donde D = diag(g) es la diagonal con

entradas positivas. Entonces el problema original se escribe como LL'x = b, y la solucién se reduce a resolver
los sistemas:

Ly = b
L'z = y
Cuando se puede aplicar ésta descomposicion, el costo de computo es mas reducido que en las anteriores, ya

. n .
que requiere F operaciones.

3.2.3. Factorizaciéon LU de Sistemas Tridiagonales

El siguiente algoritmo (factorizacion de Crout) factoriza la matriz A de n x n cuya matriz es tridiagonal.
Consecuencia de ello, ofrece una importante ventaja computacional a la hora de resolver el sistema pues s6lo
requiere (5n —4) multiplicaciones/divisiones y (3n — 3) sumas/restas, ya que toma ventaja la tridiagonalidad
de la matriz.
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Se toma
i = Ap
uir = A/l
parat=2,...,n—1
liz1 = Aiia
i = Aii—lii1ui—1,
iir1 = Aiiv1/li
por dltimo
ln,nfl = An,nfl
bin = Apn— ln,n—lun—l,n

Métodos Iterativos

En estos métodos se realizan iteraciones para aproximarse a la solucién z aprovechando las caracteristicas
propias de la matriz A tratando de usar el menor nimero de pasos que en un método directo.

Un método iterativo para resolver el sistema algebraico

Ar = b

comienza con una aproximacién inicial 2° a la solucién x y genera una sucesiéon de vectores {™}> | que
converge a x. Los métodos iterativos convierten al sistema Az = b en otro equivalente v = T'u+c para alguna
matriz fija T y un vector ¢. Después de seleccionar el vector z° la sucesion de los vectores de la solucion
aproximada se genera calculando

" =Tz" 1 +¢ Yn=1,2,3...

La convergencia a la solucién la garantiza el siguiente teorema

Teorema 1. Si ||T|| < 1, entonces el sistema lineal x = Tx+c tiene una solucion unica x y las iteracionesx™
definidas para " = Tax"™ 1 + ¢ convergen hacia la solucidn exacta x para cualquier aprozimacion lineal z° .

Entre los métodos mas usados para el tipo de problemas tratados en éste trabajo estan: Conjugate Gradient
Method(CGM) para las matrices simétricas y Generalized Minimal Residual(GMRES) para matrices no
simétricas. Estos dos tltimos métodos estdn en el espacio de Krylov. Los métodos minimizan en la k-éstma
iteracion alguna medida de error sobre el espacio afin xg + K} donde xzges la iteracién inicial y Ky es el
k-éstmo espacio de Krylov

K, = <<?"0,A7“0, . ,Ak_1r0>>

3.2.4. Meétodo del Gradiente Conjugado

Existen un conjunto de métodos comunmente utilizados en la resolucién de grandes sistemas lineales, entre
los cuales el método del gradiente conjugado es de los mas populares para resolver el sistema de ecuaciones
Az = b, donde z es el vector incognita, b es un vector conocido y A es una matriz cuadrada, simétrica
(A = AY) y positiva-definida (z' Az > 0).

Proposicion. Si A es simélrica y positiva definida, los dos problemas siguientes son equivalentes

1
f(z) = §$tA$ —2'b + ¢ — min (3.2.1)

Az =b (3.2.2)
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Demostracion. Dado f(z) = 2'Az — z'b + ¢ tenemos que el gradiente de f(z) es

1 1
Vi(z) = ia:tA + 5143: -b
al ser A simétrica
Vf(x)=Ax—b

El gradiente de f, utilizando la demostracién de la proposicién anterior estd dado por
Vf(x)=Ax—b

ahora si x es solucion, entonces es un punto critico de f (minimo o méximo) y al ser A positiva-definida, se
garantiza que al hacer Vf(z) = 0 el vector x sea un minimo. Por tanto

0=Az—-b = Az =)
Sea xg un punto de partida, se tiene

f&) = Fwo)+ (VF(ao), —a0) + 3 (@ — 7o) Al — o)

= F(@o) + I}z — zoll |V f(zo)] cost + 3 (x — z0)' Al — o)

donde 6 es el angulo entre V f(zo) y (z — x0). Como se busca f(z) sea minimo, V f(zg) y (x — x¢) deben de
tener la misma direccién y el mismo sentido.

Supongamos que se ha encontrado x, y lo denotamos como x1, se puede plantear para k > 0, obteniendo asi
el método del gradiente

Tyl = X — Lpug

es decir, se busca una sucesion de vectores xy tal que f(zri1) < f(zk).

En el algoritmo del gradiente conjugado se toma a la matriz A como positiva definida, y Ax = b. También
como dato de entrada, el vector de busqueda inicial 20 y se calcula ¥ = b — Az?, p® = 0, quedando el
método numérico esquematicamente como

(p", Ap™)
:Cn+l ="+ anpn
Tn+1 =y _ anApn

prueba de convergencia
n+1l ,.n+l1
(et

RGED
pn-l—l — Tn—l—l 4 5npn
n+<n+1

la solucién aproximada sera z"+1.
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3.2.5. GMRES

Si la matriz generada por la discretizacién del método de diferencias finitas no es simétrica, entonces una
opcién para resolver el sistema Az = b es el método GMRES (Generalized Minimal Residual).

La idea bésica del método consiste en construir una base ortonormal {vl,v2, . ,v”} para el espacio de
Krylov K, (A,v"). Para hacer v"*! ortogonal a K, (A,v") se usa un algoritmo modificado del método de
Gram-Schmidt para la generalizacion de la base ortonormal. Sea V' la matriz donde la j-ésima columna
corresponde al vector v/ para j = 1,2,...,n vy sea H = (hij) con 1 < 4,5 < n donde las entradas no
especificadas en el algoritmo son cero. Entonces la matriz H es una matriz superior de Hessenberg, es decir,
hij =0 para j <i— 1.

1_ 70
, U _@7

El algoritmo GMRES recibe un vector inicial 2° y calcula r° = b— Az, después se toma 0 = Hro
quedando el método esquemaéticamente

paran=1,2,...
mientras " < 73°{
wptt = Avn
paral=1,...,n{
hl,n _ <wln+1,vl>

n+l __ , n+l l
wT =w T = by

¥
S
n+1

ol — Wity

hn—}—l,n
Calcular 4™ tal que g" = ’ B — flny”H

}

donde H,, = (hij) la solucién aproximada serd 2" = 20 + V,y".

1<i<n+41,1<5<n’

Existen otros métodos iterativos para la solucion del sistema Az = b, como: Gauss-Seidel y Jacobi, Véase/[7].
Sin embargo no alcanzan la eficiencia del Gradiente Conjugado o de GMRES. Por ejemplo, para el sistema

4 3 0 1 24
3 4 -1 x| =1 30
0 -1 4 T3 —24
3
cuya solucién es el vector x = 4 1; el método de Gauss-Seidel requirié de 50 iteraciones, Jacobi de
-5

108 iteraciones, mientras que, el método del Gradiente Conjugado sélo requierié 3 iteraciones. Dadas estas
meétricas, se optd por incluir en este texto los métodos iterativos més eficientes para matrices simétricas y
no-simétricas, que son, Gradiente Conjugado y GMRES respectivamente.



Capitulo 4

Implementacion Computacional

Para la implementacién computacional del método de Diferencias Finitas se parte de la discretizacién desa-
rrollada en el capitulo 2 la cual genera al menos un sistema algebraico, el cual puede ser resuelto por distintos
métodos numeéricos como los vistos en el capitulo 3, tomando en cuenta el almacenamiento de las matrices
en la RAM y la minimizacion de las operaciones involucradas en la resolucion del sistema algebraico.

Asi, en este capitulo, se ven distintas formas de implementaciéon computacional en paquetes interpretados
como Scilab y MatLab(Octave), ademés del lenguaje de programacion compilable C+-+ en conjuncion del
la libreria GMM++; para que el usuario interesado en resolver problemas de ecuaciones diferenciales par-
ciales pueda optar por aquel que resuelva sus necesidades pero siempre tomando en cuenta la facilidad de
implementacién versus el rendimiento computacional.

El software presenta caracteristicas particulares que hacen que su complejidad alcance niveles importantes.
A través de los anos, los investigadores, ingenieros y desarolladoras han intentado minimizar esa dificultad
incorporando distintas ideas de otros ambitos al software. Entre los paradigmas de desarrollo actuales mas
destacados se encuentra el orientado a objetos.

Detras de este paradigma se encuentran visiones de cémo se puede disminuir la complejidad y obtener
software de calidad. Incorpora una serie de técnicas particulares y se tiene una vision de como se puede
enfocar el desarrollo. El paradigma orientado a objetos plantea que un sistema puede ser visto como objetos
que tienen ciertas caracterfsticas y que colaboran entre ellos para poder realizar una tarea.

4.1. Scilab

Scilab (http://www.scilab.org/) es un paquete se software libre para computo cientifico, orientado al calculo
numérico, a lag operaciones matriciales y especialmente a las aplicaciones cientificas y técnicas.

Puede ser utilizado como una simple calculadora matricial, pero su interés principal radica en las cientos
de funciones de propdsito general como especializadas que posee asi como en sus posibilidades para la
visualizacién.

Scilab posee ademas un lenguaje de programacién propio, muy parecido al lenguaje utilizado por Matlab, el
cual permite escribir programas para resolver problemas en concreto o nuevas funciones.

Inicialmente desarrollado por INRIA (Institut National de Recherche en Informatique et Automatique),
actualmente estd a cargo de un consorcio de universidades, empresas y centro de investigacion.

Declarar vectores y matrices es tan secillo como escribir

b = zeros(5,1); // vector de tamano 5

A = zeros(5,5) // matriz de tamano 5x5

b(l) = 2; // asignacién en la posicion 1

b(3) = 41;

A(1,1) = 32; // asignacién en la posicion (1,1)

A(3,4) = 5,

SP = sparse(A); // SP es la matriz donde se guardan los valores no cero de A

45
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Multiplicar matrices por vectores

A = Ax«b; // multiplicaciéon matriz—vector

Solucion de sistemas de ecuaciones Ax = b

// Ax = b

x = inv(A)xb; // usando directamente la inversa
[L,U] = lu(A) // factorizacién LU

C = chol(A) // factorizacion cholesky

x = pcg(A,b) // gradiente conjugado

graficar

plot2d(x,y) // grafica 2D
plot3d(x,y,z) // superficie

como se puede notar, Scilab ofrece ventajas en el tiempo de desarrollo de programas o pruebas numéricas, sin
embargo, una desventaja es que es “mds lento” en comparacién con lenguajes como c++. Hay que medir qué
nos importa més, las horas trabajando en un lenguaje de programacion més eficiente o el rapido desarrollo
de la implementaciéon pero méas tardado en la ejecuacion del programa.

4.2. MatLab (Octave)

MatLab (http://www.mathworks.com/products/matlab/) es un entorno para computo cientifico no libre, su-
mamente usado en el mundo. Ofrece un lenguaje de programacién de alto nivel. Contiene enorme cantidad
de funciones ya predefinidas que el desarrollador puede utilizar al instante. Una de las ventajas de MatLab
es su enorme capacidad de ser ampliado y adecuarlo a las necesidades del usuario mediante los llamados tool-
boxes, que entre otras cosas ofrecen la capacidad de realizar: procesamiento de imégenes, andlisis de datos,
optimizacion, etc.

b = zeros(5,1); // vector de tamano 5

A = zeros(5,5) // matriz de tamano 5x5

b(l) = 2; // asignacién en la posicion 1

b(3) = 41;

A(1,1) = 32; // asignacién en la posicion (1,1)

A(3.,4) = 5;

SP = sparse(A); // SP es la matriz donde se guardan los valores no cero de A

Multiplicar matrices por vectores
A = Axb; // multiplicacién matriz—vector

Solucion de sistemas de ecuaciones Ax = b

// Ax = b

x = inv(A)*b; // usando directamente la inversa
[L,U] = lu(A) // factorizacion LU

C = chol(A) // factorizacion cholesky

x = pcg(A,b) // gradiente conjugado

graficar

plot(x,y) // grafica 2D
mesh(x,y,z) // malla
surface(x,y,z) // superficie

Como se puede ver, al igual que Scilab, MatLab ofrece un desarrollo rapido y sin complicaciones.

Por otra parte, Octave(http://www.gnu.org/software/octave/) se considera el clon libre de MatLab y se
desarrolla para ser una opcién viable para sustituir MatLab en el ambiente cientifico. Octave ofrece la misma
sintaxis de MatLab y la compatibilidad de los programas desarrollados en el.
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4.3. CH++

C++ es uno de los lenguajes méas utilizados cuando se necesita eficiencia en el uso de los recursos de la(s)
computadora(s). C+-+ se puede ver como la extension del lenguaje C. C++ afade mecanismos modernos de
la programacién orientada a objetos, aunque, sin perder la forma estructural, por lo que se le considera a
C+—+ un lenguaje hibrido.

Programaciéon Orientada a Objetos

El modelo de objetos no es sélo una forma de programar sino que brinda los cimientos para poder desarrollar
todo tipo de soluciones bajo sus principios. Muchas de las premisas de este paradigma han sido obtenidas de
las ingenierias. La principal razén que hace atractivo a este modelo es la capacidad que tiene para combatir
la complejidad inherente y disminuir los riesgos en el desarrollo. Otros paradigmas también tienen sus éxitos
en estos puntos pero el modelo de objetos no se resiente tanto en proyectos de gran alcance. La escalabilidad
no lo afecta de forma profunda como a otros paradigmas.

El modelo orientado a objetos presenta algunos elementos que son denominados fundamentales , véase [22]

= Jerarquia

» Abstraccion

Modularidad

= Encapsulamiento

Si cualquiera de estos elementos no estd presente, no podemos considerar al paradigma como modelo de
objetos.

Jerarquia

La jerarquia no es més que la posibilidad de realizar un ordenamiento en niveles de lo que se desea representar.
De manera préctica, esa jerarquia se ve representada por la herencia, que puede ser de distintos tipos. Entre
las mas frecuentes se encuentran: la simple, la multiple y la restrictiva. Todos los lenguajes orientados a
objetos brindan la posibilidad de heredar el comportamiento.

Abstraccion

Este término es quiza el mas simple de entender, pero el que més problemas presenta a la hora de ser
puesto en préactica. La abstraccién es un proceso intelectual humano por el cual se es capaz de concentrarse
particularmente en las caracteristicas que interesan para la solucion de una situaciéon. Al atacar un problema,
se intenta resolver mediante la aplicacién de pasos que se han utilizado anteriormente y se sabe que funcionan.
Al presentarse un caso nuevo, o que aparenta serlo, lo que se hace es obetener de él todas las similitudes
con casos anteriores y asu vez tratar de ver cudles son las particularidades que pueden ser de interés. Este
proceso es especifico de cada problema y de cada disefio, y en algunas ocasiones las caracteristicas menos
pensadas son las relevantes para la solucién de la dificultad.

Modularidad

Este concepto no es propio de la orientacién a objetos, sino que es uno de los que méas se ha desarrollado
en la ingenieria de software. El objetivo final es la divisién de un problema més complejo en unidades mas
pequenas casi siempre sencillas. A su vez, la separacion en modulos crea fronteras artificiales que permiten que
los grupos desarrollen soluciones por separado integrandolas con mayor facilidad. Los médulos interactiian
entre ellos y pueden ser transportados a otros proyectos en caso de necesidad. La reutilizacién es uno de los
pilares del modelo orientado a objetos.
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Encapsulamiento

El encapsulamiento es el ocultamiento de la informacién de forma, tal que s6lo esté disponible para interactuar
con un objeto sin la necesidd de conocer co6mo se comporta internamente. Este factor hace que los objetos
sean facilmente reutilizables. Ademas, junto con los conceptos anteriores, crea la estructura precisa para una
reduccién de la complejidad. Muchas veces el encapsulamiento se le relaciona con el término caja negra. Un
ejemplo sencillo ocurre cuando se es capaz de manejar algtun tipo de artefacto sin saber exactamente qué es
lo que ocurre internamente. En tal caso, el ocultamiento de informacién facilita la interaccion.

El objeto como base

Logicamente, la orientacion a objetos presenta muchas caracteristicas comunes a otros tipos de practicas. Lo
que la distingue es el énfasis en definir y caracterizar de forma clara los componentes del sistema, dotandolo
de sus capacidades. En el objeto se unen los datos y los algoritmos y es asi en como el objeto se transforma
en la pieza fundamental de esta estructura.

Un objeto debe de poseer cualidades que lo definan en esencia, es decir, tendra propieades invariantes que
lo caracterizan a él y a su forma de actuar. Por ejemplo, no se puede imaginar un objeto automdvil sin su
capacidad para desplazarse o un objeto perro sin su facultad de ladrar. Estas caracteristicas forman parte
intrfnseca del objeto y deben ser representadas en el modelo.

Programacién Orientada a Objetos

Para concluir, si se quiere definir qué es la programacién orientada a objetos se puede tomar la definicién
de un famoso ingeniero de software llamado Grady Booch: “La programacion orientada o objetos es un
método de implementacion en el que los programas se organizan como colecciones cooperativas de objetos,
cada uno de los cuales representa una instancia de alguna clase, y cuyas clases son, todas ellas, miembros
de una jerarquia de clases unidad mediante relaciones de herencia”, véase [22]

4.4. Biblioteca gmm--+

La biblioteca gmm~++ (http://download.gna.org/getfem /html/homepage/gmm/ ) provee algunos tipos basicos
de matrices (densas y dispersas) y vectores, asi como, operaciones genéricas (suma, resta, multiplicacion, etc.)
para operar con estas. Ademés contiene resolvedores para sistemas de ecuaciones tales como el gradiente
conjujado, gmres, LU, QR, etc.

La instalacion en sistemas basados en debian es

“#aptitude install libgmm-i4—dev

Matrices y Vectores

Para declarar matrices y vectores en esta biblioteca basta escribir

Vector V(n)
Matrix M(n,m)

la convencion es que cualquier tipo de vector o matriz puede ser inicializado con estos contructores. Acceder
a los valores del vector o matriz

a = V[i]
V[i] = Db
a = M(i, j)
M(i, j) = b

Gmm-++ provee tipos de vectores y matrices densas
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std :: vector<I>
gmm:: dense matrix<T>

asi como dispersas

std ::rsvector <I>
gmm:: csr_ matrix<T>
gmm:: csc_matrix<T>

Donde el tipo csr representa el tipo compressed sparse row matriz mientras que csc al tipo compressed sparse
column matriz.

Resolvedores Iterativos

Gmm++ contiene una buena cantidad de resolvedores iterativos que podemos usar facilmente para resolver
los sistemas lineales que surgen de discretizar las ecuaciones diferenciales parciales. La lista de resolvedores

es la siguiente:

// The matrix

gmm::row matrix< std :: vector<double> > A(10, 10);
// Right hand side

std :: vector<double> B(10);

// Unknown

std :: vector<double> X(10);

// Optional scalar product for cg
gmm:: identity matrix PS;

// Optional preconditioner
gmm::identity matrix PR;

// Tteration object with the max residu
gmm::iteration iter (10E—9);

// restart parameter for GMRES

size t restart = 50;

// Conjugate gradient

gmm::cg(A, X, B, PS, PR, iter);

// BICGSTAB BiConjugate Gradient Stabilized
gmm:: bicgstab (A, X, B, PR, iter);

// GMRES generalized minimum residual
gmm:: gmres (A, X, B, PR, restart, iter)
// Quasi—Minimal Residual method
gmm::qmr(A, X, B, PR, iter)

// unpreconditionned least square CG
gmm:: least squares cg(A, X, B, iter)

4.5. Meétodo de Descomposiciéon de Dominio de Subestructuracién

La descomposcion de dominio generalmente se refiere a la separacion de una EDP o una aproximacion a ella
dentro de problemas acoplados sobre subdominios pequenos formando una particién del dominio original.
Esta descomposiciéon puede hacerse a nivel continuo, donde diferentes modelos fisicos, pueden ser usados
en diferentes regiones, o a nivel discreto, donde puede ser conveniente el empleo de diferentes métodos de
aproximacion en diferentes regiones, o en la solucién del sistema algebraico asociado a la aproximacion de la
EDP.

Los métodos de descomposicién de dominio (Domain Descomposition Methods, DDM) se basan en la supo-
sicion de que dado un dominio €2 C R", se puede particionar en F subdominios €; con ¢ = 1,2,..., F tales

que 2 = (UZE: 1 Qi>7 entre los cuales puede existir o no un traslape Entonces, el problema es reformulado en
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términos de cada subdominio (mediante el uso de algin método de discretizacion, por ejemplo, diferencias
finitas) obteniendo una familia de subproblemas de tamafio reducido e independientes entre si, y que estan
acoplados a través de la solucién en la interfase de los subdominios.

De esta manera, se puede clasificar de forma burda a los métodos de descomposcién de dominio , como aquellos
en que: existe traslape entre los subdominios y en los que no existe traslape. A la primera clase pertenece el
método de Schwarz (en el cual el tamano del traslape es importante en la convergencia del método) y a los
de segunda clase pertenecen los métodos del tipo subestructuracion (en el cual los subdominios s6lo tienen
en comin a los nodos de interfase o frontera interior).
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Figura 4.5.1: Dominios

Por otra parte, dado un sistema lineal Mx = w que proviene de la discretizacién de un método tipo diferencias
finitas, elemento finito o volumen finito, siempre es posible reacomodarlo como

(@ 5)()=C)

(D-CA'B)v=b-CA'a

donde la matriz A es invertible, entonces

u=A"!(a— Bv)
De esta manera se ha transformado el sistema Mx = w en otro equivalente

Nv=g

pero con menor cantidad de grados de libertad, donde

N = (D-CA'B)
g = b—CAta

a esta descomposicion matricial se le conoce como la descompisicion de Schur. Por ello se han desarrollado
varios métdos basados en esta descomposicion, el més béasico de ellos es el método de de descomposicién de
domino de subestructuracion. A partir de este, se han generado multiples variantes usando precondicionadores
a priori, para acelerar la convergencia del sistema. Véase apéndice B.

Sin perdida de generalidad, sea {2 un dominio en R” el cual es descompuesto en una malla gruesa de n x m
dando un total de E subdominios; donde cada subdominio es descompuesto a su vez en p x ¢ elementos,
entonces es necesario resolver los nodos ur de la frontera interior I' mediante la resolucion del sistema virtual
lineal asociado a método del complemento de Schur, vedse Apendice B.

SUF:[)
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equivalente al sistema

estd definido por
Si= AT — AT (AIT)Th Al

bi = br, — AT (Al") by,

donde A, ATV AH " AN son las matrices de carga asociadas al los nodos de Fronteralnterior-Fronteralnterior,
Fronteralnterior-Interiores, Interiores-Interiores, Interiores-Fronteralnterior respectivamente de cada subdo-
minio (las cuales son matrices bandadas), mientras que b, y by, son los vectores asociados al vector de carga
de la frontera interior e interiores respectivamente.

Una vez resuelto el sistema Sur = b de los nodos de la frontera interior, se procede a resolver los nodos
interiores mediante la resolucién de

ur = (A7 (b — AlTw)

Notese que la dimension del sistema Sur = b es mucho menor que la del sistema original sin descomposicién
de dominio Az = b. Ademas del calculo de AE r_ Agl (Azl 1 )_1 AZ-I ' esta desacoplado para cada subdominio
1=1,2,...,F. Por ello es practico implementar su solucién en equipos con memoria compartida o dispersa,
va que sb6lo estan acoplados por los valores en la frontera interior, que es un vector de dimensién pequena
que es facil pasar entre los procesos que corren en un mismo procesador o multiples cores.



Capitulo 5

Aplicaciones y Pruebas

5.1. Ejemplos

Para ejemplificar el método de diferencias finitas desarrollado, se mostrard como resolver algunas ecuaciones
clasicas como Poisson, el Calor, la Onda, de Advecciéon. Usando lo desarrollado en el capitulo dos, se pueden
resolver ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden en espacio y tiempo.

Dada la ecuacién diferencial parcial, para poder utilizar el Método de Diferencias Finitas se debe de:

= Generar una malla del dominio, es decir, un conjunto de puntos en los cuales se buscara la solucién
aproximada a la ecuacion diferencial parcial.

= Sustituir las derivadas correspondientes con alguna de las férmulas de diferencias finitas centradas,
para obtener un sistema algebraico de ecuaciones Ax = b.

= Resolver el sistema de ecuaciones para obtener la solucién aproximada en cada punto de la malla.

5.1.1. Ecuaciéon de Poisson

La ecuacién de Poisson

Au=f
es el caso general de la ecuacién de Laplace.
Donde
0w 0%u
—t — = f
ox? = 0y?

en 2 = [a,b] X [¢,d]
con condiciones u (z,y) = g (z,y) en 0.

Entonces, segin el método de diferencias finitas debemos de sustituir las derivadas por su expresién en
diferencia finita, por tanto

0%u S 2u; + Uit
ox? h?
d*u _ Uj—p — 2u; + Uign
Oy? h3

por tanto la representacion en diferencias finitas de la ecuacién de laplace queda como

Ui—1 — 2U; + Uil Ui—n — 2U; + Uign

fi
ht h3

92
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agrupando los términos se obtiene

1 1 1 1 1 1
}T%ui—n + Eui—l -2 72 + 72 u; + Eui+1 + @ui+n = fi

este dltimo resultado es el esténcil para el i-ésimo nodo de la malla que se utiliza para aproximar la solucién de
la ecuacién de Poisson mediante el método de diferencias finitas, con un error de truncamiento O (h3 + h3).

Ejemplo
Considérese la ecuacion de Poisson en el dominio © = [0,0.5]

Au = —r’cos (mx)

con la condicién de frontera Dirichlet y Neumann

respectivamente.

0.8

0.6

0.4

Figura 5.1.1: Solucién de la ecuacién de Poisson con condiciones Dirichlet y Neumann

El analisis de la particiéon de la malla contra el error en norma infinito

Figura 5.1.2: Grafica del andlisis del refinamiento usando diferencias finitas de la ecuacion de Poisson, usando
el grafico de log error vs. log h, en donde se muestra la regiéon de pendiente aproximada a -2 acorde a lo
tebéricamente esperado.
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Ejemplo
Considérese la ecuacion de Poisson para el dominio = [—1,1] x [—1,1]
Au = 2n*n?sen (nmx) sen (ny)

con condiciones de frontera ggg = 0.

o4

Cabe senalar que existe la solucion analitica para este problema y es u (x,y) = sen (nmx) sen (nmy). Se toma

para el ejemplo el valor de n = 4. La grafica de la solucién se muestra a continuacién.
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Figura 5.1.3: Solucién de la ecuaciéon de Poisson

El analisis de la particién de la malla contra el error en norma infinito

Gréfica log-log Ecuacién de Poisson 20

error en norma infinta

Figura 5.1.4: Gréfica del anélisis del refinamiento usando diferencias finitas de la ecuaciéon de Poisson, usando
el grafico de log error vs. log h, en donde se muestra la regién de pendiente aproximada a -2 acorde a lo

teéricamente esperado.

5.1.2. Ejemplos de Advecciéon-Difusién

Los siguientes tres ejemplos no tienen solucién analitica, sin embargo, los resultados son conformes a la

literatura, por ejemplo, véase [14]
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Ejemplo
Para el primer ejemplo, la ecuacién utilizada es

—vAu+b-Vu=0

con = [0,1] x [0, 1], con las condiciones de frontera

ulx — 0 (‘Tay)egl
() {1 (0,3) € G

u=1l u=»0

con b= (1,3) y v =0.01. Se utiliz6 una discretizacion de 512 x 512 nodos.
Para poder resolver esta ecuacion (y las siguientes) en el programa desarrollado, se debe de hacer un poco
de dlgebra, ya que el programa recibe términos tipo aug, + buy,, es decir, dada
—vAu+b-Vu = 0
—0.01 (uzz + uyy) + (1,3) - (ug,uy) = 0
—0.01lugy — 0.01uyy + ug +3uy = 0

de esta manera ya se puede introducir cada coeficiente de la derivada parcial dentro del programa que resuelve
el problema.

Figura 5.1.5: Solucién del ejemplo

Ejemplo
Para este segundo ejemplo la ecuacion a resolver es

—vAu+b-Vu+cu=0
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con 2 = [—1,1] x [—1,1], con las condiciones de frontera

y=—-1 0O<z<l

u(z,y) = 1¢y=1 0<z<1
r=1 —1<y<l
u(z,y) = 0  paraotrocaso

el coeficiente advectivo b = (y, —z), el valor de ¢ = 10™* y v = 0.01. Se utiliz6 una discretizacion de 256 x 256
nodos.

Desarrollando la ecuacion se tiene que

—vAu+b-Vu+cu = 0
—0.01 (g + Uyy) + (y, =) - (ug,uy) + 1070 = 0
—0.011y5 — 0.01uy, + yuy —2uy +107%u = 0

Ay
o
o
Ll
A

e

Figura 5.1.6: Solucion del ejemplo

Ejemplo

Para el tercer ejemplo la ecuacién a resolver es
—vAu+b-Vu+cu=0

con 2 = [—1,1] x [—1,1], con las condiciones de frontera

r=-1 —-1<y<l

u (z, =1

(@) y=1 -1<z<1

u(z,y) = O{yzfl -1<z<1
1+

u(z,y) = Ty{le —-1<y<1

el coeficiente advectivo b = (%,0), el valor de ¢ = 107% y v = 0.01. Se utiliz6 una discretizacién de

128 x 128 nodos.
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Desarrollando la ecuacién se tiene que

—vAu+b-Vu+cu = 0

1
Y 0) - (ugauy) £ 1070 = 0

—0.01 (uga + uyy) + 5

1
—0.01tgg — 0.01uyy + % Ug +107 = 0
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Figura 5.1.7: Solucién del ejemplo

5.1.3. Ecuacién de Calor o Difusién
La ecuacién diferencial parcial parabélica que se resolvera es la de calor o difusién

Ut = QUgy

con 0 <x <!lyt>0sujeta a las condiciones

u(0,t) =wu(l,t) = 0
u(x,O) - f(l’)

entonces, comenzando con la discretizacion del tiempo, se tiene que

R
uy ui

k

Uy =

donde k es la particion del tiempo ¢ en intervalos. La parte espacial se obtiene como

J J J Jj+1 Jj+1 Jj+1
o~ S Mim T 2u + Uy I Wity — 2wy Uy
. 2 h? h?
entonces
J+1 j J 9, J J+l o g+1 Jj+1
up—uya Uy 20 Uy L Yic1 2u; T+ Ui
k 2 h? h?
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ahora, como ya se sabe, basta agrupar los términos j + 1 del lado izquierdo de la igualdad y los términos j
del lado derecho, para asi obtener el sistema de ecuaciones que se resolvera Au/T! = Bu/ en cada intervalo
de tiempo, obteniendo el estencil siguiente

o iy 1 « i1 o iy a 1 « ; a
_Wugfl (k + hg) up - @ufﬂ = W“‘Zq + (k - h2> Uy + ﬁuﬁl

Ejemplo
Considérese la ecuacion del calor en el dominio 2 = [0, 1]

u = Au

con condicién inicial
u(z,0) = sen (rx)

y condiciones en la frontera
u(x,0,t) = 0

u(z,1,t) =

Se reolvi6 utilizando 21 nodos con dt = 0.025 con 21 pasos de tiempo, es decir, el tiempo final fue de 0.5.

La solucién al problema se muestra en las siguientes graficas para algunos tiempos

Figura 5.1.8: Soluciéon de la ecuacién de calor

El anilisis de la ecuaciéon de calor se da en la grafica loglog
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Grafica log-lag Ecuacién de Calor 1D parat = 0.13
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Figura 5.1.9: Gréfica del andlisis del refinamiento usando diferencias finitas de la ecuacién de calor, usando
el grafico de log error vs. log h, en donde se muestra la regién de pendiente aproximada a -2 acorde a lo
tedricamente esperado.

Gréfica log-log Ecuacién de Calor 10 parat= 0.39
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Figura 5.1.10: Grafica del analisis del refinamiento usando diferencias finitas de la ecuacién de calor, usando
el grafico de log error vs. log h, en donde se muestra la regién de pendiente aproximada a -2 acorde a lo
teéricamente esperado.

Ejemplo

Se resolverd la ecuacion de calor en dos dimensiones en el dominio ©Q = [0, 1] x [0, 1]

ur = Au

con condicién inicial
u(z,0) = sen (mx) sen (2my)

v condiciones en la frontera

Il
o o o o

El problema se corrié con una malla de 21 x 21 nodos, un paso de tiempo de dt = 0.0025 durante 40 pasos
de tiempo.

La solucién al problema se muestra en las siguientes graficas para algunos tiempos
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Figura 5.1.11: Solucién de la ecuacién de calor. Condicién inicial.
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Figura 5.1.12: Solucién de la ecuaciéon de calor.
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Figura 5.1.13: Solucién de la ecuaciéon de calor. Tiempo final.

Este ejemplo tiene solucién mediante series de Fourier, por lo tanto no se realiza el analisis, ya que, Fourier
también es un método aproximativo, sin embargo, la solucién coincide con lo reportado en la literatura.

5.1.4. Ecuacién de Onda en 1D

La ecuacién diferencial parcial que se resolvera es la ecuacién de onda, que es el ejemplo de una ecuacién
hiperbélica. La ecuacién de onda esta dada como

Uttt = OQUgg

para 0 < x <lyt >0, sujeta a las condiciones

u(0,t) =u(l,t) = 0
u(z,0) = f(z)
Ux(CC,O) = g(CC)

donde « es una constante. Se comienza reemplazando las derivadas parciales por un cociente de diferencias
finitas

J+lL 5 7 j—1
u; 2u; + uy

Uge  ~ 2
J 9, J
Uy~ 2u Uy
Ugy =~ 12
por tanto, se tiene que el estencil para resolver esta ecuacién es
2 ]452 ]432
il _ o i q-1 QKT G 2ak7 5 ak®
u; = 2u; —u; + % (- 2 u; + 5 (A
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Ejemplo
Consideremos la ecuacion de onda en el dominio 2 = [—1,1]
Ut = AUgy
con condiciones iniciales
u(z,0) = sen(wx)
ug (2,0) = 0
y condiciones en la frontera
(0,t) =
u(l,t) =

El problema se corrio en una malla de 1001 nodos y un paso de tiempo dt = 0.001 durante 500 pasos de
tiempo.

La solucién al problema se muestra en la siguiente gréfica para algunos tiempos
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Figura 5.1.14: Solucién de la ecuacién de onda

El analisis de la ecuacién de onda, mediante la grafica loglog es el siguiente
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Grafica log-lag Ecuacién de Onda 1D parat = 0.13
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Figura 5.1.15: Grafica del andlisis del refinamiento usando diferencias finitas de la ecuaciéon de onda, usando
el grafico de log error vs. log h, en donde se muestra la regién de pendiente aproximada a -2 acorde a lo
tedricamente esperado.

Gréfica log-log Ecuacién de Onda 1D para t= 0.9
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Figura 5.1.16: Grafica del andlisis del refinamiento usando diferencias finitas de la ecuacién de onda, usando
el grafico de log error vs. log h, en donde se muestra la regiéon de pendiente aproximada a -2 acorde a lo
teéricamente esperado.

5.1.5. Ecuacién de Adveccién con Upwind

La ecuacién de adveccion
ur + au, =0

se resolverd utilizando el esquema upwind.

Sia > 0 el estencil es

uf-l = %ug_l + (1 — a) u’

en el caso que a < 0 se tiene que

ug+1 = <1 + ah> ul — %ugﬂ

donde k& = At es el paso del tiempo y h = Az es la longitud de los intervalos.

Ejemplo

Tomemos la ecuacién
ur + 2u, =0



CAPITULO 5. APLICACIONES Y PRUEBAS 64

en el dominio Q = [—2,8] y condicién inicial
u(x,0) = e(~(@=02)%)

Esta ecuacion tiene la soluciéon analitica u (x,t) = u (z — at, 0).

El problema se corrié en 401 nodos a un paso de tiempo dt = 0.012 por 360 pasos de tiempo. El factor para

que converja debe de cumplir p = “”;Ldt < 1, se noto en este tipo de problemas que i debe de ser muy cercano

a 1 para conseguir la mejor aproximacion.
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Figura 5.1.18: Gréfica del anélisis del refinamiento usando diferencias finitas de la ecuacion de adveccion,
usando el gréafico de log error vs. log h, en donde se muestra la regién de pendiente aproximada a -2 acorde
a lo tedricamente esperado.
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Grafica log-lag Ecuasién de Advessian para un di=0.010
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Figura 5.1.19: Gréfica del anélisis del refinamiento usando diferencias finitas de la ecuacion de adveccion,
usando el gréafico de log error vs. log h, en donde se muestra la regién de pendiente aproximada a -2 acorde
a lo tedéricamente esperado.

5.1.6. Ecuaciéon de Helmholtz'?

La ecuacién de Helmlholtz (A + k2) u = 0 nombrada asf por Hermann von Helmholtz, describe la propagaciéon
de ondas y la solucién de dicha ecuacién es requerida para resolver problemas que se presentan en aeroacustica,
dispersion de ondas, problemas en geofisica etc.

En una dimension, el problema esta dado por
2, _
Upr + kU =10

donde k = % y w es la frecuencia de la propagacién de la onda y c es la velocidad del sonido.

Sustituyendo wuz, por su representacion en diferencias finitas

Ui—1 — 2U; + Uit

Uz ~ 12
se obtiene s +
Ui—1 — 2u; + u;
i—1 h; i+1 + k’QUi -0
agrupando los nodos
1 9 2 1
ﬁui_1 + k* — ﬁ U; + ﬁuH_l =0
donde h = Ax.
Ejemplo

Sea la ecuacién
—Ugy — KPu=0

en el dominio © = [0, 1] y condiciones de frontera

u' (1) = iku(1)

Dirichlet y Neumann respectivamente.

!Basado en el trabajo [21]
2Mas detalles en el apéndice D
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Figura 5.1.20: Solucién de la ecuacién de Helmholtz

El anélisis de los resultados, se muestran en la grafica loglog

Grafica log-log Ecuacin de HelmHoktz
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Figura 5.1.21: Grafica loglog de la ecuacién de Helmholtz

5.2. Meétodo de Descomposiciéon de Dominio de Schur o Subestructuraciéon

En el trabajo [14], se considera como modelo matematico el problema de valor en la frontera (BVP) asociado
con la ecuacién de Poisson, con condiciones de frontera Dirichlet, definido en como:

—Vu = fq en £
u = ga, en 0Of)

este ejemplo, gobierna los modelos de muchos sistemas de la ingenieria y de la ciencia, entre ellos el flujo
de agua subterrdnea a través de un acuifero isotropico, homogéneo bajo condiciones de equilibrio y es muy
usado en multiples ramas de la fisica, por ejemplo, gobierna la ecuacién de la conduccion de calor en un

s6lido bajo condiciones de equilibrio.
En particular se considera el problema con 2 = [—1,1] x [—1, 1], donde
fo = 2n’n’sen(nmz)sen (nmy)

goo, = 0
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cuya solucién analitica estd dada por
u(x,y) = sen (nmwx) sen (nmy)

Por ejemplo para n = 4, la solucion esta dada por la ecuacion u (z,y) = sen (4nx) sen (4ry), cuya grafica es
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Figura 5.2.1: Solucion de la ecuacion de Poisson

Para las pruebas de rendimiento en las cuales se evalia el desempeno de los programas realizados se usa
n = 1006, pero es posible hacerlo con n € N mas grande.

Las pruebas realizadas se hicieron usando desde 32 hasta 1024 Cores en el cluster Kan Balam, para las
descomposiciones de 31 x 33 y 150 x 150, 31 x 33 y 200 x 200 y 31 x 33 y 250 x 250, con lo que se obtiene
los siguientes resultados

Subdominios 32 cores | 64 cores | 128 cores | 256 cores | 512 cores | 1024 cores
31 x 33y 150 x 150 | 7315s 4016s 2619s 1941s 1541s 1298s
31 x 33 y 200 x 200 ND 16037s 4916s 3166s 2688s 2295s
31 x 33 y 250 x 250 ND ND 26587s 8716s 6388s ND

En donde si usamos las métricas de aceleracion y eficiencia relativas (vedse Apendice A) obtenemos los
siguientes resultados

’ Subdominio ‘ Aceleracion(Speed Up) ‘ Aceleracion Esperada ‘ Eficiencia ‘
31 x 33 y 150 x 150 S22 =56 S32,4 = 32 Bty = 0.2
31 x 33 y 200 x 200 S84, =59 S, =38 Elgoy = 0.7
31 x 33 y 250 x 250 Sigas = 4.1 Sito = Eigs =10

T(1)

Donde S es el factor de aceleracion, definido como S = T(p)» due es el cociente del tiempo que se tarda
en completar el computo utilizando un solo porcesador entre el tiempo que se necesita para realizarlo en p
procesadores trabajando en paralelo. La F se define como factor de eficiencia, y estd dao por £ = p:;((lp)) = 1%’
el cual es el cociente del tiempo que se tarda en completar el computo usando un sélo core del procesador
entre el nimero de procesadores multiplicado por el tiempoque necesita para realizarlo en p procesadores

trabajando en paralelo. ¥ sera cercano a la unidad cuando el hardware se utiliza de manera eficiente.

De esta ultima tabla, se desprende que los algoritmos desarrollados son altamente escalables en equipos
paralelos, ya que es posible obtener una alta eficiencia al encontrar descomposiciones adecuadas al Hardware.
Que la eficiencia sea igual a la unidad implica que el hardware se estd usando de la manera mas eficiente
posible.




Capitulo 6

Comentarios Finales y Conclusiones

Los modelos matematicos de muchos sistemas de interés en Ciencias e Ingenierfas, incluyendo una gran
cantidad de sistemas importantes de Ciencias de la Tierra conducen a una gran variedad de ecuaciones
diferenciales parciales, cuyos métodos de resolucién estan basados en el procesamiento de sistemas algebraicos
de gran escala. Ademas, la increible expansion experimentada por el hardware computacional existente,
ha hecho posible el efectivo tratamiento de problemas de un cada vez mayor incremento de diversidad y
complejidad que poseen las aplicaciones Cientificas y de Ingenierias.

Los métodos de aproximacién analitica a la solucién de Ecuaciones Diferenciales Parciales, proporcionan
frecuentemente informacién util acerca del comportamiento de la solucién en valores criticos de la variable
dependiente, pero tienden a ser mas dificiles de aplicar que los métodos numéricos. Entre las consideraciones
que justifican el uso de los métodos numéricos para solucionar ecuaciones diferenciales parciales se encuentran:

= Los datos de los problemas reales presentan siempre errores de medicién, y el trabajo aritmético para
la soluciéon esté limitado a un niimero finito de cifras significativas que resultan en errores de redondeo.
Por lo tanto, incluso los métodos analiticos proporcionan aproximaciones.

= La evaluacién numérica de de las soluciones analiticas es a menudo una tarea laboriosa y compu-
tacionalmente ineficiente, mientras que los métodos numéricos generalmente proporcionan soluciones
numéricas adecuadas.

es por ello que el uso de métodos numeéricos como el Método de Diferencias Finitas se han convertido en una
excelente herramienta para la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales.

6.1. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se desarrolld de manera minuciosa el Método de Diferencias Finitas en mallas
estructuradas, para poder aplicarlo a la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, en
una, dos y tres dimensiones espaciales, asi como también en tiempo. Con esto es posible resolver una gran
variedad de ecuaciones parciales que aparecen en muchos problemas, como lo son: la ecuacién de Laplace,
la ecuacién de Poisson, la ecuacion del calor, la ecuacién de la onda, la ecuaciéon de advecciéon, etc. La
programacion se realiz6 de manera general, de tal manera que el mismo programa pueda resolver distintos
casos de las ecuaciones de segundo grado, esto se logra simplemente cambiando los valores de los coeficientes.

Los logros de este trabajo se pueden enumerar como:

= Desarrollé de manera general, del método de diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales
parciales de segundo grado en una, dos y tres dimensiones con mallas estructuradas. En el capitulo
dos, a partir de la serie de Taylor se muestra como encontrar las derivadas que serén sustituidas en las
ecuaciones diferenciales que se intentan resolver. Se muestra cémo se realiza el proceso en una, dos y
tres dimensiones, para la primera y segunda derivada.

68
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= Desarrollé los métodos de diferencias finitas para resolver problemas con primera y segunda derivada.
En el capitulo dos, en la seccion 2.6, se dan ejemplos de como resolver ecuaciones diferenciales parciales
con el método de diferencias finitas. Se muestra cémo empezando de la ecuacién a resolver, se discretiza
y como se llega a obtener un sistema Ax = b, el cual al resolverlo se tiene la aproximacién numérica
de la ecuacion en cada punto de la malla, todo esto, con distintas condiciones de frontera (Dirichlet,
Neumann o Robin).

= Desarrollé los algoritmos para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales en espacio y tiempo.
En el capitulo dos, secciones 2.6 y 2.7 se muestran los algoritmos para poder resolver las ecuaciones
diferenciales parciales, tanto en espacio como en tiempo. Se muestra el esquema, theta para ecuaciones
con una derivada temporal, como la ecuaciéon de calor. También se desarrolla el algoritmo para resolver
ecuaciones con segunda derivada temporal, por ejemplo, para resolver la ecuaciéon de ondas. Por taltimo,
se describe y se muestra el esquema upwind, para resolver ecuaciones como la adveccion.

= Desarrollé de los programas para resolver las ecuaciones diferenciales parciales tanto en espacio como en
tiempo. Se desarrollaron los algoritmos mostrados en el capitulo dos. Se desarrollaron en lenguaje C++
para una, dos y tres dimensiones, asi como en los apéndices se mostr6 la manera de la implementarlos
con scilab y matlab(octave). El c6digo se encuentra en la pagina hitp://mmc2.geofisica.unam.maz/omb.

Los métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales parciales son rapidos y confiables dentro de
sus rangos de aplicaciéon, nos permiten tener una idea mas clara de la solucion de la ecuacidon diferencial
en todo en dominio de interés y es relativamente sencilla su implementacién. Existen situaciones en las que
es preferible el uso de métodos numéricos atn cuando existe una solucidén analitica o semi-analitica, por
ejemplo, la ecuacion de calor tiene solucién en series de Fourier,sin embargo los métodos numéricos como el
de diferencias finitas son mas eficientes para estos casos. La mayor de parte de los problemas concretos son en
general, complejos, y donde los métodos mateméticos para solucionarlos no son suficientes para resolverlos.

6.2. Trabajo Futuro

En este trabajo se mostro como resolver ecuaciones diferenciales parciales lineales con el Método de Dife-
rencias Finitas. Asi mismo, el método puede ser aplicado para resolver ecuaciones diferenciales parciales no
lineales. Es posible también, adaptar la metodologia de este trabajo a otros métodos numeéricos que resuelven
ecuaciones parciales, como: Volumen Finito y Elemento Finito.

Un trabajo futuro puede abarcar:

= Desarrollar el Método de Diferencias Finitas para resolver Ecuaciones Parciales No-lineales. Una vez
que podemos resolver ecuaciones lineales de segundo grado, el esfuerzo se enfocaria en el siguiente grupo
de ecuaciones, las no lineales. Asi como las lineales, las no lineales también aparecen en problemas de
ciencias e ingenierfa, ejemplos de éste tipo de ecuaciones:

e La ecuacién de onda no lineal u; 4+ uu, = 0.

e La ecuacion eikonal (ugz)? 4 (uy)® + (uz)? = ¢2F, la cual es una ecuacion que se encuentra en los

problemas de propagacién de ondas.

= Desarrollar la misma metodologia con otros métodos, como lo son: Elemento Finito y Volumen Finito.
Lo que se realizaria, serfa resolver ecuaciones diferenciales parciales, mostrando el céomo realizarlo
(dependiendo del método), su deducciéon matematica y su implementacion computacional en una, dos
y tres dimensiones.

= Trabajar en la definicién del problema en mallas no estructuradas.
= Utilizar metodologias éptimas para hacer la paralelizacién acorde al hardware disponible al usuario.

Asi se podria tener un grupo de herramientas para poder resolver gran cantidad de problemas, de los cuales
podemos escoger el que ofrezca mayores ventajas a nivel computacional o el que mejor se adapte al problema
a trabajar.



Apéndice A
Computo Paralelo

Los sistemas de cémputo con procesamiento en paralelo surgen de la necesidad de resolver problemas com-
plejos en un tiempo més o menos razonable, utilizando ventajas de memoria, velocidad de los procesadores,
formas de interconexion de estos y distribucion de la(s) tarea(s), a los que en su conjunto se denomina
arquitectura en paralelo. Se entiende por una arquitectura en paralelo a un conjunto de procesadores inter-
conectados que son capaces de cooperar en la solucion de un problema. Asi, para resolver un problema en
particular, se usa una o combinaciéon de multiples arquitecturas (topologias), ya que cada una ofrece venta-
jas y desventajas que tienen que tomarse en cuenta antes de implementar la solucién del problema en una
arquitectura en particular, véase

Arquitecturas

Se explicaran las dos clasificaciones de computadoras méas conocidas de la actualidad. La primera es la
clasificacion de Flynn, en la cual se tienen en cuenta sistemas con uno o varios cores. La segunda, maés
moderna, sélo se tienen en cuanto los sistemas con mas de un core.

Clasificaciéon de Flynn

Es una clasificacion clésica de aruitecturas de computadoras, en la cual se toman en cuenta uno o mas
procesadores.

Se basa en el flujo que siguen los datos dentro de la maquina y de las instrucciones sobre los datos. Se define
como flujo de intrucciones al conjunto de instrucciones secuenciales que son ejecutadas por un tinico core y
como flujo de datos al flujo secuencial de datos requeridos por el flujo de instrucciones.

Dado lo anterior, Flynn clasifica los sistemas en cuatro categorias:

Single Instruction stream, Single Data stream (SISD)

Los sistemas de este tipo se caracterizan por tener un Gnico flujo de instrucciones sobre un tnico flujo de
datos, es decir, se ejecuta una instruccién detras de otra. Este es el concepto de arquitectura serie de Von
Neumann donde, en cualquier momento, sélo se ejecuta una tnica instruccién, un ejemplo de estos sistemas
son las maquinas secuenciales convencionales.

Single Instruction stream, Multiple Data stream (SIMD)

Estos sis-temas tienen un tnico flujo de instrucciones que operan sobre multiples flujos de datos. El pro-
cesamiento es sincrono, la ejecuciéon de las instrucciones sigue siendo secuencial como en el caso anterior,
todos los elementos realizan una misma instruccién pero sobre una gran cantidad de datos. Por este motivo
existird concurrencia de operacion, es decir, esta clasificacion es el origen de la maquina paralela. El funcio-
namiento de este tipo de sistemas es el siguiente. La unidad de control manda una misma instruccién a todas
las unidades de proceso (ALUs). Las unidades de proceso operan sobre datos diferentes pero con la misma
instruccién recibida.

70



APENDICE A. COMPUTO PARALELO 71

Multiple Instruction stream, Single Data stream (MISD)

Sistemas con multiples instrucciones que operan sobre un tnico flujo de datos.

Multiple Instruction stream, Multiple Data stream (MIMD)

Sistemas con un flujo de miiltiples instrucciones que operan sobre multiples datos. Estos sistemas empezaron
a utilizarse antes de la década de los 80s. Son sistemas con memoria compartida que permiten ejecutar varios
procesos simultdneamente (sistema multiprocesador).

Cuando las unidades de proceso reciben datos de una memoria no compartida estos sistemas reciben el
nombre de MULTIPLE SISD (MSISD). En arquitecturas con varias unidades de control (MISD Y MIMD),
existe otro ni- vel superior con una unidad de control que se encarga de controlar todas las unidades de
control del sistema (ejemplo de estos sistemas son las méaquinas paralelas actuales).

Computadoras Paralelas

La clasificacion moderna de computadoras paralelas hace alusiéon tnica y exclusivamente a los sistemas
que tienen mas de un core (i.e maquinas paralelas). Existen dos tipos de sistemas teniendo en cuenta su
acoplamiento:

= Los sistemas fuertemente acoplados. Son aquellos en los que los procesadores dependen unos de otros.
Los sistemas fuertemente acoplados se comunican a través de una memoria comun.

= Los sistemas débilmente acoplados. Son aquellos en los que existe poca interaccién entre los diferentes
procesadores que forman el sistema.

Atendiendo ésta y a otras caracteristicas, la clasificacion moderna divide a los sistemas en dos tipos:

» Sistemas multiprocesador (fuertemente acoplados)

» Sistemas multicomputadoras (débilmente acoplados)

Equipo Paralelo de Memoria Compartida

Un multiprocesador o multicore puede verse como una computadora paralela compuesta por varios cores
interconectados que comparten un mismo sistema de memoria. Los sistemas multiprocesadores o multicores
son arquitecturas MIMD(Multiple Instruction Stream, Multiple Data Stream) con memoria compartida.
Tienen un tnico espacio de direcciones para todos los procesadores y los mecanismos de comunicacién se
basan en el paso de mensajes desde el punto de vista del programador. Dado que los procesadores comparten
diferentes modulos de memoria, pudiendo acceder a un mismo médulo varios cores, a los multiprocesadores
también se les llama sistemas de memoria compartida.

Para hacer uso de la memoria compartida por méas de un core, se requiere hacer uso de técnicas de seméaforos
que mantienen la integridad de la memoria; esta arquitectura no puede crecer mucho en el nimero de
procesadores interconectados por la saturaciéon rapida del bus o del medio de interconexién. Dependiendo
de la forma en que los procesadores comparten la memoria, se clasifican en sistemas multiprocesador UMA,
NUMA, COMA y Pipeline.

Equipo Paralelo de Memoria Distribuida

Los sistemas multicomputadoras se pueden ver como una computadora paralela en el cual cada core tiene
su propia memoria local. En estos sistemas la memoria se encuentra distribuida y no compartida como en
los sistemas multiprocesador. Los procesadores se comunican a través de paso de mensajes, ya que éstos sélo
tienen acceso directo a su memoria local y no a las memorias del resto de los procesadores.
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La transferencia de los datos se realiza a través de la red de interconexién que conecta un subconjunto de
procesadores con otro subconjunto. La transferencia de unos procesadores a otros se realiza por multiples
transferencias entre procesadores conectados dependiendo del establecimiento de dicha red.

Dado que la memoria estd distribuida entre los diferentes elementos de proceso, estos sistemas reciben
el nombre de distribuidos. Por otra parte, estos sistemas son débilmente acoplados, ya que los mdédulos
funcionan de forma casi independiente unos de otros. Este tipo de memoria distribuida es de acceso lento
por ser peticiones a través de la red, pero es una forma muy efectiva de tener acceso a un gran volumen de
memoria.

Equipo Paralelo de Memoria Compartida-Distribuida

La tendencia actual en las méquinas paralelas es de aprovechar las facilidades de programacion que ofrecen
los ambientes de memoria compartida y la escalabilidad de las ambientes de memoria distribuida. En este
modelo se conectan entre si mdédulos de multiprocesadores, pero se mantiene la visién global de la memoria a
pesar de que es distribuida. El desarrollo de sistemas operativos y compiladores del dominio publico (Linux
y software GNU), estandares para el pase de mensajes (MPI), conexion universal a periféricos (PCI), etc.
han hecho posible tomar ventaja de los econdémicos recursos computacionales de produccién masiva (CPU,
discos, redes). La principal desventaja que presenta a los proveedores de multicomputadoras es que deben
satisfacer una amplia gama de usuarios, es decir, deben ser generales. Esto aumenta los costos de disenos
v produccién de equipos, asi como los costos de desarrollo de software que va con ellos: sistema operativo,
compiladores y aplicaciones. Todos estos costos deben ser anadidos cuando se hace una venta. Por supuesto
alguien que sélo necesita procesadores y un mecanismo de pase de mensajes no deberfa pagar por todos estos
anadidos que nunca usara.

Los cluster se pueden clasificar en dos tipos segin sus caracteristicas fisicas:

» Cluster homogéneo si todos los procesadores y/o nodos participantes en el equipo paralelo son iguales
en capacidad de computo (en la cual es permitido variar la cantidad de memoria o disco duro en cada
core).

» Cluster heterogéneo es aquel en que al menos uno de los procesadores y/o nodos participantes en el
equipo paralelo son de distinta capacidad de computo.

Los cluster pueden formarse de diversos equipos; los mas comunes son los de computadoras personales, pero
es creciente el uso de computadoras multiprocesador de méas de un core de memoria compartida interco-
nectados por red con los demas nodos del mismo tipo, incluso el uso de computadoras multiprocesador de
procesadores vectoriales Pipeline. Los cluster armados con la configuracién anterior tienen grandes ventajas
para procesamiento paralelo:

= La reciente explosién en redes implica que la mayoria de los componentes necesarios para construir un
cluster son vendidos en altos volimenes y por lo tanto son econdémicos. Ahorros adicionales se pueden
obtener debido a que s6lo se necesitard una tarjeta de video, un monitor y un teclado por cluster. El
mercado de los multiprocesadores es mas reducido y mas costoso.

= Remplazar un componente defectuoso en un cluster es relativamente trivial comparado con hacerlo en
un multiprocesador, permitiendo una mayor disponibilidad de clusters cuidadosamente disefiados.

Desventajas del uso de clusters de computadoras personales para proce- samiento paralelo:

= Con raras excepciones, los equipos de redes generales producidos masivamente no estan disenados para
procesamiento paralelo y tipicamente su latencia es alta y los anchos de banda pequenos comparados
con multiprocesadores. Dado que los clusters explotan tecnologia que sea econdmica, los enlaces en el
sistema no son velo- ces implicando que la comunicacién entre componentes debe pasar por un proceso
de protocolos de negociacién lentos, incrementando seriamente la latencia. En muchos y en el mejor de
los casos (debido a costos) se recurre a una red tipo Fast Ethernet restringimiento la escalabilidad del
cluster.
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= Hay poco soporte de software para manejar un cluster como un sistema integrado.

= Los procesadores no son tan eficientes como los procesadores usados en los multiprocesadores para
manejar multiples usuarios y/o procesos. Esto hace que el rendimiento de los clusters se degrade con
relativamente pocos usuarios y/o procesos.

= Muchas aplicaciones importantes disponibles en multiprocesadores y optimizadas para ciertas arqui-
tecturas, no lo estan en clusters.

Tipos de Cluster

Basicamente existen tres tipo de clusters, cada uno de ellos ofrece ventajas y desventajas, el tipo més adecuado
para el computo cientifico de alto rendimiento, pero existen aplicaciones cientificas que pueden usar més de
un tipo al mismo tiempo.

» Alta-disponibilidad (Fail-over o High-Availability): este tipo de cluster esta disefiado para mantener
uno o varios servicios disponibles incluso a costa de rendimiento, ya que su funcién principal es que el
servicio jamas tenga interrupciones como por ejemplo un servicio de bases de datos.

s Alto-rendimiento (HPC o High Performance Computing): este tipo de cluster esta disenado para obte-
ner el maximo rendimiento de la aplicacién utilizada incluso a costa de la disponibilidad del sistema, es
decir el cluster puede sufrir caidas, este tipo de configuracién esta orientada a procesos que requieran
mucha capacidad de calculo.

» Balanceo de Carga (Load-balancing): este tipo de cluster esta di- senado para balancear la carga de
trabajo entre varios servidores, lo que permite tener, por ejemplo, un servicio de calculo intensivo
multiusuarios que detecte tiempos muertos del proceso de un usuario para ejecutar en dichos tiempos
procesos de otros usuarios.

Meétricas de Desempeno

Las métricas de desempeno del procesamiento de alguna tarea en paralelo es un factor importante para
medir la eficiencia y consumo de recursos al resolver una tarea con un nimero determinado de procesadores
v recursos relacionados de la interconexién de éstos.

Entre las métricas para medir desempeno en las cuales como premisa se mantiene fijo el tamafio del problema,
destacan las siguientes: Factor de aceleracion, eficiencia y fraccion serial. Cada una de ellas mide algo en
particular y s6lo la combinacién de estas dan un panorama general del desempefio del procesamiento en
paralelo de un problema en particular en una arquitectura determinada al ser comparada con otras.

Factor de Aceleracion(Speed Up)

Se define como el cociente del tiempo que se tarda en completar el computo de la tarea usando un sélo core
entre el tiempo que necesita para realizarlo en p procesadores trabajando en paralelo
T(1
) (A.0.1)
T (p)

en ambos casos se asume que se usaré el mejor algoritmo tanto para un solo core como para p procesadores.
Esta métrica en el caso ideal deberia de aumentar de forma lineal al aumento del nimero de procesadores.

Eficiencia

Se define como el cociente del tiempo que se tarda en completar el computo de la tarea usando un solo core
entre el nimero de procesadores multiplicado por el tiempo que necesita para realizarlo en p procesadores
trabajando en paralelo

e = ) 3 (A.0.2)
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Este valor serd cercano a la unidad cuando el hardware se esté usando de manera eficiente, en caso contrario
el hardware serd desaprovechado.

Fraccion Serial

Se define como el cociente del tiempo que se tarda en completar el computo de la parte secuencial de una
tarea entre el tiempo que se tarda el completar el computo de la tarea usando un solo core

T
= AL0.
f= 70 (A.03)
usando la ley de Amdahl
T,
T'(p) = Ts+ ?p (A.0.4)

y rescribiéndola en términos de factor de aceleracién, obtenemos la forma operativa del calculo de la fraccion
serial que adquiere la forma siguiente

1.1

f =" (A.0.5)
1-—Z=
p

Esta métrica permite ver las inconsistencias en el balance de cargas, ya que su valor debiera de tender a cero
en el caso ideal, por ello un incremento en el valor de f es un aviso de granularidad fina con la correspondiente
sobrecarga en los procesos de comunicacion.



Apéndice B

Método de Descomposicion de Dominio de
Subestructuracion’

La solucién numérica por los esquemas tradicionales de discretizaciéon tipo deiferencias finitas generan una
discretizacion del problema, la cual es usada para generar un sistema de ecuaciones Ax = b.

Esta tnica matriz puede ser paralelizada mediante el uso de memoria compartida y/o distribuida. En la
memoria compartida, la mejor opcién es openmp, véase|23], en el caso de memoria distribuida se utiliza
mpi, véase [24]. Existen otras formas de realizar la paralelizacion, la méas eficiente es la técnica que se aplica
a la discretizacién del problema mediante el método de descomposicién de dominio de subestructuracién,
esta genera una descomposicion del sistema lineal Az = b en multiples sistemas lineales (véase seccion 4.5)
acoplados entre si, s6lo por los nodos que comparten en la discretizaciéon de los subdominios.

Sin pérdida de generalidad se consideraran problemas con valor en la frontera (VBVP) de la forma

Lu = f
u =g (B.0.1)
donde
Lu = —V-a-Vu+cu

donde a es una matriz positiva definida y simétrica, con ¢ > 0. Como caso particular del operador eliptico de
orden 2 y para ejemplificar se toma un dominio 2 C R? con fronteras poligonales, es decir, {2 es un conjunto
abierto acotado y conexa tal que su frontera 92 es la unién de un numero finito de poligonos.

Si se multiplica la ecuacién —V - a - Vu + cu = fq por v € V = H} (Q) se obtiene
—v(=V-a-Vu+cu) =vfq

entonces, aplicando el Teorema de Green

/(Vv-a-Vu—}—cuv)dx:/vadx
Q

Q
Definiendo el operador bilineal

a(u,v):/ (Vv -a-Vu+ cuv)dx
Q

v la funcional lineal

L (v) = (f,v) :/Qvad:U

entonces se puede reescribir el problema en forma variacional, haciendo uso de la forma bilineal a (-, -) y la
funcion lineal [ (-).

'Este apéndice est4 basado en el trabajo doctoral del Dr. Antonio Carrillo Ledesma [14].
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Donde las funciones lineales definidas por tramos en Qg en este caso seran polinomios de orden uno en cada

)

variable de forma separada y cuya restricciéon de ¢; a Qg es (;SZ(E . Para simplificar los calculos, se supone que

. 10 . . . .
la matriz ¢ = a < 0 1), entonces se tiene que la integral del lado izquierdo queda escrita como

/ (Vi - Vo, + cns;) dady = / Foo,dady
Q Q
donde

Ky — /Q (aV; - Vo + cdiss;) dady

E
-y /Q (aV ¢ - Vo + et dudy
e=1 €

E
0ot 06 ogr O]
;/ﬂe (a [ oxr Oz * oy ay] + C¢i¢j> dzdy

v el lado derecho como

F; = /fgqﬁjdxdy
Q

E
= ;/Qfm/?jdl‘dy

Si se considera el problema dado en la ecuacién B.0.1 en el dominio €, el cual es subdividido en E subdominios
Q;cont=1,2,..., F sin traslape, también conocida como malla gruesa T, es decir

Q=0 vi£; Q=%

v al conjunto

= Jri  si Li=00;/00

se le llama la frontera interior del dominio €.

Q

Y

-]

Figura B.0.1: Dominios

Un ejemplo de un dominio 2 y su descomposicién en subdominios €2; y cada ; a su vez descompuesto en
Qg subdominios. Sin pérdida de generalidas se toma g = 0 en 92, notese que siempre es posible poner el
problema, de la B.0.1 como uno de condiciones de frontera Dirichlet que se nulifiquen mediante la adecuada
manipulaciéon del término del lado derecho de la ecuacion.
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Primeramente sea D C H} () un espacio lineal de funciones de dimensién finita N, en el cual esté definido
un producto interior denotado para cada u,v € D por

u-v=(u,v)
Considerando la existencia de los subconjuntos linealmente independientes

Bc D,B; C Dy, Br C Dr

Br C Dr, Bry C Dry, Bras C Dro

los cuales satisfacen
B=B;|JBr
Br = Bry U Bry

el espacio generado por cada uno de los subconjuntos Br y Br es 5}, sin embargo, nétese la propiedad de
que los miembros de Br tienen soporte local. Se definen las bases

1 N,
By = {wl,...,wl’}

1 N
BFM = {wM,...,wMF}

1 N
BFJ = {U}J,...,U)JF}

de las funcionales lineales ¢; en 2.
Entonces definiendo para toda d = 1,..., K, la matriz Ng x Ns

= [(u)]

que soblo esta definida en cada subespacio (subdominio €25). Entonces, la matriz virtual A;; esta dada por la
matriz diagonal de la forma

E
Ay
donde el resto de la matriz fuera de la diagonal son bloques es cero.

De forma similar se definen

A = [(whuf))
Aty = [(wf,wp)]
Ar = [(wf, wf)]
para toda § = 1,..., E, obserérvese que como Br = BryJ Brys entonces
é
App = [(wr, wp)] = [(wiy, wiy)] + [{wias, wita)]

. T . . .
también que A‘}F = (Al‘i I) . Entonces las matrices virtuales Ary, Arr, v Arr quedarian definidas como

Arr = [All“l AIQ“I AIEI]
_ﬁér
T
Amr = :
AR
T
Arr = | Afr
Lim1
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donde {ZlE: 1 A%F} es construida sumando las A%F seglin el orden de los nodos globales versus los nodos
locales.

También se considera al vector u = (uy,...,ug) el cual se escribe como u = (uy, ur) donde uy = (uq,...,Ny)
y ur = (u1,...,Np).

Asi, el sistema virtual

Arrur + Arur = by
Arpur + Arrur = br (B.0.2)
queda expresado como
A}] U A}F ury bh
N Bl : =
AIEI Ulg A?l" UTg by
ull uFl bF1
(Ary o AR | s+ A o=
UIE‘ UFE bFE

o de manera compacta Au = b, nétese que las matrices A{T, Ai”, AiIF y A%I son matrices bandadas.

Si ahora tratamos de obtener u; de la primera ecuacién del sistema B.0.2 se obtiene
ur = (Ar) " (br — Arrur)
sustituyendo en la segunda ecuacién del mismo sistema se obtiene

(AFF — Arr (Ar) ™! AIF) ur = bp — Ary (A1)~ by (B.0.3)

en la cual los nodos interiores no figuran en la ecuacion y todo queda en funcidon de los nodos de la frontera
interior ur.

A la matriz formada por Apr — Ary (AH)f1 Ajr se le conoce como el complemento de Schur global y se le
denota como

S = Arp — Ary (Ar) ' Apr

En este caso, como se esta planteando en términos de subdominios €2;, con i = 1,..., E, entonces las matrices
Arr, Arg, Ajp y Ay quedan definidas de manera local, asi que se procede a definir el complemento de Schur
local como

S; = App — Afy (Aill)il Al

de forma adicional se define 4 ' )
bi = br, — Ar; (AY) by,

El sistema dado por B.0.3 se escribe como
SUF =b (B.0.4)

v queda definido de manera virtual a partir de
E E
[Z Si] up = [Z bi] (B.0.5)
i=1 i=1

donde [ZZE:1 Sl} y [Zil bl} podrian ser construidas sumando las S; y b; respectivamente segin el orden de
los nodos globales versus los nodos locales.

El sistema lineal virtual obtenido de B.0.4 se resuelve (dependiendo de si es 0 no simétrico) eficientemente
usando el método de Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES, para ello no es necesario construir
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la matriz S con las contribuciones de cada S; correspondientes al subdominio ¢, lo que se hace es pasar a
cada subdominio el vector ur,; correspondiente a la i-ésima iteracion del método iterativo usado, para que
en cada subdominio se evalué ﬂ% = S;ur, localmente y con el resultado se forma el vector ur = Zf: Lur, y
se continue con los demés pasos del método. Esto es ideal para una implementaciéon en paralelo del método
de Gradiente Conjugado o variante de GMRES.

Una vez resuelto el sistema B.0.5 en el que se ha encontrado la solucién para los nodos de la frontera interior
ur, entonces se debe resolver localmente los uy,, correspondientes a los nodos interiores para cada subespacio
Q;, para poder realizar esto se emplea

ur, = (AZ}I)_l (b[1 - AZIFUR)

para cada ¢ = 1,..., E, quedando asi resuelto el problema Au = b tanto en los nodos interiores uy, como en
los de la forntera interior Ur, correspondientes a cada subespacio (2;.

. : i\ —1 . .
Observacion 1. Las matrices locales S; y (A’I I) no se construyen, ya que estas serian matrices densas
y su construccién es computacionalmente costosa, y como sélo interesa el producto Syr, o més precisamente

[Zf; 1 Sz} yr, entonces si yr es el vector correspondiente al subdominio ¢, se obtiene

an’ = (A%r - A%I (AZ}I)_I A?r) yr,

Para evaluar de forma eficiente esta expresion, se realizan las siguientes operaciones equivalentes

r1 = Appyr;
. . —1 .
_ 7 7 7
T2 = ( I (AII) IF) yr,
&’Fi = I — X2

la primera y tercera expresién no tienen ningtin problema en su evaluacién, para la segunda expresiéon se
debe evaluar

I3 = AlIFsz‘
con este resultado intermedio se debe calcular

Ty = ( i][)il €3

i\ —1 - ., ; .
pero al no contarse con (AZI ]) , entonces se multiplica la expresiéon por A%, obteniendo

Ainxél = A% ( iH)_l T3

simpliﬁcando
Ai[ T4 =T
4 3

Esta ultima expresion puede ser resuelta usando Factorizacion LU, Gradiente Conjugado o alguna variante de
GMRES —cada una de estas opciones tiene ventajas y desventajas computacionales que deben ser evaluadas
al momento de implementar el c6digo para un problema particular—. Una vez obtenido z4, se puede calcular

7
Xro = AI“I.CU4

asi
;Jl“i =1 — T2

completando la secuencia de operaciones necesarias para obtener S;yr,.
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Observacion 2. En el caso del calculo

bi = br, — Ab; (Aifz)_l br,

. . . Lo i \—1
algo analogo a lo anterior deberd de hacerse, ya que de nuevo estd involucrado (AZI I) , por ello se debe
usar el siguiente procedimiento para evaluar de forma eficiente esta expresion, realizando las operaciones

equivalentes
|
Y1 = ( I ) br,

multiplicando por A%, se obtiene
Ay = Afp (AZH) br;

simplificando

Ay = by,
donde esta tltima expresién puede ser resuelta usando Factorizacion LU, Gradiente Conjugado o alguna
variante de GMRES, luego se hace ‘

y2 = Arn
y para finalizar, se obtiene

bi =br, —y2

Observaciéon 3. En la evaluacién de
ur, = (AZII) (in - AZIFuFi)

. . L o\ —1 . o
estd nuevamente involucrado el término (AZI I) , por esto se usa el siguiente procedimiento para evaluar de
forma eficiente esta expresion, realizando las operaciones equivalentes

7
x4 = by, — Afpur,

.|
un = ( 3']) L4
multiplicando por AZ'I ; & la tltima expresién se obtiene
7 At 7
Afpur, = Ajp (AH) T4

simplificando
At up =z
1% 4

donde esta tltima evalucién puede ser resuelta nuevamente usando Fuctorizacion LU, Cholesky, Gradiente
Conjugado o alguna variante de GMRES.

Como se indico en las dltimas observaciones, para resolver el sistema A%,z = b puede usar Factorizacion
LU, Factorizacion Cholesky, Gradiente Conjugado, alguna variante de GMRES o cualquier otro método para
resolver sistemas lineales, pero deberd de usarse aquel que proporcione la mayor velocidad en el calculo o
que consuma la menor cantidad de memoria (ambas condicionantes son mutuamente excluyentes), por ello
la decisién de que método usar deberd de tomarse al momento de tener que resolver un problema particular
en un equipo dado y bésicamente el condicionante es el tamafno de la matriz A§ Iz

Para usar el método de Factorizacion LU, se deberd primeramente de factorizar la matriz bandada AiH en
una matriz LU , la cual es bandada pero incrementa el tamano de la banda a mas del doble, pero esta
operacion sblo se debera de realizar una vez en cada subdominio, y para solucionar los diversos sistemas
lineales A§ ;7 = b solo serd necesario evaluar los sistemas

Ly = b
Uz = y
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Esto proporciona una manera eficiente de evaluar el sistema lineal pero el consumo en memoria para un
problema particular puede ser excesivo.

Por ello, si el problema involucra una gran cantidad de nodos interiores y el equipo en el que se implantaré la
ejecucién del programa tiene una cantidad de memoria limitada, es recomendable usar el método de Gradiente
Conjugado o alguna variante de GMRES, este consume una cantidad de memoria adicional pequena, pero
puede consumir muchas iteraciones con el consecuente aumento de tiempo de cémputo para alcanzar la
precision de la Factorizacion LU.

De esta forma, es posible adaptar el cdédigo para tomar en cuenta desde la implementacién hasta al equipo
de coémputo al que se tenga acceso y poder sacar el méximo provecho al método de subestructuracién en la
resolucién de problemas de gran envergadura.

Para mas detalle, véase [14].
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Apéndice C

Crank-Nicolson 1D Para la Ecuaciéon de
Calor Scilab, C+-+ y MatLab

En este apéndice se mostrara cémo resolver una ecuacion diferencial parcial en una dimensién con el esquema
de Crank-Nicolson, por ejemplo, la ecuacion de calor.

Consideremos el siguiente problema, que consiste en la ecuacion

Ut = Ugy
con © = [0, 1], sujeta a las condiciones
u(0,t) =u(l,t) = 0
y
u(z,0) = sen(nx)

El cédigo del ejemplo, en C++, Scilab y MatLab puede obtenerse de la péagina:
http://mmc2.geofisica.unam.mz/omb.

C.1. Scilab

El siguiente programa para el entorno SciLab (http://www.scilab.org/) es el encargado de resolver el problema
de la ecuacién de calor por diferencias finitas. Scilab es un software de computo numérico libre, el cual incluye
un lenguaje de programacion de alto nivel para poder crear scripts que se ejecutan en el entorno. Scilab es
multiplataforma (*nix, mac, windows) y posee cientos de funciones matematicas ya definidas, listas para
poder ser usadas por el desarrollador.

// Facultad de Ciencias

// Universidad Nacional Autonoma de Mezico

// Mezico D.F.

//

// Autor: Omar Jonathan Mendoza Bernal

// Pdgina: mmc2. geofisica .unam.mz/omb

//

// Programa que forma parte del trabajo de Tesis

// "Resolucion de Ecuaciones Diferenciales Parciales

// Mediante el Método de Diferecias Finitas y su Paralelizacion”

//

// Codigo liberado bajo la licencia GPL ver. 2.0

// Crank—Nicolson
// Para una EDP de segundo orden
J/ u_t + a(z)u_zz + b(z)u_x +c(z)u = f

// Dominio
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//
//

10<z<l
o<t<T

// Condiciones de frontera Dirichlet
u(0,t) = u(l,t) = constante

/7

//
//

//
//

fun

Condicion inicial

u(z,0) = g(x) 10 <=z <=1

Datos de entrada

intrevalo [l10, 1]

entero m>=3
entero N>=I

Salida

0 <t < T cond de frontera

aprozimaciones w_ij a u(x_i,t j)

Funciones de los
ction y = a(x)
y = =1

endfunction

fun

ction y = b(x)
y =20

endfunction

fun

ction y = c(x)
y=20

endfunction

fun

ction y = f(x)
y = 03

endfunction

/7

// funcién de la condicidn

coeficientes

inicial

function y = condicion inicial(x)
y = sin(x x %pi);
endfunction

// Condiciones de frontera

/7

Sdélo Dirichlet

cond izq = 0;
cond der = 0;

/7

Datos de entrada

10 = 0;
1; // intervalo [0,1]
11; // Numero de nodos
m— 2; // Nodos interiores

1 =
m =

M =

// Divisién del espacio y del tiempo

h =
k =
N =

(I —10)/(m—-1);

0.025; // Paso del tiempo
21; // Numero de iteraciones

// Aw(j+1) = Bw™j + f7j

// creo el vector w donde se guradard la solucidn para cada tiempo
// A matriz del
// B matriz del
B prima para guardar el

//
//

W =

ff = zeros(M,1

A =
B =

w_sol = zeros

// Se crea el espacio de la
espacio = zeros(m,1)

for

lado
lado derecho

izquierdo

ff que es el wvector de los

zeros (M, 1);

)
zeros (M,M);
zeros (M,M);
m7m)

)
)
(

i = 1m
xx = 10 4+ (i—-1)

*h;
espacio (i) = xx;

valores

resultado de Bw™j

de f en cada nodo

solucion o malla
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126
127
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end
disp (espacio, "Espacio")
// Condicién inicial
for i=1:M

w(i) = condicion inicial(espacio(i+1));
end
w_sol(1l) = cond izq;
for kk = 1:M

w_sol(kk + 1) = w(kk);
end
w_sol(m) = cond der;
plot(espacio, w_sol);
disp (w, "Condiciones_iniciales™)
// primer renglon de cada matriz
A(1,1) = 1/k — a(10 + h)/(hxh);

A(1,2) = a(l0 + h)/(2xhxh) + b(l0 + h)/(4xh) ;

B(1,1) = 1/k + a(10 + h)/(hxh) — ¢(10 + h);
B(1,2) = — a(10 + h)/(2xh*h) — b(10 + h)/(4%h);

ff(1) = £(10 + h) — cond izq;

// se completa las matrices desde el renglon 2 hasta el m—2
for i = 2:M-1
A(i, i—-1) = a(l0 + i*h)/(2xhxh) — b(10 + ixh)/(4xh) ;
A(i,i) = 1/k — a(l0 + ixh)/(hxh);
A(i,i+1) = a(10 + ixh)/(2xhxh) + b(10 + ixh)/(4xh) ;

B(i, i—-1) = — a(l0 + ixh)/(2xhxh) + b(10 + ixh)/(4xh);
B(i,i) = 1/k + (10+1*h)/(h*h)7c(10+1*h),
B(i,i+1) = — a(l0 + ixh)/(2xhxh) — b(10 + ixh)/(4xh);

end

// ultimo renglon de cada matriz
AMM-1) = a(l — h)/(2xhxh) — b(1-h)/(4%h) ;
AMM) = 1/k — a(l — h)/(hxh);

B(M,M-1) = — a(l—h)/(2%h%h) + b(l1—h)/(4%h);
B(MM) = 1/k + a(l1-h)/(hsh) — c(1—-h);

ff(M) = f(1 — h) — cond der;

// Resolvemos el sistema iterativamente
for j=1:N

t = jxk;

B _prima = B x w + ff;

w = inv(A) x B prima;

disp(t, "tiempo")

disp(w, "Sol")

w_sol(1l) = cond_ izq;
for kk = 1:M
w_sol(kk + 1) = w(kk);
end
w_sol(m) = cond_izq;

plot(espacio, w_sol);
end

C.2. CH+

El mismo problema, ahora utilizando el lenguaje C++ con la libreria gmm++. C++ es uno de los lenguajes
més utilizados cuando se necesita eficiencia en el uso de los recursos de la(s) computadora(s). Gmm-++ es una
biblioteca libre, la cual nos permite de una manera sencilla, crear y manipular vectores y matrices, asf como,
ofrece los resolvedores de sistemas Ax = b mas comunes v eficientes. Ademas de por su facilidad de uso, se opto
por utilizarla en este trabajo, y, a continuacién se muestra parte de su uso para resolver la ecuacion de calor.
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libreria gmm-++ puede ser descargada desde (http://download.gna.org/getfem/html/homepage/gmm/ ).

Facultad de Ciencias
Universidad Nacional Autonoma de Mezico
Mezico D.F.

Autor: Omar Jonathan Mendoza Bernal
Pdgina: mmc2. geofisica .unam.mz/omb

Programa que forma parte del trabajo de Tesis
"Resoluciéon de FEcuaciones Diferenciales Parciales
Mediante el Método de Diferecias Finitas y su Paralelizacion”

Codigo liberado bajo la licencia GPL ver. 2.0

Crank—Nicolson
Para una EDP de segundo orden
u t + a(z)u_zz + b(z)u_z +c(z)u = f

Dominio
10<z<l
0<t<T

Condiciones de frontera Dirichlet
u(0,t) = u(l,t) = constante 0 < t < T cond de frontera

Condicion inicial
u(e,0) = g(z) 10 <=1z <=1

Datos de entrada
intrevalo [l0, 1]
entero m>=3
entero N>=I

Salida
aprozimaciones w_ij a u(z_i,t_j)

#include <gmm/gmm.h>

#include <iostream>
#include <cmath>

#define PI 3.14159
#define SIMETRICA 1

/7
a

Funciones de los coeficientes

double a(double x) {

}

return —1;

double b(double x) {

}

return 0;

double c(double x) {

}

return 0;

double f(double x) {

}
//

return 0;

Condiciones de frontera

double cond _izq () {

}

return 0;

double cond der () {

}
//

return 0;

Condicion inicial

double condicion inicial (double x) {

double val = sin(x*PI);

return val;



APENDICE C. CRANK-NICOLSON 1D PARA LA ECUACION DE CALOR SCILAB, C++ Y MATLABS6

7%}

7

78 int main(int argc, const char xargv[]) {

79

80 // Intervalo

81 const double 10 = 0;

82 const double | = 1;

83

84 const int m = 11; // Numero de nodos

85 const int M =m — 2; // Numero de nodos interiores

86

87 // Division del espacio y tiempo

88 double h = (1 — 10) / (m — 1);

89 double k = 0.01; // paso del tiempo

90 int N = 10; // Numero de iteraciones

91

92 // Aw~(j+1) = Bw~j + f°j

93 // creo el vector w donde se guradard la solucidn para cada tiempo
94 // A matriz del lado izquierdo

95 // B matriz del lado derecho

96 J/ [f que es el wector de los walores de f en cada nodo
97 gmm::row matrix< gmm:: rsvector <double> > A(M, M);

98 gmm:: row matrix< gmm:: rsvector <double> > B(M, M);

99 std :: vector <double> sol(m); // Para la solucién total del sistema (con fronteras)
100 std :: vector <double> B p(M);

101 std :: vector <double> w(M);

102 std :: vector <double> w2(M);

103 std :: vector <double> ff(M);

104

105 // Contiene las coordenadas de los nodos internos

106 std :: vector <double> espacio(M);

107

108 std ::cout << "h_" << h << std::endl;

109 for (int i = 0; i <M; i+4) {

110 double xx = 10 + (i+1)xh;

111 espacio[i] = xx;

112 }

113

114 std ::cout << "Espacio\n" << espacio << std::endl;

115

116 // Condiciones iniciales

117 for (int i = 0; 1 <M; i++) {

118 w2[i] = condicion inicial(espacio[i]);

119 }

120

121 sol [0] = cond izq();

122 for (int k = 0; k < M; k++)

123 sol [k+1] = W2[k],

124 sol [m—1] = cond der();

125

126 std :: cout << "Condiciones_iniciales\n" << sol << std::endl;
127

128 // primer renglon de cada matriz

129 A(0,0) = 1/k — a(l0 + h)/(hxh);

130 A(0,1) = a(10 + h)/(2xh*h) + b(10 + h)/(4xh) ;

131

132 B(0,0) = 1/k + a(10 + h)/(h%h) — ¢(10 + h);

133 B(0,1) = — a(10 + h)/(2%h*h) — b(10 + h)/(4xh);

134

135 ff (0] = f(10 + h) — cond 1izq();

136

137 // se completa las matrices desde el renglon 2 hasta el m—2
138 for (int i = 1; i < M-1; i++) {

139 A(i, i—-1) = a(l0 + ixh)/(2«hxh) — b(10 + ixh)/(4xh) ;
140 A(i,i) = 1/k — a(l0 + ixh)/(hxh);

141 A(i,i+1) = a(10 + ixh)/(2%hxh) + b(10 + i*h)/(4xh) ;
142

143 B(i, i—1) = — a(l0 + 1*h)/(2*h*h) + b(10 + ixh)/(4xh);
144 B(i,i) = 1/k + a(10 + ixh)/(hxh) — c(10 + ixh);

145 B(i,i+1) = — a(l0 + 1*h)/(2*h*h) — b(10 + ixh)/(4%h);
146 }

147

148 // ltimo renglon de cada matriz

149 AM-1M-2) = a(l — h)/(2xhxh) — b(1-h)/(4xh) ;

150 A(M=1,M-1) = 1/k — a(l — h)/(h*h);

151
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B(M—1,M-2) =
B(M—1,M-1) =

b(1-h)/(4%h);

— a(l-h)/(2xhxh) +
) — c(1-h);

1/k + a(l-h)/(hxh

ff[M—1] = f(1 — h) — cond der();

// Empieza la iteracidon de la solucidn
double t;
for (int i = 1; 1 < N; i++) {

t =1 % k;

gmm:: mult (B,w2,B p);
gmm::add(ff ,B_p);

if (SIMETRICA) {

CRANK-NICOLSON 1D PARA LA ECUACION DE CALOR SCILAB, C++ Y MATLABS7

gmm::identity matrix PS; // Optional scalar product for cg
gmm::identity matrix PR; // Optional preconditioner
gmm::iteration iter(10E—6);// Iteration object with the maz residu
gmm::cg(A, w, B p, PS, PR, iter); // Conjugate gradient

w2 = w;

sol [0] = cond izq();

for (int k = 0; k < M; k++)
sol[k+1] = w[k];
sol [m—1] = cond der();

std ::cout << "Tiempo_" << t << std ::endl;
std ::cout << "Sol . CGM\n'"<< sol << std::endl;

10, le—4);

// ezecute the GMRES algorithm

} else {
size t restart = 50; // restart parameter for GMRES
gmm:: iteration iter (10E—6);// Iteration object with the maz residu
gmm::ilut precond< gmm::row matrix< gmm::rsvector <double> > > Pre(A,
gmm: : mult (B,w2,B _p);
gmm::add( ff ,B p);
gmm:: gmres (A, w, B_p, Pre, restart, iter);
w2 = w;

sol[0] = cond izq();

for (int k = 0; k < M; k+4)
sol [k+1] = w[k];

sol[m—1] = cond der();

std ::cout << "Tiempo_" << t << std::endl;
std ::cout << "Sol_GMRES_precod . ILUT\n"<< sol << std

}
}
return 0;
}
C.3. MatLab

:rendl;

MatLab (http://www.mathworks.com/products/matlab/) es un entorno para computo cientifico no libre, su-
mamente usado en el mundo. Ofrece un lenguaje de programaciéon de alto nivel. Contiene enorme cantidad
de funciones ya predefinidas que el desarrollador puede utilizar al instante. Una de las ventajas de MatLab
es su enorme capacidad de ser ampliado y adecuarlo a las necesidades del usuario mediante los llamados tool-
boxes, que entre otras cosas ofrecen la capacidad de realizar: procesamiento de imégenes, anilisis de datos,
optimizacion, etc. La opcién de software libre de MatLab es Octave (http://www.gnu.org/software/octave/).
A continuacion se muestra el programa para resolver la ecuacion de calor en el entorno, mediante el uso de

su lenguaje de programacion.

% // Facultad de Ciencias

% // Universidad Nacional Autonoma de Mexico
% // Mezico D.F.

%//

% // Autor: Omar Jonathan Mendoza Bernal

% // Pdgina: mmc2. geofisica .unam.mz/omb

%/
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% // Programa que forma parte del trabajo de Tesis
% // "Resolucion de Ecuaciones Diferenciales Parciales
% // Mediante el Método de Diferecias Finitas y su Paralelizacion”

%)/
% // Codigo liberado bajo la licencia GPL ver. 2.0

% // Crank—Nicolson

% // Para una EDP de segundo orden

%// u_t + a(z)u_zz + b(x)u_x +c(z)u = f
%

% // Dominio

% // 10<z<l

% // 0<t<T

%

% // Condiciones de frontera Dirichlet
%// uw(0,t) = u(l,t) = constante 0 < t < T cond de frontera
%

% // Condicién inicial

%// u(z,0) = g(z) 10 <=2z <=1

0

% // Datos de entrada

%// intrevalo [l10, ]

%// entero m>=3

% // entero N>=1

%

% // Salida

% // aprozimaciones w_ij a u(z i,t j)
%

%

function CN(m)

% // Condiciones de frontera
% // Sélo Dirichlet

cond izq = 0;

cond _der = 0;
% // Datos de enirada
0;

= 1; %/ intervalo [0,1]
% = 11; %// Numero de nodos
M=m— 2; %/ Nodos interiores
%

% // Divisidon del espacio y del tiempo
2= o)/ (mo);s
= 0.025; %/ Paso del tiempo

N = 21; %/ Numero de iteraciones

%// Aw~(j+1) = Bw™j + "]

%// creo el vector w donde se guradard la solucidn para cada tiempo
%// A matriz del lado izquierdo

% // B matriz del lado derecho

%// ff que es el wvector de los walores de f en cada nodo

w = zeros(M,1);
ff = zeros(M,1);
A = zeros(M,M);
B = zeros(MM);
w_sol = zeros(m,m);

%// Se crea el espacio de la solucidn o malla
espacio = zeros(M,1);
for i = I'm
xx = 10 + (i—1)*h;
espacio(i) = xx;
end
Ydisp (espacio, ’'Espacio’)

% // Condicién inicial

for i=1:M

w(i) = condicion inicial(espacio(i+1));
end
w_sol(1) cond izq;
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w_sol(m) = cond der;

plot(espacio, w_sol);
hold on

Jdisp (w, ’Condiciones iniciales ’)
% // primer renglon de cada matriz

A(1,1) = 1/k — a(10 + h)/(h#h);
A(1,2) = a(10 + h)/(2xhxh) + b(10 + h)/(4%h) ;

B(1,1) = 1/k + a(l0 + h)/(hxh) — ¢(10 + h);
B(1,2) = — a(l0 + h)/(2xh*h) — b(10 + h)/(4*h);
ff(1) = f(10 + h) — cond izq;
% // se completa las matrices desde el renglon 2 hasta el m—2
for i = 2:M-1
A(i, i—1) = a(10 + i%h)/(2%h*h) — b(10 + ixh)/(4xh) ;
A(i,i) = 1/k — a(l0 + ixh)/(hxh);
A(i,it1) — a(10 + i*h)/(2%h%h) + b(10 + ixh)/(4xh) ;
B(i, i—-1) = — a(lO ixh)/(2xhxh) + b(10 + ixh)/(4xh);
B(i,i) = 1/k (10 + ixh)/(h*xh) — c(10 4 ixh);
B(i, 1+1) = - (10 i*h)/(2xhxh) — b(10 + ixh)/(4xh);
end
% // ultimo renglon de cada matriz
A(M,M-1) = a(l — h)/(2«h+h) — b(l-h)/(4%h) ;

AMM) = 1/k — a(l — h)/(hxh);

B(M,M-1) = — a(1-h)/(2%h%h) + b(1—-h)/(4xh);
B(MM) = 1/k + a(1-h)/(hxh) — ¢ ;

ff(M) = f(1 — h) — cond der;

% // muestro las matrices
% //printf("Matriz Aln");
% //disp(A);
% //printf("Matriz B\n");
% //disp (B);

% // B_prima para guardar el resultado de Bw"j
% // Resolvemos el sistema iterativamente
for j=1:N

t = jxk;

B prima = B x w + ff;

w = inv(A) = B prima;

Yisp (t, ’tiempo’)

Jdisp (w, ’'Sol’)

w_sol(1l) = cond_ izq;
for kk = 1 M
w_sol(kk + 1) = w(kk);
end
w_sol(m) = cond_izq;

Higure(j);
plot(espacio, w_sol);
hold on

end
return

%//

% // Funciones de los coeficientes

function y = a(x)
y = -1
return

function y = b(x)
y = 0;
return
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160

161 function y = c(x)

162 y = 0;

163 return

164

165 function y = f(x)

166 y = 0;

167 return

168

169 function y = condicion inicial(x)

170y = sin(x * pi);
171 return



Apéndice D

Ecuacion de Adveccion con upwind en
python

D.1. Python

Python (www.python.org) es un lenguaje moderno y multiparadigma de aprendizaje facil y rapido por su
sintaxis clara y sencilla, se trata de un lenguaje interpretado de tipado dindmico. NumPy (Numerical Python,
www.numpy.org) es una biblioteca open source para computo cientifico. NumPy permite trabajar con vectores
v matrices de una manera mas natural. La biblioteca contiene una basta cantidad de funciones mateméticas
utiles, incluyendo funciones de algebra lineal, transformadas de Fourier, generadores de nimeros aleatorios,
etc. Matplotlib (www.matplotlib.org) es una biblioteca de generacion de graficos para python, produce tales
graficos a partir de listas de python o vectores y matrices definidos en numpy.

D.2. Ejemplo

Tomemos la ecuaciéon
ur + 2u; =0

en el dominio Q = [—2,8] y condicién inicial
u (.Z', 0) _ 6(—(1’—0.2)2)

Esta ecuacion tiene la soluciéon analitica u (x,t) = u (z — at, 0).

El problema se corrié en 401 nodos a un paso de tiempo dt = 0.012 por 360 pasos de tiempo. El factor para

que converja debe de cumplir p = a’;dt < 1, se noto en este tipo de problemas que i debe de ser muy cercano

a 1 para conseguir la mejor aproximacion.

# —x— coding: utf—-8 —x—

mnn

@author: omar jonathan mendoza bernal

Upwind scheme for
u t + a(x) ux=20

Ejemplo
ut+ aux=20
Si u(x,0) = f(x) es la condicién inicial

la solucién analitica es
u(x,t) = f(x—at

mnn
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from math import exp

from scipy import sparse
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Ecuacién
#u t+2ux=20
coef a = 2

def condicion inicial (x):
mnn

Condicién inicial de la ecuacidén
mmn

y = exp (—(x — 0.2)x(x — 0.02))
return y

def sol analitica (x, t):
nnn

Solucién analitica de la ecuacidén
mmn

y = exp(—(x—2%t)*(x—2%t))

return y

1
7

# Dominio

/
s

a = —2.0
b = 8.0

# Particiéon del dominio
nNodos = 401
h = (b — a)/(nNodos — 1)

# Intervalo de tiempo
dt = 0.012

# creo el vector w donde se guradara la solucién para cada tiempo
# B matriz del lado derecho

w = np.zeros ((nNodos,1))

B = np.zeros ((nNodos, nNodos))

espacio = np.zeros ((nNodos,1))

for 1 in xrange(nNodos):

xx_ = a + ixh
espacio|i] = xx_
w[i| = condicion inicial(xx_)

print "Espacio"
print espacio

print "Condicién Inicial"
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print w
mu = coef _a % dt / h
# Para una buena aproximacién

# mu debe ser muy cercano a 1
if mu<= 1:

print "mu ", mu

print "Buena aproximacién"
else:

print "mu ", mu

print "Mala aproximacién"

if coef _a >= 0:
B[0,0] =1 — mu
for i in xrange (1, nNodos):
Bli,i—1] = mu
Bli,i] =1 — mu

B|0,0] =1 + mu;
B[0,1] = —mu;

# se completa las matrices desde el renglon 2 hasta el m—2
for i in xrange(1l, nNodos—1):

Bli,i] = 1 + mu;

Bli, i+1] = —mu;

B[nNodos—1,nNodos—1] = 1 + mu

# para guardar la soulcién analitica
xx = np.zeros ((nNodos,1));

iteraciones = 201

# Matriz sparse csr
Bs = sparse.csr_matrix(B);

# Resolvemos el sistema iterativamente
for j in xrange (1, iteraciones):

t = j*dt;

w = Bsxw;

# Imprimir cada 20 iteraciones

i %20 —
print "t", t
print "w" & w

plt . plot (espacio, w)

Gréfica de solucién del problema
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Figura D.2.1: Soluciéon de la ecuacién de adveccion
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Apéndice E
Ecuacion de Helmholtz!

El estudio de los fenémenos de onda es importante en muchar areas de las ciencias y de las ingenierias. La
ecuacién de Helmlholtz nombrada asi por Hermann von Helmholtz, surge del estudio de la propagacién de
ondas y la solucién de dicha ecuacién es requerida para resolver problemas que se presentan en aeroacustica,
dispersion de ondas, problemas en geofisica etc.

La formulacién matemética en un medio homogéneo estd dada por
Au+Eu=0

con k = ¢ y donde w es la frecuencia de la propagacion de la onda y c es la velocidad del sonido.

Si bien ha habido un tremendo avance en las ares de métodos computacionales para resolver ecuaciones
diferenciales parciales, resolver la ecuacion lineal de Helmholtz con nimero de onda alto (k) de manera
numérica es uno de las tareas mas complicadas para el computo cientifico. A altos valores de k la ecuacién se
vuelve altamente oscilatoria. Por ejemplo, supéngase que se tiene una malla con distancia entre nodos igual
a h, para aproximar el comportamiento oscilatorio de la ecuaciéon debe de pasar que kh sea pequeno, dado
que se requiere la solucién para k grandes, implica que h debe ser muy pequeiia. Simulaciones numéricas y
estudios teoéricos han confirmado que aunque kh esté fija y sea una buena aproximacion para cierto problema,
la aproximacién numeérica se dispersa rapidamente conforme se va incrementando el valor de k. A esto se
le conoce como el efecto polucion (pollution effect). El pollution effect solo se ha eliminado para problemas
unidimensionales de la ecuacién, no asi para problemas en dos y tres dimensiones. Mas atn, para asegurar
una buena aproximacién numérica, es necesario forzar la condicion k?h < 1. Esto implica que el sistema de
ecuaciones es proporcional a k3, vedse[21].

El desarrollo de aproximaciones numéricas eficientes para la solucion de la ecuacion de Helmoltz con k
grandes, es un area activa de la investigacién actual.

E.1. Ejemplo Numeérico

Sea la ecuacion

en Q = (0,1) y condiciones de frontera

Discretizando la ecuacion, se obtiene

_ <Ui—1 — 2u, +Ui+1> k20— 0

h2

!Con base en el trabajo [21]
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1 2 1
<_h2> U;—1 + (h2 — k2> u; + <_h2> Uiy1 =0

El manejo de la frontera Neumann

agrupando términos

u' (1) = iku(1)

queda de la siguiente forma, si
av'(b) + Bu(b) = v

sustituyendo la derivada que aparece por su representacién en diferencia finita

Unp+1 — Un—1
—_— b p—
T + Bu(b) =~
despejando el término w41
2hp 2hy
Uptl = Up—1 — —Up + ——
« «

sustituyendo el termino u,11 en
Up—1 — 2Up + Upy1 —f
h? Rk

1 1 B In
<h2> Up—1 + (—hQ—ah> Up = 5—% (E.L.1)

que es la forma en que se trabajan las fronteras Neumann. La frontera del problema estd dada por

se tiene que

u' (1) = iku(1)

que es igual a
u' (1) —iku(1) =0

sustituyendo los valores en E.1.1, es decir, a = 1, 8 = —ik y v = 0, por lo que se obtiene

1 1 ik fa
(h2> Up—1 — <h2+h> Up = (2)

v de esta manera queda representada la condicién de frontera Neumann en el lado derecho del dominio ).

El siguiente programa desarrollado en Scilab implementa la solucién a la ecuaciéon de Helmholtz que se acaba
de discutir.

// Facultad de Ciencias
// Universidad Nacional Autonoma de Mezico
// Mezico D.F.

// Autores: Antonio Carrillo y Omar Jonathan Mendoza Bernal
// Pdgina: mmc2. geofisica .unam.mz/omb

// Programa que forma parte del trabajo de Tesis
// "Resolucion de FEcuaciones Diferenciales Parciales
// Mediante el Método de Diferecias Finitas y su Paralelizacion”

// Codigo liberado bajo la licencia GPL ver. 2.0

// Ejemplo de una ecuacion diferencial parcial en 1D
// Ecuacion de Helmholtz

// —Uzz—k ~2U=0

// 0<=U<=1

// U0)=1 y Uz(1)=ikU(1)

function y=LadoDerecho(x)
y = 0.0
endfunction
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function y=SolucionAnalitica(x, k)
y = exp( %ixk*x);
endfunction
K — 100;
KK — K+K;
a = 0; // Inicio dominio
c = 1; // Fin dominio
M= 601; // Particién
N = M-1; // Nodos interiores
h = (c—a)/(M=1); // Incremento en la malla
Y0 = 1; // Condicién Dirchlet inicial en el inicio del dominio
Y1 = %ixK; // Condicién Neumann inicial en el fin del dominio
A = zeros(N,N); // Matriz A
b = zeros(N); // Vector b
R=-1/(h"2);
P = 2/(h~2)-KK;
Q= —1/(h"2);
// Primer renglon de la matriz A y vector b
A(1,1) = P;
A(1,2) = Q;
b(1l) = LadoDerecho(a)-Y0xR; // Frontera dirichlet
// Renglones intermedios de la matriz A y vector b
for i=2:N-1
A(i,i-1) = R;
A(i,i) = P;
A(i,i+1) = Q;
b(i) = LadoDerecho(at+hx(i—1));
end
// Relglon final de la matriz A y vector b
A(N,N-1) = 1/(h~2);
A(N,N) = —1/(h"2) + Y1/h;
b(N) = LadoDerecho(c)/2;
// Resuleve el sistema lineal Az=b
x=inv (A)*b;
ESC = 5:
xxx=zeros (MxESC,1);
zzz=zeros (M«ESC,1);
for i=1:M«ESC
xxx (1)=at+h/ESCx(i —1);
zzz (i)=SolucionAnalitica (xxx(i),K);
end
// Prepara la graficacion
xx=zeros{(M,1);
zz=zeros (M, 1);
for i=1:M
xx(1)=ath=*(i—-1);
zz (i)=SolucionAnalitica (xx(i),K);
end
yy=zeros{(M,1);
yy(1)=YO0; // Condicion inicial
for i=1:N
yy (i+1)=x(1);
end
// Grafica la solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial en 1D
plot2d (xx,yy)
J//plot2d (zzw, 222)
J/printf("yy")
//disp (yy)
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J/printf("2z")
// disp (zz)
J/printf("zzz")
J//disp (zz2)

1.0 —

05—

-05 —

15 T T T T T
oo 0.2 0.4 06

Figura E.1.1: Solucién de la ecuacion de Helmholtz
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Apéndice F

Graficos en MatLab

Las graficas presentes en este trabajo, fueron realizadas en el entorno MatLab, para generarlas, los mas
sencillo es moverse al directorio donde se encuentran los datos y despties en la consola interactiva introducir
los siguientes comandos:

x = importdata(’EspacioX.dat’);
y = importdata(’EspacioY .dat’);
z = importdata(’Datos.dat’);

mesh(x,y,z)

Este ejemplo es para una grafica en 3D, donde
= En 'x’ se almacena los puntos de la particiéon del eje x
= En 'y’ se almacena los puntos de la particién del eje y

» En 'z’ el resultado de evaluar una funcion f(x,y) o en este caso la solucion del método de diferencias
finitas en cada punto (z,y) de la malla

» mesh(z,y,z) se encarga de generar la gréifica
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