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Resumen

Los fenédmenos de transporte pueden entenderse como los procesos en los que exis-
te una transferencia de materia, energia o momento lineal en un sistema fisico. En
particular estos fenomenos son de suma importancia en el ambito de las Ciencias de
la Tierra, por tal motivo este trabajo aborda el estudio de las ecuaciones diferenciales
parciales que describen el transporte de solutos y energia por fluidos.

El conjunto de estas ecuaciones describen el transporte de substancias disueltas
(solutos) por un fluido, lo cual es esencial para el desarrollo de modelos de dispersion
de contaminantes en cauces de rios, atmodsfera, yacimientos petroleros entre otros.
Para poder obtener un estudio completo de estos sistemas fisicos, es imprescindible
poseer el modelo matemadtico constituido por sistemas de ecuaciones diferenciales par-
ciales, el cual se complementa con informacion técnica y cientifica del fenomeno en
cuestion.

Es importante acentuar que los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales que
comunmente generan los problemas relacionados con las Ciencias de la Tierra, suelen
tener un gran nimero de grados de libertad. Lo anterior aunado a los valores iniciales
y de frontera que debe de poseer el modelo, hace muy complicado (salvo para casos
muy sencillos) obtener la solucion analitica de los sistemas.

Debido a los escasos problemas de esta indole que pueden resolverse por métodos
analiticos, ha sido de suma importancia para la materia el desarrollo de los métodos
numéricos y los procesos computacionales. También se han introducido los métodos de
descomposicion de dominio -Domain Decomposition Methods(DDM)-, los cuales hacen
mas eficiente la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales. De forma
general, estos métodos hacen una particion del dominio del problema en varios subdo-
minios, en los cuales puede existir o no traslape; al final el problema es reformulado
en términos de cada subdominio (véase [2] y [3]).

Recientemente con el objetivo de abordar los DDM de manera mas eficiente, se
ha introducido el Espacio Vectorial Derivado (Herrera, 2011), por sus siglas en inglés
(DVS). Este marco algebraico presume (véase [9]) hacer mds eficiente la forma en que
se opera dicha Descomposicion de Dominio del problema a tratar.



En este trabajo se busca aplicar este nuevo marco algebraico a ejemplos existentes
en la literatura (véase [37] y [38]) y comparar sus algoritmos con los algoritmos DVS
(véase [9]). En particular, en esta tesis es de interés ejemplificar el uso de los algoritmos
DVS para problemas de transporte.



Introduccion

Por fendmenos de transporte pueden entenderse como los procesos en los que existe
una transferencia de materia, energia o momento lineal en un sistema fisico. Existen
ejemplos de fenomenos de transporte como la conduccion de calor, en donde se trans-
fiere energia, el flujo de fluidos que involucra la transferencia de momento, la difusion
molecular debida a la transferencia de masa, la radiacion y la carga eléctrica que se
transfiere en semiconductores. En particular por su relacion con las Ciencias de la
Tierra, es de interés en este trabajo el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales
que describen el transporte de solutos y energta por fluidos.

El conjunto de ecuaciones que describen el transporte de substancias disueltas (so-
lutos) por un fluido son esenciales para el desarrollo de modelos de dispersion de
contaminantes en cauces de rios, atmoésfera, yacimientos petroleros entre otros . El
estudio de estos modelos es de suma importancia para el desarrollo, gestion y control
de los recursos de agua, ast como para el tratamiento de aguas residuales, disminucion
de la contaminacion y el uso racional del vital liquido, as{ mismo dichos modelos son
de gran relevancia en la exploracion de yacimientos petroleros y en la optimizacion
para su explotacion.

Para poder obtener un estudio completo de estos sistemas fisicos, es imprescindi-
ble poseer el modelo matematico constituido por sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales, el cual se complementa con informacion técnica y cientifica del fenémeno
en cuestion.

Cuando se adquiere el modelo matematico de cierto fenémeno fisico, a éste se le
aplican métodos numeéricos pertinentes que hagan posible transformar dicho modelo
en ciertos algoritmos que resuelven las ecuaciones que lo describen. Los cdlculos que
se realicen dependen del sistema a tratar, generalmente en fenomenos vinculados con
las Ciencias de la Tierra dichos sistemas suelen tener un gran numero de variables en
cuestion. Por tanto, poder traducir dichos pasos en coédigo computacional y explotar su
rendimiento hace posible su resolucion en menor tiempo y con una mayor eficiencia.

El conocimiento tedrico y experimental es utilizado para generar modelos matema-
ticos, que a su vez generaran los modelos numéricos indispensables para la solucion
del problema. Los modelos numéricos conllevan a modelos computacionales de los
cuales se escriben programas para simular el comportamiento de sistemas del mundo
real. Esta aproximacion es de suma utilidad si la experimentacion es dificil, de alto
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costo o simplemente imposible.

Hay varios métodos para convertir las ecuaciones diferenciales parciales a un sis-
tema de ecuaciones algebraicas. .os mds comunes son el método de diferencias finitas,
método de elementos finitos y el método de volumen finito (véase [3]). En la préactica
las derivadas temporales son discretizadas casi exclusivamente usando el métodos de
diferencias finitas. Las derivadas espaciales son discretizadas usando diferencias fini-
tas, elementos finitos o volumen finito.

La discretizacion se puede dividir en dos categorias: una forma, que da lugar a los
métodos de diferencias finitas, es representar la funcion por su valor en un conjunto
discreto de puntos de malla. La otra forma es el método de los residuos pesados (WRM
por su sigla en inglés, véase [13]).

Este método es conceptualmente diferente del método de diferencias finitas pues
asume que la solucion puede ser representada por un conjunto de funciones de prueba.
Cuando el conjunto de funciones de prueba forma un conjunto ortogonal esta discre-
tizacion da lugar al método espectral (véase [14]). Cuando las funciones de prueba son
diferentes de cero solamente en una pequefia parte del dominio este método da lugar
al método de elementos finitos. Técnicas hibridas usando ambos tipos de discretizacion
también existen, por ejemplo el método pseudo-espectral. En este trabajo se utiliza el
método de diferencias finitas.

El uso de esquemas como Diferencias Finitas, Elemento Finito y Volumen Finito
para la solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales reducen la generacion
de un sistema algebraico de ecuaciones cada vez mds grande y el problema que conlleva
su solucion (véase [3]). Desarrollar codigos eficientes para la solucion de problemas de
gran niimero de variables, descansa en buena parte en qué tan desarrollados sean los
métodos numéricos para sistema algebraicos grandes. Actualmente existen bibliotecas
optimizadas para la solucion de sistemas lineales que son usadas al implementar una
solucion computacional. Estas bibliotecas pueden utilizarse en entornos secuenciales
y/o paralelos.

Los métodos de descomposicion de dominio (DDM) se fundamentan en la idea
basica de resolver miiltiples problemas de tamafo reducido sobre un sélo subdominio
un cierto numero de veces, en lugar de resolver un enorme problema sobre el dominio

completo. Ademads parten de la siguiente suposicion: Sea un dominio € R”, se puede
E

particionar en E subdominios €;, donde i = 1,2, ..., E; tales que: Q = (U Qi], tal que
i=1
puede o no existir traslape entre los subdominios (véase [2] y [3]).

El problema sera reformulado mediante el uso de un método de discretizacion, en
términos de cada subdominio. Con esto es posible obtener una familia de problemas
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de tamafio pequefio e independientes entre si. Estos problemas estaran acoplados por
medio de la solucion en la interfase de los subdominios, la cual es desconocida. De
forma general es posible clasificar a los métodos (DDM) en métodos con y sin traslape
entre los subdominios; el interés general se ha fijado en métodos sin traslape (véase
[4]), debido a su efectividad en una variedad de problemas en Ciencia e Ingenieria.

Realizando consideraciones fenomenoldgicas o computacionales, podremos desig-
nar cierta descomposicion de dominio a algun sistema fisico de nuestro interés, ésta
descomposicion puede dividir en dos o mds subdominios contiguos nuestro sistema. La
descomposicion que se realice del dominio afectara la forma en que se implementara
el codigo, asi como el lenguaje que sera utilizado, debido a su conveniencia, imple-
mentacion y mantenimiento (véase [12]). Mediante técnicas de programacion orientada
a objetos pueden implementarse facilmente los métodos de descomposicion de dominio
sin traslape para computadoras paralelas.

De esta forma, los métodos de descomposicion de dominio introducen desde la for-
mulacion matemadtica del problema una separacion natural de las tareas a efectuarse,
ademads simplifican considerablemente la transmision de informacion entre los subdo-
minios (véase [2]). Si a esto le asociamos la programaciéon orientada a objetos y el
computo en paralelo, se forma una aleacion poderosa con la cual es posible ayudar
a la solucion de problemas que poseen una gran cantidad de grados de libertad, los
cuales son problemas recurrentes en las Ciencias de la Tierra.

Objetivo de la Tesis

Los Objetivos de esta Tesis serdn agrupados en objetivos generales y objetivos
particulares, lo cuales se describen a continuacion.

Objetivos Generales

» Realizar un desarrollo de los distintos algoritmos de los métodos de descompo-
sicion de dominio.

e Mostrar el reciente esquema de descomposicion de dominio en el espacio vecto-
rial derivado (véase [6],[7],[8] y[9]), en el cual es posible aplicar las técnicas de
descomposicion de dominio que se describen en esta Tesis directamente al siste-
ma de matrices que se genera una vez que el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales es discretizado. Una de las principales caracteristicas del esquema DVS,
es que no es necesario conocer el sistema de ecuaciones o ecuacion diferencial
que origina las matrices para la aplicacion de los métodos descritos en DVS.

e Mostrar la aplicabilidad del esquema DVS a problemas de Transporte, en parti-
cular matrices no simétricas.



e Implementar una estabilizacion para problemas bidimensionales que mejore los
resultados obtenidos por el esquema DVS para problemas no simétricos y con
nimeros de Peclet grandes.

Objetivos Particulares

e Mostrar los cuatro algoritmos precondicionados de descomposicion de dominio
sin superposicion del esquema DVS.

e Mostrar el comportamiento que tienen estos métodos en la solucién de problemas
de adveccion-difusion.

e Compararlos con ejemplos que han sido reportados en la literatura para distintos
valores del niimero de Peclet. véase ([37] y [38])
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1.1. Introduccion

1.1.1. Modelacion matemadtica y computacional: Generalidades

El proceso general de predecir el comportamiento de un sistema es conocido como
modelar. En este proceso los modelos se construyen para predecir algiin comportamien-
to de un sistema; por lo que se puede decir que un modelo es un sustituto que imita
el comportamiento de dicho sistema. Los modelos pueden ser considerados de dos for-
mas, los que se construyen fisicamente y los matematicos. Los modelos matemdticos
son los que actualmente se usan con mayor frecuencia, ya que son los mas versatiles
y economicos. En aplicaciones especificas estos modelos consisten en cédigos compu-
tacionales que se adaptan facilmente para poder realizar cambios en las propiedades
de los sistemas. Ademas los fundamentos y los métodos de la aplicacion de los mode-
los matematicos poseen una generalidad y unidad notable; estas caracteristicas tienen
importantes implicaciones practicas ya que conducen a un ahorro en el esfuerzo y en
el costo de recursos.

Los modelos matemdticos integran conocimiento técnico y cientifico con el pro-
posito de predecir el comportamiento de los sistemas, dicho conocimiento es incluido
dentro de los codigos computacionales que los equipos ejecutan en la aplicacion del
modelo. Actualmente los modelos matemadticos basados en simulacion numérica per-
miten la prediccion del comportamiento de sistemas complejos y fenomenos naturales
que de otra forma seria sumamente costoso, peligroso o simplemente imposible por ex-
perimentacion directa. Podemos decir, que la modelacion matemadtica y computacional
es el método mads eficiente y efectivo para predecir el comportamiento de sistemas tanto
naturales como artificiales de interés humano. Mundialmente, los modelos matemati-
cos son utilizados ampliamente en ciencia e ingenieria, en la industria petrolera, los
sistemas hidrologicos, la prediccion climdtica, manufactura automotriz y aerondutica,
investigacion en medicina, economfa, quimica y astronomfia.

Existen dos enfoques para el estudio de la materia y su movimiento: el enfoque
microscopico, que estudia las moléculas, atomos y particulas elementales; y el enfoque
macroscopico, el cual estudia y modela sistemas que contienen un niimero colosal de
particulas. La prediccion del comportamiento de particulas tales como moléculas, ato-
mos y sus componentes es un enfoque microscopico el cual es materia de estudio de
la mecadnica cudntica.

Predecir el comportamiento de sistemas de grandes dimensiones, como yacimientos
de petroleo o la atmosfera, los cuales consisten de una enorme cantidad de moléculas y
atomos, es una meta inaccesible si se pretende el enfoque microscépico para su estudio.
Por lo tanto, para problemas de importancia préactica en ciencia e ingenieria el enfoque
macroscopico es el apropiado. La mecdnica del medio continuo suministra los funda-
mentos teoricos de este ultimo enfoque. Muchos sistemas de interés en la ingenieria,
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las ciencias de la Tierra, ciencias aplicadas y las ciencias en general requieren modelos
basados en la mecanica del medio continuo. La aplicacion de los conceptos extraidos
de la mecanica del medio continuo y de la modelacion computacional y matematica
ha conducido a logros muy impresionantes y tratado gran diversidad de problemas
de la ciencia y la ingenierfa. La teoria de sistemas macroscopicos puede aplicarse no
solo a sistemas fisicos, sino también a sistemas quimicos y algunos sistemas biolégicos.

Un enfoque axiomdtico, es el procedimiento mas eficiente para lograr la generalidad
y la unidad conceptual de los modelos de sistemas fisicos a describir. En particular, el
uso de axiomas nos permitira construir un enfoque eficaz para familiarizarse con los
modelos mas importantes de la ciencia y la ingenierfa. El estudio de esta variedad de
problemas de una manera unificada por medio de lo que hemos descrito anteriormente
como el enfoque axiomadtico produce un gran ahorro de esfuerzo en el proceso de
ensefanza-aprendizaje. Ademads, esta forma de ensefianza y aprendizaje es muy valiosa
en la investigacion, ya que la formulacion unificada asociada contiene pistas para la
solucion de muchos problemas hasta ahora imprevistos.

Cuando la materia se estudia mediante el punto de vista macroscopico, los cuerpos
llenan completamente el espacio que ocupan, de manera que no hay huecos que existan
en ellos, a pesar del hecho de que cuando se examinan con la ayuda de un microscopio,
es decir, desde el punto de vista microscopico, uno se encuentra con muchos huecos.
Ast, desde el punto de vista macroscopico, por ejemplo, el agua llena el recipiente que
la contiene y nuestro escritorio de trabajo es un trozo continuo delimitado de materia.

Este punto de vista macroscopico esta presente en la fisica cldsica, en particular
en la mecanica cldsica. La ciencia ha avanzado hasta el punto en el que reconocemos
que la mayor parte del espacio ocupado por la materia esta vacto, los cuales nuestros
sentidos no perciben; también que la energfa se mueve en paquetes subatémicos, es de-
cir, que se cuantifica. A primera vista parece contradictorio el uso de los dos enfoques,
microscopico y macroscopico, para el analisis de los sistemas fisicos. Sin embargo, no
solo son compatibles, sino que en realidad son complementarios, y se puede establecer
una relacion entre ellos por medio de la mecadnica estadistica.

1.2. Propiedades extensivas e intensivas

En la mecdnica del medio continuo hay una clase de funciones, tales como la
densidad o la temperatura, que han de ser estudiadas y que se definen para cada
particula de un cuerpo y para cada tiempo. En general, cualquier funcion de este tipo
se dice que es una propiedad intensiva. Utilizaremos X para identificar a las particulas
y t el tiempo. Cuando consideramos una propiedad intensiva, escribiremos ¢(X, 1), para
el valor de la funcion en la particula X en el tiempo t. Esta funcion, ¢(X, 1), se dice
que es la representacion Lagrangiana de la propiedad intensiva.

Por otro lado, podemos considerar esta misma propiedad intensiva desde otro pun-
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to de vista; sea ¥(x,f) el valor de la propiedad intensiva en el punto x del espacio
fisico al tiempo 7. La funcion y(x,t) se dice que es la representacion Euleriana de la
propiedad intensiva. Existe una condicion para que las representaciones Eulerianas y
Lagrangianas correspondan a la misma propiedad intensiva; dicha condicion es:

$X.1) = Y(p(X. 1),1) = Y(x,1) (LD

Donde E()_(, 1) es la posicion de la particula X en el tiempo 7. Ademads la ecuacion
(1.1) es equivalente a:

Y(x,1) = $(p~(x,1),1) (1.2)

La representacion Lagrangiana se utiliza con mads frecuencia en el estudio de los
solidos, mientras que la representacion Euleriana se utiliza mas a menudo en el estu-
dio de los fluidos. Esto es probablemente debido al hecho de que los desplazamientos
de fluidos son generalmente muy grandes, mientras que los desplazamientos de los
solidos son generalmente pequefios. Las propiedades intensivas pueden ser funciones
escalares o funciones vectoriales.

Se dice que E(B,r) (véase[ll]) es una propiedad extensiva cuando para cada cuerpo
B se puede expresar como una integral de una propiedad intensiva sobre el cuerpo, es
decir,

EB,1) = Y(x, dx 1.3)
B(1)

Con respecto a esta definicion, podemos notar lo siguiente. Primero, se asume que
las representaciones Eulerianas, y/(x,t), de propiedades intensivas son integrables en el
sentido de Lebesgue. Entonces, la ecuacion (1.3) establece una correspondencia uno a
uno entre las propiedades extensivas e intensivas porque la funcion en el integrando
de la ecuacion (1.3) siempre se puede tomar como la definicion de la representacion
Euleriana de una propiedad intensiva. A la inversa, dado una propiedad intensiva, su
integral sobre cada cuerpo define una propiedad extensiva. En segundo lugar, la propie-
dad intensiva asociada de esta manera con cada propiedad extensiva es la propiedad
extensiva por unidad de volumen.

El uso de propiedades intensivas por unidad de volumen permite lograr una mayor
sencillez tedrica y desarrollos mds elegantes. En particular, la correspondencia entre las
propiedades intensivas y extensivas es mds directa. Por ejemplo, cuando una propiedad
extensiva estd dada por la ecuacion (1.3) , su propiedad intensiva correspondiente es
el integrando en esta ecuacion. Ademads, al tratar con sistemas complejos, tales como
multifdsicos y sistemas con multicomponentes, diversas masas pueden ocurrir en los
sistemas y la aplicacion de formulas que utilizan las propiedades definidas por unidad
de masa pueden ser confusas. En cambio, el volumen del espacio fisico esta siempre
definido de forma tnica.
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1.3. Ecuaciones de balance

Para establecer la ecuacion de balance de una propiedad extensiva, E, notemos que
el cambio en la propiedad extensiva, AE, estd dado por:

AE=P+1 1.4)

Aqui, hemos escrito P para representar la produccion de la propiedad extensiva en el
interior de un dominio del espacio fisico e I para la importacion de la misma a través
de la frontera de tal dominio. Recordando que las particulas materiales contenidas
en un dominio del espacio fisico constituyen un cuerpo, podemos utilizar las ideas
anteriores para establecer las ecuaciones de balance que una propiedad extensiva de
un cuerpo debe cumplir. Si ahora introducimos el concepto de tiempo, es decir, el
cambio en la propiedad E por unidad de tiempo, se puede usar la ecuaciéon (1.4) para
obtener:

dE
—(@) = f g(x,ndx + f q(x, Hdx 1.5)
dt B() AB(t)

La primera integral se toma sobre el volumen del dominio B(?) y la segunda es
tomada sobre la superficie dB(7) del dominio B(). Aqui g(x, ) se denomina el suministro
externo de la propiedad extensiva, por unidad de volumen y por unidad de tiempo; esto
representa el importe de la propiedad extensiva que entra en el cuerpo, en el punto
x al tiempo ¢, por unidad de volumen. En cuanto a q(x,1t), representa la cantidad de
la propiedad extensiva que entra en el cuerpo a través de su frontera, en el punto x al
tiempo t, por unidad de area.

Esta ecuacion establece que la tasa de aumento de la propiedad E en el cuerpo
B(t) es igual a la tasa de introduccion de la propiedad E que se interna en el cuerpo
B(t) a través de un suministro externo mds la cantidad por unidad de tiempo que
entra a través de la frontera dB(f). Esta relacion se denomina generalmente como la
ecuacion general de balance global, que es un concepto fundamental en la formulacion
de modelos matemadticos de sistemas continuos.

Las ecuaciones de balance local, son ecuaciones expresadas en términos de las pro-
piedades intensivas de los sistemas continuos. LLa notaciéon X(¢) es usada para denotar
un choque: es decir, la superficie a través de la cual las propiedades extensivas son
discontinuas, aunque en este trabajo no abundaremos en el tema de los saltos por
discontinuidades.

Se introduce a continuacién una forma mas general de la ecuacion de balance global:

i—f(r) = fB . {g(x, 0+ V-2(x, 1)} dx (1.6)

Sea B(t) un cuerpo. Entonces la ecuacion de balance global,(1.6), tiene que cumplirse
para todos los cuerpos sub-contenidos en B(f) si y solo si, la siguiente condicion es
satisfecha:
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1 La ecuacion diferencial

(Z—f +V-w)=V-t+g, 1.7)

se cumple para toda x € B(f)

La ecuacion (1.7) se conoce como la ecuacion diferencial de "balance local". Hace-
mos notar que la misma se expresa en términos de propiedades intensivas exclusiva-
mente. Esta sustitucion de propiedades extensivas por sus correspondientes propiedades
intensivas es factible debido a que la ecuacion de balance global (1.6) es equivalente
a las ecuaciones de balance local (1.7), la ultima de éstas no involucra propiedades
extensivas, pero st su propiedad intensiva asociada. En general, los modelos de siste-
mas macroscopicos pueden contener discontinuidades las cuales no seran discutidas
en este Tesis. La ecuacion (1.7) es aplicable en regiones en que dichas discontinuidades
no estan presentes.(véase[l1])

1.4. Modelo general de Sistemas de una Fase

La teorta que hemos desarrollado anteriormente se aplica solamente a los sistemas
de una fase; en particular, trataremos sistemas cldsicos de solidos y fluidos de una
sola fase. Una caracteristica notable de la teoria de los modelos de sistemas continuos
de una fase es que en cualquier momento cada punto del espacio fisico estd ocupado
por una, y solo una particula. Por lo mismo, la velocidad de las particulas es tinica en
cada punto y cada tiempo. Sin embargo, existen modelos mds generales, los cuales son
aplicables a una clase mas amplia de sistemas comtnmente hallados en la ciencia y la
ingenieria, en los cuales pueden estar definidas mds de una velocidad en cada punto y
tiempo (donde una gran cantidad de velocidades de particulas pueden estar definidas
para cada punto y tiempo).

El procedimiento general para la construccion de modelos matematicos de una fase
puede ser brevemente descrito como un procedimiento de dos pasos:

1 Se identifica una familia de propiedades extensivas,
2 A cada propiedad extensiva de la familia se le aplican las condiciones de balance.

Los balances de las propiedades extensivas se expresan por medio de ecuaciones
diferenciales de balance. El sistema resultante de ecuaciones diferenciales parciales
obtenido de esta forma se conoce como el modelo matematico bdsico del sistema. Ast
que si N es el numero de propiedades extensivas del sistema, entonces de acuerdo a la
ecuacion (1.3), cada una de ellas se puede expresar como:

E® = vi'(x,ndx, a=1,...,N 1.8)
B(r)
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donde ¥ es la propiedad intensiva correspondiente. Ademads, cada propiedad ex-
tensiva satisface la ecuacion de balance global, por tanto:

dE(Y
0 = f g% (x,ndx + f 7(x, Ddx- n(x, Hdx 1.9)
dt B(t) AB(1)

Por consiguiente, el modelo matemadtico se obtiene por medio de la aplicacion de
la ecuacion (1.7) para cada propiedad extensiva. Esto produce la ecuacion diferencial:

o
ot

Esta ecuacion diferencial constituye el modelo matemadtico bdsico de un sistema
continuo de una fase.

A fin de que un modelo matemdtico adquiera la capacidad de predecir el com-
portamiento, es necesario incorporar en €l conocimiento cientifico y tecnoldgico sobre
los sistemas especificos bajo consideracion; en general esta informacion se incorpora
en los modelos matematicos por medio de las llamadas ecuaciones constitutivas. Una
vez que las ecuaciones constitutivas se han combinado con la ecuacion diferencial
de balance, desarrollar el modelo del sistema continuo y derivar predicciones de él
se convierte en un problema que pertenece a los campos de ecuaciones diferenciales
parciales y a los métodos numéricos. En general, finalmente el modelo numérico ast
obtenido se implementa por medios computacionales.

+V-(wW*)=V-t+g%, Va=1...,N (1.10)

1.5. Modelo general de los Sistemas Multifasicos

Muchos modelos importantes en la ciencia y la ingenieria corresponden a sistemas
de una sola fase. Sin embargo, hay muchos otros sistemas también relevantes que estan
definidos por miuiltiples fases, como yacimientos de petroleo y campos geotérmicos. Ast,
la extension de la teoria a sistemas de varias fases, aunque bastante sencilla, es muy
importante. Una caracteristica de los sistemas multifasicos es que cada fase se mueve
con su propia velocidad. En general, en cada punto del dominio ocupado por un sistema
multifasico hay definidas tantas velocidades de las particulas como fases tenga el
sistema. Con esta conceptualizacion los sistemas de una fase son un caso particular de
los multifdsicos, en el cual el nimero de fase es igual a uno. El procedimiento general
para la construccion de modelos multifasicos se obtiene modificando ligeramente el
procedimiento explicado en la Subseccion anterior. Esta modificacion conduce a un
procedimiento de tres pasos:

1 Se identifica una familia de propiedades extensivas;

2 Cada propiedad extensiva de la familia estd asociada con una de las fases del
sistema,

3 Las condiciones de balance se aplican a cada propiedad extensiva de la familia,
utilizando la velocidad de las particulas de la fase correspondiente.
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La aplicacion de esta estrategia al modelo matematico basico del sistema multifa-
sico conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

o”
ot

Debe observarse que las velocidades de las particulas que se utilizan en la ecuacion
(1.11) corresponde a la fase a la que esta asociada la propiedad extensiva correspondien-
te. La informacion complementaria sobre los sistemas, como anteriormente menciona-
mos, juega un papel muy importante ya que es el medio por el cual el conocimiento
cientifico y tecnoldgico se incorpora en el modelo de un sistema especifico.

+V- 0y =V-t"+g% VY a=1,...,N. 1.11)

1.6. Modelos matematicos completos

En general, los ingenieros y los cientificos estan interesados en el desarrollo de
modelos completos, es decir, los modelos capaces de predecir el comportamiento del
sistema cuando se conocen ciertas condiciones iniciales y de contorno. A fin de obtener
tales modelos, es necesario tener informacion adecuada sobre el sistema que se estd
modelando, lo que incluye como hemos visto, conocimientos cientificos y tecnoldgicos;
ast como las mediciones de laboratorio y de campo de las propiedades del sistema. En
particular, las formulas conocidas como ecuaciones constitutivas son construidas por
medio de teorias cientificas y tecnoldgicas, incluso con el apoyo de experimentos. Estas
ecuaciones permiten expresar a g%(x, 1) y t%(x,t) en términos de las propiedades inten-
sivas, que se producen en el modelo y son necesarias; a través de ellas el conocimiento
clentifico y tecnologico sobre el sistema se incorpora en el modelo. En algunos casos,
como en ciertos modelos de transporte de solutos, la informacion sobre las velocidades
de las particulas v*(x, ) también es necesaria para transformar el modelo matemdtico
bdsico en un modelo completo.

Como ya se menciono es necesario conocer la velocidad del fluido para considerar
un modelo completo. Por ejemplo, si el problema involucra a la contaminacion atmosfé-
rica, la informacion de la velocidad podria ser suministrada por una red de estaciones
de medicion del viento; de manera similar, si se estda modelando el transporte de los
contaminantes en una corriente de agua, se obtienen las mediciones de velocidad del
agua. La informacion acerca de la fuente externa g puede estar dada por ecuaciones
constitutivas derivadas de las leyes fisicas o quimicas, como las leyes del decaimiento
nuclear, balances quimicos o reacciones quimicas. En fluidos en reposo o que se mue-
ven muy lentamente (gases o liquidos), frecuentemente la ecuacion constitutiva mds
utilizada, relativa al flujo difusivo de la distribucion de la concentracion, es la ley de
Fick. Para fluidos que exhiben un flujo no uniforme la relacion de flujo puede ser mds
compleja.

Ademas, la solucion del modelo matematico también requiere condiciones de fron-
tera. En general, hay tres tipos de condiciones de frontera:
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a. La propiedad intensiva ¢ se especifica a lo largo de una frontera, llamada la
condicion de Dirichlet.

[

b. Se especifican los gradientes de la propiedad intensiva 7

llamada la condicion de Neumann.

a través de una frontera,

c. Los dos valores de la propiedad intensiva ¢ a lo largo de una frontera y los
. . . . Y p .
gradientes de la propiedad intensiva - a través de esa frontera se especifican,

rindiendo una combinacion de (b.) llamada condicion de Cauchy.

Los métodos para la obtencion de la solucién de un modelo matemadtico se puede
dividir en dos clases, analiticos y numéricos, a pesar de que no es poco comtin un hi-
brido de estos dos métodos. En general, las soluciones analiticas s6lo pueden obtenerse
en virtud de la simplificacion de muchos supuestos.
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1.6 Modelos matemadticos completos
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2.1. La ecuacion general del transporte de solutos, por
un fluido libre

Para formular un modelo completo de transporte, es necesario conocer de ante-
mano las velocidades de las particulas del fluido como funciones de la posicion y del
tiempo. Un procedimiento que se usa frecuentemente para cumplir con este requisito
es calcular las velocidades de las particulas por medio de modelos de flujo y una vez
que se obtienen, se utilizan en los modelos de transporte. LLos modelos de flujo para
fluidos libres se basan en la teoria de la dindmica de fluidos y los modelos de flujo
de fluidos en un medio poroso. Sin embargo, en muchos casos no es posible calcular
las velocidades de fluido por medio de un modelo de flujo, en cuyo caso se necesita
realizar mediciones directas de las velocidades de fluido, para lo cual frecuentemente
se establece una red de monitoreo. Por ejemplo, cuando se modela el transporte de
contaminantes por un rio o por la atmésfera, los datos sobre las velocidades del fluido
se obtienen a través de mediciones que se llevan a cabo en estaciones de vigilancia
que se establecen para este propdsito.

En algunos problemas, la concentracion de los solutos es tan pequena que la den-
sidad del fluido es esencialmente independiente de la concentracion. Sin embargo, en
otros casos es tan grande que la densidad es altamente dependiente de la concentra-
cion, y en este ultimo caso, cuando las fuerzas en el cuerpo tales como la gravedad
estdn actuando en el sistema continuo, estos cambios de densidad modifican las condi-
ciones de flujo de manera que las ecuaciones de transporte y flujo son necesariamente
acopladas y necesitan ser tratadas simultdneamente. Ademds, el sistema resultante no
es lineal, es decir, la concentracion depende de la velocidad y la velocidad depende de
la concentracion de tal manera que las ecuaciones de transporte y flujo son acopladas.
Algo similar sucede cuando se trata de transporte de energia, cuando los cambios en
la temperatura son grandes, la densidad del fluido es fuertemente dependiente de la
temperatura. Entonces, las ecuaciones de transporte de energia y flujo estan también
acopladas y deben resolverse simultaneamente. En particular, s6lo expondremos el caso
en que las ecuaciones de transporte y de flujo estan desacopladas, es decir, en donde
se considere que la concentracion tiene un impacto despreciable en la velocidad.

En el modelo de transporte de solutos por un fluido libre, la masa del soluto es
una propiedad extensiva dada a cualquier tiempo t como:

Mszf c(x,)dx 2.1
B(1)

En ausencia de choques, la ecuacion de balance global es:

dM,
= f gs(x, Ddx + f To(x, 1) - ndx 2.2)
dt B(Y) AB(t)
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La fuente externa del soluto a consideracion, gs(x,f) ,puede ser diferente a cero
por muchas razones, por ejemplo puede ser atribuido a un decaimiento radiactivo. La
expresion 7.(x,1) - n, en la ecuacion (2.2), representa la masa por soluto por unidad
de area, por unidad de tiempo, que penetra en el cuerpo del fluido. En el caso de un
fluido libre el flujo de soluto-masa, Is(& t) ,ocurre principalmente debido a la difusion
molecular.

La ecuacion diferencial del balance local es:

@+V~(vc):V-‘r + gs (2.3)
ot - =5

donde c(x,1) es la concentracion del soluto y es la propiedad intensiva asociada
con la masa del soluto; esto es la masa del soluto por unidad de volumen de solu-
cion. Reiteramos aqui, que para poder obtener un modelo completo del transporte de
un soluto, la ecuacion (2.3) necesita ser complementada con informacion acerca de la
velocidad de la particula. También es necesario suministrar informacion acerca de 7
y gs. Generalmente, esta tultima informacioén se suministra por medio de ecuaciones
constitutivas. Por ejemplo, en el caso de Ty, COMO Veremos mas adelante, en el trans-
porte de solutos por un fluido libre se utiliza la ecuacion de Fick.

2.1.1. Proceso de Transporte

La ecuacion (2.3) es bastante significativa ya que es la base de muchos tipos de
transporte de substancias diluidas en un fluido libre, como contaminantes que pueden
existir en un cuerpo de agua superficial o en la atmosfera. Cabe sefialar, que la ecuacion
(2.3) todavia no es el modelo completo, de hecho es solamente lo que hemos llamado
el modelo matematico basico; esto se refiere a el sistema basico en el cual es necesario
incorporar informacion cientifica y tecnologica disponible acerca de los procesos que
ocurren en el sistema de transporte. Tres procesos se distinguirdn: adveccion, difusion
y generacion de masa.

2.1.2. Adveccion

Siempre que el fluido estda en movimiento la adveccion ocurre, esto es, siempre
cuando la velocidad de particula es distinta de cero v # 0. Este fenomeno, o proceso,
es debido al hecho de que la substancia disuelta es arrastrada por el fluido mientras se
mueve, justo como un pasajero es llevado por el autobus. La fuerza del proceso advec-
tivo es caracterizado por la velocidad del fluido, la cual en los modelos de transporte
que hemos considerado es considerado como dato. Ast, para aplicar la ecuacion (2.3)
para modelar el transporte de un soluto, es necesario reunir informacién acerca de la
velocidad de particula por medios adecuados.
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2.1.3. Proceso de Difusion

El hecho de que un fluido esté macroscépicamente en reposo no implica que las
particulas microscopicas que lo componen estén también en reposo. Es un hecho que
las particulas microscdpicas que constituyen un fluido (dtomos, iones o moléculas) es-
tdn en agitacion permanente y las particulas de soluto que las acompafian efectian
trayectorias aleatorias conocidas como movimiento Browniano. Generalmente, la masa
de las particulas de soluto que dejan el cuerpo del fluido debido a este movimiento
Browniano, no es igual a la masa que entra en él. Este desbalance produce un flujo
de masa a través de la frontera del cuerpo y en fisica macroscopica los fenomenos
de este tipo son conocidos como procesos de difusion. El proceso de difusion que ex-
clusivamente es debido al movimiento Browniano es conocido como difusion molecular.

Generalmente, al paso del tiempo, el proceso de difusion tiende a suavizar cualquier
rugosidad en la distribucion espacial de la concentracion. Un simple experimento que
evidencta la ocurrencia del proceso de difusion, consiste en depositar una gota de tinta
en un recipiente que contenga agua en reposo. Asi, al poco tiempo la mancha de tinta
se extiende, haciéndose cada ves mds grande y después de un largo lapso de tiempo la
concentracion de la tinta se distribuye tan uniformemente que es imperceptible al ojo
humano. En los fluidos libres, los movimientos Brownianos estan siempre presentes, es
por esto que el transporte de solutos en estos fluidos es siempre difusivo. Sin embargo,
cuando el proceso de difusion es muy pequefio en comparacioén con otros procesos que
se estén llevando a cabo, se pueden tener resultados satisfactorios usando modelos
que ignoren dichos procesos de difusion. Tales modelos de transporte son llamados no
difusivos.

Un resultado bien conocido de dlgebra lineal muestra que la transformacién lineal
mds general de un vector siempre se puede expresar como el producto del vector y
una matriz. Un modelo muy simple para la difusion molecular y que es ampliamente
utilizado, es la Primera ley de Fick ; la cual asume que el campo vectorial que repre-
senta el flujo de masa de soluto, 7,(x,1), es una funcion lineal del gradiente de la
concentracion. Por lo tanto, primera ley de Fick establece que:

1N =DVec 2.4)

Aqui D es una matriz, conocida como el tensor de difusion molecular, el cual es
simétrico y no negativo. La ecuacién (2.4) es una forma muy general de la primera ley
de Fick; por lo general, para fluidos libres la difusion molecular es isotrdpica, en cuyo
caso no hay direccion preferida del proceso de difusion en el espacio fisico. Cuando
los procesos de difusion son isotréopicos, la ecuacion (2.4) se reduce a

D 2.5)

li~)
i
11~

Aqui D es un escalar conocido como el coeficiente de difusion. Para la difusion
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isotropica, el tensor de difusion molecular es no negativo si y sélo si el coeficiente
de difusion es no negativo. Se observa que cuando D es despreciable, se cumple la
suposicion de que el flujo de masa de soluto es una funcién lineal del gradiente de
concentracion, por lo que la primera ley de Fick incluye el transporte no difusivo como
caso particular.

2.1.4. Proceso de Generacion de masa

La razén con la cual la masa es generada es determinada por la fuente externa

gs(x,1). Cuando la fuente externa es cero, no hay masa generada y cada cuerpo del
fluido conserva la masa de soluto que posee, exceptuando por la masa que llega a
través de su frontera debido a difusion. En este caso, el sistema de transporte se dice
que es conservativo.
Por otra parte, la masa de soluto no se conserva siempre que la fuente externa de
soluto es diferente a cero, gs(x,7) # 0 y tal sistema de transporte se dice que es no
conservativo. informalmente, uno dice que existe una fuente de masa o un sumidero de
masa cuando gg(x,7) > 0 o gs(x,1) < 0, respectivamente. Los origenes de esas fuentes
y sumideros son diversos, por ejemplo, dos de los que son especialmente significantes
son el decaimiento radiactivo y reacciones quimicas entre solutos diferentes contenidos
en el fluido. Sin embargo, el suministro externo de soluto puede tener fuentes menos
ortodoxas. Por ejemplo, en aplicaciones al estudio de transporte de contaminantes por
un rio, el suministro externo de contaminantes puede provenir de la actividad humana
provocada por asentamientos en los bordes de un rfo.

Un principio basico en Fisica es la conservacion de masa. Asi, se puede observar
que el hecho de que gs(x,f) # 0 no significa que ese principio ha sido violado, ya
que el principio de conservacion de masa se aplica a sistemas aislados solamente. El
balance representado por la ecuacion (2.2) es valido solo para la masa de la substancia
que ha sido disuelta en el fluido y tiene precisamente la forma quimica del soluto.
Si nosotros nos ocuparamos del balance de masa total de un sistema aislado que
contiene un sistema de soluto-fluido, encontrariamos que el principio de conservacion
de masa se satisface para el sistema. En otras palabras, la masa que se encuentra en el
sistema aislado en otra forma quimica puede transformase en un compuesto quimico
que constituye la substancia disolvente. Un ejemplo tipico que ilustra este hecho es
el decaimiento radiactivo; cuando el decaimiento radiactivo acontece, el principio de
conservacion de masa no es violado; todo lo que sucede es que la masa de la substancia
radiactiva que desaparece se transforma en masa de las particulas que constituyen la
radiacion, ya sea la radiacion alfa o beta; ya que la radiacion gamma es no masiva.
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2.2. Transporte de un soluto por un fluido en un me-
dio poroso

2.2.1. Supuestos basicos del Modelo de flujo

El modelo de flujo que se presenta en esta seccion se basa en un conjunto de
supuestos que son ampliamente utilizados en hidrologia subterrdnea. A continuacion
se listan.

e LLa matriz porosa estd saturada con el fluido. Esto significa que el fluido llena
completamente el espacio de los poros de la matriz sdlida;

¢ La matriz solida permanece en reposo durante todo el proceso de flujo de fluido;

¢ La matriz solida es elastica. Mds precisamente, la porosidad de la matriz es una
funcion de la presion del fluido. Por lo tanto, la porosidad de la matriz puede
cambiar a medida que pasa el tiempo. Esto, a pesar del hecho de que la velocidad
macroscopica de la matriz solida es cero a lo largo de todo el proceso;

e El fluido es compresible. Especificamente, la densidad del fluido satisface una
ecuacion de estado en la cual la densidad es una funcion de la presion, exclusi-
vamente;

e La velocidad de las particulas del fluido cumple con la ley de Darcy. Esta es una
ecuacion constitutiva empirica, que relaciona la velocidad de las particulas a la
distribucion de la presion del fluido;

¢ El liquido no se somete a procesos de difusion, de modo que 7 es igual a cero.

La presion del fluido también se conoce como la presion de poro, especialmente
en mecanica de suelos. La presion de poro empuja sobre las superficies de los granos,
ejerciendo una fuerza que tiende a aumentar el volumen de los poros, al igual que un
globo se infla bajo la presion del aire contenido en su interior. En general, los granos
se mueven en respuesta a los cambios en la presion de fluido de tal manera que la
porosidad aumenta a medida que aumenta la presion del fluido.

Al mismo tiempo, una disminucién en la presion de poro resulta en una disminu-
cion en el volumen de éste, dando lugar a la consolidacion. La consolidacion puede
tener importancia practica, ya que puede conducir a la deformacion del suelo en la
superficie de la Tierra con la inestabilidad estructural asociada.

En cuanto a la densidad del fluido, por lo general es una funcion no sélo de su
presion, sino también de la temperatura, lo que implica que la temperatura, en s,
puede ser una funcién de la presion. Dicha funcién estd determinada por el tipo de
procesos termodinamicos que el fluido realiza durante su movimiento. Dos procesos
alternativos se suelen suponer: que tal proceso es isotérmico (la temperatura no cambia)
o es adiabdtico (no hay intercambio de calor). Sin embargo, la suposicion aqui adoptada
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es que la densidad sélo es una funcion de su presion. Ademas, la densidad del fluido
puede ser una funcion de la concentracion de las distintas especies disueltas. Por lo
tanto, en el supuesto de que la densidad es una funcion de la presion solamente,
estamos aceptando implicitamente la dependencia insignificante de la densidad del
fluido en la concentracion de especies.

2.2.2. El modelo basico para el flujo de un fluido en un medio
poroso

En el caso del modelo de un fluido en un medio poroso usualmente se adoptan
ciertas suposiciones tales como que el medio poroso esta saturado por el fluido y que la
masa del fluido se conserva. Generalmente el proposito final de este tipo de modelo es
predecir el flujo del fluido (esto es, la velocidad del fluido). El modelo se basa solamente
en un propiedad extensiva, la masa del fluido dada por:

M, = f e(x. (. dx 26)
B(1)

Donde, p(x,t) es la densidad del fluido. Claramente podemos notar que la propie-
dad intensiva asociada con la tinica propiedad extensiva del modelo es el producto
&(x,)p(x,t) .Por lo tanto, el modelo matemadtico bdsico del flujo de un fluido en un
medio poroso es:

o
% +V - (spv) = ¢ 2.7)

Aqui, el producto gp es la masa del fluido por unidad de volumen del espacio fisico
ocupado por un fluido en un sistema de medio poroso.

2.2.3. El modelo de transporte en un medio poroso

Un supuesto basico implicito en los modelos de transporte en esta seccidn, es que
el movimiento del fluido es conocido de antemano;en particular, la velocidad del fluido
es un dato. Esto exige la medicion de tales velocidades o que se deriven a través de la
aplicacion de un modelo de flujo. Se asumird que el fluido esta localizado en los poros
del medio poroso y tal medio es saturado; esto es, que el fluido llena completamente
los poros. Asi, aunque el medio este saturado el fluido no llena el espacio fisico ya
que parte de el estd ocupado por la matriz solida.

Veamos que la masa del soluto Ms(f), contenido en un cuerpo en un sistema
poroso, el cual esta hecho de la matriz sélida y el fluido, estd dada por la integral:

Mg (1) = f &(x, )e(x, tdx. (2.8)
B()

Aqui, c(x,t) es la concentracion del soluto, esto es la masa del soluto por unidad
de volumen del fluido, y &(x,?) es la porosidad. Por otra parte, la ecuacion de balance
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global es:

adM
= f gs(x, Ndx + f 7o (x, D) n(x, Hdx. 2.9)
dt B() 9B(1)

Donde gs(x, ) representa las fuentes de masa de soluto y 7¢(x, ) es el flujo de masa
de soluto, el cual como hemos visto es debido principalmente al proceso de difusion-
dispersion. Aplicando ahora la formulacion axiomatica de los modelos continuos, la
ecuacion diferencial gobernante es:

dec
o +V-(ecy) = g5 + V- 7,. (2.10)

Esta ecuacion debe de satisfacerse para cada punto ocupado por el sistema soélido-
matriz-fluido.

Transporte

En el caso del transporte de solutos en un medio poroso, los procesos de difusion
también son modelados por medio de la ley de Fick, sin embargo, para este tipo de
aplicacion usualmente se escribe de la forma:

T, (x,1) =¢eDVc. (2.11)

Ademas, existe una diferencia fundamental entre los procesos de difusion que se
producen en un fluido libre y los que tienen lugar en un medio poroso y es que en este
ultimo dos tipos de fenomenos coexisten:

1 La difusion molecular, que se debe al movimiento browniano producido a escala
microscopica, y

2 La dispersion mecdnica, que es debida al sinuoso flujo del fluido, atribuible a la
aleatoriedad estructural de la matriz solida.

Cada uno de estos fendomenos contribuye globalmente al proceso de dispersion-
difusion donde dichos procesos tienen un efecto aditivo. En efecto, el tensor de disper-
sion D se expresa como la suma del tensor de difusion molecular D™ mds el tensor de

dispersion mecdnica DY, es decir

>

D=D"+ D" 2.12)

La dispersion mecadnica no se produce cuando el fluido estd en reposo, pero cuando
el fluido estd en movimiento el efecto de dispersion mecdnica es generalmente mds
significativo que el de difusion molecular.

La ecuacion diferencial bdsica que gobierna el transporte de solutos en un me-
dio poroso se puede obtener, de una forma general, mediante la sustitucion del flujo
difusivo del soluto, dada por la ecuacion (2.11), en la ecuacion (2.10):
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0
% +V-(ecv)=V- (gQVc) + gs (2.13)

Esta ecuacion puede transformarse en:

(D Inc DLne
ec +
Dt Dt

Esta a su vez, puede transformarse en:

+V -g) =V- (SQVC) + g5 (2.14)

Dc Dlne
—+c
Dt Dt
Esta es una forma muy general de la ecuacion gobernante, y las aplicaciones de la
misma a ciertos casos particulares se derivan a continuacion.

1. y) -v. (gvc) + (VLng)-DVe +s7'gs @15)

Cuando el fluido es incompresible se tiene que:

oe
5tV (sg) =0 (2.16)
De forma equivalente:
DL
ey vov=0 @.17)
Dt -
Por lo tanto, D
==V (QVC) + (VLng)-DVe+ &g 2.18)
Si la matriz sélida es homogénea (en realidad, si VLn e puede despreciarse),
Dc
—:V-(DV)+ -l 2.19
o =V (2Ve)+ g (2.19)
Mas explicitamente se tiene:
dc )
E+E'VC:V'(QVC)+8 gs (2.20)

Cuando el fluido estd en reposo, esta ecuacion se reduce a:

0
a—j = V. (6DVe) + &g 2.21)
En el caso de transporte no difusivo la ecuacion (2.20) se reduce a:
0
a_j +v-Ve=elg (2.22)

Todas estas ecuaciones, de (2.20) a (2.22), se utilizan ampliamente en la modelacion
de contaminantes en aguas subterrdneas. Estas muestran explicitamente que al igual
que en el transporte por un fluido libre, en el transporte de solutos por un fluido en
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un medio poroso, la velocidad de adveccion es también la velocidad de las particulas
del fluido.

En la ecuacion (2.20) la matriz de difusion-dispersion es generalmente anisotropica.
En cuanto a la ecuacion (2.22), que gobierna el transporte no difusivo, es una ecuacion
de primer orden.

Las ecuaciones que gobiernan los estados estacionarios y que se derivan de las
ecuaciones (2.20) y (2.21) son:

V-Ve=V- (ch) + g 2.23)
V- (6DVc) = —g7gg (2.24)

y
v-Ve=2g"gs (2.25)

Con esto se presenta de manera general las ecuaciones diferenciales parciales que
modelan el transporte de solutos en un medio poroso y en fluidos libres, en base a ésta
ultima se planteard el modelo a analizar en esta tesis.
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3.1. Introduccion

Las técnicas de descomposicion de dominio permiten que los procesos debidos a
problemas de gran escala puedan ser divididos en partes susceptibles de ser resueltas
de forma independiente. (véase [1]). La idea original de estos métodos representa una
extension, a arquitecturas paralelas, del clasico método alternativo de Schwarz (véase
[2]). Consideremos un dominio rectangular €:

Q. Q. [Q Q

AN —h—

I_H_I Q .

Figura 3.1: Particion en E subdominios

Cualquier método de descomposicion de dominio se basa en la suposicion de
que dado un dominio computacional Q, se puede particionar en subdominios €,
i=1,2,.. FE entre los cuales puede o no existir superposicion (ver Figura: 3.1).

Ademads consideraremos una particion gruesa o malla gruesa a la particion del
dominio Q en correspondientes subdominios Q,...,Qg y una particion fina o malla
local a la referente a cada subdominio ;. Entonces, el problema es reformulado en
términos de cada subdominio utilizando algiin método del discretizacion y se obtiene
una familia de subproblemas de tamafio reducido, estos subproblemas en principio son
independientes entre st y estdn acoplados a través de la solucion en la interfaz de los
subdominios que es desconocida. LLos métodos de descomposicion de dominio permiten
tratar problemas de tamafo considerable mediante el uso de algoritmos paralelos en
computadoras, ya sean secuenciales o paralelas. Ultimamente la atencién se ha despla-
zado de los métodos con superposicion en el dominio a los métodos sin superposicion
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en el dominio, principalmente ya que estos tltimos son mas efectivos para una gran
variedad de problemas.

3.1.1. Métodos de Discretizacion

El proceso por medio del cual se obtiene la solucion aproximada de un problema
gobernado por una ecuacion diferencial en derivadas parciales, estda constituido por
dos etapas. La primera etapa, llamada discretizacion, consiste en trasformar el domi-
nio continuo en una malla de nodos, para luego convertir a la ecuacion diferencial
parcial continua y a las condiciones auxiliares, ya sean de frontera o iniciales, en
un sistema de ecuaciones algebraicas. L.a segunda etapa del proceso de aproximacion
requiere un método adecuado para obtener la solucion del sistema de ecuaciones al-
gebraicas planteado. Existe una gran variedad de métodos numeéricos para resolver las
ecuaciones diferenciales parciales. No obstante, los mds usados en la actualidad son:
el Método de diferencias finitas y el Método de elementos finitos

La aproximacion por medio de diferencias finitas es el método mas antiguo aplicado
para obtener la solucion numérica de ecuaciones diferenciales.Es de una gran sencillez
conceptual y constituye un procedimiento muy sencillo para la resolucién de una
ecuacion diferencial parcial. El primer paso para la aplicacion del método consiste
en discretizar el dominio en el que se quiere resolver la ecuacion con una malla,
por conveniencia puede ser cuadrada como en (3.1) . Los puntos de la malla estan
separados una distancia h en ambas direcciones x e y; se reemplazan las derivadas
continuas de la ecuacion diferencial por las expresiones equivalentes en diferencias
finitas:

J(xo +h) — f(x0)
h

f(x0) = por ejemplo, diferencias hacia delante 3.1

La resolucion del sistema de ecuaciones queda planteado como consecuencia de la
anterior sustitucion. El FDM es tal vez el método mds simple para aplicar a mallas
con una geometria uniforme particularmente. Su mayor desventaja consiste en su in-
capacidad para tratar efectivamente la solucién de problemas sobre formas geométricas
irregulares.

Al aplicar la ecuacién discretizada en cada punto de la malla se obtiene un sistema
de ecuaciones denominado sistema de ecuaciones de diferencias finitas. El proceso de
aproximacion requiere de la seleccion de un método adecuado para obtener la solu-
cion del sistema de ecuaciones algebraicas planteado. Una vez resuelto el sistema de
ecuaciones de diferencias finitas se obtiene el valor de la funcion en los nodos de la
malla, es decir, que al emplear el método de diferencias finitas se obtiene una solucion
aproximada discreta.

Los métodos de elemento finito (FEM, Finite Element Method) son una estrategia
numérica alternativa muy popular para la simulacion de solidos. La teoria de elemento
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finito es mas compleja que los métodos de diferencias finitas (FDM), el FEM tiene
ventajas significativas sobre el FDM en algunas aplicaciones practicas.

El FEM se basa en considerar al cuerpo o estructura dividido en elementos dis-
cretos, con determinantes condiciones de vinculo entre si, generandose un sistema de
ecuaciones que se resuelve numéricamente y proporciona el estado de tensiones y de-
formaciones.

3.1.2. Ideas Basicas

Las ideas bdsicas de la descomposicion de Dominio son naturales y simples. Con-
sideremos la ecuacion de Poisson en una region €, en dos o tres dimensiones, con
frontera tipo Dirichlet cero en dQ, la cual es la frontera de Q. Supongamos también
que Q esta particionada en dos subdominios €; sin traslape:

Q=Q,UQ,, ONQ=0, [=0QNQ: (3.2)

Q

0Q)

Figura 3.2: Particion en dos subdominios sin traslape

Observando la figura (3.2) podemos asumir que:

medida(0Q; N Q) > 0, medida(0Qy N Q) > 0, 3.3)

y ast las fronteras de los subdominios son Lipschitz-continuas, lo que quiere decir
que existe una constante K > 0, para funciones definidas sobre espacios euclideos
f: N — M, tal que:

If)—-fI<Kllx-yl,¥x,yeR",  f:R"—R" 3.4)

Considerando el siguiente problema:
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-Au=f en Q
u=0 sobre 0Q. (3.5)

Entonces, bajo condiciones regularmente adecuadas en f y en las fronteras de los
subdominios, regularmente f es cuadrado sumable y las fronteras tienen continuidad
de Lipschitz, el problema (3.5) es equivalente al siguiente problema acoplado:

—Au; = f en ),
up =0 sobre 0Q\I',
U = Uy sobre T,
0141 8u2
—_— = bre T, 3.6
0n1 Bng sovre ( )
—Auy = f en Q,,

up; =0 sobre 0Q\I'.

Aqui, u; es la restriccion de u para ; y n; la normal exterior a €;. Esta equivalencia

puede ser probada considerando los correspondientes problemas variacionales (véase
[2]).
Las condiciones sobre la interfaz I' son llamadas condiciones de transmision y también
son equivalentes a la igualdad de las dos combinaciones lineales independientes de las
trazas de las funciones y sus derivadas normales. En lo siguiente, nos referiremos a la
derivada normal como el flujo.

3.2. Representaciones Matriciales y Vectoriales

Empezando por cualquier algoritmo de descomposicion de dominio escrito en térmi-
nos de funciones u operadores, debemos ser capaces de reescribirlo en forma matricial
como un método iterativo precondicionado para un cierto sistema lineal.
Consideraremos una descomposicion del dominio € y una aproximacién por medio
de alguna discretizacion del problema (3.5). Siempre asumiremos que los subdominios
consisten en uniones de elementos, o equivalentemente, que las fronteras de los subdo-
minios no corten a través de cualquier elemento. Por lo que la aproximacion da lugar
a un sistema lineal:

Au=f 3.7

la cual para una malla de tamafo A, tiene normalmente un niimero de condicion
(véase A.4) del orden de 1/h%. La matriz A aqui expuesta suele subagruparse de acuerdo
a las caracteristica de los nodos en la malla, al igual que los vectores f y u. Los nodos
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serdn clasificados como nodos interiores y nodos de frontera interna: un nodo es interior
si pertenece solo a un subdominio cerrado y es de frontera interna si pertenece a mas
de uno; a su vez los nodos de frontera interna pueden ser clasificados como nodos
primales y duales. Se define:

Ay el subgrupo de la matriz A formado solamente por nodos Interiores.

Ajr el subgrupo de la matriz A formado por nodos Interiores y nodos de Frontera
interna.

Ary el subgrupo de la matriz A formado por nodos de Frontera interna y nodos
Interiores.

Arr el subgrupo de la matriz A formado solamente por nodos de Frontera interna.

Subagrupando el sistema (3.7) obtenemos para el ejemplo con dos subdominios
(Qq, Qy):

@ M @ (1)
i b “b T
A= 0 A7 AQ |, u=|d? |, f=| 17| (3.8)
N
A(n) A(r,) Arr ur Jr

En donde hemos dividido los grados de libertad en aquellos que, son internos a Q; y a
Qs y en los interiores de I'. La matriz A y el vector f pueden obtenerse subagrupando
las componentes correspondientes a los dos subdominios. En general,

5 ® 40

. . A A

f(l):(li)’ A(o:( TS ) i=1... . E 3.9)
0 Ar Arr

son la parte derecha y la matriz del sistema para los problemas de Poisson (ecuacion
(3.9)), respectivamente; con condiciones a la frontera tipo Dirichlet sobre dQ\I" y
condiciones tipo Neumann sobre I', tenemos:

Arr = AL+ AR, fro= O+ £ (3.10)

En vista de las condiciones de transmision vistas en (3.6), buscaremos una apro-
ximacion de las derivadas normales sobre I'. Teniendo la solucion exacta local u;, su
derivada normal puede definirse como un funcional lineal usando la formula de Green.
Ast, si ¢; es una funcion de base nodal para un nodo sobre I', usando (3.6) tenemos
que:

%%ds = f (Au,(pj + Vul-- V(]ﬁ])dx = f (—f¢] + VM," gbj)dx (311)
r on; Q; Q;

Una aproximacion, 19, del funcional que representa a la derivada normal, puede ser
encontrado reemplazando la solucion exacta u; en el lado derecho con su aproximacion
por elemento finito. Dejando a j correr a través de los nodos sobre I' y usando la
definicion de la matriz local A, introducimos la expresion:
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AP = AU + AD U — £ (3.12)

Esta aproximacion coincide con el residual correspondiente a los nodos sobre I'
del problema de Poisson (3.5) son condiciones Neumann sobre I'; véase (3.9). También
notamos que A% no es obtenida de la derivada normal de la solucién por elemento
finito, pero es una aproximacion del funcional lineal de la solucion exacta. Usando
estas definiciones, podemos encontrar una aproximacién al problema (3.6):

@®. @ O, O _ 0D
Ajuy +Apuy = fi,

@O - @) _
U =u =ur,

@ @ @D DY _ 2),,2) 2),,©2) (2)) _
(Arl"'Arr”r —Jr )—_(Arlul +Afpup = fr )_’lf’

2),,(2) 2.2 _ 2
Ajju + Apu” = fo

(3.13)

donde notamos que la primera y tltima ecuacion de (3.13) son discretizaciones
del problema de Poisson para las funciones interiores ugi) con valores Dirichlet que
se cancelan sobre dQ;\I' y es igual a un valor comin ur sobre I'. Alternativamente,
la primer y tercera ecuaciones proveen una discretizacion del problema de Poisson
en Q; para la funcion local u; con valores Neumann iguales a Ar y valores Dirichlet
que se cancelan sobre dQ;\I'. Un problema Neumann andlogo en ) es provisto por
las ecuaciones del tercer y cuarto lugar en (3.13) . La solucidon de estos problemas
locales con los valores Dirichlet y Neumann adecuados proveen los bloques para la

construccion de los métodos sin traslape.

3.3. Métodos sin Traslape

Primero consideraremos algunos métodos iterativos subestructurados simples que
se basan en la particién de subdominios sin traslape. Estos métodos , son de hecho mé-
todos iterativos precondicionados por el valor de la frontera ur o por el de la derivada
normal Ar. Empezaremos con estos métodos desde que son derivados directamente por
medio de los problemas acoplados (3.6) y (3.13). Los métodos de descomposicion de
dominio basados en el traslape de las particiones fueron los primeros en ser divisados
(nombrados, alternativamente método de Schwarz en subdominios con traslape, véase

[2D).

3.3.1. Una ecuacion para ur : El Sistema del complemento de
Schur

Consideremos el sistema lineal (3.7) con A, u y f definidas en (3.8). En un primer
paso de muchos métodos iterativos de descomposicion de dominio, las incégnitas del
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interior de los subdominios (uy)) son eliminadas. Esto corresponde a una factorizacion
de bloque de la matriz de (3.8):

()] (6]
1 0 0 AII 0 AIF
A=LR= 0 I 0 0 Aﬁ) Afr) (3.14)
MAD™T 4@ 4@
AL A, ALAL T o o S
y el sistema lineal resultante:
()] (O] (D
AII 02 AI{ 12
0 AY AY u=| 2 [. (3.15)
0 0 S 8r

. L : W ADTAD _ 4@ 427 4@

Aqui I es la matriz identidad y § = Arr—A[,A,] A —AL A, AL es el complemento
de Schur relativo a las incégnitas sobre I'. Por un cdlculo directo, vemos que S y gr
pueden ser encontrados subarreglando contribuciones locales. En particular, retomando
la forma de las matrices locales en (3.9) y definiendo el complemento local de Schur
por medio de:

SO = AD _ADADTAD =1, E. (3.16)

Encontramos que el sistema del complemento de Schur para ur sera:
Sur = gr, (3.17)
con:

§S=80+5®
_ (@ M 47 L) (2) @A™ @) _. SO 2
gF—(r —An AL T )+(r — A AL S )—'gr +8&r

Notamos que una vez que ur es encontrado, resolviendo (3.17), las componentes
interiores pueden encontrarse usando (3.15):

i ! i i
”(1) :Afrl) ( I() _AEIZMF); (3.18)

estas son precisamente soluciones a dos problemas Dirichlet no homogéneos. Los
sistemas del complemento de Schur, los cuales proveen una ecuacién para la aproxima-
cion de la traza de la solucion exacta sobre I', son puramente derivados del dlgebra por
eliminacion Gaussiana en bloque. Es interesante notar que también se pueden obtener
usando las condiciones de transmision del sistema acoplado. También podemos encon-
trar una ecuacion para la traza de la solucion exacta sobre I' trabajando directamente
con el problema continuo (3.6). El operador correspondiente es llamado el operador
Steklov-Poincaré. El sistema del complemento de Schur (3.17) es una aproximacion
de la ecuacion de Steklov-Poincaré, determinada directamente por la aproximacion en
elemento finito, particularmente, por la aproximacién de las derivadas normales (3.12).
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3.3.2. El Algoritmo Dirichlet-Neumann

Los métodos de este tipo fueron consideramos en principio en (véase [26], [27],
[28], [29], [30] y [31]). El algoritmo basico Dirichlet-Neumann consiste en dos pasos
fraccionales correspondientes a las dos subregiones €; , i = 1,2. Dando un valor inicial
ulq, se resuelve primero un problema Dirichlet en Q; con el valor de frontera Dirichlet
u? sobre I' y después un problema mixto Neumann-Dirichlet en Q, con condiciones
Neumann sobre I', determinado por la solucion en €); se obtiene en el paso previo y
con condiciones Dirichlet en el resto de 0. El nuevo valor a iterar ulF es elegido
como la traza de la solucion en Q, o, mds general, como una combinacion lineal de
su traza y u?, usando un parametro de relajacion theta adecuado. En términos de los
operadores diferenciales (véase (3.6)), podemos escribir, para n > 0:

A= f en @, —Alug“ =f eny,
(D)S ™M =0 sobre JQ\[, (M) #" =0 = sobre d%\L, - (319)
M;Hl/z =up sobre T', Bgfm = _5”61”1 sobre T,

utt = Quyt™ + (1 - @)ufl sobre T,

con 6 € (0,6,,). Usando nuestra aproximacion para las derivadas normales, es
decir (3.12), podemos derivar la iteracion correspondiente para el problema discreto. Si
nosotros definimos los vectores de grados de libertad internos como v; = uﬁl) Yy Wy = uﬁz),
encontraremos:

(D) A A = 11
2) (2) n (2)
(N) ( A(Ié) Ag) )( Yg:ll ) = ( 2) ! n+1/2 ), (3.20)
AFI Arr Ur fr - ﬂr
utt = gl + (1- Q)uf,

con

ndl/2 (D). n+l)2 @ n )
A=Ay + Appur — fr

Es claro que (3.20) surge de un corte al sistema original (3.13) y esto nos provee
de un método iterativo consistente para su solucion, es decir, el limite de cualquier

. . . . P 1/2
secuencia va a satisfacer el conjunto correcto de ecuaciones. Eliminando v;”/ de

(3.20), encontrando /l?“/ 2 y usando una factorizacion de bloque para la matriz local

A® y eliminando wj*! de (3.20) tenemos la siguiente ecuacion:

SO — up) = 0(gr — Sud),

la cual nos muestra que el algoritmo Dirichlet-Neumann es una iteracion precondicio-
nada de Richardson (véase [2]) para el sistema del complemento de Schur (3.17), con
el precondicionador S@'. El operador precondicionador es:
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SO =1+85@7s0,

La aplicacion de esto a un vector involucra la solucion para un problema Dirichlet
(una multiplicacion por S V) y una multiplicacion por S @ que corresponde a resolver
un problema con condiciones Neumann sobre I' y condiciones Dirichlet para el resto
de 0Qs.

En el caso especial donde €2; y Q5 tienen la misma forma y tamafo, son simétricas
con respecto a la interfaz I' y tienen las mismas triangulaciones, entonces «(S@"'S) = 1.
Generalmente, el método Dirichlet-Neumann para dos subdominios es optimo si se
pueden encontrar extensiones estables: el niimero de condicion satisface (véase B.1):

K(S?'s)<C,

con C una constante independiente de la dimension del problema discretizado.

3.3.3. El Algoritmo Neumann-Neumann

Los métodos de este tipo son considerados en (véase [32],[33] y [34]).

El algoritmo basico Neumann-Neumann puede ser descrito de la siguiente forma:
Empezamos con un vector inicial ul(f. Un paso del algoritmo Neumann-Neumann con-
siste primero en resolver problemas Dirichlet para cada €; con el valor u? sobre I', y
después un problema para cada subdominio, con valores Neumann, sobre I', elegidos
como la diferencia de las derivadas normales de las soluciones de los dos problemas
Dirichlet. Los valores sobre I' de las soluciones de estos problemas Neumann son em-
pleados para corregir el valor inicial u? y encontrar el nuevo término en la iteracion
ulr En términos de operadores diferenciales (ver (3.6)), podemos escribir para n > 0:

AU = f en Q
(D)4 u™* =0 sobre IQ\T, },i=12,
u:’“/ =u  sobreT,
—Ayt =0 en Q,,
(N) Yyt =0 sobre AQAL, { ;=1 9.
Ut au? bre T
on; ~— Om ong sopbre 1,

(3.21)

utt =l — 6 + ¢yt sobre T,

con un valor adecuado 6 € (0, 8,,,,). Usando nuestra aproximacién para las deriva-
das normales, podemos derivar una iteracion para el problema discreto. Si definimos

los vectores de los grados de libertad interiores como v; = uﬁ’) yw; = gl), encontramos
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(D) ANV + AQur = £, i=1,2,

Ay AR N(wrtY_(0)
(N) (A;l; Agl)_ Sl Bl (P b i=12, (3.22)

+1 _ +1 +1
ur' = up = 00" + "),

donde rr esta definido como:

1 1/2 1 1
= (AL + AR — £ +

2) 1/2 (2 (2)y.
(Af; V;+ +Arpur — f1);

n+1/2
i

A continuacion eliminamos v y w;.“l de (3.22). De los problemas (D;) obtenemos:

Ir = —(gr - Su?), (323)

que muestra que la diferencia rr de los flujos locales es igual a menos el residual
del sistema del complemento de Schur. Usando una factorizacion en bloque de las
matrices locales A?, entonces de los problemas (;) tenemos:

1 -1 -1
7t =80 = =59 (gr_gu),

Por tanto, encontramos

it = = 0SSO (g - Sup),

lo cual muestra que el algoritmo Neumann-Neumann es también una iteracion
precondicionada de Richardson del sistema del complemento de Schur (véase [2]), con
. s -1 -1 . . .
el precondicionador S~ + §@" . La matriz precondicionadora es:

FS = (s O 4 S<2>") S =(s O 45 @) (s +8?), (3.24)

La aplicacion de esto a un vector involucra la soluciéon de los dos problemas
Dirichlet y dos problemas con valores Neumann sobre I'. La optimizacion de este
método se sigue facilmente del resultado en el algoritmo Dirichlet-Neumann por medio
del uso del teorema del mapeo espectral. La matriz precondicionadora en (3.24) puede
ser escrita como S@7S® 4+ 27 + (S@7 M1 donde los eigenvalores de S@ SO son
uniformemente acotados superior e inferiormente.

Notemos que, dados los pesos positivos 5I y 6; con;:

6l +65 =1,
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el residual rr del lado derecho de la igualdad de los problemas Neumann en (3.22)
puede ser reemplazado por 6Irr y 6;rr para Q; y ,, respectivamente. Similarmente,
cuando se encuentra el nuevo iterante u?“ la suma de las dos correcciones 17;’+1 y 77’2“1

puede ser reemplazada por el promedio con sus respectivos pesos:

1 1 1
up™ = uf - 9(6177’11+ + 5;77;” ).

Sea DY la matriz diagonal con los elementos 6j(x) correspondientes al punto x €
0Q;, N T,

DY o ... 0
@ ., :
D = O b ’ . (3.295)
N ()
o --- 0 D®

Esto nos da paso al precondicionador:

pOSO ph L p@g@~ @

donde D es una matriz diagonal, cuyas entradas en las diagonales son iguales a
5;. En la prédctica comtinmente se emplea el escalamiento de matrices D para mejorar
la convergencia de los algoritmos Neumann-Neumann para subdominios con cruce de
puntos y en particular para problemas con grandes cambios en los coeficientes.

Los algoritmos Dirichlet-Neumann y Neumann-Neumann es posible generalizar-
los, usando condiciones mas generales, como las del tipo Robin. Nétese que el uso
de condiciones de interfaz mas generales son requeridas usualmente para problemas
indefinidos o no simétricos.

3.3.4. El Algoritmo Dirichlet-Dirichlet o el Método FETI

En esta parte consideraremos el método dual al algoritmo Neumann-Neumann.
Empezamos con un vector inicial /IIQ del flujo sobre I'. Primero se resuelven dos pro-
blemas Neumann sobre €; con los valores /l? sobre I', y después el problema en cada
subdominio, con valores Dirichlet, sobre I elegidos como la diferencia de la traza de
las soluciones de los dos problemas Neumann sobre I'. Los valores de las derivadas
normales sobre I' de las soluciones de estos problemas Dirichlet son empleadas para
corregir el valor inicial /l? y encontrar la nueva iteracion /1}. Recordemos que Ar es una
aproximacion de la derivada normal en la direccion n;. Para simplificar la notacion se
subscribe I' para las derivadas normales y establecemos:

V=2, A==
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En términos de operadores diferenciales (ver(3.6)), podemos escribir, para n > 0:

AU = f en Q

Nyl W =0  sobre AQAT, | =12,
u;.1+1/2
: 55— = A sobre I,
_A'?l’;ﬁ-l =0 en Qi,
(D) ¥t =0 sobre IQ\T, Y.i=1,2,
I/I?H — u;z+1/2 _ ur21+1/2 sobre F,
(3.26)
a n+l 0 n+l
M“:M—e(wl4-w2)swmr
8n1 o

con un adecuado valor de 6 € (0, 6,,,,). Usando nuestra aproximacion de las deri-
vadas normales, podemos obtener una iteracion del problema discreto. Si definimos los

grados de libertad de los vectores interiores por v; = uy) y w; = ;i), encontramos:
A(i) A(i) v{t+1/2 () .
(N) ( | e )= ()= 12, (3.27)
1 S /\ Vi r t4;

(D)) AW+ A% =0,i=1,2,
/ln+l — /ln _ 0(77;1+1 + n;l+1)’
donde el residuo rr esta definido por
n+1/2 _ _ n+l/2

T =Y Yo

n+1
i

y los flujos n/™" por:

1 = A A

Procedemos eliminando v;.”l/ 2,)/:”1/ 2 y w;?” de (3.28). Usando la factorizacion de

bloque de las matrices locales A?, de los problemas (&;) tenemos:

rr = —(dr — FA%),

lo que nos dice que la diferencia rr de la solucion local es igual al negativo
del residual del sistema FAr = dr.Los problemas (D;) nos proveen de las siguientes
ecuaciones:

=8 = -SOdr - FA")

Por lo tanto, se obtiene:

M“—M:9@®+S®ym—Fﬂx
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lo que muestra que este algoritmo Dirichlet-Dirichlet es también una iteracion
precondicionada de Richardson para el sistema FAr = dr (véase [2]), con el precondi-
cionador S + S@. La matriz precondiconadora es:

SF=8§ (S O 4 S<2>’1) = (SO +5@)(sV + SW) (3.28)

la aplicacion de esto a un vector involucra la solucion de dos problemas Neumann
y dos problemas con valores Dirichlet en I'. Cabe mencionar que en la literatura de
descomposicion de dominio, el término Dirichlet-Dirichlet es también usado para el
método de Richardson o gradiente conjugado aplicado al sistema no precondicionado
del complemento de Schur (3.17), entonces la aplicacion de S involucra la solucion de
un problema Dirichlet en cada subdominio.

3.3.5. El Método FETI-DP

En todos los algoritmos FETI-DP se hacen cumplir un niimero relativamente pe-
quefio de restricciones de continuidad a través de la interfaz en cada paso de iteracion.
En los primeros algoritmos de este tipo solo los valores en los vértices de subdominios
se clasifican como primales, es decir, adquieren valores unicos. Ademds los algorit-
mos presentados en (véase [33] y [36]) utilizan restricciones en los promedios sobre
las aristas y las caras. Las restricciones en las aristas y las caras fueron original-
mente introducidas para mejorar la tasa de convergencia de la iteracion y pueden ser
opcionales. Podemos ver que es posible reemplazar la totalidad o la mayor parte de
las restricciones primales en los vértices por restricciones escritas en términos de los
promedios sobre las aristas (y las caras).Tales restricciones primales en aristas sue-
len ofrecer mejores tasas de convergencia de algoritmos FETI-DP que cuando sdlo se
usan las restricciones primales de vértices. Para aplicar los métodos duales-primales,
los nodos de frontera interna seran subclasificados como nodos primales y duales. La
matriz A serd subagrupada por bloques, tal como se mostro en la seccion (3.2), con la
diferencia que se introducird esta nueva clasificacion. Se define:

= A, el subgrupo de la matriz A formado solamente por nodos Interiores.
m A el subgrupo de la matriz A formado por nodos Interiores y nodos primales.

= AITH el subgrupo de la matriz A formado por nodos de Frontera interna y nodos
primales, transpuesto.

= Ajx el subgrupo de la matriz A formado por nodos Interiores y nodos duales.

. A,TA el subgrupo de la matriz A formado por nodos de Frontera interna y nodos
duales, transpuesto.

= App el subgrupo de la matriz A formado solamente por nodos primales.
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= Axa el subgrupo de la matriz A formado solamente por nodos duales.
= Apa el subgrupo de la matriz A formado por nodos primales y nodos duales.

= AITIA el subgrupo de la matriz A formado por nodos primales y nodos duales,
transpuesto.

Denotaremos un espacio de funciones lineales continuas a trozos en £); como
WH(Q;). Asumiremos que las funciones de W"(Q;) se anulan sobre 0Q;. Ademds defini-
remos un espacio W; := W0, NT) coni=1,...E,ya W := Hil W; como el espacio
producto asociado. Dada u € W, denotaremos a su i-ésima componente como u;.

Los valores del lado derecho de (3.7) cambiaran cuando las variables interiores
sean modificadas. En tal caso, denotaremos a los vectores resultantes como f;, los
cuales representan la modificacion en Q;; a su vez se modificaran los valores en los
vectores locales de interfase nodal u;. Asi podremos reformular el problema, reducido
a la interfase I', como un problema de minimizacion con restricciones, dado por el
requisito de continuidad a lo largo de I': Encontrar u € W tal que:

J(u) = %(Su, uy — (f,uy — min
Bu=0 ,donde (3.29)
” fl SO 0 . 0
u (2
u= .2 , f= ]? , ¥y S = 05
: : : . . 0
Ug JE o -~ 0 S§®
La matriz
B=(B".B”,....B?) (3.30)

Esta construida de {0,1,—1} de tal manera que los valores de la solucién u asociada
a mas de un subdominio coincidan cuando Bu = 0. Podemos notar que la eleccion
de B esta lejos de ser tinica. Mientras que hay pocas opciones de como escribir las
restricciones para un punto nodal que pertenece a una cara, hay muchas opciones para
un punto en una esquina o en un vértice.

Trabajaremos siempre en subespacios W c W para que una cantidad suficiente de
restricciones se apliquen de manera tal que la matriz diagonal por bloques (véase (A.3))
resultante del problema de punto de silla, aunque ya no diagonal por bloques, sea es-
trictamente positiva definitiva. Andlogamente denotaremos por W"(Q) el subespacio de
1, W'(€;) que es igual a W cuando se restringe a la interfaz I'. También se introducen
dos subespacios Wi ¢ W y W, correspondientes a la parte primal y dual del espacio
W. Estos juegan un rol importante en la descripcion y el andlisis de nuestros métodos
iterativos y su suma directa es igual a W. Notemos que el subespacio dual W, estd
directamente asociado con saltos a través de la interfaz y con los multiplicadores de
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Lagrange que se introducen para eliminar estos saltos (véase [10]). Cada uno de los
algoritmos FETI-DP estd expresado en términos del complemento de Schur S relacio-
nado con el espacio dual Wa. Asi, W consiste de funciones en W que toman el mismo
valor en los vértices de los subdominios y pueden ser escritas como:

W =Wy® W, (3.31)

donde Wi € W es el espacio de funciones continuas de interfaz que se anulan en
todos los puntos nodales sobre I';, excepto en los vértices de los subdominios y W, es
la suma directa de los subespacios locales Wy ;:

N
Wy = l_[ W, (3.32)
i=1

Aqul WAJ C W; consiste en funciones locales sobre 0Q2; que se anulan en los vértices
de Q;. Los grados de libertad (continuos) asociados con la subestructura de vértices y
con el subespacio Wi son llamados primales (IT), mientras los asociados a los subespa-
cios WA,,- (potencialmente discontinuos a través de I') y al interior de la subestructura
de bordes son llamados duales (A).

Sea A la matriz de rigidez, que se obtiene mediante la restriccion

A = diag{d® AP, ... AN

de [T, WH(Q;) a W"(Q). Notemos que A no es diagonal por bloques desde que exis-
te el acoplamiento entre las subestructuras que tienen vértices en comun. Podemos
particionar A como:

A

Il
5

o Amn Ana (3.33)
AITA AIT:IA Apn

donde el subindice I se refiere a los grados de libertad interiores de los subdominios,
IT a los asociados a los vértices de los subdominios y A a los que se encuentran en
las fronteras interiores de los subdominios. A;; y Aaa son diagonales por bloques
y cada bloque corresponde a un sélo subdominio y cada entrada distinta de cero
de Ap; (y Aja) representa un acoplamiento entre los grados de libertad asociados a
la misma subestructura. A puede obtenerse ensamblado parcialmente contribuciones
locales asociadas con las subestructuras.
Las variables de los conjuntos I y II son eliminadas y el complemento de Schur,
asociado con los grados de libertad del conjunto A, de las fronteras interiores se
define:

-1
- A A A
. (AT AT 1 m IA
S = Apnp (AIAAHA)( ITH . ) ( o ) (3.34)
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También obtendremos el lado derecho reducido fx de la construccién de vectores
asociados con los subdominios individuales. Denotaremos por u, € W, al vector de
grados de libertad asociado con la frontera. Podemos reformular el problema reducién-
donos al subespacio W, como un problema de minimizacién con restricciones dado por
el requerimiento de continuidad a través de todo I': encontrando uu € W, de manera
que:

1 - ~ .
Jup) = 5(Sun, ur) = (fas ua) — min (3.35)
BAMA =0

La matriz By es construida de {0, 1, -1} (ecuacion (3.30)) y de tal manera que los
valores de la solucion u, en los nodos comunes a mdas de un subdominio, coinciden
cuando Bau = 0. Mediante la introduccion de un conjunto de multiplicadores de
Lagrange A4 € V := rango(B,) para hacer cumplir las restricciones de continuidad.
Como A es simétrica, positiva definida, entonces lo es S. Entonces podemos eliminar
el subvector u,, y obtener el siguiente sistema para multiplicadores de Lagrange:

FA=d, (3.36)

con
F := BAS7'BY, d:= B\S7'f,.

una vez que se encuentra A, podemos regresar y resolver

Up = S_l(]FA - Bgﬂ) S WA.

Se introduce un precondicionador para F, para esto se definen matrices diagonales
escalonadas DX). Cada uno de los elementos de la diagonal corresponde a un multi-
plicador de Lagrange el cual asegura la continuidad entre los valores en los nodos de
algin w; € W; y w; € W; en algin punto x € I, esto estda dado por 6j(x). También
definiremos un operador de salto, dado por:

1) p( N) p(N
Bpa = (DVBY,....DYBY),

el bloque BX) se obtiene extrayendo las columnas de B, asociadas al espacio local
W.. Se resuelve el sistema dual (3.36) usando el algoritmo de gradiente conjugado
precondicionado con el precondicionador:

N

M™ = BpaSaBh, = > DVBUSVBY DY, (3.37)
i=1

donde SX) es la restriccion del complemento de Schur local S@ por VVAJ c W. El
método FETI-DP es el algoritmo del gradiente conjugado precondicionado estandar que
resuelve el sistema precondicionado:
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M'FA=M74

Este ultimo método de descomposicion de dominio hace cumplir la solucion de
la interfaz de los subdominios via los multiplicadores de Lagrange, excepto en las
esquinas de éstos, las cuales siguen siendo variables primales. El método ha mejorado
haciendo que el promedio de la solucion se satisfaga a través de los bordes o caras en la
interfaz de los subdominios, lo cual es importante para la escalabilidad en paralelo en
problemas tridimensionales. El algoritmo FETI-DP es una simplificacion y una version
mejorada de FETI. Los eigenvalores usados en FETI-DP (véase B.1) son los mismos
que los de BDDC, excepto para el eigenvalor igual a uno, fuera de eso el rendimiento
de FETI-DP y BDDC es esencialmente el mismo. Por lo anterior, estos métodos son
muy adecuados para el cémputo de alto rendimiento.

3.3.6. El Método BDDC

El método de descomposicion de dominio balanceado con restricciones, mejor co-
nocido como BDDC (Balancing Domain Decomposition with Constraints) comparte
algunas similitudes con el método FETI y FETI-DP presentados en la seccion ante-
rior. Los métodos FETI-DP y BDDC no requieren la solucion de sistemas lineales con
matrices singulares, como en el caso de los métodos FETI de primer nivel (seccion
(3.3.4)). En el método BDDC las variables primarias de la solucion iterativa son des-
plazamientos mientras que en el método FETI-DP son multiplicadores de lLagrange.
Las restricciones en BDDC se introducen en los espacios locales ( particion dentro de
cada subdominio) y los correspondientes a la malla gruesa (subdominios), descompo-
niéndolos por medio de una suma directa.

Para cada subdominio €; introducimos restricciones en las variables sobre I'; por
medio de una matriz de restricciones C; de tamano n., X n;, donde n,, es el niimero de
grados de libertad locales y n; es el niimero de grados de libertad sobre I';. Conside-
raremos el método BDDC basado en vértices. En cada subestructura €; nos referimos
a una esquina como el vértice de I'; que comparte mas de dos subdominios, denota-
remos por N; la coleccion de dichos nodos sobre I';. En el método BDDC basado en

vértices,n., es la dimension de N; y para cada vector u(r’) sobre I';, el vector C,-u(r') seran

los valores de u(ri) sobre los nodos en N;.

En los métodos BDDC, requerimos dos condiciones de consistencia:

1. Un espacio local consistente con las matrices de peso en el sentido que: para
cualquier u; € I'; tal que C;u; = 0 entonces

CRR D'u;=0 Vj=1,...,E. (3.38)
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2. Un espacio global consistente entre subestructuras con el fin de definir una in-
terpolacion en el sentido que: para cada v sobre I', existe u. sobre R™ tal que

CiRv =R.u. Vi=1,...,E. (3.39)

Las restricciones en vértices imponen condiciones Dirichlet en los vértices de las es-
quinas en los problemas locales y funciones base globales (referente a la malla gruesa).

El problema Global

En cada subestructura Q; definimos las funciones base locales como (D{ = wr
(G=1,...,n donde n. es el nimero de grados de libertad locales), como las soluciones
de:

Ay AR 0\ (w 0
AL AR T |l we |=] 0 (3.40)
0 C; 0 A €;

donde e; es la columna j-ésima de la matriz identidad de tamafo n.. Denotare-
mos @; = [(I)lldf ] la matriz cuyas columnas son las funciones base locales. Por
lo tanto, en el caso del método BDDC basado en vértices, este es un problema con
una condicién Dirichlet impuesta sobre uno de los nodos j-ésimos y cero en los demads
nodos de N;, ademads de tener valores Neumann cero en los nodos de interfaz restantes.

Los espacios locales V(()i) se definen como:

V' ={up €Ty uo = Qi y u,, € R™i) (3.41)

En el caso del método BDDC basado en vértices, la segunda condicion de con-
sistencia sobre las restricciones impone continuidad en los vértices de esquina entre
espacios vecinos V(()i). De hecho, esta condicion de consistencia impone continuidad
en las variables primales. En el método BDDC precondicionado, la construccién de la
matriz S se realiza como:

E
¢ = Z R'®7S,O.R,,, (3.42)
i=1

aqul es interesante notar que esta construccion puede realizarse en los subdominios
con muy pocos pasos de comunicacion entre los subdominios, ya que estos cdlculos in-
volucran solamente a las subestructuras que comparten grados de libertad. El problema

en la malla es definido como:
Qo = R{S§Ro (3.43)

donde R es la matriz de restriccion de grados de libertad sobre I' a los grados de
libertad de la malla gruesa (global), definida como:
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E
R, = ZRCTicDI.TD;lTe,. (3.44)
i=1
con R, la matriz de ceros y unos la cual mapea la malla global a los grados de
libertad de las mallas locales. También notamos que S es distinta a la matriz global
So=RoS Rg cuyo procesamiento es mas costoso, ya que su cdlculo incluye los vecinos
de los subdominios vecinos de los subdominios involucrados en el cédlculo de S

Los problemas locales

Los problemas locales son definidos en las variables duales del espacio de la malla.
Los espacios locales son definidos como:

VP ={u; €Ty; Cu; = 0}. (3.45)

La primer condicion de consistencia del método BDDC impone una consistencia
sobre los pesos Dl.‘l, en el sentido que si u; esta en V;’) entonces para cualquiera

— —T .
j=1,...,E el vector R;R; D;'u; estd en V;]).
Definiremos los problemas locales como:

0, =R, D7'S'D'R, (3.46)

@

2 =8¢"D; es definida como la solucién de

Si M\ ([ u? bi
[ S )-(5)

lo cual es equivalente a resolver:

donde u

A A0 y(u
(@) @)

A App ct Up
0 C; O A;

(3.48)

o~
|
o StHo

Las restricciones y su aplicacion

Un vértice de esquina es un vértice tal que comparte mds de dos subdominios. La
arista entre dos subestructuras €; y Q; es la coleccion de vértices en un segmento

conectado de ;N Q;. La coleccion de esquinas de una subestructura €; serd denotada
como N; y la coleccion de aristas como ;. Consideraremos las siguientes restricciones:

1. Fijar los valores de las esquinas, o

2. Fijar los promedios en las aristas
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Como ya se mencioné anteriormente, las restricciones en los valores en las esqui-

nas imponen una condicion Dirichlet en el problema local y en la definicion de las
funciones base globales por medio de la matriz de restriccion C;, donde C;u; es el valor
de u; en los nodos de esquina de la subestructura €2;. Estas restricciones hacen los
problemas locales (3.48) solubles sin necesidad de un problema extra sobre la malla,
como es el caso en el método Neumann-Neumann balanceado.
La introduccion de las restricciones en el vértice se hace imponiendo la condicién de
Dirichlet en el sistema lineal. Definiremos I'y = N; y I'y = '\ I';, donde II se establece
para nodos primales y A para nodos duales. Por tanto, el problema local (3.48) se
convierte en:

8 )
A 1 _
(i) (@) o 1=\ 3 (3.49)
(AFAI Aryr, €T\ up, bi
) u(i)
Y las funciones de la malla <I)f = ( er A ) se calculan como:
J
(i) (@) @) (@)
( A A O )( “ )=( i ) (3.50)
Arg Arr, G Ur, —Ar, 1, €J

donde ¢; es la columna j de la matriz identidad de dimension n, X n,.
En la versién que se basa en las aristas, impondremos un promedio a cada arista. A
cada renglon j de C; le asociaremos una arista E;. La matriz C; es definida de tal
manera que el elemento de la linea j del vector C;u; es el promedio del vector u; sobre
la arista. Ahora, en una malla estructurada, los renglones de C; son las entradas cero,
con unos en las columnas asociadas a los nodos de la arista asociada.

Forma matricial del Precondicionador

Los espacios de la malla local V(()’) y los espacios locales V; proveen una descompo-
sicion en suma directa del espacio Vi de la siguiente manera:

E
Ve =RiVo® Y RV, (3.51)

i=1

donde V, = Hfil V(()i) es descontinua sobre los grados de libertad duales y continua

en los grados de libertad primales. Para cada v = (v,-)f;l € Vy definimos el operador
. s = _T —

extension Rlv = Y7 R, D7'v;.

El precondicionador tiene una forma de precondicionador de Schwarz aditivo de dos

niveles, esto es:

E
M =0+ Q (352)
i=1
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donde Q; es definido en (3.46) y Qy en (3.43). Por tanto, el operador precondicionado
es:

E
MS = Z 0:S + 0S (3.53)
i=1

En resumen, se trataron en este capitulo dos de los algoritmos mds usados en la
actualidad de los métodos de descomposicion de dominio sin traslape: FETI (Finite
Element Tearing and Interconnect) y BDDC (Balancing Domain Decomposition by
Constraints). Ambos algoritmos inician con la discretizacion de la ecuacion diferencial
parcial y en ellos los grados de libertad estdan asociados con las funciones base usadas
en la discretizacion. El algoritmo FETI es un método indirecto que usa multiplicadores
de Lagrange, por otro lado, el algoritmo BDDC es un método directo que no usa
multiplicadores de Lagrange. En el capitulo siguiente se retomaran dichos métodos
situandolos dentro del marco DVS (Derived Space Vector).
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4.1. Introduccion

Como ya se menciono anteriormente, existen varios métodos de descomposicion
de Dominio o DDM’s. LLos que son de superposicion y los que no. En este caso, el
método de Descomposicion utilizado en el espacio Vectorial Derivado es un método
sin superposicion de subdominios y por tanto el manejo del codigo para computo en
paralelo es mds preciso y efectivo en el momento de operar.

El espacio Vectorial Derivado (DVS) es un esquema primal similar a la formula-
cion BDD; con la diferencia que en la formulacion DVS el problema es transformado
en otro definido en el espacio vectorial derivado, el cual es un espacio producto con-
teniendo funciones discontinuas en el cual todo el trabajo del método es realizado en
este espacio. En la formulacion BDD por otro lado, el espacio original de funciones
continuas nunca es abandonado completamente y constantemente se regresa a los gra-
dos de libertad asociados con el espacio de funciones continuas pertenecientes a las
subestructuras, el cual en su formulacion juega el rol del espacio producto.

Los métodos mas eficientes hasta ahora son: BDDC y FETI-DP, los cuales fueron
puestos en el marco primal del espacio vectorial derivado, el cual permite una efectiva
y sintética presentacion de ambos métodos: Formulaciones primal y dual.

Cada producto interior (-,-) en un espacio vectorial H, que puede ser real o com-
plejo, da lugar a una norma ||-||, que se define como:

|l x[l= V{x, x) .1

Se dice que H es un espacio de Hilbert si es completo con respecto esta norma. Comple-
to en este contexto significa que cualquier sucesion de Cauchy ( {x,},en €s de Cauchy,
si Vee R >0 dN € N 5 Vm,n > N;|x, — x,| < &) de elementos del espacio converge
a un elemento en el espacio, en el sentido que la norma de las diferencias tiende a cero.

El espacio vectorial derivado constituye un espacio de Hilbert con respecto al ade-
cuado producto interior -el producto interior Euclidiano- y mediante el uso de la
formulacion DVS, tomamos ventaja de la estructura del espacio de Hilbert obtenien-
do de esta manera una gran simplicidad para el algoritmo definido en el espacio de
funciones definidas por tramos y es usado para establecer una clara correspondencia
entre los problemas a nivel continuo y aquellos obtenidos después de la discretizacion.

La formulacion algoritmica se ve simplificada al desarrollar las operaciones en el
espacio vectorial sujeto a restricciones, ademds que su aplicacion a problemas prac-
ticos incluyen en su discretizacion tanto a matrices simétricas como no simétricas e
indefinidas. Esta formulacion se resume en un conjunto de ocho formulas matriciales,
que se aplican a matrices simétricas, no simétricas e indefinidas generadas mediante
la discretizacion de la ecuacion o sistemas de ecuaciones diferenciales parciales.
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4.2. Marco Teorico

La formulacion DVS inicia con la discretizacion del sistema de ecuaciones lineales
que se obtiene después de la ecuacion diferencial parcial, o un sistema de dichas ecua-
ciones. Podemos llamar a este sistema de ecuaciones lineales el “problema original” y
nos referiremos a los nodos usados en este proceso como nodos originales’ (Figura
4.1). Independientemente del método de discretizacion a usar, se asume que un con-
junto de nodos y una particion del dominio son definidos y tanto los nodos como los
subdominios son numerados. Generalmente, algunos nodos pertenecen a mds de un
subdominio (ver Figura 4.2); para la formulacion de los métodos de descomposicion
sin superposicion esto es un inconveniente.

® & & & ® ® &
29 30 31 32 33 34 35
® & ® ® ® ® &
22 23 24 25 26 27 28
® @ ® ® @ ® ®
15 16 17 18 19 20 21
& ® ® ® ® ® &
8 9 10 11 12 13 14
® & ® ® ® ® [
1 2 3 4 5 6 7

Figura 4.1: Nodos originales

Que cada nodo pertenezca a uno y solo una de las particiones del subdominio (malla
gruesa) puede ser ventajoso para alcanzar el paradigma DDM: “Obtener la solucion del
problema global resolviendo problemas locales”. Con el fin de lograr dicho paradigma,
el esquema DVS introduce un nuevo conjunto de nodos, que son llamados ’'vectores
derivados’ (ver Figura 4.3); un nodo derivado es una pareja de numeros naturales
definido como: en su primer entrada un indice de nodo y en la segunda un indice
de subdominio. A cada subdominio podemos asociarle un subconjunto local de nodos
derivados, donde la segunda entrada del vector derivado corresponde al subdominio
en cuestion.
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Figura 4.2: Nodos originales dentro de la malla gruesa
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Q,

Figura 4.3: Nodos derivados

La familia de subconjuntos locales de nodos derivados obtenidos, una por cada
subdominio, constituye una particion realmente disjunta (es decir, no superpuesta) de
todo el conjunto de nodos derivados. Un vector derivado se define por ser una funcion
real-valuada definida dentro del conjunto de nodos derivados; el conjunto de todos los
nodos derivados constituye un espacio lineal: El espacio de vectorial derivado, (DVS,
por sus siglas en inglés, Derived-Vector Space).
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Figura 4.4: Los Nodos derivados distribuidos en la malla gruesa. Los nodos de color rojo indican
aquellos que sufrieron de mitosis.

Un nuevo problema que es equivalente al problema original, es definido en el es-
pacio de vectorial derivado. Desde luego, la matriz de este problema es distinta a la
Matriz original, la cual no esta definida en el espacio de vectorial derivado, y la teoria
suministra la formula para obtenerla; el procedimiento para construirla es similar a
sub-estructurarla. De ahora en adelante, en el marco DVS, todo el trabajo estd hecho
en el espacio vectorial derivado y del cual no se regresara al espacio vectorial original.

El espacio vectorial derivado es un tipo de espacio producto; nombrado asi por

el producto de las familias de subconjuntos locales de nodos derivados mencionados
anteriormente.
Mads atin, constituye un espacio de Hilbert (de dimension finita) con respecto a un
adecuado producto interior, llamado el producto interior Euclidiano y se trabaja con
él, en consecuencia, a lo largo del desarrollo de la teoria. A pesar que el esquema
DVS se desarrollo originalmente teniendo en mente aplicaciones a matrices simétricas
y definidas, este esquema puede extenderse a matrices no simétricas e indefinidas.

4.2.1. El Problema Original

El esquema DVS se aplica a la Matriz del sistema de ecuaciones obtenida en la dis-
cretizacion. Este procedimiento es independiente del método de discretizacion usado,
que puede ser Volumen Finito, Diferencias Finitas, FEM o algiin otro. Sin embar-
go, se requiere de algunas asunciones ( 0 axiomas) que satisfacer. Estos axiomas son
establecidos en términos de la matriz del sistema de ecuaciones y en dos conceptos adi-
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cionales: los nodos originales y una familia de subconjuntos de dichos nodos, que esta
asociada con la particion del dominio ( o descomposicion de dominio). Para ilustrar
como estos conceptos son introducidos, consideremos la formulacion variacional de la
version discretizada de un problema general de valores a la frontera. Esto consiste en
encontrar u € V, tal que:

a(u,v) =(g,v), YveV 4.2)

Donde V es un espacio lineal de dimensién finita de funciones real-valuadas defi-
nidas en un cierto dominio espacial €2, en donde g € V es una funcion dada.

Sea N = {1,...,n} el conjunto de indices, que numeran los nodos usados en la
discretizacion y sea {¢1,...,¢,} C V una base de V, tal que para cada i € ]V, pi=1len
el nodo i y cero en cualquier otro nodo. Entonces, ya que u € V, tenemos lo siguiente:

W= i’m 4.3)
i=1

donde u; es el valor de u en el nodo i. Sean u' y f los vectores u = (u;...u,) y

fE (ﬁ. . .]/‘,:) con:

fi=(ge) i€N 4.4)

La formulacién variacional de (4.2) es equivalente a:
f_T_ﬁ =f (4.5)
La matriz ;:f a la que nos referiremos como la Matriz Original’ estd dada por:
é\: (;\\,j) con IgijE&(goj,cpi), i,j=1,...,n 4.6)

Después de que el problema ha sido discretizado, se introduce una particion de €
en un conjunto de subdominios no superpuestos, {Qi,...,Qg}; siendo precisos, para
cada a =1,...,E; Q,, es abierto y:

E
Q,NQY=0 y QcUﬁa 4.7
a=1

donde Q, conlleva a la cerradura de €,. El conjunto de ‘indices de subdominio’
sera.:
E={1,.. E} (4.8)

N¢ donde a = 1,...,E, serda usado para el subconjunto de nodos originales que
corresponden a nodos pertenecientes a €2,. Como es usual, los nodos seran clasificados
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como nodos interiores’ y nodos de frontera interna’ un nodo es interior si pertenece
solo a un subdominio cerrado y es de frontera interna si pertenece a mds de uno. Para
aplicar los métodos duales-primales, los nodos de frontera interna seran clasificados
como nodos primales’ y ‘duales’. Se define:

E CNel conjunto de nodos Interiores.

NrCN el conjunto de nodos de Frontera interna.
ﬁ,, CN el conjunto de nodos Primales.

]VA CN el conjunto de nodos Duales.

—

El conjunto ﬁ,r - ﬁr se escoge arbitrariamente y NA es definido como ﬁA = ﬁp —N,.
Cada uno de los dos siguientes subconjuntos de familias de nodos son disjuntos:
{ﬁ,,ﬁp} y {ﬁ,ﬁn,ﬁA}. Ademas estos subconjuntos de nodos cumplen con las siguientes
relaciones:

NZN[UNFZNIUNHUN\Ayﬁr:ﬁnUNA (49)

Las funciones real-valuadas definidas en N = {1,...,n} constituyen un espacio
vectorial lineal que serd denotado por w y nos referiremos a él como ‘el espacio
vectorial original’. Los vectores u € W serdn escritos como u = (uy,...,u,), donde u;
para i =1,...,n, son las componentes del vector E Ahora, para el problema original’

la solucion consiste en : Dada una f € W, encontrar una u € W tal que la ecuacién
(4.5) se satisfaga. A lo largo de nuestro desarrollo la matriz original A se asume no

singular. (es decir, define una biyeccion de W en st mismo.)
Sean los indices i € N y j € N? indices de nodos originales interiores, entonces:

—_

A;j=0, cuando a#p (4.10)

Nodos Derivados

Cuando una particiéon sin superposicion es introducida, algunos de los nodos usa-
dos en la discretizacion pertenecen a mas de un subdominio de la particion. Para
superar este inconveniente, en el esquema DVS ademds de los nodos originales, otro
conjunto de nodos es introducido, el conjunto de nodos derivados. En general, se tiene
una mejor interpretacion del desarrollo al introducir un ejemplo.

Consideremos el conjunto de 35 nodos en una descomposicion de dominio sin
superposicion; que consiste en seis subdominios como lo muestra la figura 4.2. Tendre-
mos un conjunto de nodos y uno de subdominios, los cuales son numerados usando
el conjunto de indices: N = {1,...,35}y E = {1,2,3,4,5, 6}, respectivamente. Ahora, el
conjunto de nodos correspondiente a esta descomposicion de dominio sin superposi-
cion, estd actualmente superpuesta ya que los cuatro subconjuntos son:
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N'={1,2,3,8,9,10,15,16,17

N? ={3,4,5,10,11,12,17,18,19
N3—{56712 13,14,19, 20, 21
N* = {15,16,17, 22, 23, 24, 29, 30, 31
N° = {17,18,19, 24, 25, 26, 31, 32, 33

}
}
}
(4.11)
}
}
N® = {19, 20, 21, 26, 27, 28, 33, 34, 35}
y como se puede observar en la Figura 4.2, estos son subconjuntos traslapados. Por
ejemplo, en este caso:

N'NN? ={3,10,17) (4.12)

Con el objetivo de obtener una verdadera descomposicion sin superposicion, rem-
plazaremos el conjunto de nodos originales por otro, el de nodos derivados (ver figura
4.3). Un nodo derivado se define por una pareja de niimeros: (p, @), donde p correspon-
de a un nodo que pertenece a Q,. En simbolos podemos decir que un nodo derivado
es una pareja ordenada (p, @), tal que p € Ne.

Denotaremos como X al conjunto de nodos derivados; observamos que el total de
nodos derivados es 54 (ver Figura 4.4), mientras que el de nodos originales es 35.
Ahora, definimos X¢ como el conjunto de nodos derivados que pueden ser escritos
como (p, ), donde @ se mantiene fija. Tomando a sucesivamente como 1,2,3,4,5 y 6,
obtenemos la familia de seis subconjuntos,{X!, X2, X3, X4, X3, X%}, que es una verdadera
descomposicion disjunta de X, en el sentido que:

6
X = UX" y X*NX* =@, donde a#p 4.13)
a=1
Desde luego, la cardinalidad de cada uno de estos subconjuntos es 34/6 igual a 9.
El conjunto del total de nodos derivados satisface:

={(p,a) | a e E & pE ﬁ“} (4.14)

Definiremos algunos subconjuntos de X titiles en el desarrollo de la teoria:

= {(p.a)lpeN} y T ={(p.a)lp € Nr) (4.15)
r={(p.a)lpeN:} y A={(p.a)lp € N4} (4.16)
Para cada a = 1,..., E asociaremos un tnico subconjunto local de nodos derivados:

= {(p, )} (4.17)
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La familia de subconjuntos (X%, ..., XE} es una verdadera descomposicion de domi-
nio de todo el conjunto de nodos derivados, en el sentido que:

E
X = Uxa y X*NXf =@, cuando a#f 4.18)
a=1

4.3. La Teoria DVS

Retomaremos la definicion del espacio vectorial | W veamos que para cada a =
1,...,E, definimos un subespacio vectorial tal que: we j= W el cual se construye de
vectores que tienen la propiedad de que para cada i ¢ N“ su i-ésima componente se
anula. Con esta notacion se puede definir el espacio Producto W como:

FE
WEHW“lex...xWE (4.19)
a=1

El problema original de la ecuacion (4.5) es un problema formulado en el espacio
vectorial W y en el desarrollo siguiente se transformara este problema en uno que es
formulado en el espacio producto W, el cual es un espacio de funciones discontinuas.

Por ‘vector derivado’ entendemos una funciéon de valores reales definida en el con-
junto de nodos derivados X. El conjunto de nodos derivados constituye un espacio
lineal, al cual nos referimos como 'El Espacio Vectorial Derivado’. Correspondiente a
cada subconjunto local de nodos derivados, X%, existe un subespacio local de vectores
derivados, W?, el cual esta definido con la condicién que los vectores en W se anulan
en cada nodo derivado que no pertenezca a X“. Una manera formal de escribir esta
definicion es:

ue W*c W, siysolosi u(p,f) =0 siemprey cuando « # 8 (4.20)

Una diferencia notable entre los subespacios Wy W que debe ser observada es
que W* c W, mientras que W ¢ W. En particular:

E
w=[]|W=We. ow (4.21)
a=1
En palabras, podremos definir la ecuacion (4.21) como: El espacio W es el producto
de una familia de subespacios { Wl, e, WE }, pero al mismo tiempo es la suma directa de
la familia (W', ..., WE}. Es natural establecer una biyeccion (de hecho, un isomorfismo)
entre el espacio vectorial derivado y el espacio producto.
Para cada par de vectores u € Wy w € W, el producto interior Euclidiano es
definido como:

Z u(p, a)w(p, @) (4.22)
(p,a)eX

<
s
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En aplicaciones a la teorfa de sistema de ecuaciones, cuando u(p,a) por st mismo
es un vector, la ecuacion (4.22) es remplazada por:

ww= Y u(p.a)owp.a) (4.23)

(p.a)eX
Aqui, u ©w se refiere al producto interior de los vectores involucrados. Una pro-
piedad importante es que el espacio vectorial derivado, W, constituye un Espacio de
Hilbert finito con respecto al producto interior Euclidiano. Podemos definir este pro-
ducto interior Euclidiano independientemente de la naturaleza de la matriz original A\
en particular esta puede ser simétrica, no simétrica o indefinida. N

La inyeccion natural, R : W —s W, de W en W, es definida por la condicion de
que para toda u € W, se tiene que:

Rw (p,a) =ulp), ¥ (p,a)eX (4.24)

la multiplicidad, m(p), para cualquier nodo original p € N se caracteriza por la
propiedad (véase [6] y [7]):

E
D URD (p, @) = m(pi(p) (4.25)
a=1

El espacio W serd descompuesto en dos subespacios ortogonales complementarios:
Wiy c Wy W C W, entonces tenemos que:

W=Wy+ Wy y {0}=W;n Wy (4.26)

Aqui, el subespacio Wi, C W es la inyeccion natural de W en W; es decir:

Wo=RWcW (4.27)

y Wi € W es el complemento ortogonal con respecto al producto interior Euclidiano.
Para usos posteriores, sefialamos que la inversa de R : VV — W, cuando es restringida
a Wi, C W, existe y se define por: R': Wy — W Renombramos como es costumbre,
usando la notacién de suma directa:

W= W11 ) ng (428)

Esto se satisface cuando el par de igualdades de la ecuacion (4.26) se cumplen. El
subespacio de vectores continuos es definido como Wy, C W, mientras que el subespacio
de vectores de promedio cero se define como Wy Cc W.

Se introducen dos matrices; a : W — Wy j: W — W, estas matrices son operadores

de proyeccion , con respecto al producto interior Euclidiano, en Wy y Wiy, respectiva-
mente.
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El primero al que hacemos referencia es el operador promedio y el segundo sera el
operador de salto, respectivamente. Observamos que en la ecuacién (4.26), cada vector,
u € W, puede ser escrito de forma unica como la suma de un vector de promedio cero
mads un vector continuo (se podria decir: un vector de salto cero) de hecho:

u, = jue Wy
Uy = au € Wy

+u, con

u=u, (4.29)

Los vectores ju y au son llamados el 'salto’ y el promedio’ de u, respectivamente.

A continuacion definimos varios subespacios de W que usaremos dentro de la
teoria. Estos son W, Wr, W, Wy vy Wp; los vectores que pertenecen a cada uno de
estos subespacios, se anulan en cada nodo derivado que no pertenezca a I,I,m, Ay
I, respectivamente. Ademads, para especificar las restricciones que serdn usadas en
los algoritmos, introducimos el subespacio W, € W y se asume que tiene la siguiente
propiedad:

W, =W, ®&d W, W, (4.30)

aqui, a” representa el operador de proyeccion en W,. Los subespacios lineales que
se introdujeron anteriormente satisfacen lo siguiente:

W:W1®WFZW1@WR@WA y Wr:WH@WA (431)
Ademds Wy = W, + aW,

4.4. El problema DVS con restricciones

Un vector u € W es solucion del problema original, si y solo si, ' = Ru € W
satisface las siguientes igualdades:
aAu'=f y ju =0 (4.32)

El vector ? = (Rf) € Wy, C W, puede ser escrito como f = 7n + ?A, con ?n eWny

]_‘A € Wy.

Destacamos que este problema esta formulado en W: el espacio vectorial derivado.
En lo consecuente, la matriz A, cuando es restringida a W, (e, A : W, —» W,), se
asume que es invertible. En muchos casos esto es posible cuando se toma un nimero
suficientemente grande de nodos primales adecuadamente localizados. Sea u’ € W, la
solucion, entonces u’ € Wiy C W necesariamente, ya que ju’ = 0 y uno puede aplicar la

inversa de la inyeccion natural para obtener:

R (4.33)

| >
Il
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De este modo observamos que el mapeo R sélo estd definido cuando u’ es un
vector continuo (i.e., u' € Wy). La condicion u’ € Wiy solo puede lograrse cuando no
se presentan errores de redondeo. Debido a este hecho, en aplicaciones numéricas la
ecuacion (4.33) debe ser remplazada por:

=R lau (4.34)

|

En efecto, cuando u’ no es continua, au’ es el vector continuo mds cercano a u’
(aqui, ‘cercano’ es con respecto a la distancia Euclidiana).
La ecuacion (4.32) es un elemento clave del marco DVS, ya que suministra una for-
mulacion del problema original en el espacio vectorial derivado, en el cual los nodos
tienen que ser particionados en paquetes disjuntos de nodos, que a su vez permite des-
componer la matriz en sub-matrices acopladas por la frontera, que pueden ser tratadas
en diferentes procesadores con un pequefio costo de coordinacion y comunicacion entre
ellos.

4.4.1. La construccion de la matriz A’

El enfoque del marco DVS inicia cuando la matriz es obtenida mediante alguna
discretizacion y la aplicacion de ésta no requiere ninguna informacion acerca de la
ecuacion diferencial parcial que la genero. Esta matriz no estd definida dentro del
espacio vectorial derivado. Definiremos A’ : W — W, que es utilizada para formular el
problema en el espacio Vectorial Derivado.

Sea la matriz A\ . W —> W dada por (4.5), podemos expresarla como: A\ = (Z »q)- Para

cada pareja (p,q) tal que p € N y qe€ N, tal que:

st = b st PgeEN _ a=1,....E. (4.35)
P4 0, si pgN®* o g¢&N“
ademas definimos:

E
m(p.q)= )&, (4.36)

a=1

y
_ | 1, cuando m(p,q) =0

s(p,q) = { 0, cuando m(p,q) # 0 (4.37)

la funcion m(p,q) es llamada la multiplicidad de la pareja ordenada (p,q). Ahora
definiremos:

_ A0
E(qu) con A? = 1M (4.38)

" s(p,q)

Il:ﬂ
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E
y=1

Debido a que se utiliza una descomposicion de dominio sin traslape. Ademds para

I1>)

Notemos que surge la identidad: A\

cada y=1,...,E, la matriz Ey : W — W se define como:
A7 — (a7
A = (A(pﬂ)(q,ﬁ)) (4.39)
Y - Y A7
con A(p’a)(qﬁ) = 6ayf:1pq6ﬁy
Por tanto la matriz total E : W — W es definida por:
L &
A= Z A (4.40)

6 -5

. ’\! a . . . .
La matriz A puede ser expresada en mds de una manera. La ecuacion anterior implica
que si el complemento de Schur local se define como:

—a —a Aa_lw
A ZA (A) A (4.42)

=ITr =TI \=I =Ir

l1en)

—
de cada A existe y es invertible, entonces la matriz total del complemento de Schur,

—t
S : W, — W, satisface que:
E
$=>3" (4.43)
= 4=
—\1 £ —a\7!
5)'-56)
= £i\=

debido a que se debe a una verdadera descomposicion de dominio y ya que satisface
las ecuaciones (4.40) y (4.41)
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4.4.2. Los algoritmos DVS con restricciones

La matriz A de la ecuacion (4.32), puede ser escrita como:

[~

- ( énn éHA ) (4.45)
éAH éAA .

Usando esta notacion definimos ‘la matriz del complemento de Schur con restric-
cliones’ como:

S=A -A A'A (4.46)

=AA  Z=AII=IIII=TIA

Ademas se tiene lo siguiente:

f,=(Rf),-A A" (Rf), (4.47)

—AIT=IIII

Después la ecuacion (4.32) es transformada en:

aSuy=f, v ju,=0 (4.48)

Junto con:

bl e 00,

Generalmente, los algoritmos DDM se clasifican en primales y duales. La primera
de estas clases incluye los que son directos, es decir, sin recurrir a multiplicadores de
Lagrange y las segunda hace uso de ellos. Sin embargo, el marco DVS suministra una
configuracion primal muy general que permite incluir las dos clases en é€l, pero para
hacer esto se cambian las directrices de la formulacion.

En realidad, cada uno de los algoritmos estd determinado completamente por la
informacion buscada, es decir, la informacion que los algoritmos buscan de manera
inmediata. La informacion buscada puede ser elegida de muchas formas alternativas;
todo lo que se requiere es que la solucion del problema DVS pueda ser derivada de
esta informacion (véase [9]), de una forma econdmica (computacionalmente hablando).

4.4.3. La version DVS del algoritmo BDDC

Cuando se realiza la incorporacion del método BDDC en el esquema DVS se en-
cuentran diferencias importantes. Por ejemplo, cuando las inversas del complemento
de Schur local existen en el esquema DVS la inversa S’ estd dada por:

o) 5

a=1
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una relacion similar no es satisfecha por el algoritmo BDDC. Si tomamos el operador

L= T
restriccion R; : I' — I';, podemos obtener que: § = Zf;l R; SiR;. De esta forma podremos
escribir:

E
S=YRSE 51)

Sin embargo es importante notar que:

e
(;) # ;(Izeagalzea) (4.52)

aqui, la igualdad no se satisface debido a que los rangos de Eig IEY y IE;Q R no
son ajenos cuando « # (. Esta ultima limitacion es debido al ?L(CC_}(:O (que en BDDC,
la formulacion no se establece directamente en el espacio producto y que en su im-
plementacion se retorna a los grados de libertad asociados con los nodos originales,
mientras en el esquema DVS uno se olvida completamente de los nodos ori-
ginales y se trabaja exclusivamente con los nodos derivados. Por lo tanto, las
formulas desarrolladas para el esquema DVS y sus cddigos computacionales se sim-
plifican de manera notable. LLa unificacion y simplificacion lograda de esta manera
permite producir Software genérico, robusto y eficiente.

La informacion buscada se define como u, € Wx. Con esta eleccion se obtiene una
version del algoritmo DVS-BDDC (véase [9]): Encuentre u, € W, tal que:

s aSu, =57, ¥ ju, =0 459)

Una vez que se obtiene u, € Wy, la solucion it € W de la ecuacion (4.5) estd dada
por:

p=raf(t-a0a, Juov g (kD) s

4.4.4. La version DVS del algoritmo FETI-DP

La informacion buscada se elige como 4 = —jSu. Con esta eleccion se obtiene una

version del algoritmo DVS-FETI-DP (véase [9])._Dado fA € aW,, encuentre 4 € W, tal
que:

jSjSTA=jSjstf, v ad=0 (4.55)
Una vez que se obtiene A € jWy, u, € aWy esta dado por:

uy =S (7, ~4) @.56)
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Entonces la ecuacion (4.54) puede aplicarse para obtener la solucion i € W de la
ecuacion (4.5).

4.4.5. El algoritmo primal DVS

La informacion buscada se elige como v, = S~ ]S u. Este algoritmo consiste en

buscar un vector derivado v, € W, (véase [9]), que cumple con:
S7jSjv, = =-S" ]S]S f y aSv, =0 (4.57)

Una vez que se obtiene v, € S~ 1jS W,, entonces:

uy=a($7F, +v) (458)

La ecuacion (4.54) puede aplicarse para obtener la solucion # € W de la ecuacién
4.5).

4.4.6. El algoritmo dual DVS

La informacion buscada se elige como u = Su. Este algoritmo consiste en buscar
una funcién u € W, (véase [9]), que satisface lo siguiente:

SaS SaS f y ]S ,u 0 (4.59)

Una vez que se obtiene u € aS™'W,, u, € aW esta dado por:

=aS —1;_1A (4.60)

Y asi la ecuacion (4.54) puede aplicarse para obtener la solucion it € W de la
ecuacion (4.5).

4.5. Procedimientos Numéricos

Los experimentos numeéricos que se muestran en esta tesis, se llevan a cabo con
cada uno de los algoritmos-DVS precondicionados con restricciones (véase [6],[7],[8] y
[9]), los cuales se han mencionado en la seccidon anterior y en resumen son:

aS"'aSu, =aS”'f 'y ju,=0 DVS-BDDC (4.61)

|~

5S4 =jSjS7'f, ¥y al=0 DVS-FETI-DP (4.62)



Capitulo 4. Métodos DV'S 65

S7jS vy =-87jSjS™ fA y aSv, =0 DVS-PRIMAL (4.63)

SaS 'ay =SaS™! fov s “u=0 DVS-DUAL (4.64)
La uniformidad excepcional de las formulas dadas por las ecuaciones (4.61) a
(4.64) ofrece ventajas en el desarrollo del cédigo, especialmente cuando los codigos

son construidos usando programacion orientada a objetos. Dichas ventajas incluyen:

I La construccion de cédigos robustos. Esta es una ventaja de los algoritmos DV,
ya que la definicion de dichos algoritmos depende exclusivamente del sistema
de ecuaciones discretizado (al cual nos referimos como el problema original) que
se obtiene mediante la discretizacion de las ecuaciones diferenciales parciales
consideradas, pero esto es independiente del problema que lo motiva. De esta
forma, por ejemplo, esencialmente el mismo codigo es usado para tratar proble-
mas bidimensionales y tridimensionales; en realidad, sélo la parte que define la
geometria debe modificarse, y esto es una pequefia parte del codigo.

IT Los codigos pueden usar distintos resolvedores locales, que pueden ser resolve-
dores directos o iterativos.

III Se requieren de modificaciones minimas para transformar codigos secuenciales
en paralelos.

IV Dichas férmulas permiten a su vez desarrollar codigos en donde “la solucion del
problema global se obtiene mediante la resolucion de problemas locales exclusi-
vamente”.

Esta tltima propiedad debe destacarse, porque hace de los algoritmos DVS una he-
rramienta muy adecuada para usarla en la construccion de software altamente parale-
lizable, que es necesario para la programacion eficiente de la mayoria de computadoras
en paralelo de alto rendimiento disponibles hoy en dia. Por lo tanto, los procedimientos
para construir codigos mencionados en la propiedad IV, son esbozados y analizados a
continuacion.

Todos los algoritmos DVS de las ecuaciones (4.61) a (4.64) son iterativos y pueden
implementarse recurriendo al Método de Gradiente Conjugado (CGM, por sus siglas en
inglés. véase seccion B.2), en el caso en que la matriz es simétrica y definida, o puede
utilizarse algtin otro procedimiento iterativo como el GMRES (seccion (B.3)) en el caso
en que la matriz no cumpla las definiciones anteriores. En cada paso de la iteracion se
tiene que calcular la accion en un vector derivado de una de las siguientes matrices:
aS'aS, jSjS™,87'jS j o SaS'a, dependiendo del algoritmo DVS que se aplique.

Estas matrices en cuestion son permutaciones diferentes de las matrices §,S -1 ay
j. Por lo tanto, para implementar cualquiera de los algoritmos DVS precondicionados,
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solo se necesita desarrollar codigos capaces de calcular la accion de una de las matrices
S,S ‘1, a o j en un vector arbitrario de W, el espacio vectorial derivado. Por consiguiente,

a continuacion se explicara como calcular la aplicacion de cada una de las matrices
S y S7! respectivamente. En cuanto a a y j, su aplicacién requiere del intercambio

de informacion entre los nodos derivados que son descendientes del mismo nodo
original y esto consta de una sencilla operacion la cual requiere de un intercambio de
informacion minimo.

4.5.1. La aplicacion de S
Retomamos la definicion de la matriz § de la ecuacion (4.46), en donde S =
A —-A A'A

=AA  SAD=HI=IA
Para evaluar la accion de S en cualquier vector derivado, necesitamos evaluar correc-

tamente la accién de las siguientes matrices: A ,A™ /A y A . No se requiere nada

=nA’ =mm’ =Al ¥ =AA
especial, excepto para é;n’ lo cual se explica a continuacion.
Se tiene que: o
An AI A;I A; @
A =| = =Ir | = = —In= 4.65
=mn A A aA' dAad (4.69)
—nl nn = =—nl = —mn=

v=Alw (4.66)

Entonces, v € W(r) estd caracterizado por:

_ _ ~1 . o _
O nn (/:l H)Z” =w_ /Zlﬂé” w,, sujetoa é v.=0 (4.67)
y puede obtenerse iterativamente. Aquf,
lo i (A ) = {A - A Awlwl} (4.68)
IIIT —y 4 =] —

y, con a* como la matriz de proyeccion en W,(r),

1~

" =1-d" (4.69)

Podemos observar que el cdlculo en paralelo de la accion de é;zl no requiere mayor
costo, ya que: o

Al ZE: ( é‘f,)_l (4.70)

a=1
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Una vez que se obtiene v_€ W,(n), se puede deducir y, aplicando lo siguiente:

y =A™ (w —A v) A7)

I =g\~ =T

Esto completa la evaluacion de S.

4.5.2. La aplicacién de S

Definimos
>=]JUA (4.72)

Una propiedad relevante para el siguiente andlisis es:

W, (Z)=W(EZ) 4.73)

Por consiguiente, la matriz é_l puede ser escrita como:

o[ ) @) () ), am

(), (), ) L), (a7,

Entonces, S : Wy — W, satisface que

s =(a7) (A.75)
= = /Jaa
Para cualquier w € W, podemos escribir:
y=ATw (4.76)
Entonces v cumple lo siguiente:
!
Tor(8) v = -4 (AL) s sweton jy, =0 @)

Aqui j" = I-d’, en donde la matriz a” es el operador de proyeccion en W,, mientras
que h

oo (A) —A —A (A’ )_IA 4.78)

— —nr —x \/—XX =Y

Ademads observamos que:

(é;z)_l = g(:;;)_l (4.79)

La ecuacion (4.77) se resuelve iterativamente. Una vez que v se obtiene, aplicamos:

vy = (4 )_1 (ws-4_v,) (4.80)
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Este procedimiento permite obtener 4_@ en general; no obstante, solamente nece-

sitamos (A‘l) w. Observemos lo siguiente:
AA

() 2 e

AN T

El vector é_ly , buede obtenerse por el proceso general presentado anteriormente.
En consecuencia, tomando w=w, e Wy Cc Wy :

v=Alw (4.82)

Por lo tanto, se tiene que:

-1 -1
ZI"'ZA:ZEZ_( ! ) A v :—(A’ ) A dy (4.83)

—=y) == —=y) —=sai=

Usando la ecuacion (4.79) estas operaciones pueden ser completamente paraleliza-
das.
4.5.3. La aplicacion de a 'y j

Usaremos la notacion

a= (a(z;axj,ﬁ)) (4.84)

Ademas sabemos que W* c W, o =1,..., E es el conjunto de los vectores derivados,
los cuales se anulan en cada nodo derivado que no estd asociado a €),:

1 . .
Aia)(jp) = mélj, Y ae Z(l) y ﬁ € Z(]) (485)

Mientras que el operador de salto cumple con:

(4.86)

I~.

:!—

IS

Por lo tanto:
jw=w-—aw, para cada we W (4.87)

En cuanto el lado derecho de las ecuaciones (4.53), (4.35), (4.57) y (4.59) todas
se pueden obtener aplicando a f alguno de los operadores que ya hemos discutido.
Retomando la ecuacion (4.47), tenemos que:

£, =(Rf), —A A" (Rf), (4.88)

—AII=III

El célculo de R f no presenta costo alguno y la evaluacion de las acciones A;n y

AAH fueron ya analizadas.
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Al definir un sistema lineal virtual del problema, éste podra ser implementado me-
diante el método de Gradiente Conjugado o alguna version de GMRES, esto depende
del tipo de matriz que sea S. En el caso en que S es simétrica y definida positiva, en-

tonces S ! también serd simétrica y definida positiva y por tanto serd pertinente usar el

método de Gradiente Conjugado; para el caso contrario se utilizard el método GMRES
o algun otro. Es importante sefalar que la eleccién correcta de u’ puede llegar a ser
costosa (computacionalmente hablando) debido a que la eleccion no adecuada de u°
generalmente provoca mds iteraciones para converger en el método que si eligiéramos

u’ = 0.
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3.1. Introduccion

El computo es una herramienta esencial en la rama de las ciencias y la ingenierta,
particularmente en la relacionada al estudio de sistemas Terrestres, debido a que la
naturaleza de dichos problemas involucra un nimero enorme de grados de libertad.
Debido a lo anterior, es necesario trabajar con modernos equipos de cOmputo capaces
de hacer un numero de cdlculos considerables y ademds optimizar los procesos compu-
tacionales involucrados en el cdlculo.

Al plantear un problema en particular y definir su modelo matematico es posible
obtener un conjunto de ecuaciones, éstas se obtienen debido a la discretizacion la
cual generara los sistemas de ecuaciones lineales que podran ser manipulados compu-
tacionalmente, es sencillo notar que si estos sistemas son consecuencia de problemas
con un nimero muy grande de grados de libertad, los sistemas de ecuaciones lineales
asociados también lo seran. A grandes rasgos, es importante percatarse que existen
dos aspectos importantes cuando se requiere tratar con este tipo de problemas, si se
requiere un espacio grande de memoria para poder manipular los datos, no importando
el tiempo que lleve su solucién; o si se requiere un cdlculo en tiempo real, donde el
tiempo de ejecucion sea vital. Las necesidades computacionales dependerdan del caso
al que nos enfrentemos.

El procesamiento en paralelo se basa en la idea de dividir un problema en un con-
junto de partes resolubles de forma concurrente mientras que un equipo en paralelo es
el conjunto de procesadores capaces de trabajar cooperativamente en la resolucion de
problemas computacionales. La definicion incluye un amplio espectro de equipos, tales
como supercomputadoras, procesadores masivamente paralelos (MPP), clusters, etc.

La computacion de alto desempefio ha dejado de ser una herramienta inaccesible
gracias a los avances en diferentes tecnologias, como el poder de procesamiento debido
a microprocesadores, las redes de comunicacion de datos y el desarrollo de bibliotecas
e interfaces para programacion. La tecnologia ha avanzado al grado de disponer de
mdquinas paralelas “caseras” emulando clusters con computadoras de bajo costo; ade-
mads con el desarrollo de la tecnologia grid y cloud (véase [25]) se pueden compartir
recursos informaticos (locales o remotos) como si fueran parte de un unico equipo,
ademas brindan la capacidad de gestionar y distribuir la potencia de calculo.

5.1.1. La programacion en Paralelo y su Arquitectura

A pesar de los avances en términos de velocidad de procesamiento que se han ob-
tenido en los procesadores, es evidente que hay un limite fisico dado por la velocidad
de la luz: aunque dentro de un componente electronico se puedan realizar operaciones
muy rapidamente, si se necesita comunicar con otro componente, el tiempo de comu-
nicacion de las sefiales estd limitado y se pierde la ganancia de velocidad.
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Por lo tanto, la tinica forma de tratar algunos problemas es la utilizacion de procesa-
miento paralelo (véase [15] [16], [17] y [18]). Si varias operaciones pueden ser ejecutadas
simultaneamente, el tiempo total de procesamiento se vera reducido, aiin cuando ca-
da una de las operaciones no se lleve a cabo mds rapidamente. Tradicionalmente, el
término supercomputadora estuvo relacionado de una manera u otra con el procesa-
miento en paralelo. Al mismo tiempo la especificacion de algoritmos ejecutables sobre
una arquitectura paralela, ha estado asociada por la programacion concurrente (véase

[19], [20] y [21]).

Se han propuesto miiltiples formas de organizar las arquitecturas de procesamiento
paralelo, e incluso se considera un problema definir qué significa de manera precisa
una “arquitectura paralela” (véase [22] y [23]).

El problema de definir qué es, y luego dar una taxonomia de las arquitecturas de pro-
cesamiento paralelo, se encuentra en la gran cantidad de caracteristicas que se tienen
en una computadora paralela y que no todas son de fdacil descripcion, comparacion y
clasificacion.

La taxonomfa cldsica de las arquitecturas de procesamiento establecida inicialmente
en (véase [24]) se centra en la forma en que se ejecutan las instrucciones sobre los
datos:

e SISD: Single Instruction. Single Data.
Los sistemas de este tipo se caracterizan por tener un tinico flujo de instrucciones
sobre un unico flujo de datos, es decir, se ejecuta una instruccion detras de otra.
Este es el concepto de arquitectura serie de Von Neumann donde, en cualquier
momento, s6lo se ejecuta una tnica instruccion, un ejemplo de estos sistemas
son las maquinas secuenciales convencionales.

e MISD: Multiple Instructions. Single Data.
Sistemas con multiples instrucciones que operan sobre un tnico flujo de datos.
Este tipo de sistemas no ha tenido implementacion hasta hace poco tiempo. Los
sistemas MISD se contemplan de dos maneras distintas:

1. Varias instrucciones operando simultdneamente sobre un tinico dato.

2. Varias instrucciones operando sobre un dato que se va convirtiendo en
un resultado que sera la entrada para la siguiente etapa. Se trabaja de
forma segmentada, todas las unidades de proceso pueden trabajar de forma
concurrente.

e SIMD: Single Instruction. Multiple Data.
Estos sistemas tienen un tinico flujo de instrucciones que operan sobre miiltiples
flujos de datos. Existen ejemplos de estos sistemas en las maquinas vectoriales
con hardware escalar y vectorial. El procesamiento es sincrono, la ejecucion de
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las instrucciones sigue siendo secuencial como en el caso anterior, todos los ele-
mentos realizan una misma instruccion pero sobre una gran cantidad de datos.
Por este motivo existird concurrencia de operacion, es decir, esta clasificaciéon es
el origen de la maquina paralela.

El funcionamiento de este tipo de sistemas consiste en que la unidad de control
manda una misma instruccion a todas las unidades de proceso (ALUs). Las uni-
dades de proceso operan sobre datos diferentes, pero con la misma instrucciéon
recibida. Existen dos alternativas distintas que aparecen después de realizarse
esta clasificacion:

1. Arquitectura Vectorial con segmentacion, una CPU tnica particionada en
unidades funcionales independientes trabajando sobre flujos de datos con-
cretos.

2. Arquitectura Matricial (matriz de procesadores), varias ALUs idénticas a
las que el procesador da instrucciones, asigna una tnica instruccion pero
trabajando sobre diferentes partes del programa.

e MIMD: Multiple Instruction. Multiple Data.

Sistemas con un flujo de miiltiples instrucciones que operan sobre miiltiples da-
tos. Estos sistemas empezaron a utilizarse antes de la década de los ochentas. Son
sistemas con memoria compartida que permiten ejecutar varios procesos simul-
taneamente (sistema multiprocesador). Cuando las unidades de proceso reciben
datos de una memoria no compartida estos sistemas reciben el nombre de MUL-
TIPLE SISD (MSISD). En arquitecturas con varias unidades de control (MISD Y
MIMD), existe otro nivel superior con una unidad de control que se encarga de
controlar todas las unidades de control del sistema (ejemplo de estos sistemas
son las maquinas paralelas actuales).

3.2. Consideraciones Computacionales para la Imple-
mentacion

Uno de los grandes retos del drea de computo cientifico es poder analizar a priori
una serie de consideraciones dictadas por factores externos al problema de interés que
repercuten directamente en la forma de solucionar el problema, estas consideracio-
nes influiran de manera decisiva en la implementacién computacional de la solucién
numérica. Algunas de estas consideraciones son:

e Numero de Procesadores Disponibles

e Tamafio y Tipo de Particion del Dominio
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e Tiempo de Ejecucion Predeterminado (El cual es el tiempo esperado para encon-
trar la solucion, con el fin de tener una cota para hallarla)

Siendo comun que ellas interactiian entre si. Para tratar de tener una idea clara de
como afectan a la aplicacion computacional estos factores, a continuacion detallamos
algunas consideraciones acerca de cada uno de ellos.

5.2.1. Numero de Procesadores Disponibles

El numero de procesadores disponibles es una barrera en constante evolucion pero
las principales limitantes son economicas y tecnoldgicas, es comun ahora contar con
miles de procesadores interactuando de manera conjunta en grids, pero todo ese poder
de computo creciente es atin insuficiente para las necesidades del computo cientifico.
Por otro lado, la gran mayoria de los proyectos cientificos y tecnolégicos no cuentan
con recursos computacionales grandes, ya que este €s un recurso costoso y por ende
muy limitado y en la mayoria de los casos no es el adecuado a las necesidades pro-
pias del problema. As{, para poder atacar el problema de forma eficiente es necesario
adaptarse al equipo de cémputo disponible y tratar de conocer de antemano los fac-
tores que mermaran el rendimiento de la implementacion computacional para buscar
alternativas que mejoren la eficiencia de la implementacion.

5.2.2. Tamaiio y Tipo de Particion del Dominio

Normalmente cuando se plantea un problema de sistemas continuos la determi-
nacion del dominio y tipo de malla a usar en la solucion del mismo estd sujeta a
restricciones fenomenologicas, por ello la malla deberd de adaptarse de la mejor for-
ma posible para tratar de capturar los rasgos esenciales del fenomeno estudiado. Pero
en el momento de la implementacion computacional, es comun hacer adecuaciones a
esta, para que pueda ser soportada por el equipo de computo y su ejecucion sea en un
tiempo razonable. Esto puede ser un problema, sobre todo al implementar la solucion
con el uso del computo en paralelo, ya que comiinmente una eleccion de una malla
no homogénea ocasionarda problemas de mal balanceo de carga de trabajo entre los
procesadores utilizados en la implementacion computacional.

5.2.3. Tiempo de Ejecucion Predeterminado

Otro factor determinante es el tiempo de solucion esperado de la implementacion
computacional del problema, esto es critico en problemas de control en tiempo real,
comunes en la ciencia e ingenieria actual. Por ello en estos casos es permisible el
aumento en el nimero y capacidades del equipo de computo necesario en la imple-
mentacion con el fin de lograr un tiempo de ejecucion por debajo del maximo posible
dictado por las especificaciones propias del problema.
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Todos estos factores influirdn en la version final implementada en la solucién compu-
tacional de un problema particular, debiendo ser todas ellas sopesadas antes de tomar
una decision en cuanto a las especificaciones que el programa de coémputo deberd
satisfacer.

95.3. El procesamiento en Paralelo y los Clusters

La programacion en paralelo y el disefio de programas paralelos eficientes han si-
do bastante abordados en la computacion de alto rendimiento. La simulacién de los
problemas cientificos es un drea importante en las ciencias naturales y la ingenieria,
donde ha adquirido una creciente importancia. Es necesario mayor poder de computo
y espacio de memoria para llevar a cabo simulaciones mas precisas o simulaciones de
problemas de gran tamafio. En las tltimas décadas, la investigacion en el computo de
alto rendimiento incluye novedades en hardware paralelo y tecnologias de software, y
notablemente un progreso constante en el computo en paralelo de alto rendimiento.l.os
ejemplos mds populares son simulaciones de pronostico del tiempo sobre la base de
modelos matematicos complejos que involucran ecuaciones diferenciales parciales o
simulaciones de choques de la industria automotriz basado en métodos de elementos
finitos.

En la programacion en paralelo primero debe considerarse el disefio de un algoritmo
paralelo o programa para un problema dado. El disefio comienza con la descomposicion
de los cdlculos de una aplicacion o programa en varias partes, llamadas tareas, que
pueden calcularse en paralelo en los niticleos o procesadores del hardware paralelo.

Una clasificacion a grandes rasgos de la organizacion de la memoria distingue en-
tre las maquinas de memoria compartida y las de memoria distribuida. A menudo el
término hilo estd relacionado con la memoria compartida y el término proceso esta
relacionado con memoria distribuida. Para las mdaquinas de memoria compartida, una
memoria compartida global almacena los datos de una aplicacion y se puede acceder
a todos los procesadores o niticleos de los sistemas de hardware. El intercambio de
informacion entre los hilos se hace por medio de variables compartidas en las cuales
un hilo escribe y otro hilo lee. Por medio de la sincronizacion entre hilos se obtiene
un correcto comportamiento del programa en su totalidad, es por esto que el acceso a
los datos compartidos es coordinado, es decir, un hilo puede leer un dato hasta que
la operacion de escritura realizada por otro hilo finalice. Dependiendo del lenguaje
de programacion o el ambiente de software utilizado, la sincronizaciéon se realiza por
medio del sistema de ejecucion o por el programador.

El procesamiento en paralelo refiere al concepto de aumentar la velocidad de eje-
cucion de un programa a través de dividir el programa en miiltiples fragmentos que
pueden ser ejecutados simultdneamente, cada uno sobre un procesador. Con n proce-
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sadores es posible resolver el problema n veces mds rapido que haciendo uso de uno
solo (salvo por el retraso que supone el reparto de trabajo inicial y la recoleccion de
datos final).

Las ventajas que tiene el computo en paralelo relacionado con el uso de cluster es que
cada maquina en un cluster puede ser un sistema completo, utilizable por un amplio
rango de otras aplicaciones de otras computadoras. Esta ventaja, sugiere que el cluster
puede utilizar todos los ciclos desaprovechados de las estaciones de trabajo inactivas.

La actual explosion de los sistemas conectados en red significa que la mayor parte
del hardware para construir un cluster esta siendo vendida en gran volumen, y relati-
vamente a bajo costo. Mds alla de ahorrar dinero viene del hecho que se necesita una
sola tarjeta de video, un monitor, un teclado, etc. para cada cluster.

Las desventajas del uso de clusters es que generalmente el hardware de red no
estd diseftado para procesamiento paralelo. El rendimiento del hardware de red es
lo suficientemente pobre como en un cluster aislado. Si la red no esta aislada de
otro trafico, como es usualmente el caso cuando se usan maquinas que de casualidad
estan en red; mas que un sistema disefiado como un cluster, el rendimiento puede ser
sustancialmente peor.

Entre los cluster existentes podemos destacar los utilizados para el procesamiento
de datos relacionados con las Ciencias de la Tierra:

Cluster Beowulf o de alto rendimiento: Es un cluster de componentes commodity de
computo dedicados a un problema paralelo. El primer Cluster de este tipo fue desarro-
llado por Thomas Sterling, de la division de Ciencias de la Tierra de la NASA en JPL
California, esta solucion popular ha sido ampliamente aceptada en varios ambientes
de produccion, principalmente laboratorios de investigacion y sitios académicos.

5.3.1. Patrones de la Programacion en Paralelo

Los programas en paralelo consisten en una coleccion de tareas que son ejecutadas
por procesos o subprocesos en miuiltiples procesadores. Para estructurar un programa en
paralelo, diversas formas de organizar dichas tareas pueden utilizarse y ser capturadas
por un patréon especifico de programacion. Estos patrones proporcionan estructuras
especificas de coordinacion para procesos o hilos, las cuales han resultado ser eficaces
para una amplia gama de aplicaciones.

Creacion de Procesos o Hilos

La creacion de los procesos o hilos puede llevarse a cabo estdticamente o dinamica-
mente. En el caso estdtico, se genera un niimero fijo de procesos o hilos al ejecutarse el
programa. Estos procesos o hilos existen durante la ejecucion del programa en paralelo
y se finalizan cuando la ejecucion ha terminado. Un método alternativo es permitir
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dindmicamente la creacion y destruccion de procesos o hilos en puntos arbitrarios
durante la ejecucion del programa. Una vez que el programa inicia, un solo proceso o
hilo es activado y ejecuta el programa principal.

El proceso Maestro-Esclavo

En el modelo maestro-esclavo, hay un solo maestro que controla la ejecucion del
programa. El hilo maestro regularmente ejecuta la funcion principal del programa en
paralelo y crea hilos esclavos en los puntos apropiados del programa para realizar los
céalculos pertinentes. Dependiendo del sistema en especifico, los hilos esclavos pueden
ser creados estdticamente o dindmicamente. L.a asignacion del trabajo a los hilos
esclavos es usualmente hecho por el hilo maestro, sin embargo los hilos esclavos pueden
a su vez generar nuevo trabajo o tareas para calcular. En este caso, el hilo maestro
serd responsable uinicamente de la coordinacion, por ejemplo, realizar inicializaciones,
tiempos y operaciones de salida.

9.3.2. Clusters

El desarrollo de sistemas operativos y compiladores del dominio publico (Linux
y software GNU), estandares para el pase de mensajes (MPI), conexion universal a
periféricos (PCI), etc., han hecho posible tomar ventaja de los econdémicos recursos
computacionales de produccion masiva (CPU, discos, redes). La principal desventaja
que presenta a los proveedores de multicomputadoras es que deben satisfacer una
amplia gama de usuarios, es decir, deben ser generales. Esto aumenta los costos de
disefios y produccion de equipos, asi como los costos de desarrollo de software que
va con ellos: sistema operativo, compiladores y aplicaciones. LLos usuarios con una
necesidad de procesamiento y un mecanismo de pase de mensajes optimo, son los
que actualmente estan impulsando el uso de clusters, principalmente de computadoras
personales (PC), cuya arquitectura se muestra a continuacion:

e Cluster homogéneo: si todos los procesadores y/o nodos participantes en el equipo
paralelo son iguales en capacidad de computo (en la cual es permitido variar la
cantidad de memoria o disco duro en cada procesador).

e Cluster heterogéneo : es aquel en que al menos uno de los procesadores y/o nodos
participantes en el equipo paralelo son de distinta capacidad de cémputo.

9.3.3. Tipos de Cluster

Béasicamente existen tres tipos de clusters, cada uno de ellos ofrece ventajas y
desventajas, el tipo mas adecuado para el computo cientifico es del de alto rendimiento,
pero existen aplicaciones cientificas que pueden usar mds de un tipo al mismo tiempo.
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¢ Alta-disponibilidad (Fail-over o High-Availability): este tipo de cluster estd dise-
flado para mantener uno o varios servicios disponibles incluso a costa de rendi-
miento, ya que su funcion principal es que el servicio jamds tenga interrupciones
como por ejemplo un servicio de bases de datos.

e Alto-rendimiento (HPC o High Performance Computing): este tipo de cluster estd
disefiado para obtener el maximo rendimiento de la aplicacion utilizada incluso a
costa de la disponibilidad del sistema, es decir el cluster puede sufrir caltdas, este
tipo de configuracion esta orientada a procesos que requieran mucha capacidad
de calculo.

e Balanceo de Carga (Load-balancing): este tipo de cluster estd diseiado para ba-
lancear la carga de trabajo entre varios servidores, lo que permite tener, por ejem-
plo, un servicio de cdlculo intensivo multiusuarios que detecte tiempos muertos
del proceso de un usuario para ejecutar en dichos tiempos procesos de otros
usuarios.

9.3.4. Consideraciones

Actualmente, en muchos centros de computo es una practica comun usar directivas
de compilacion en equipos paralelos sobre programas escritos de forma secuencial, con
la perspectiva que sean puestos por el compilador como programas paralelos. Esto en la
gran mayoria de los casos genera codigos poco eficientes, pese a que corren en equipos
paralelos y pueden usar toda la memoria compartida de dichos equipos, el algoritmo
ejecutado continua siendo secuencial en la gran mayoria del cddigo. Si la arquitectura
paralela donde se implemente el programa es UMA de acceso simétrico, los datos seran
introducidos a una velocidad de memoria constante.

En caso contrario, al acceder a un conjunto de datos, es comun que una parte
de estos sean locales a un procesador (con un acceso del orden de nano segundos),
pero el resto de los datos deberdan de ser introducidos mediante red (con acceso del
orden de mili segundos), implicando un alto costo en tiempo de procesamiento. Por
ello, si usamos métodos de descomposicion de dominio es posible hacer que el sistema
algebraico asociado pueda distribuirse en la memoria local de miiltiples computadoras
y que para encontrar la solucion al problema se requiera poca comunicaciéon entre los
procesadores.

Por lo anterior, si se cuenta con computadoras con memoria compartida o que
tengan interconexion por bus, salvo en casos particulares no serd posible explotar és-
tas caracteristicas eficientemente. Pero en la medida en que se adecuen los programas
para usar bibliotecas y compiladores acordes a las caracteristicas del equipo disponible
(algunos de ellos sdlo existen de manera comercial) la eficiencia aumentara de manera
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importante.

9.3.9. Lenguaje C++ y MPI

El lenguaje de programacion C, desde su creacion tenfa por lo menos una carac-

teristica auto-definida: modularidad. El lenguaje C fue diseftado para ser modular y
esta modularidad se llevo a cabo a través del uso de funciones. Casi todo en C es
una funcion. El lenguaje C se compone basicamente de dos componentes, un nticleo de
especificacion de lenguaje el cual tiene tipos de datos basicos y construcciones y una
coleccion de bibliotecas, cada una de las cuales tiene muchas funciones pre-definidas.
C++ se construyo con esta filosofia e introdujo la “clase” como un segundo bloque
fundamental de construccion del lenguaje. En C++, las funciones y las clases se entre-
lazan para crear el programa deseado.
Comencemos por definir que es lo que se entiende por una funcidén y una clase. Las
funciones y las clases se pueden distinguir por sus premisas fundamentales. La pre-
misa principal de una funcion gira alrededor de lo que la funcion hace; mientras que
la premisa fundamental de una clase gira en torno a los datos que contiene la clase.
Las funciones estan disefiadas para ser abstracciones de algoritmos; las clases son una
abstraccion de datos y en las operaciones de esos datos.

La premisa bdsica detrds de MPI es que los multiples procesos paralelos funcionen
simultdneamente hacia un objetivo comuin con “mensajes” como medio de comunica-
cion con los demads. Miiltiples procesos MPI pueden ejecutarse en diferentes procesa-
dores, y estos procesos comunicarse a través de la infraestructura proporcionada por
MPI. Como usuarios, no necesitamos conocer la aplicacion de esta infraestructura ,
solo tenemos que saber como sacar provecho de él. Con este fin, casi todo en MPI
puede resumirse en la idea tnica de “Mensaje enviado - Mensaje recibido”. La interfaz
de programacion en MPI es una coleccion de funciones. MPI es una biblioteca de fun-
ciones disefiadas para manejar todos los detalles esenciales de paso de mensajes sobre
la arquitectura en el que se desea ejecutar.

Los ejemplos que se resolvieron y que se muestran en esta Tesis, fueron resueltos
por medio de un codigo paralelizable escrito en C++ (véase [9] y [40] ). Se escogio di-
cho lenguaje de programacion debido a multiples razones. En primer lugar el lenguaje
C++ provee una infraestructura orientada a objetos la cual adapta una descomposi-
cion natural del problema en una coleccion de estructuras de datos y operaciones en
dichas estructuras. Ademads, el uso del lenguaje C++ trasciende a muchas disciplinas
mads alla de la Ingenierfa en donde tradicionalmente el lenguaje prevaleciente ha sido
FORTRAN. Otra razon es que C++ es un lenguaje naturalmente compatible con los
conceptos algoritmicos basicos como:

= particionar,

m [lamada recursiva de una funcion,
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= asignacion dindmica de memoria, y

= encapsulacién

También se utilizo la libreria MPI (Message Passing Interface) la cual es una libreria
de pase de mensajes. Se utilizo MPI debido a que se adapta a una division natural y
facil del problema, ademds de que proporciona portabilidad y eficiencia. Esta libreria
ha recibido gran aceptacion en la academia y la industria.

5.3.6. Aceleracion y eficiencia

lo mds comiin es medir la eficiencia de un sistema paralelo atendiendo a una de
estas dos medidas:

¢ Tiempo de ejecucion (o respuesta) de una aplicacion.

e Productividad (throughput) o niimero de aplicaciones que es capaz de procesar
por unidad de tiempo.

Ademads se introducen otras medidas como: speed-up, eficiencia de un sistema, utili-
zacion, redundancia, etc. véase ([22] )

Rapidez y eficiencia del sistema Sea O(n) el numero total de operaciones
elementales realizadas por un sistema con n elementos de proceso y T(n) el
tiempo de ejecucion en pasos unitarios de tiempo. En general T(n) < O(n) si
los n procesadores realizan mas de una operacion por unidad de tiempo, donde
n>2.

Supongamos que 7(1) = O(1) en un sistema mono-procesador, lo cual supone que IPC=1
(IPC: Intrucciones Por Ciclo). El factor de mejora del rendimiento (speed-up, aceleracion
o rapidez) se define como:

S(n)=TM/T(n) .1

La eficiencia del sistema para un sistema con n procesadores de define como:

CSm) T

E@) n  nxT(n)

(0.2)
La eficiencia es una comparacion de grado de speed-up conseguido frente al valor
maximo. Dado que 1 < §(n) < n, tenemos 1/n < E(n) < 1.

La eficiencia mds baja E(n) — 0 corresponde al caso en que todo el programa se
ejecuta en un unico procesador de forma serial. La eficiencia maxima E(n) = 1, se
obtiene cuando todos los procesadores estan siendo completamente utilizados durante
todo el periodo de ejecucion.
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Escalabilidad Un sistema se dice que es escalable para un determinado rango
de procesadores [1,...,n] si la eficiencia E(n) del sistema se mantiene constante
y en todo momento por encima de un factor 0,5.

Normalmente todos los sistemas tienen un determinado numero de procesadores a
partir del cual la eficiencia empieza a disminuir de forma mds o menos abrupta. Un
sistema es mds escalable que otro si este niimero de procesadores, a partir del cual la
eficiencia disminuye, es menor que el otro.

5.4. Métodos y equipos utilizados

El modelo computacional generado fue implementado en el lenguaje C++ en su for-
ma secuencial y en su forma paralela, ademds de la interfaz de paso de mensajes (MPI)
bajo el esquema Maestro-Esclavo. Cabe mencionar que el paradigma de programacion
orientada a objetos sacrifica algo de eficiencia computacional por requerir mayor ma-
nejo de recursos computacionales al momento de la ejecucion. Sin embargo, permite
mayor flexibilidad cuando se trata de adaptar los cddigos a nuevas especificaciones.
Otra ventaja es que disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mantenimiento
y busqueda de errores dentro del codigo.

En el caso de las pruebas realizadas en modo secuencial se utilizo el equipo:

¢ Notebook Lenovo IdeaPad , Intel Atom N550 1.5GHz, 2GB RAM. en Linux Ubun-
tu. Compilador C++ GNU.

Para el caso de las pruebas realizadas en modo paralelo se utilizé un Cluster al cual se
tuvo acceso y pertenece al grupo de Geofisica Computacional del Instituto de Geofisica
de la Universidad Nacional Autonoma de México:

¢ Cluster homogéneo Olintlali de 108 Cores emulando 216 hilos, Intel Xeon a 2.67
GHtz, 9 nodos con 6 Cores y 8 hilos de ejecucion con 48 GB RAM interconec-
tados con GIGE 10/100/1000 Gb/s, a cargo del Dr. Ismael Herrera Revilla del
Departamento de Recursos Naturales del Instituto de Geofisica de la UNAM.
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6.1. Introduccion

Los algoritmos de los métodos de descomposicion de dominio en el espacio vectorial
derivado ((4.61)-(4.64)) fueron puestos a prueba en diversos ejemplos. Estos métodos
solo requieren el calculo de los valores sobre los nodos duales en la frontera interna,
que se realiza mediante el uso de métodos iterativos. Partiendo de la ecuacion eliptica:

-vWu +B-Vu+cu=f 6.1)

En los ejemplos tratados en este capitulo, v, ¢ son constantes, mientras que S es un
vector también constante de dimensién n. El dominio Q c R”, fue tomado con n = 2
donde Q es el cuadrado unitario. Se eligieron los valores v ~ [107,10%], c = 0, 8 = (1, 3)
y B = (1,0) de la ecuacién (6.1) con valores en la frontera que se definen para cada
ejemplo.

Las ecuaciones de Adveccion-Difusion generan matrices no simétricas al ser discre-
tizadas, por tanto es preciso usar el método GMRES (Generalized Minimal Residual
Method) para los ejemplos no simétricos.

6.2. Implementacion Computacional

La implementacion computacional de los métodos de descomposicion de dominio
en el Espacio Vectorial Derivado (DVS) queda facilmente estructurado mediante el
esquema Maestro-Esclavo, tanto para la implementacion del cédigo secuencial como
paralelo. En este caso cada subdominio de la descomposicion genera sus matrices lo-
cales y el método que resuelve el sistema global virtual (ya sea CGM o GMRES) es tal
que necesita sélo una porcion de la informacién que generan los subdominios.

Una forma optima de dividir la carga computacional requerida para resolver un
problema de descomposicion de dominio sin traslapes se obtiene mediante el esquema
Maestro-Esclavo, en el cual cada subdominio es asignado a un nodo esclavo, tanto
en su implementacion secuencial (en donde cada nodo esclavo es un objeto), como en
su implementacion paralela (donde cada nodo esclavo estd asignado a un procesador);
mientras el nodo maestro controla las tarecas que requiere el esquema DVS de forma
sincrona, éstas tareas son ejecutadas por los nodos esclavos, la comunicacion es solo
entre el nodo maestro y cada uno de los nodos esclavos, todo esto sin comunicacion
entre los nodos esclavos.

Durante el disefio de la implementacion computacional de los métodos de des-
composicion de dominio en el Espacio Vectorial Derivado, se utilizé6 una jerarquia
de clases que especializo a una clase abstracta llamada DPMethod, la cual permite
implementar uno o mas de los métodos de descomposicion de dominio desarrollados,
ademds se utiliza el método iterativo de Gradiente Conjugado o el método Residual
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Minimo Generalizado dependiendo de la ecuacién diferencial parcial a resolver, es
decir, dependiendo si la matriz global virtual fuera simétrica o no simétrica.

6.3. Consideraciones del problema

Es importante resaltar el hecho de que cuando la velocidad del fluido no es grande,
los problemas de transporte se resuelven numéricamente en forma satisfactoria casi
por cualquier método. Sin embargo, cuando se considera un problema de transporte
dominado por adveccion se presentan considerables dificultades; es por esto que el
Numero de Peclet es un parametro ttil al implementar la solucion numérica de las
ecuaciones de transporte, ademds de medir la importancia relativa de la adveccion.
El nimero de Peclet se aborda de manera global y local. En el caso global nos es-
tamos refiriendo a un andlisis del dominio (longitud total), donde estd definida la
ecuacion, para el caso local nos referimos a la forma de cdomo se comporta la solucion
a partir del tamafio de cada subintervalo de la particion del dominio (véase Figura(3.1)).

El niimero de Peclet global y local se define como:

1Bl

P €global =

181,

o 6.2)

Pel()cal =
donde H es el tamaio del dominio, & es el tamafio del subintervalo de la particion
del dominio, v es el término advectivo y 8 es el campo difusivo.

Para los problemas de Adveccion-Difusion nos interesa encontrar una malla -lo mas
gruesa posible- en la cual el problema sea soluble sin obtener un error considerable al
usar valores de viscosidad pequefios que cominmente generan inestabilidad numérica
en los métodos de discretizacion, las cuales siempre se eliminan al refinar de forma
adecuada la malla. Ademds con el fin de probar la eficiencia del esquema DVS, se
muestran a continuacion los ejemplos a los cuales se les aplicaron los cuatro algoritmos
vistos en el capitulo anterior y su comparativa con otros esquemas de resolucion
reportados anteriormente en la literatura, en estos ejemplos se toman diversos valores
del numero de Peclet.

6.4. Definicion de los problemas y resultados

1. Para el primer ejemplo, se tiene la ecuacion:

vWu +,§ -Vu=0
en (x,y)€[0,1] x[0,1],donde (6.3)

_ 0» (x’y)efl
”(’“’y)‘{l, (x,y) € &,
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y B = (1,3) como se muestra a continuacion:

) &1

(1,3)
u= u=0

Figura 6.1: Dominio del problema

En este ejemplo, la discretizacion se realizé con el método de diferencias finitas
y se utilizo el método de difusion artificial (Ap.(C)), como se ve en ([37]: Conceicao,
2006) los resultados de la ecuacién de Adveccion-Difusion para el método BDDC son

utilizados y comparados con los algoritmos DVS ((4.61)-(4.64)).

;', i
{ ﬂl
.'{f fﬂ r i
jl" j"f ﬂ”‘!ﬂﬂﬂ!{ ’,j’f,jf "
Hm',ﬂ ,,r ﬂ ,J ,r
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Figura 6.2: Solucién del problema para Pe = 3,16 x 10°

Para su resolucion, se utilizé el método GMRES con una tolerancia de 10~ tomando
la norma infinita en una malla de 512 X 512 para distintos valores del niimero de Peclet

como se muestra en la siguiente tabla.
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Particion Sub-dominios Grados Primales DVS- DVS- DVS- DVS- BDDC Peclet

de Libertad BDDC FETI-DP PRIMAL DUAL Global
(8 x 8)(64 x 64) 64 262144 49 12 11 1 11 12 3,16 x 102
(8 x 8)(64 x 64) 64 262144 49 8 8 8 7 9 3,16 x 10°
(8 X 8)(64 x 64) 64 262144 49 7 7 7 7 9 3,16 x 104
(8 x 8)(64 x 64) 64 262144 49 7 7 7 7 9 3,16 x 10°
(16 x 16)(32 x 32) 256 262144 255 19 17 17 18 20 3,16 x 107
(16 X 16)(32 x 32) 256 262144 255 14 14 13 13 17 3,16 x 10°
(16 x 16)(32 x 32) 256 262144 255 13 13 13 13 15 3,16 x 101
(16 x 16)(32 x 32) 256 262144 255 13 13 13 13 16 3,16 x 10°
(32 x 32)(16 x 16) 1024 262144 961 33 29 29 31 33 3,16 x 10%
(32 x 32)(16 x 16) 1024 262144 961 26 25 25 25 30 3,16 x 10°
(32 x 32)(16 x 16) 1024 262144 961 25 25 25 25 28 3,16 x 104
(32 x 32)(16 x 16) 1024 262144 961 25 25 25 26 29 3,16 x 10°
(64 x 64)(8 x 8) 4096 262144 3969 53 52 53 59 52 3,16 x 102
(64 x 64)(8 x 8) 4096 262144 3969 46 46 46 47 53 3,16 x 10°
(64 x 64)(8 x 8) 4096 262144 3969 45 47 45 47 53 3,16 x 104
(64 x 64)(8 x 8) 4096 262144 3969 45 47 45 48 54 3,16 x 10°

Cuadro 6.1: Se muestran los resultados de las iteraciones para los distitntos métodos DVS y BDDC.
(Conceicao, 2006, véase [37])

2. Para el segundo ejemplo se tiene la ecuacion:

vWu +,§ -Vu=0
en (x,y)€[0,1] x[0,1],donde

y=1] 0<x<1
ulx,y) =13 x=0, d<y<l1 (6.4)
x=1, Ww+d<y<l

u(x,y):O{yS Vx+d, 0<x<l1

y B =(1,0) como se muestra a continuacion:

F'Lgura 6.3: Problema de Adveccién-Difusién en un Dominio cuadrado unitario (Yano,2010)
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El problema anterior fue tratado por Yano (2010)(véase [38]) utilizando el método
BDDC para un problema con mallas uniformes, utilizando un factor de tolerancia de
1078 en la norma euclidiana. En esta tesis de utilizaron los cuatro algoritmos basados
en el Espacio Vectorial Derivado (DVS): DVS-BDDC, DVS-FETI-DP, DVS-PRIMAL y
DVS DUAL (véase ((4.61)-(4.64))).

Para la resolucion del problema, al igual que en el ejemplo anterior se utilizé el
método GMRES, en este caso se consideraron tolerancias de 107® tomando la norma
infinita para distintas mallas y distintos valores del nimero de Peclet. Basado en lo
anterior se comparan el numero de iteraciones obtenidas en BDDC (véase [38]) con
las obtenidas usando los cuatro algoritmos DVS (Herrera,2011, véase [7]).

Particion Sub-dominios  Primales DVS- DVS- DVS- DVS- BDDC Peclet
BDDC FETI-DP PRIMAL DUAL p=1 Global
Peclet— 1072

2x2)8x8) 4 1 3 3 3 3 4 1,41 x 1072
(4%x4)8x8) 16 9 8 8 9 8 9 2,82 x 1072
Bx%x8)(@8x38) 64 49 11 9 11 10 1 5,66 x 1072
(16 X 16)(8 X 8) 256 225 11 10 12 1 1 1,13 x 107"
Ax4)@Ax4) 16 9 7 6 7 6 7 2,83 x 1072
4x4)8x%x8) 16 9 8 8 9 8 9 2,83 x 1072
(4 x4)(16 x 16) 16 9 10 9 10 9 10 2,83 %1072

Cuadro 6.2: Se muestra el niimero de iteraciones para Pe— 1072, usando los cuatro algoritmos DVS
(tolerancia de 107 norma infinito) y comparandolo con el mejor resultado del método BDDC (con una
correccion de p =1y una tolerancia de 1078 norma euclidiana), reportado en (véase [38]).

Particion Sub-dominios  Primales DVS- DVS- DVS- DVS- BDDC Peclet
BDDC FETI-DP PRIMAL DUAL p=1 Global
Peclet- 107

2x%x2)(8x8) 4 1 1 2 2 3 4 1,41 x 102
(4 x4)8x8) 16 9 5 5 4 7 6 2,83 x 102
B % 8)@8x8) 64 49 9 9 8 13 9 5,66 x 10%
(16 x 16)(8 x 8) 256 225 17 17 14 22 15 1,13 x 10°
Ax4)4x4) 16 9 6 4 4 8 6 2,83 x 102
A x4)8x8) 16 9 5 5 4 7 6 2,83 x 102
(4 x4)(16 x 16) 16 9 5 5 4 7 6 2,83 x 102

Cuadro 6.3: Se muestra el nimero de iteraciones para Pe- 102, usando los cuatro algoritmos DVS
el mejor resultado del método BDDC (con una correccion de p = 1), reportado en (véase [38]).
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Para el caso en que se tienen nimeros de Péclet pequeitos (Pe —~ 1072) el método
DVS-FETI-DP mostré un niimero menor de iteraciones que el método BDDC con una
correccion de p=1, el resultado con menor niimero de iteraciones reportado en (véase
[38]). El esquema DVS-FETI-DP mostré resolver el sistema con menos iteraciones, lo
que prueba la utilidad con que el esquema DVS divide el problema original. Ahora
bien, cuando el niimero de Péeclet adquiere valores (Pe - 10%), el método con el menor
numero de iteraciones es el DVS-PRIMAL,; reafirmando que el esquema DVS cumple
su tarea de dividir el problema de la forma mas provechosa para resolver el problema
en menos iteraciones y con la menor transmision de informacion entre subdominios.

Ahora bien, para mostrar el uso de los algoritmos DVS en problemas que involucran
mayor numero de grados de libertad, se resolvio el problema 2 de adveccion-difusion
reportado en [38]. En la siguiente serie de resultados se tienen 32,400 grados de
libertad, en distintas métricas y se asigné un procesador por cada subdominio generado.

Particion Grados de  Procesadores  Procesadores Tiempo de Iteraciones Peclet
Libertad Esclavos Totales Ejecucion [seg] GMRES Global
Peclet— 1072

(3 X 2)(60 x 90) 32400 6 7 10 9 1,80 x 1072
(3 % 3)(60 x 60) 32400 9 10 7 12 2,12 x 1072
(3 x4)(50 % 54) 32400 12 13 6 1 2,50 x 1072
(3 X5)(40 x 54) 32400 15 16 5 15 2,92 x 1072
(3% 6)(36 x 50) 32400 18 19 4 14 3,35 x 1072
(O %X 4)(45 x 36) 32400 20 21 4 17 3,20 x 1072
(3 X 8)(25 x 54) 32400 24 25 3 12 4,27x1072

Cuadro 6.4: Se muestra el tiempo de ejecucion, procesadores e Iteraciones para Pe— 1072, se utilizé
el algoritmo DVS-PRIMAL en este caso.

Particion Grados de  Procesadores  Procesadores Tiempo de Iteraciones Peclet
Libertad Esclavos Totales Ejecucion [seg] GMRES Global
Peclet- 102

(3% 2)(60 x 90) 32400 6 7 8 6 1,80 x 10%
(3 x 3)(60 x 60) 32400 9 10 5 8 2,12 x 10°
(3% 4)(50 x 54) 32400 12 13 5 7 2,50 x 102
(83X 5)(40 x 54) 32400 15 16 3 8 2,92 x 107
(3 X 6)(36 x 50) 32400 18 19 3 9 3,35 x 107
(5 X 4)(45 x 36) 32400 20 21 3 11 3,20 x 107
(3% 8)(25 x 54) 32400 24 25 3 11 4,27 x 102

Cuadro 6.3: Se muestra el tiempo de ejecucion, procesadores e Iteraciones para Pe- 10%, se utilizé el
algoritmo DVS-PRIMAL en este caso.
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Particion Grados de  Procesadores  Procesadores Tiempo de Iteraciones Peclet
Libertad Esclavos Totales Ejecucion [seg] GMRES Global
Peclet— 108

(3 X 2)(60 x 90) 32400 6 7 4 2 1,80 x 10°
(3 % 3)(60 x 60) 32400 9 10 6 1 2,12 x 10°
(3x4)(50 x 54) 32400 12 13 3 5 2,50 x 10°
(3% 5)(40 x 54) 32400 15 16 1 2 2,92 x 108
(3% 6)(36 x 50) 32400 18 19 2 2 3,35 x 10°
(5% 4)(45 x 36) 32400 20 21 2 5 3,20 x 10°
(3% 8)(25 x 54) 32400 24 25 1 2 4,27 x 108

Cuadro 6.6: Se muestra el tiempo de ejecucion, procesadores e Iteraciones para Pe- 10°, se utilizé el
algoritmo DVS-PRIMAL en este caso.

Un comportamiento a resaltar es el que tienen las iteraciones y el tiempo respecto
a la variacion del numero de Peclet utilizando las variaciones en la malla que se
mostraron en los Cuadros anteriores; dichos comportamientos pueden observarse en
las figuras (6.4 y 6.5).

Iteraciones vs Péclet

18

16

14

12

& (3x2) (60x90)
== (3:3) (BOxB0)
P (3x4) (50x54)
i (35) (40n54)
o= (3:6) (36x50)
¥ (5ud) (45x36)
#(3xB) (25x54)

10

teraciones

0
1.00E-002 1.00E-001 1.00E+0001.00E+001 1.00E+0021.00E+003 1.00E+004 1. 00E+005 1.00E+0061.00E+007

Numero de Peclet

Figura 6.4: Se utilizan los datos mostrados en los Cuadros (6.4,6.5 y 6.6), se grafican los niimeros
de Iteraciones respecto al nimero de Péclet para una particion especifica
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Tiempo vs Péclet

12

10

& (3x2)(60x30)
= (3x.3)(60wE0)
W (3x4)(50x54)
o (315)(40x54)
= (3x6)(36x50)
9 (5x4)(45x36)
W (3x8)(25x54)

Tiempo

1.00E-002 1.00E+000 1.00E+002 1.00E+004 1.00E+006 1.00E+008
Numero de Peclet

F'Lgura 6.3: Se utilizan los datos mostrados en los Cuadros (6.4,6.5 y 6.6), se grafica el tiempo respecto
al niumero de Peclet para una particion especifica

6.4.1. Ejecuciones en Paralelo

Se muestran a continuacion las graficas de tiempo para las ejecuciones en paralelo,
en el caso en que se asigna un procesador a cada subdominio para su resolucion.

Tiempo

] 9 12 15 18 20 24

Procesadores Esclavos

[
=]

(seq)

(=T e R N -]

Figura 6.6: Se utilizaron las métricas correspondientes (Cuadro 6.6) para cada niimero de procesador,
el tiempo se estabiliza para 18 y 20 procesadores

Aqui, en todas las métricas usadas se conserva el nimero de grados de libertad
con el fin de comparar resultados de las mismas dimensiones.
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Particion Grados de  Procesadores  Procesadores Tiempo de Iteraciones
Libertad Esclavos Totales Ejecucion [seg] GMRES
Peclet=4,27 x 1072
(3 x 8)(125 x 270) 810000 1 2 12887 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 2 3 3638 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 3 4 2723 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 4 5 2112 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 5 6 1925 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 6 7 1649 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 7 8 1595 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 8 9 1365 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 9 10 1384 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 10 1 1398 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 11 12 1385 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 12 13 1460 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 13 14 1674 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 14 15 1423 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 15 16 1358 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 16 17 1654 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 17 18 1788 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 18 19 1666 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 19 20 1529 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 20 21 1540 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 21 22 1477 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 22 23 1479 9
(3 x 8)(125 x 270) 810000 23 24 1377 9
(3 % 8)(125 x 270) 810000 24 25 1342 9

Cuadro 6.7: Se muestra el tiempo de ejecucion, procesadores e Iteraciones para Pe=4,271072, se utilizé
el algoritmo DVS-PRIMAL.

Tiempo
14000

12000
10000
8000

G000

segundos

4000

2000

Illllllllllllllllll .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22 24
Procesadores esclavos

Figura 6.7: Se utilizé la particion (3 x 8)(125 x 270) para cada nimero de procesador

Se muestra el comportamiento temporal de la tabla (Cuadro 6.7), este sistema cuen-
ta con 810,000 grados de libertad y se utilizaron hasta 25 procesadores en su solucion.
Se tiene un comportamiento descendente hasta que se utilizan 9 procesadores, ya que
al hacer la ejecucion con 10 procesadores el tiempo sube 19 unidades. Al usar 11 pro-
cesadores se sigue con la tendencia de pequeios aumentos en el tiempo de ejecucion.
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Cuando se ejecuta el ejemplo con 12 procesadores mejora respecto al resultado ante-
rior, pero al seguir con la ejecucion a 13 procesadores se vuelve con la tendencia de
aumento. Cuando se utilizan 16 procesadores se mejora el tiempo que se obtuvo con
12 procesadores y en adelante aumenta el tiempo.

Se siguen con tendencias de aumentos y descensos hasta llegar a la ejecucion con
24 procesadores, donde por fin se disminuye el tiempo de ejecucion obtenido para 16
procesadores. Por lo que los minimos locales se encuentran al utilizar ejecuciones con
9,12,16,20 22, 25.

Por lo anterior es necesario siempre hacer corridas de prueba buscando la descom-
posicion en la que se obtenga el menor tiempo de ejecucion posible para el equipo
paralelo con el que se cuente. Estas pruebas dependen fuertemente de la capacidad
computacional de cada Core y de la red usada para interconectar los Cores que for-
man parte del equipo paralelo.

También cabe resaltar que el refinamiento y la dimension que queramos dar al
problema se verd afectada por las caracteristicas del equipo de cémputo, sin embargo,
es notable que con estos algoritmos es posible adaptarse a las restricciones técnicas del
equipo y obtener auin buenos resultados.

Estos ejemplos fueron ejecutados por un equipo Lenovo IdeaPad , Intel Atom N3350
1.0GHz, 2GB RAM, en el caso secuencial. Con lo que mostramos no solamente el po-
der de resolucion de los algoritmos DVS en equipos de computo profesionales, sino
que se hace accesible su uso en equipos regulares de mediana capacidad computacional.

En el caso paralelo se utilizo el cluster Olintlali, de 108 Cores emulando 216 hilos,
Intel Xeon a 2.67 GHtz, 9 nodos con 6 Cores y 8 hilos de ejecucion con 48 GB
RAM interconectados con GIGE 10/100/1000 Gb/s, perteneciente al grupo de Geofisica
Computacional.
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Conclusiones y Perspectivas

Recapitulacion

Este trabajo de tesis inicia considerando la formulacion de los principales modelos
matematicos que son utilizados en los Sistemas Fisicos macroscopicos, continuando
con una revision de las ecuaciones de transporte y los modelos mas significativos
utilizados en el ramo de la Fisica Terrestre. El trabajo prosigue tratando los métodos
de Descomposicion de Dominio y formulando sus distintos algoritmos para después
dar lugar al marco del método de descomposicion de dominio en el Espacio Vectorial
Derivado (DVS); aqul se expone como se sitia dentro de las formulaciones continuas
para completar el modelo matemadtico del esquema DVS. Tomando en cuenta la ne-
cesidad actual que tiene el computo y sus aplicaciones, se incluyd un capitulo con
las generalidades mds notables del computo de alto rendimiento en las Ciencias de la
Tierra.

Posteriormente se tratan las caracteristicas generales para implementacion compu-
tacional y mediante ejemplos numéricos se realiza un andlisis y discusion de resultados
para problemas representativos no simétricos de la ecuacion de Adveccion-Difusion.
Por tltimo se establecen los resultados alcanzados en esta tesis y se dan algunas
perspectivas del trabajo venidero.

Conclusiones

En esta tesis se utilizan los cuatro algoritmos precondicionados (véase ((4.61)-
(4.64))) del método de descomposicion de dominio en el Espacio Vectorial Derivado,
este esquema unifica a dos de los métodos de descomposicién de dominio sin traslape
mds comunmente usados: Balancing Domain Decomposition by Constraints (BDDC) y
Finite Element Tearing and Interconnect Dual-Primal (FETI-DP).

Una de las principales caracteristicas del esquema DVS es que permite aplicar téc-
nicas de descomposicion de dominio directamente al sistema matricial que se obtiene
después de que la ecuacion diferencial o el sistema de ecuaciones que han sido dis-
cretizadas. Con lo cual se puede aplicar dicho procedimiento sin tener conocimiento
alguno sobre la ecuacion diferencial que origina las matrices.
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Otra de las caracteristicas del esquema DVS es que es aplicable tanto a matrices
simétricas, no simétricas e indefinidas. Aun tratando matrices no simétricas, la efi-
ciencia numérica de los algoritmos precondicionados estan en el mismo orden que los
algoritmos de descomposicion de dominio.

Los algoritmos del esquema DVS se destacan ya que el codigo implementado es
independiente de la geometria, ademds que con pequeflos cambios en éste se pueden
aplicar a problemas de dos y tres dimensiones, destacando que pueden soportar matri-
ces simétricas, no simétricas e indefinidas. LLa ventaja de €stos algoritmos se extiende
al ser paralelizables con un bajo costo computacional.

Mostramos como es el comportamiento que tienen estos métodos en la solucion de

problemas de adveccion-difusion y al compararlos con ejemplos que han sido repor-
tados en ([38]) para distintos valores del niimero de Peclet, se obtuvieron los mejores
resultados en iteraciones con las formulaciones DVS-FETI-DP y DVS-PRIMAL para
el caso difusivo y el caso con adveccion dominante respectivamente.
Con el objetivo de extender estos resultados a problemas advectivos y como contribu-
cion al codigo utilizado en este trabajo, el cual fue realizado por el grupo de Geofisica
Computacional del Instituto de Geofisica, se implementd una estabilizacion Upwind
con la cual se mejorod la solucion de problemas de Adveccion-Difusion con valores del
nimero de Peclet muy grandes (Pe >> 1).

Al modificar la particion del dominio teniendo fijo el numero de grados de libertad
(figuras 6.4 y 6.5), se muestra que entre mds se refine la malla gruesa mayor niimero de
iteraciones se obtiene, sin embargo éstas iteraciones tardan un tiempo mucho menor
en ejecutarse. El comportamiento general de una particion revela que al aumentar el
numero de Peclet las iteraciones disminuyen (figura 6.4) y a su vez que al aumentar
el niimero de Peclet, menor tiempo tardara la ejecucion tomando en cuenta que entre
menos iteraciones se realicen mayor es el tiempo empleado (figura 6.5).

Expectativas

El objetivo es tener en un futuro préoximo mejores resultados en este tipo de pro-
blemas, sobre todo en la caracterizacion de métricas para el cluster Olintlali; debido
a que los resultados secuenciales fueron temporalmente superiores a los paralelos. Se
pretende resolver esto por medio de la optimizacion del estabilizador utilizado en esta
tesis, ademads vale la pena poder implementar estos algoritmos en equipos de memo-
ria compartida utilizando las librerias OpenMP y CUDA. Esto propiciard poder tener
una eficiencia computacional a un bajo costo como via alterna a los equipos de alto
desempefio.
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Apéndice A

Matrices Simétricas y no Simétricas,
Definidas Positivas e Indefinidas
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A.1. La Matriz Transpuesta

La matriz transpuesta de A se denota por A”. Sus columnas se toman directamente
de los renglones de A: el i-ésimo renglon de A se convierte en la i-ésima columna de
AT. Al mismo tiempo, las columnas de A se convierten en los renglones de ATSi A
es una matriz de m por n, entonces A7 es de n por m. El efecto final es doblar la
matriz respecto a su diagonal principal, y el elemento en el renglén i, columna j de AT
proviene del elemento que estd en el renglén j, columna i de A:

Elementos de AT : (AT)ij =Aj (A1)

i La transpuesta de AB es: (AB)T = BTAT

ii La transpuesta de A™! es: (A™)T = (A7)

A.2. Matriz simétrica

Una matriz es simétrica si se cumple que a;; = aj;. Es decir, cada elemento de A
ubicado en la fila i, columna j, es igual al elemento ubicado en la fila j, columna i.
Por tanto, una matriz simétrica es una matriz que es igual a su propia transpuesta
A = AT. La matriz es necesariamente cuadrada, cada elemento en un miembro de la
diagonal es igual a su “imagen especular” en el otro lado. Una matriz simétrica no es
necesariamente invertible, pero si A™' existe, también es simétrica .

La transpuesta de A™! siempre es igual a (AT)7!; para una matriz simétrica lo ante-
rior es justo A7,

Este tipo de matrices nos puede ahorrar espacio de memoria en su almacenamiento,
ya que con almacenar los elementos localizados por debajo de la diagonal principal
de la misma (triangulo inferior), se conocen los valores de los elementos ubicados
por encima de la diagonal superior (tridngulo superior) y viceversa. Del mismo modo
podemos ahorrar operaciones al aplicar algoritmos que exploten esta estructura.

A.2.1. Matriz definida positiva

Una matriz A € R™" es definida positiva si es simétrica y x’Ax > 0 para todo
x € R" diferente de cero. Los sistemas que se asocian con matrices definidas positivas
constituyen una de las clases mas importantes de problemas Ax = b. Las matrices defi-
nidas positivas tienen una diagonal de peso, es decir con valores relativamente grandes.

Ademas, las matrices definidas positivas cumplen las siguientes propiedades:

e Una matriz A definida positiva es no singular.
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e Si una matriz A es definida positiva entonces todas sus submatrices principales
son definidas positivas. En particular, todas las entradas de la diagonal son
positivas.

 Si una matriz A es definida positiva entonces existe una factorizacion A = LDMT
y la matriz diagonal D tiene valores positivos.

e Si una matriz A es simétrica y definida positiva entonces existe una matriz
triangular inferior unica G con entradas positivas en la diagonal, tal que A =
GG? (factorizacion de Cholesky).

¢ Una matriz simétrica A es definida positiva st y solo si sus primeras submatrices
principales tienen determinante positivo.

A.2.2. Matriz indefinida

Una matriz A es considerada indefinida cuando su forma cuadratica x’ Ax toma va-
lores tanto positivos como negativos. Aunque la matriz A puede tener una factorizacion
LDLT, las entradas en los factores pueden tener una magnitud arbitraria.

A.3. Matriz Diagonal por bloques

Sean By € M (F), B, € My, (F),..., B, € M, (F). Entonces la matriz

B, 0 --- 0
0 B, -~~~ O

.. ) (A.2)
0 0 --- B,

se denota por
diag(Bl, B2, cees Bm)

Ejemplo: Sean Bj, B; y B3 las siguientes matrices:

-1 2 3
S O ER
1 -3 4
Entonces
[ 3 -5 0 0 0 O]
7 1 0 0 0 O
. O 0 4 0 0 O
diag(Bi, B2, B3)=| o o o _1 92 3
O 0 0 4 -3 7
|0 0 0 1 -3 4|
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A.3.1. Propiedades basicas

Sean

A = diag(By,...,B,), C=diag(Dy,...,D,)
donde para cualquier j € {1,...,m} las matrices B; y D; son cuadradas y del mismo
orden: Cj, D; € M, (F). Entonces:
1. A+ C =diag(B; + Dy,...,B, + D).
2. 1A = diag(ABy,...,AB,).
3. AC = diag(B\Dy, ..., B,D,).
4. AF = diag(Bt,..., BX).

5. A es invertible si, y sélo si todos los bloques By, ..., B, son invertibles.

6. f(A) = diag(f(By),..., f(B,)) para todo f € P((F)).

7. 1(A) = Z r(B)).

J=1

8. det(4) = | | det(h)).

j=1

9. A, — A = diag(Aly — By, . .., ALy, — By).

10. C4() = | | Cs, 0.
j=1

m

11 sp(A) = U sp(B)).

Jj=1

A.4. Numero de condicion de una matriz

Sea A € C™", con rg(A) = n < m. Se define el nimero de condicion de A asociado
a una norma [|-|| como

max Il Ax ||
A= — A3
c(A) mm TAx] (A.3)

El cociente anterior esta bien definido debido a:
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ml't_r}lleH:O{:)Hx;&O, Ax=0org(A)<n (A.4)

En el caso rg(A) < n, se define c(A) = co. El niimero de condicion proporciona una
cota superior para el error en la resolucion de un sistema de ecuaciones. Vedmoslo en
dos casos.

A.4.1. Perturbacion del término independiente b

Se considera el sistema Ax = b, con A € C"™" y rg(A) = n < m. Supongamos que
tiene solucidn unica xy # 0. Se desea estudiar la variacion del vector solucion xg ante
variaciones del vector b. De este modo, se considera el sistema Ax = b+Ab, y se asume
que también tiene solucion unica xo + Axy. Se pretende estimar || Axy ||. Observamos

Axg=b (AS)
A(xg +Axg) = b+ Ab (A.6)
Restando ambas ecuaciones
A(Axy) = Ab A7)
Denotando M = Tlnll%)l( |Ax ||y m= ﬁn”L_r} || Ax ||, se tiene:
. NAx| _1AAxo || |1 AD| | Ab ||
= min < = = Axg || ——. (A.8)
k=0 || x || Il Axo |l |l Axo || 0 m
_ IIAXIIZIIAXOIIZ KAl 1 < M . (A.9)
0 || x || lxoll  Mxoll  llxoll Il
Multiplicando (A.8) y (A.9):
Il Axo |l _ M| Ab || Il AD ||
—— < —— =c(A)———. (A.10)
lxoll — m [[D] IR

En conclusion, el nimero de condicién proporciona una cota superior para la
amplificacion del error relativo.

A.4.2. Perturbacion de la matriz A

De nuevo se considera el sistema Ax = b, que se (asume) tiene solucion unica
xo # 0. Ahora se desea estudiar la variacion del vector solucion x, ante variaciones
de la matriz A. De este modo, se considera el sistema (A + AA)x = b. Supongamos que
este nuevo sistema sigue teniendo solucién unica Xy + Axg, con Axg # 0. En este caso
y de forma similar al anterior se verifica:
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Il Axo | Il AA ||
— < (A)—. (A.11)
Il xo + Axo || Il Al

De nuevo, el numero de condicién proporciona una cota superior para la amplifi-
cacién del error relativo.
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A lo largo de este apéndice consideraremos la solucion de sistemas lineales
Au=b B.1)

con u,b € (R)", y A una matriz nxn real e invertible. Usaremos la notacién {u,v) = u’v,
para u,v € (R)".

B.1. Eigenvalores y Numero de Condicidén

Dada una matriz A € R™", sus eigenvalores 4 € C y eigenvectores u € C" \ {0} son
soluciones para
Au = Au. (B.2)

El conjunto de los eigenvalores de A, también llamado espectro, es denotado por o(A).
El radio espectral p(A) es definido como:

p(A) := max{|[}. B.3)
1€0(A)
Dada una norma matricial ||-||., definimos el nimero de condicion de una matriz
invertible A como
k(A) =LA LA™ . (B.4)

De la misma manera, dada una segunda matriz M, podemos considerar el eigenpro-
blema generalizado:
Au = AMu. B.5)

Una matriz A se dice que es definida positiva si todos sus eigenvalores tienen parte
real positiva o equivalentemente si u’ Au tiene parte real positiva para u € C \ {0}. En
este caso podemos observar

;A + AT
2

ulAu=u u>0, ueR"\{0}. (B.6)

Si ademds A es simétrica, entonces sus eigenvalores son reales y estrictamente positi-
vos. A lo largo de este repaso, se hard uso de esta propiedad.

Lemma B.0

Sean A y M dos matrices simétricas y definidas positivas de orden n. Para una
matriz arbitraria B € R™", sea

Il Bu |14
I B [l4:= sup ,
uern || 1 |4

B.7)

con || u |[3:= u” Au e igualmente para || B ||y. Por lo tanto:
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1. El siguiente problema de eigenvalores tiene los mismos n eigenvalores

Au = AMu, (B.8)
M™'Au = Au, (B.9)
(M™?AM™?)u = u, (B.10)
(A2 M AY)u = Au. (B.11)

Todos son reales y estrictamente positivos.

2. Los eigenvalores maximos y minimos de los problemas anteriores satisfacen

1 e ul Au 1 u Au B.12)
min = U s max = SUW . :
ueR uT Mu uERB u Mu
3. Tenemos que
I M7'A Nla=ll M7 A = Ao = p(M7'A),
-1 -1
1 (M7A) " =l (M7A) = 1/ A
y por tanto
a (M7'A) = ko (MPAM™?) = A Ain: (B.13)
4. Notemos que
(uTAu >cu'Mu, uc R”) = A, =C.
Andlogamente
(uTAu <Cu'Mu, wue R") = A <C,
y esto nos lleva a
ka(M™'A) < Cle. (B.14)

usaremos la notacion:
K(M_lA) = Ky (M‘lA) = Ky (M‘lA)
Observemos que M~'A es no simétrica, por tanto su norma || M~'A ||; en general

no es igual a su eigenvalor mayor. Sin embargo, M~'A es simétrica con respecto
al producto escalar inducido por A y M.
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B.2. CGM: Método de Gradiente Conjugado

Sea A simétrica y positiva definida. En el método de Gradiente Conjugado las
direcciones {p*} de biisqueda se escogen conjugadas respecto a A, i.e.,

(P, Ap")y =(p',pa=0, i#] (B.15)
Ademas, el algoritmo provee una forma econémica de generar direcciones conjugadas.

Asumiremos ahora que se dard una solucién inicial #° y un conjunto de direcciones
conjugadas {p*}. As{ podremos generar la secuencia:

=k =dfpt,  k=0,1,... (B.16)
donde o* es el minimizador unidimensional que resuelve
min o(u* + aph). (B.17)
ae
Ast tenemos: oy
k 4

¥x=a = ———— (B.18)

(p*, Apk)

Debido a que los vectores {p*} son ortogonales respecto al producto escalar (-, )4, tam-
bién son linealmente independientes y proveen una base para R". Tenemos la siguiente
propiedad

Lemma B.1

Sea u® € R" y {p*} un conjunto arbitrario de direcciones conjugadas. Para k > 1, se
tiene:

7P =0, i=0,1,... k-1,
y u¥ minimiza ¢(x) sobre el espacio
u°+span{p,-, i=0,1,...,k—1}L

Consecuentemente, la secuencia generada por (B.16) converge a la solucion de (B.1) a
lo mucho en n pasos.

Notemos que el resultado previo se cumple para cualquier conjunto de direcciones
conjugadas. El algoritmo de gradiente conjugado provee una eleccion particular para
las direcciones de buisqueda: estas son de la forma:

pr=rF+ it (B.19)

donde el escalar ¢ es determinado tinicamente imponiendo la condicién de que la
nueva direccion es conjugado de las anteriores. Asi podremos escribir el algoritmo:

Solo una aplicacion de la matriz A es necesaria en cada paso. Tenemos la siguiente
propiedad:
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1.Inicializa: r® =b - Au®
2.Itera: k=1,2,... hasta la convergencia
ﬁk — <rk—1’rk—1>/<rk—2,rk—2> [181 — ®]
pk = £kl 4 gpk-1 [p! = 19
ak — <I‘k_1, rk_l)/(pk,Apk
Uk = uk ! 4 gkpk
rk = &1 _ gkppk

Figura B.1: Gradiente conjugado sin Precondicionar

Lemma B.2

Supdngase que la k-ésima iteracion generado por el método de Gradiente Conjugado
no es la solucion de (B.1), Entonces

*riy=0, i=0,...,k—1,
span{ri, i=0,...,k} =span{A’r’, i=0,...,k}
span{p’, i=0,...,k} =span{A°’, i=0,...,k}
(Pr,ApY =0, i=0,....,k—1,

Por lo tanto la secuencia u*

converge a la solucion de (B.1) a lo mds en n pasos.
Podemos notar que tanto los residuales como las direcciones conjugadas proveen

bases para los espacios de Krylov (véase [2]) Ki = Ki(ro,A) = span{Ar°, i =

0,...,k—1}, y gracias al Lemma B.1, la iteraciéon u* minimiza ¢(x) sobre el espacio

u® + Ki(ro, A).

La convergencia del Gradiente Conjugado sin precondicionar depende del niimero de

condicion de A, lo que nos lleva a:

Lemma B.3

Sea A simétrica y definida positiva. Entonces, el método del Gradiente Conjugado
satisface la cota de error:
k k11,0
lle“lla < 2mlle”lla

donde el factor de convergencia es:

Vi@ -1"
M @ +1,

Podemos notar que el resultado previo puede proveer solo un estimado burdo de la
velocidad de convergencia. Si los eigenvalores de A estdn agrupados, es bien sabido
que la convergencia es rdapida. (véase [2]) La iteracion del Gradiente Conjugado también
nos da un estimado de los eigenvalores de la matriz A (y por lo tanto «3(A)). En efecto
y gracias al Lemma B.2 las columnas de
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1.Inicializa: r® =b - Au®
2.Itera: k=1,2,... hasta la convergencia
Precondicionador : &' = M~1/41

ﬁk — (zk‘l,rk‘l)/(rk‘z,rk‘z) Lgl — 0]

pk = Z&1 4 gkpk-l [p! = 2]

a,k — <Zk_1, rk_l)/(pk,Apk

k= gkl gkpk
rk = rkl _ gkppk

Figura B.2: Gradiente conjugado Precondicionado

Ri=Tro/ o lls-..,rk=t/ Il rea Il (B.20)

nos genera una base ortonormal del espacio de Krylov Kj(ry, A). Uno puede probar
que la restriccion de A hacia Ki(rg, A)

T, = R AR, (B.21)

es una matriz simétrica y tridiagonal (véase [2]). Las entradas de ésta matriz pueden
construirse de los coeficientes o' y 8 de la iteracion del Gradiente Conjugado. Calcu-
lando los eigenvalores de T, puede obtenerse facilmente estimados de los eigenvalores
de A grandes y pequenos. El precondicionador es necesario en los casos donde k3(A)
es grande y en el caso de aproximaciones por elemento finito y espectral. Dada una
matriz M simétrica y positiva definida, consideremos el sistema lineal modificado:

MPAM™Y?y = M~Y2p, v =M"y. (B.22)

Podemos notar que MY2AM™Y? es simétrico y positivo definido y se reduce a la

identidad en el caso M = A. Entonces, podemos considerar a M como un precondi-
cionador de A y aplicar el método de Gradiente Conjugado sin precondicionar a éste
sistema modificado. Después de algunas manipulaciones, podemos definir el algoritmo
mostrado en la figura B.2.
Este algoritmo no involucra la aplicacion de M2, solamente la de M~!. Sin embargo,
no es el método de Gradiente Conjugado aplicado un sistema involucrando la matriz
M™A, la cual no es simétrica en general. Ademds, se requiere una aplicacién de la
matriz origina A y una aplicaciéon de M~ a un vector (véase [2]).

Lemma B.4

Sean A y M simétricas y definidas positivas. Entonces, el método de Gradiente
Conjugado precondicionado satisface la misma cota de error que el Lema B.3

Vk(MA) -1
V(MTAY +1

na =
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La estimacion de los eigenvalores de M~'A en este caso pueden obtenerse usando los
coeficientes ' yg'.

B.3. GMRES: El método de Residuo Minimo Genera-
lizado

Se describira brevemente el algoritmo GMRES y se establecerd un teorema de con-
vergencia.
Sea A una matriz invertible, no necesariamente simétrica o positiva definida y u® € R”
un vector inicial. El algoritmo GMRES basicamente recae en dos ideas. La primera es
construir bases ortonormales {vl, v, vk} para subespacios de Krylov.

¥ = K (r°, A) = span{rO,ArO, e ,Ak_lro},

donde * = b — Au® es el residual inicial. Esto lo hace por la llamada iteracion de
Arnoldi lo cual produce la representaciéon de A en K. Una solucion aproximada u’ se
encuentra resolviendo el problema de minimos cuadrados.
min || b= Au [l= min | ' — Azl (B.23)
J

ueu®+K; z€

1.Inicializa: r® =b - Au®

0 =b-Au’

vE=r07 10l
2.Itera:k=1,2,...,]

gk = AvE

hix = g vy, i=1,....k

k
/\;k = qk — Z hi,kvl

i=1
hie1x = V¥l
v =V Ml

3.Forma la solucién aproximada:

w =u® + V;w, donde w' minimiza || Be; — Hjw ||, w € R

Figura B.3: Iteracion GMRES

donde S =|| 7 ||, e; es la primer columna de la matriz identidad (j+1) X (j + 1), V;
es la matriz, las columnas de ésta son los vectores V*, k=1,..., J» Yy Hj es una matriz
de (j+1) X j, las entradas distintas de cero son los elementos /.

El segundo paso en la iteracion es un paso de la iteracion de Arnoldi. En efecto,

facilmente encontramos
k+1

AV =3 s k=1, (B.24)
i=1
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por lo tanto
AVj = Vj+1Hj (BZS)

Ya que las columnas de V; y V;,; son ortonormales, encontramos que
T -
ViAV; = Hj, (B.26)

donde I:I i es una matriz Hessemberg (véase [2]) de j X j, las entradas distintas a cero
de dicha matriz son los elementos h;;. La representacion de A en K es por tanto H j
y puede ser utilizada para extraer informacion sobre el espectro de A.

A continuacion haremos énfasis en el tercer paso de algoritmo. Este claramente re-
suelve el problema de minimizacion (B.23). A fin de ver esto, reescribimos la ecuaciéon
(B.23) como

min || Bv' = AVw ||, B.27)
weR/

Usando la representacion (B.25) y el hecho de que las columnas de Vj,; son orto-
normales, finalmente podemos escribir:

| BV = AVjw o=l Va(Be' — Hiw) |lo=Il Be' = Hyw Iy - (B.28)

El problema de minimos cuadrados en el tercer paso del algoritmo puede resolverse
usando una factorizacion QR para H;. Dicha factorizacion puede obtenerse de H;_; en
los pasos previos. Ademds, la norma residual de la solucién aproximada u/ puede cal-
cularse de la factorizacion QR sin costo extra, sin encontrar u/. Gracias a la propiedad
de minimizacion (B.23), la solucién exacta puede ser alcanzada en no mdas de n itera-
ciones si se usa artimética exacta. L.a velocidad de convergencia del método GMRES
puede ser caracterizada en términos del minimo eigenvalor de la parte simétrica del
operador y de la norma del operador. Estos son definidos por:

. (u, Au) _ | Aullz

cp = ];réllér’}m, C,= (B.29)

Considerando el decremento de la norma del residual en un sélo paso, el teorema
siguiente se enuncia:

wekt |l uly

Lema B.5

Si ¢, > 0, entonces, después de k pasos, la norma del residual es acotada por

k/2
k Ci / 0
TR I T
p

La velocidad de convergencia puede mejorarse usando un precondicionador adecuado.
Sea M una matriz invertible. Consideramos el problema precondicionado, derivado de

B.1),
M'Au = M7'b. (B.30)
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El algoritmo GMRES puede escribirse en este caso como en la figura (B.4). Aqui g8, V;
y H; son definidas como se hizo anteriormente.

1.Inicializa: r® =b - Au®
P =b-Au’
Precondiciona : 7’ = M~ 1/°
vi=227 1120 |l
2.Itera:k=1,2,...,]
o< = AV
Precondiciona : z* = M~¢¥
hi7k:<Zk,Vi>, i= 1,...,k

k
/\;k = Zk - Z hi,kvl

i=1
1 = IV¥l2
VT =V
3.Forma la solucién aproximada:
ul =u® + V;w’, donde w' minimiza || Be; — Hjw ||, w € R

Figura B.4: Iteracion GMRES Precondicionada
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C.1. La ecuacion de Adveccion difusion

Considerando el transporte de una sustancia de concentracion u en un medio fluido
con campo de velocidades 3, el cual en el caso estacionario (Ou/0t = 0) y al no existir
reaccion y produccion (ecuacion 2.3) se obtiene la ecuacion de adveccion-difusion.
Consideremos el caso 1D en un intervalo de longitud L. con condiciones de frontera
Dirichlet.

2
du _ U — () enp 0<x<L
ox ox

u=0, en x=0

Cl1
u=1, en x=1L €1

Esto representa el transporte de temperatura u por un fluido con difusividad v y
velocidad B. En este caso la solucion puede encontrarse por métodos operacionales es-
tandar, proponiendo soluciones de la forma e*, resolviendo el polinomio caracteristico
en Ay buscando la combinacion lineal que satisface las condiciones de frontera. La
solucion es:

2Pe(x/L) __ 1 18
u= e—, Pe = ﬂ—
2v

eZPe -1
Para valores de S muy pequefios la solucion se aparta poco de la solucion de
conduccion pura

(C.2)

u=x/L (C.3)

A medida que 8 aumenta las temperaturas bajan, debido a que el movimiento del
fluido tiende a contrarrestar el efecto de la condicién de frontera en x = L y refrigera
mds que cuando el fluido estd quieto. La importancia relativa de ambos términos (difu-
sivo y convectivo) se puede cuantificar a través del “niimero de Peclet” (Pe). A medida
que el numero de Peclet aumenta, el gradiente de u se concentra mdas y mds cerca de
la pared x = 1, formando una capa limite; estos altos gradientes son una fuente de
problemas para los métodos numéricos.

Si la velocidad se invierte entonces la discontinuidad se produce en x = 0 que es
la nueva salida (x = L serta la entrada). Una forma diferente de ver este fenomeno
es considerar que, a medida que v — 0, el problema se hace cada vez mdas advectivo
(Pe — o). En el caso del problema advectivo puro la ecuacioén es de primer orden y
por lo tanto requiere una sola condicion de frontera. La teorfa de sistemas hiperbodlicos
indica que la condicion de frontera debe aplicarse donde las lineas caracteristicas en-
tran. El valor de la variable en una frontera donde las caracteristicas salen resulta de
la integracion de la ecuacion dentro del dominio. Si se pretende imponer un valor dife-
rente como condicion de frontera Dirichlet, la diferencia se absorbe en una capa limite.
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Debido a que la ecuacion de adveccion pura propaga los valores a lo largo de las
lineas caracteristicas, también se pueden producir altos gradientes en el interior del
dominio.

C.1.1. Discretizacion de la ecuacion de adveccion-difusion

Consideremos el problema unidimensional de adveccion difusion con coeficientes
constantes (ecuacion C.1). Consideremos una malla uniforme de N segmentos de lon-
gitud Ax = L/N. Los nodos son x; = (j—1)Ax, para j=1,...,N +1. Una discretizacion
centrada de segundo orden es:

Ujp1 — Ujq Uj1 —2Mj+l/tj_1 _
P Ay Y Ax? =0 €4

Es relevante notar que la derivada de primer orden introduce un término antisi-
métrico. Este esquema funciona bien mientras la velocidad se mantenga por debajo de
un cierto limite, que resulta ser v.; = 2v/Ax. Para velocidades mayores la solucion
numérica se vuelve oscilatoria y para velocidades mucho mds grandes que la critica las
oscilaciones contaminan todo el dominio. Nétese que la velocidad critica se produce
cuando el numero de Peclet de la malla es:

A
Pey. = PAY _ 4 (C.5)
2v

Estas oscilaciones pueden asociarse a una falta de estabilidad del esquema numé-
rico, sin embargo el esquema es estable, estrictamente hablando, ya que si refinamos

suficientemente entonces Pey, pasard a ser menor que uno y se recupera la convergen-
cia O(Ax?).

C.2. Esquema de diferencias contracorriente

Notemos que, en el caso de adveccion pura (Pe = o) la solucion numérica deberia
ser

0 ;si jJ<N

”f"{l csi j=N+1 €6

y esto puede lograrse al reemplazar la derivada centrada por una derivada lateral
izquierda (que usualmente también se le llama “contracorriente” o “upwinded”)

Uj—Uj

B

Esto se puede reescribir como:

=0, j=2...,N (C.7)

B

Ujpp — Uj1 _(,BAx) Wipp — 2Uj + ujy _ C.8)

2Ax 2 Ax?
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nombramos v, = fAx/2,

Ujrl — Uj-1 y Ltj+1—2btj+l/tj_1
~ Ynum =
2Ax Ax?

(C.9)

donde v,,, es una difusion “numeérica artificial” que “estabiliza” el esquema. Notar
que si B < 0, entonces el esquema debe estar descentrado a la derecha

,8% (C.10)
y entonces debe ser v,,, = —8Ax/2, de manera que, en general
A
Voo = %‘ (C.11)
Ahora bien, para Pe < co podemos tomar
Uiy — U Uiy —2u; + Ui
B = v ) T = 0 (C12)

2Ax Ax?

Este esquema no presenta mds inestabilidades y para Pe >> 1 se aproxima al
upwindado pero para Pe pequefos sigue agregando difusion, incluso para Pej, < 1
cuando sabemos que el esquema es estable, resultando en un esquema demasiado
difusivo. Entonces surge la idea de tratar de reducir la difusion numérica para valores
Pey, pequerios. Notemos que (C.11) puede reescribirse como:

A A
Vo = W'Z X |Pend| = vPercf (Pery) = ﬁTXﬂPeM) (C.13)

con f(x) = sign(x)
de manera que podriamos reemplazar la “funcion de upwinding” sign() por otra que
anule la difusion numérica para |Pes,| < 1, por ejemplo podemos usar

A
Vaum = ﬂTxfl (PeAx) (C14)
con
_ | sign(x) i |x]>1

o también, para hacerlo mas continuo

sign(x) ;si x| >1

X psi |x] <1 (C.16)

fo(x) = {

Puede demostrarse que, si elegimos f(x), como la siguiente “funcion magica”

1
f3(x) = alx) = P (C.17)

tanh(x) -
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entonces, en este caso simple se obtiene la solucion exacta. Sin embargo, esto sélo
vale mientras el problema sea unidimensional, con coeficientes constantes, paso de la
malla constante y sin términos fuente. De todas formas es una funcion upwinding
interesante, ya que en forma muy suave satisface todos los limites necesarios.

Como (da/dx) |,—9= 1/3 otra funcion cominmente utilizada es

x/3  si x| <3

sign(x) ;si |x| >3 (C.18)

Ja(x) = {

C.3. El caso 2D

En el intento por extender el esquema upwindado a 2D se agrega una viscosidad
numérica segin cada una de las direcciones principales de la malla. Sea un dominio
rectangular 0 < x < L,, 0 <y < L,, dividido en N,,N, intervalos de longitud s, = L,/N,
, hy = L,/N,. Los puntos de la malla estan ubicados en x;; = ((i — Dh,, (j — Dh,) y sea
u(xij) = ujj.

Considerando el caso general en que h, # hy, el esquema es:

Uir1j — 2 j + Uiy j

Uir1,j — Ui-1,j + Uij+1 — Ui j-1

B

- (V + Vnum,xx)

2h, Y 2n, h?
U;; —2Mi'+1/t,' i Uirl ivl — Ujr1j—1 — Uj—1.j+1 + Uj—1 j—
0 Vi) T = Qe 2 0 (C9)
y Xy
Ademas:
h
Vij = %S,‘ij(Pes) (CZO)

, donde s = B/B es el vector segiin la linea de corriente; ademds se define:

hy
Pe, = A (C.21)
2v
y
_ | sign(Pey) ; si |[Pegd>1
J(Pes) ‘{ Pe, L si |Pey <1 €.22)
el subindice s indica valores segun la linea de corriente, ast por ejemplo.
hy = V2h (C.23)

Para facilitar la implementacién de éste método en lenguaje computacional, nos
sera util transformar la ecuacion (C.19) a la forma matricial Au = 0, donde A sera una
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matriz diagonal con los respectivos coeficientes para el vector u. LLas componente de la
diagonal de A, estdn dadas por los siguientes coeficientes:

_ V+Vnum,xx V+V71um,)')'
a, = 2 ( 72 + hf
— i & _ V+Vnum,xx
d22 = I ( 2 T
_ _i & V+Vnum,xx
ass = By ( 2t h,
a _ i (,B_) _ V+Voum,yy
44 = hy \ 2 hy
_ _ i ﬁ_\ V+Vaum,yy
as5 = (G 4 T (C.24)
_ _ 1 Vnum,xy
dee = Trchy ( 2 )
— 1 Ynum,xy
a7’7 - hxhy ( 2 )
— _ Vnumxy
a8’8 - hxhy ( 2 )
— 1 Vnum,xy
Aoy = rchy ( 2 )
Por tanto, tendremos el sistema:
aLl 0
0 as o 0 Ui
ass 0 Uit
u._l .
agg 0 =
Ui j+1
as 0 wij |=0 (C.25)
dsg 0 Uit1,j-1
Ui, j+1
Cl7,7 0 i
Ui1,j1
agg 0 Ui-1,j+1
g9

Notar que en la expresion en diferencias finitas de la ultima fila en (C.19) es una
aproximacion O(h.h,) para (02u/8x0y). Nos interesa definir la expresion general para
hs en funcion del angulo que forma v con la malla. Existen varias propuestas para esto,
no siendo ninguna de ellas totalmente satisfactoria. .La mds simple podria ser tomar
alguna media de los pardmetros de la malla & = (A, + A))/2 o /A A,. Notar que en
realidad estds definiciones no son “segun la linea de corriente”. Consecuentemente, es
de esperarse que puedan ser muy sobre o sub-difusivas en ciertos casos. Una posibili-
dad mejor es tomar la mayor distancia dentro de la celda a lo largo de una direccion
paralela a v como el segmento AB en la figura (C.1).

La expresion resulta ser:
. ij
hsy = min—:= (C.26)
i sl
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Figura C.1: Definiciéon del tamafio de la celda seglin la linea de corriente

C.4. El caso 3D

Andlogamente a la seccion anterior se extiende el esquema upwindado a 2D a un
esquema 3D, para esto se agrega una viscosidad numérica segin cada una de las
direcciones principales de la malla. Sea un dominio cuadrangular 0 < x <L, ,0<y <
L,, 0 <z<L, dividido en N,N,,N, intervalos de longitud h, = L/N, , hy, = L,/N,,
h, = L;/N.. Los puntos de la malla estan ubicados en x;j = ((i — Dhy, (j — Dhy, (k — Dh,)
y sea u(xjjx) = u; ji.

Considerando el caso general en que h, # hy, # h;, el esquema es:
Ui jk+1 — Ui jk-1

Uivl,jk — Ui-1,jk Uijrik — Ui j-1k

B +B +5
X Z
2hx Y 2hy 2hZ
Uit jk — 2Ui jx + Uit jk Wijatk = 2Uijx + Ui j-1k
_(V + Vnum,xx) 2 - (V + Vnum,yy) e
x y
Ui jk+1 — 2u,, ikt Ui jk-1 9 Uil j+1k — WUitd,j-1k — Wi-1,j+1k T Ui-1,j-1k Cc.97
_(V+Vnum,zz) h2 - Vnum,xy Ah-h ( . )
z X0y
9y Uit jk+1 — Uitl jhk—1 — Wi-1,jk+1 T Ui-1,j k-1 9y Wi j+1k+1 — Ui j+1 k-1 — Ui j-1k+1 T Ui j—1 k-1
—&«Vnum,xz —4&Vnum,yz
4h,h, 4h,h
yiez

Uit j+1k+1 — Uil j+1k=1 — Uitl j-1hk+1 T Uit j-1k=1 = Ui=1,j+1hk+1 T Ui-1 j+1k-1 t Uiz, j-1k+1 — Ui-1,j-1,k—1 -0

_6 um,xyz
Y 2 8y
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