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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Los modelos matematicos que aparecen en ciencia e ingenieria llevan a siste-
mas de ecuaciones diferenciales parciales (PDE’s) [1] cuyos métodos de solucién
estan basados en el procesamiento computacional de sistemas algebraicos de
gran escala y el avance de muchas areas, particularmente la de las ciencias de
la tierra, depende de la aplicaciéon del hardware computacional mas potente a
esos sistemas [2].

El computo en paralelo sobresale entre las herramientas computacionales,
especialmente en el presente cuando los incrementos en la velocidad del hard-
ware aparentemente han alcanzado barreras que parecian insuperables. Como es
bien sabido, las principales dificultades del cémputo en paralelo estan asociadas
con la coordinaciéon de muchos procesadores que llevan a cabo diferentes tareas
asi como de la transmisién de informacién. De manera ideal, dada una tarea, es-
tas dificultades desaparecen cuando “dicha tarea es efectuada por procesadores
que trabajan independientemente unos de otros”. Nos referiremos a esta tultima
condicion como “el paradigma del software del computo en paralelo”.

El surgimiento del computo en paralelo promovié en buena parte la comu-
nidad de la modelaciéon computacional un esfuerzo continuo y sistemético con
el propdsito de dirigirlo con el fin de resolver modelos matematicos de sistemas
de la ciencia y de la ingenieria. Muy tempranamente justo después de que ese
esfuerzo comenzd, se reconocié que los métodos de descomposicion de dominio
(DDM por sus siglas en inglés) eran las técnicas més efectivas para la aplicacién
del cémputo en paralelo a la solucién de ecuaciones diferenciales parciales [3],
debido a que dicha aproximacién simplifica drasticamente la coordinacién de
muchos procesadores que llevan a cabo las diferentes tareas y también reduce
bastante los requerimientos de transmisién de la informacién entre ellos [4]-[11].

Cuando algiin DDM es aplicado, primero se lleva a cabo la discretizaciéon de
un modelo matemadtico en una malla fina y, una vez hecho esto, se introduce
una malla gruesa, lo cual propiamente constituye la descomposicién de dominio.
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‘El paradigma del DDM’, un paradigma para los métodos de descomposicién de
dominio concomitante con el paradigma del software del cémputo en paralelo
[12], consiste en ‘obtener la solucién global a través de la solucién de problemas
locales exclusivamente (un problema local es uno definido separadamente en un
subdominio de la malla gruesa). Dicho de una manera sencilla, la idea bésica es
que, cuando el paradigma de los DDM se satisface, una completa paralelizacion
puede ser llevada a cabo por la asignacién de cada subdominio a un procesador
diferente.

Cuando comenzo6 la etapa mas intensa de la investigacién de los DDM se le
dio mucho mas atenciéon a los DDM con traslape, pero muy pronto la atencién
cambio a los DDM sin traslape. Cuando el paradigma de los DDM se tomé en
cuenta, esta evolucién parecié muy natural porque es mas facil desacoplar los
problemas locales cuando los subdominios no se traslapan. Sin embargo, ain en
este tipo de métodos los distintos subdominios estan ligados por los nodos de
interface que son compartidos por muchos subdominios y, por lo tanto, los DDM
sin traslape son de hecho traslapados cuando son vistos desde la perspectiva de
los nodos usados en la discretizacién. Asi, un desacoplamiento mayor de los pro-
blemas locales y ventajas computacionales muy significativas deberian esperarse
si fuera posible llevar a cabo la discretizacion de las ecuaciones diferenciales en
un sistema de nodos sin traslape [12] ; esto es, un conjunto de nodos con la
propiedad de que cada uno de ellos pertenezca a un y solo un subdominio de la
malla gruesa (esta malla que constituye la descomposicién de dominio). En [12],
asi como en todo lo que sigue, a los métodos de discretizacion que satisfacen
estas condiciones se les referira como discretizaciones sin traslape.

En una linea de investigacién, a la que pertenece este articulo, Herrera y
colaboradores abordaron este problema y lo resolvieron habiendo desarrollado
un marco —el marco del DVS- detalladamente formulado usando una discreti-
zacion sin traslape de las ecuaciones diferenciales parciales originales. Debido
a las propiedades de las discretizaciones sin traslape en dichos algoritmos los
enlaces entre los diferentes procesadores son mucho mas relajados, y también la
transmisién de informacién requerida entre ellos se reduce. Dichas propiedades,
también conocidas como el andlisis preliminar de los algoritmos, indican que son
muy adecuados para programar los procedimientos para resolver las ecuaciones
diferenciales parciales que aparecen en los modelos de la ciencia y la ingenieria
con el hardware mas altamente paralelizado de la actualidad.

A pesar que los algoritmos DVS ya han sido significativamente desarrollados
y algunos ejemplos han sido tratados previamente [12]-[?], hasta ahora ningiin
software que tomara ventaja de los algoritmos DVS habia sido desarrollado. Es
claro que para tener una amplia ganancia de esos avances es esencial desarrollar
un software, cuidadosamente codificado, el cual permite aplicar efectivamente
los algoritmos DVS a problemas de interés de la ciencia y la ingenieria. Co-
mo una notable contribucién de esos avances, en este trabajo, por primera vez
presentamos y probamos un software de esas caracteristicas.
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1.2. Objetivos de la tesis

En este trabajo de tesis se presenta el enfoque DVS y los métodos de des-
composicion de dominio que de ahi surgen pero adecuados para sistemas de
Ecuaciones Diferenciales Parciales. Se demuestra que los métodos que original-
mente aplican a una EDP también son validos para los sistemas de ecuaciones
con ligeras modificaciones que son necesarias como el manejo entre funciones
valuadas escalarmente y las valuadas vectorialmente. La ecuacién que se toma
es la de elastoestatica que es un operador valuado vectorialmente y del cual
surge un sistema de ecuaciones algebraico con un nimero muy alto de grados
de libertad.

1.2.1. Objetivos generales

= Revisar los métodos de Descomposiciéon de Dominio para establecer las
semejanzas y diferencias con el resto de las metodologias tomando como
referencia los métodos que provienen de los DVS.

= Dar las modificaciones necesarias para la adecuacion de los algoritmos
obtenidos en el enfoque DVS al caso de sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales para demostrar su generalidad.

= Implementar dichos algoritmos en méquinas de alto rendimiento, especifi-
camente en un cluster, para demostrar la eficiencia computacional que
puede alcanzarse.

1.2.2. Objetivos particulares

1. Resolver un caso sencillo de la ecuacion de elasticidad en tres dimensiones.

2. Demostrar la convergencia, la escalabilidad y la eficiencia de los algoritmos
implementados.

3. El uso de cémputo en paralelo para resolver sistemas con un alto ntimero
de incdgnitas.

4. Acceder a recursos robustos de cémputo en paralelo para verificar el codigo
y medir su eficiencia.



Capitulo 2

DDM: Ideas generales

Obtener una solucién numérica de una Ecuacién Diferencial Parcial (EDP)
en un dominio puede ser muy costoso computacionalmente. Esto debido a que
resolver los sistemas lineales algebraicos que surgen de la aplicacién de algin
método de discretizacién requiere un numero de operaciones proporcionales a
la dimensién de la matriz que se obtuvo de la discretizaciéon de la EDP.

La idea de resolver una EDP en distintos dominios locales y posteriormente
obtener una solucién global con base en las soluciones locales obtenidas no es
nueva [4]. Aunque estas ideas surgen muchos afios antes de la aparicién de las
computadoras digitales y su interés era para dominios que por su forma irregular
pudieran separarse en dominios con formas regulares , esas mismas ideas son
usadas actualmente para dividir el dominio discretizado en subdominios. Estas
técnicas son denominadas Métodos de Descomposicién de Dominio (DDM por
sus siglas en inglés).

Con el auge del computo en paralelo se han retomado las ideas para resolver
numéricamente EDP aplicando esos procedimientos , técnicas y metodologias
que optimicen el uso de los procesadores asi como el de las comunicaciones.

El procedimiento por el cual se generan los subdominos consiste en introducir
una particién que separe los nodos de la discretizacién original en subconjuntos
ajenos. A dichas discretizaciones més gruesas se les denomina subdominios. Esto
a su vez genera una frontera interior denominada I' que es la interface entre los
subdominios. A su vez se construyen matrices en cada subdominio, que son
equivalentes a las del sistema global.

Los procedimientos que se usan para obtener las soluciones de los sistemas
de ecuaciones locales se puede recurrir tanto a métodos directos como a métodos
iterativos. Mientras que la solucién en los nodos de interface se hace exclusiva-
mente con un método iterativo.

Como se explica mas adelante, la idea fundamental es generar una clasifica-
cién de los nodos de la discretizacion en nodos que pertenecen a la interface y
los que no y usar eliminacién Gaussiana por bloques para llevar a cabo los des-
pejes los cuales determinaran la factorizacion del sistema. Después se generan
precondicionadores que aceleran la convergencia del método iterativo.
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Las metodologias convencionales actiian de la siguiente manera, dada una
discretizacién obtenida con el método de elemento finito (FEM) o con el méto-
do de diferencia finitas (FDM) en cada subdominio se obtiene la solucién local
tomando condiciones de frontera Dirichlet o Neumann y después se genera la
solucion del sistema sobre los nodos que estdn sobre I' por un método itera-
tivo ajustando las soluciones locales sobre los subdominios y de esta forma se
continia alternando hasta la convergencia de la solucién.

2.1. Problema continuo

Consideremos el operador diferencial de Poisson (—A) en una EDP que se
cumple en un dominio €2 dado con condiciones de frontera Dirichlet homogéneas
en la frontera 02 del dominio.

Dado el problema

—Au = fenf) (2.1.1)
u =0 en 00 (2.1.2)

Se lleva a cabo la descomposicién del dominio la cual consiste en generar
subdominios sin traslape y con fronteras artificiales. Para las aproximaciones
numéricas se tienen dos casos con lo que respecta a la discretizacién de los
subdominios, el caso en que las mallas coinciden y en el que no coinciden. En
este trabajo de investigacién consideramos unicamente el primer caso. Asi la
discretizacién esta dada como

Q={N%N---NQ,} (2.1.3)

Con ello se genera una frontera interior I' ademéds de la frontera exterior
09Q. Si consideramos Q = QU 9N y como I' esta en el interior de  entonces

La ecuacion original en dos subdominios es equivalente al siguiente sistema
de ecuaciones

—Auy = fenQ 4 (2.1.4)

u; =0 en O[T (2.1.5)

u1 = ug sobre I' (2.1.6)

% = —Z—ZE sobre I' (2.1.7)
—Aug = [ enf) o (2.1.8)

ug =0en 00 I' (2.1.9)
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2.2. Problema discontinuo

(2.1.4) A partir de la representacién del problema en cada subdominio en
términos de funciones y operadores continuos seremos capaces de reescribir el
problema en forma matricial, mediante la discretizacion dada por FDM o FEM
en cada subdominio como un sistema lineal algebraico de la forma

Au=f (2.2.1)

donde A es una matriz simétrica y positiva definida.

La matriz se divide en grados de libertad para el interior de{2 ; y grados
de libertad sobre la frontera interiorI’ , con condiciones Dirichlet en 99;|I" y
condiciones Neumann enl.

Si consideramos unicamente dos subdominios entonces la matriz tiene la
siguiente forma

1 1
L N P I
A=10 47 AR u= a5 f= |
AL AB A up fr

Que de la misma forma se suman los vectores definidos sobre I' pero en
distintos subdominios.

App = ALy + AR
fr=ft+ft

Las condiciones sobre I' se llaman condiciones de transmisibilidad y son
equivalentes a la igualdad con la combinacion lineal de las trazas de las funciones
y sus derivadas normales. A la derivada normal también se le conoce como el
flujo.

Dada una expresion matricial donde se distinguen los nodos interiores de
cada subdominio y los nodos sobrel , se busca una aproximacion de las derivadas
normales sobrel.

Si para el problema continuo se da una solucién u; exacta, es decir, que se
satisface la ecuacién enf? ;, el flujo se puede definir como un funcional bilineal
usando la férmula de Green. Si damos una solucién del Método de Elemento
Finito en la funcional bilineal discretizando el término de méas a la izquierda,
tomando ¢; como funcién base en el nodo j y recorriendo todos los nodos sobre
I' obtenemos una expresién para la derivada normal

/\A
e
[N R ]
i

ﬁui

/F %d’de = /Qi(Aumj + Vu; - Vo )dr = / (—fé; + Vui - Vo;)dr (2.2.4)

i

que al construir las matrices correspondientes se obtiene

N o= AR + Abpud - ff (2.2.5)
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En este caso lo que ocurra en I' tiene que ver con el flujo por lo tanto es un
problema tipo Neumann.

Ajyur + Ajpur = f1 (

up = uf = ur (

At qup + Afpup — ft = —ARjug + Afpui — ff = Ap (2.2.8
Afpuf + Afpud = f7 (

Este problema tiene en cada subdominio condiciones de frontera Dirichlet
sobre 0€;|I" y condiciones Neumann enl’ . Ademas un problema local de Poisson
en cada subdominio. Este sistema de ecuaciones es equivalente al problema
original continuo , pero mientras este ultimo es valido sélo si el lado derecho es
lo suficientemente regular, su contraparte discreta es valida siempre, dado que
puede ser obtenida directamente de FEM.

Lo anterior nos permite plantear problemas para resolver ur o para Ar. La
base de los subsecuentes métodos es el sistema de ecuaciones (2.2.6 - 2.2.9) se
considera de manera completa o se eliminan algunas ecuaciones de acuerdo con
las condiciones de frontera interior impuestas.

2.2.1. Una ecuacién para ur (Complemento de Schur)

Al igual que otro métodos de descomposiciéon de dominio iterativos, las
incégnitas en el interior del subdominio son eliminadas del sistema. Lo anterior
despejando en alguna ecuacién estas incégnitas y sustituyendo en las restan-
tes. Este procedimiento se puede hacer por bloques y se denomina Eliminacién
Gaussiana por bloques. Se toman tres ecuaciones del sistema anterior para ob-
tener

Arr A |ur J1
A= = 2.2.10
|:AI‘I Arr| |ur Jr ( )
Despejando ugi)
) = A~ A 221
obtenemos
y sustituyendo
(AR — AGAG A — O AGAT O 21y

Donde definimos el complemento de Schur, nuevamente con dos subdominios,
como

S =Arr - AL A Al — A3 AT A% (2.2.13)

que es un despeje utilizando eliminacion gaussiana por bloques y que es equi-
valente al operador Steklov-Poicaré el cual mapea de las trazas de las funciones
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a las funciones en el interior de los subdominios , ya que lo hace de manera
exacta las condiciones de flujo son cero. Mientras que el lado derecho esta dado
como

1 —1
gr = (fll - All"IAgr) F)) + (flg - A%IAErQI) 1(1)) (2.2.14)

del cual se despejaron las incégnitas que estan sobre I' y se eliminan, por
sustitucién, las que estan sobre{2 ; Si reensamblamos el sistema anterior para
dos subdominios obtenemos

1 1 1

Ay oA [
0 Agl) AgI‘) U= fI( ) (2.2.15)
0 0 S gr

Fl sistema se resuelve primero con algin método iterativo como Gradiente
Conjugado para la ecuacion
S'LLF =dJgr (2216)
Para obtener los valores en el interior de los subdominios se utiliza la expre-
sion

wh = AN (FD Al L) (2.2.17)

2.2.2. Una ecuacion para el flujo: A\p

A diferencia del método anterior, ahora si consideramos que los valores de
la funcién en la frontera interior I' estdn determinados por la diferencia de los
valores de u en el interior de dos subdominios adyacentes. Es decir por el flujo.
Se consideran todas las ecuaciones lo que da el sistema de ecuaciones Ademas
de las ecuaciones locales, para el flujo se considera la tercera ecuacion la cual
describe el flujo. Su condicién de transmisibilidad esta dada por

Ar= A =A@ (2.2.18)

Para el caso en dos subdominios se resuelven problemas locales tipo Neu-
mann para encontrar u® Yy u®.,

£ 7 g

Al igual que en el caso anterior aplicamos eliminacién gaussiana por bloques

Aj) AL

Ior (2.2.19)
AR ARy

factorizacién) y se obtiene el valor de ul?) despejado.
r
S(i)_l(gf, + )\{f)) (2.2.20)
Tomando la condicién de transmisibilidad

uld) =y (2.2.21)
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y sustituyendo con (2.2.20) se obtiene

1 -1
SO (gl + A1) = 8P (g2 +AP) (2.2.22)
desarrollando
STl 4 gD g7 2 4 g7 (2.2.23)
factorizando y considerando que el valor de A(NT' = —\®)T' = \p
(SO + 8@ A = (5O gf + 57 gf) (2.2.24)
renombrando
F=80"41g®" (2.2.25)
dr = —(SMW gl + 5@ g2) (2.2.26)

Se obtiene el sistema

F)r = dr (2.2.27)

Una vez que Ar es conocida podemos encontrar la solucién para u' y u?
resolviendo los problemas locales.



Capitulo 3

FEM aplicado al Operador
de Elasticidad

3.1. Formulacion Variacional.

Sea el operador diferencial

Lu=—-A+p)V(V-u) —puluen Q (3.1.1)

Dada la ecuaciéon diferencial

,Zy:iﬂ (3.1.2)
u = up en 0N 1.3)

Si w es una funcién en §2 tal que Vw existe, entonces
w-Lu=—-AN+p)(w-V(V-uw)—pw-Au (3.1.4)

Se detallan las operaciones involucradas para su mejor comprension.
Sea la operacién V(V - u) la cual es el gradiente de una divergencia, la ex-
presamos en notacién indexada como

5‘ an
cu) = -7 1.
v(v-u) Ox; Ox; (3.15)
pesamos con w e integramos
/ wli%dg = — Owi %dg—l—/ wi%dg (3.1.6)
Q 81‘1' axj Q 833i 8.13j a0 8$j

Mientras que la operacién Awu, siendo el laplaciano es la divergencia de un
gradiente y expresada en notaciéon indexada como

8 8Uj

A

VVu =

(3.1.7)

12
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Pesamos con w

3
wAu = Z w; A\ (3.1.8)
i=1
Integrando y expresando la férmula componente a componente
0?u;
/ wAudx = / wiiudg (3.1.9)
Q o Or;0r;
y después aplicando integraciéon por partes
d%u; Ju; Qw; Ou;
/wiiudgz — Ui 7w dg—&-/ wiinjdg (3.1.10)
0 8xj8xj Q 8xj 813]‘ a0 8$]‘

Se toma en cuenta que las funciones de peso se anulan en 9€) por lo que
los términos en (3.1.6) y (3.1.10) se anulan y al sustituir con los términos que
restan de esas mismas ecuaciones en (3.1.4) obtenemos la formulacién variacional
a partir de la cual se modelard computacionalmente.

/Q{()\ + ) (V- w)(V-u) + pVw : Vupde = /Qw- fﬂa@ (3.1.11)

Que es una formulacién débil.

3.2. Aproximacién de la solucién.
Si ug(z) es una funcién que cumple las condiciones de frontera:

up(z) = g(z) (3.2.1)

y si definimos

v(z) = u(z) — uy(z) (3.2.2)

entonces v(z) = 0 en I
Definimos el espacio de funciones

V ={¢(z): Vo(z) existe en Q y ¢(z) = 0 cuando x € 9N} (3.2.3)

Siv,weVyow(z) =u(x) — uy(z) podemos decir que

A(u, w) =/Qiﬂ-wdz—A(ga,w) (3.2.4)

Ahora se construye un espacio de funciones Mj;, C V' de dimensién finita que
sirve para aproximar a la solucién la funcién v(z).
Las funciones de M}, son de la forma

¢ = (1,02, ¥3) (3.2.5)
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Asumimos que M}, cuenta con una base

My =<<¢ ,- ¥y >> (3.2.6)

Donde cada una de las funciones de M), esta definida en un punto de 2. Con
esto se genera un espacio de funciones de dimension finita.
Definimos asi la funcién bilineal

Ay, w) = Q~{(A+u)(v cw)(V - u) + pVw : Vurde (3.2.7)

para u,w € Mj
Las funciones de la base son de la forma

¥, = (¥a(z),0,0) (3.2.8)
Y, = (0,%(2),0) (3.2.9)
Y, =(0,0,94(2)) (3.2.10)
A su vez se considera que 1, (z) es una funcién que cumple con la condicién

de que

YalZg) = bap (3.2.11)

Que de manera explicita considerando los polinomios de Lagrange en cada
eje dimensional se tiene que

@M (z)) = Lo (2) b (3.2.12)

J
en la que las funciones en cada componente se definen como

lo (z) = la1(z1)la2(x2)las(23) (3.2.13)

y la definicién en cada variable de esas funciones l,;(z;) valuadas escalar-
mente esta dada como

Tipy1 ~ T ) .
Tijgqq ~Tig RS TS Lirpr
ey
lai(iﬂl‘) = L k1 €T < . < s (3214)
€T —@s 1—1 — 1 = 1k
1k Tk—1
0 de cualquier otra forma

Entonces si 9(z) es el elemento que aproxima a v(z), podemos escribir:

N 3
i(z) =YY Vaith_.(z) (3.2.15)

a=1i=1
o tomando las componentes vectoriales

N 3
f}] (&) = Z ZVaﬂ;Z) ’L] para ] = 1,273 (3216)

a=1i=1
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Sustituyendo u con ¥ en (3.2.4) tenemos

N 3
Z Z Vai Ay, w) = / [ - wdz — Auy, w) (3.2.17)
a=1i=1 Q2

sustituyendo w = 1, la ecuacién anterior la podemos expresar como

N 3

S S ViAW) = [ Sty e Ao thy) con f=1,0ee Nij = 1,23

a=1i=1
(3.2.18)
Que de forma concreta es

>3 / [+ (78, )71, )+ (v, 70, Vb (3:2.19)

En forma indexada se expresa como

al N O e,
S5 Vs [ A S bl G 32 6 = [ fy con f= 1,000 Nij = 1,23
o i OF;

a=1i=1

(3.2.20)



Capitulo 4

Descripcion General del
DVS

El marco del espacio de vectores derivados (el marco de trabajo del DVS) trata
con la matriz que se obtiene después de que una ecuacién diferencial (EDP), o
un sistema de dichas ecuaciones ha sido discretizado por medio de algin proce-
dimiento de discretizacion esténdar (esto es, por algin método de discretizacion
con traslape). Al sistema de ecuaciones discretizado resultante se le referird como
el sistema original.

El procedimiento DVS sigue los siguientes pasos:

1. La ecuacién diferencial parcial, o sistema de dichas ecuaciones, esta discretiza-
do por algiin método estandar ,que satisface los axiomas de la teoria establecida
en 4.1.1, en una malla — llamada la malla fina — para obtener un problema
discreto que esta escrito como

MU =F

A este se le llama el problema original, mientras que los nodos de la malla fina
son llamados nodos originales. El simbolo X serd usado para referirse a todo el
conjunto de nodos originales; cualquier funcién definida en el conjunto X por

definicién es un wvector original. Finalmente, la notacién I/?/ serd usada para el
espacio lineal generado por los vectores originales, el cual en su momento se le
llamara espacio de vectores originales.

2. Se introduce una malla gruesa, la cual constituye una descomposicién sin
traslape del dominio del problema. El sistema de nodos originales aparece con
traslape con respecto a dicha malla gruesa.

3. Un sistema de nodos sin traslape (nodos derivados), denotado por X, es cons-
truido aplicando el procedimiento explicado en articulos previos (véase seccién

16
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4.1). Las funciones definidas en todo el conjunto X son por definicién los vec-
tores derivados y la notacién W ses usada para todo el espacio lineal de estos
vectores derivados, el cual constituye el espacio de vectores derivados.

4. La teoria del marco del DVS provee una férmula que permite trasformar la
discretizacion original en una discretizacion sin traslape. Aplicando esta féormula
se obtiene la discretizacion sin traslape. Esta es otra formulacién discreta que es
equivalente al problema original, excepto que esta constituye una discretizacion
sin traslape; y

5. Después de todo lo anterior, cada uno de los subdominios de la malla gruesa es
asignado a un procesador diferente y el cddigo es programado de forma separada
en cada uno de los procesadores.

El marco tedrico del DVS es muy elegante; en él, las operaciones algebraicas
pueden ser llevadas a cabo sistematicamente y con gran simplicidad. Ademas,
muchos resultados algebraicos simplificados han sido obtenidos en trabajos pre-
vios. Para optimizar las comunicaciones y el tiempo de procesamiento se definen
rutas criticas puramente algebraicas, las cuales dan una ganancia ain mayor
de los resultados algebraicos obtenidos previamente. Entonces esta ruta criti-
ca algebraica es transformada en cédigo usando C+4 y muchas otras técnicas
computacionales bien establecidas como lo seria MPI.

Siguiendo los pasos indicados mas arriba, en el presente trabajo se ha desarro-
llado un software para problemas de sélidos eldsticos isotrépicos en equilibrio
que se ha probado experimentalmente. La alta eficiencia en la paralelizacion
del software asi obtenido ha sido verificada experimentalmente. Para ser mas
especificos, solamente el algoritmo DVS-BDDC ha sido implementado para este
problema. Sin embargo, por simples combinaciones de las rutinas ya desarrolla-
das los otros algoritmos DVS pueden ser implementados.

4.1. Nociones preliminares y notacion

La aproximacion DVS estd basada en discretizaciones sin traslape, las cuales fue-
ron introducidas durante el desarrollo de [12]. Una discretizacion es sin traslape
cuando esta basada en un sistema de nodos que es sin traslape; para distinguir
los nodos de dicho sistema desde los nodos originales, estos son llamados nodos
derivados.

Asi, un sistema de nodos es sin traslape, con respecto a la malla gruesa (o
descomposicién de dominio), si cada uno de ellos pertenece a uno y solo uno de
los subdominios. En general en el marco DVS, el espacio de vectores derivados
(DVS) esté constituido por todo el espacio lineal de funciones cuyo dominio es
el total de los nodos derivados y que toma valores en R".

En la presente tesis, donde son tratados los problemas de elasticidad que estan
gobernados por un sistema de tres EDP’s; tomamos n=3. Usualmente, cuando
el modelo matematico bésico es gobernado por una sola ecuacion diferencial, n
es igual a 1.
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Generalmente, cuando la malla gruesa es introducida algunos de los nodos de
la malla fina caen en la cerradura de méas de un subdominio de la malla grue-
sa. Cuando es el caso, un procedimiento general para transformar un conjunto
de nodos con traslape en uno de nodos sin traslape se introdujo en [12]. Di-
cho procedimiento consiste en dividir cada nodo original en tantas piezas como
subdominios haya. Para el caso en el cual la malla gruesa consiste de sola-
mente cuatro subdominios, este proceso estd ilustrado esquematicamente en las

siguientes figuras.

1 2 3 5 a 1 2 3 4 5O
e ] ° (4] o ) ° 9 ) e
Q, Q,
o6 o7 o8 & 10 l" @16 e 7 48 5 10
11 12 13 14 15 \N\ 12 13 14 15
° ° ) ) ° o o o
16 17 ol8 ol9 020 16 17 418 ol9 620
o1 ° 22 23 & 025 g_,) %21 o 22 23 &4 .?.Sg_.2
3 4
— Ql QZ
1 1 12 LI
Ql (L) (2,1) (4.2) (5,2) Qz 2 th 03D &1 9 3 .i ) ot
o o ] ]
.16.1)F (7.1) .(9,11 .uo‘u S ian r o w0 P e .19'11 (02
(1.1 2.1) §4.2) (15.2) e lth ali2ll (ilg ¢ U32) ellta}  allf2
11.3) 12.3) 14,4) 15.4) (11,3) (12,3) 133)] | (3.4)  (14.9) (15,4)
@16.3) @(17.3) (19,4) (20.4) ® (16,3 'u“.sa ::IS.}]‘ S (18,4} 'ne_u '[20.4]
.(’.’1.3) (22,3) .{24.-1' (25,4)
— (-] —
Q Q —  *a) Oz 53Rt (g %2y Csa—
3 4 3 4

Figura 4.1: Nodos originales (arriba izquierda), Malla gruesa con nodos tras-
lapados (arriba derecha), Generacién de nodos sin traslape(abajo izquierda),
Subdominios completamente sin traslape (abajo derecha)

Entonces, el resultado final es el sistema de nodos sin traslape mostrado en la
figura 4. Cada uno de los nodos sin traslape esta identificado de manera tnica
por la pareja (p,a ), donde p es el nodo original de donde proviene y « es el
subdominio al cual pertenece. Usando esta notacién, para cada f =1,..., E , es
conveniente definir X? C X como sigue: Los nodos derivados (p,a ) pertenecen

a XP. siy solo si, a = 3.

En lo que sigue, la familia de subconjuntos {Xl, L XE } solo serd referida como
la descomposicion sin traslape del conjunto de nodos derivados. Esto porque esta
familia de subconjuntos de X posee la siguiente propiedad:
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B
X = U Xy 0 =X*NX" cuando a # B, (4.1.1)

a=1

Una propiedad importante implicada por la ec. (4.1.1) es que el espacio de
vectores derivados, , es la suma directa de la siguiente familia de subespacios de
W {Wl, ...,WE}; esto es

W=w'e.eW¥ (4.1.2)

Aqui, hemos escrito

We=W(X*), a=1,...E (4.1.3)

La notacién W (X¢), introducida previamente (ver, por ejemplo [12]), aqui es
usada para representar el subespacio W cuyos vectores se desvanecen en cada
nodo derivado que no pertenece a X®. Una implicacién importante, muy usada
para el desarrollo de cédigos en paralelo, es que cada vector derivado w € W
puede ser escrito de manera tinica en la forma

E
w= ZQO‘, con w* € W¢ (4.1.4)
a=1
Como se acostumbra en los desarrollos de DDM, en la aproximacién del DVS
se hace una clasificacién de los nodos de la discretizaciéon. Listamos los subcon-
juntos mas usados y relevantes de X como sigue:

1 nodos interiores

I" nodos de interface

T nodos primales

A nodos duales

II=1U7 nodos’ primales extendidos’
Y =ITUA nodos’ duales extendidos’

(4.1.5)

También observamos que cada una de las siguientes familias de conjuntos son
disjuntos: {I,I'}, {I,7,A}, {II, A} y {3, 7}, mientras que

X=1UT=I UrUA=TTUA=X U~ (4.1.6)

A continuacién, resaltamos algunos de los aspectos méds importantes de la no-
tacién y la nomenclatura usada en el marco del DVS; para mayores detalles el
lector puede acudir a trabajos previos de esta linea de investigacién (en parti-
cular [12], donde se dan referencias adicionales).

Cuando consideramos cualquier nodo derivado, el cual es identificado por la
pareja de nimeros(p,« ), el ntimero natural p (el cual corresponde a un nodo
original) es llamado el ancestro del nodo derivado, mientras que « (cuyo rango
va de 1 a E) identifica al subdominio al que pertenece. Ademds, para cada nodo
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original p Ei , la notacién Z (p) C X serd usada para representar el conjunto
de nodos derivados que provienen de él. Entonces, la multiplicidad de p’, m (p),
es la cardinalidad de Z (p). Observamos que la multiplicidad de p esta definida
como una propiedad de cada nodo original p. Hay otro tipo de multiplicidad que
es usada en el marco DVS, la cual esta definida como una propiedad de cada
pareja (p,q) de nodos originales y es también usada en la teoria del marco del
DVS. Para introducirla, definimos

1, sip,q€Qy
fo ) 9 _ .
Spg _{ 0. de otra forma a=1,..,FE;y (4.1.7)

Entonces, la multiplicidad de una pareja (p, q) —escrita como m (p,q) — estd
definida para que sea

E
9)=> 6 (4.1.8)

Cuando u es un vector derivado, tal que u es una funcién definida en X,
u (p,a) se mantiene para los valores de u en el nodo derivado (p,« ).
En particular, en aplicaciones del marco del DVS a problemas de elasticidad,
esos valores son vectores en 3D y el nimero real u (p, «,?) -i = 1,2, 3- serd el
i — esimo componente del vector u (p,a ).
El espacio de vectores derivados esta provisto con un producto interior, el pro-
ducto interior euclidiano, el cual usando la notacién de arriba para cada pareja
de vectores derivados, u y w, estd definido por

3
uew = u(p, i) w (p, o, i) (p, i) w (p, oy i
> Z Z )

HMRJ
mM

(p,a)eX i=1
(4.1.9)
Para la paralelizacién de los algoritmos la relacién
E
uew = Zyo‘ e w®, siempre y cuando u®, w* € W< (4.1.10)

serd muy util, porque las componentes del vector correspondiente a los diferentes
subdominios serdn manejados por diferentes procesadores en la implementacion
computacional.

Sea p Gi un nodo original y u € W un vector derivado. Entonces u € W se
dice que es continuo en p cuando u (p,a) es independiente de «, y se dice que
es de promedio cero en cuando

Z u(p,a) =0 (4.1.11)

a€Z(p)

Cuando las correspondientes propiedades son satisfechas para cada p €X, el
vector derivado u simplemente se dice que es continuo o de promedio cero.
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Los subespacios lineales Wyo y W11 de W, estan constituidos por los vectores
continuos y de promedio cero de W, respectivamente. Estos dos subespacios son
complementos ortogonales uno del otro. Las matrices a y j son las proyecciones
en Wis v en Wyg, respectivamente. Estas matrices satisfacen:

a+j= (4.1.12)

]

donde [ es la matriz identidad. Para cualquier w € W, la evaluaciéon de v = aw
esta dada por

y(p,a)EL > wpp) (4.1.13)

®)  frenm)

Usando esta ecuacion, la evaluacion de jw es también de manera directa, dada

la ec. (4.1.13) que implica

=w-—a (4.1.14)

.
S

La inyeccién natural de W en W, escrita como R : W — W, estd definida para
cada u € Wpor uew

(RE) (pa)=u(p), V(pa)€X (4.1.15)

Cuando u € W, (RE) € W15 necesariamente. Observamos que RW = Wis.

Ademis, se puede ver que R tiene inversa tinica en Wio; esto es, R=! : Wiy —W
estd bien definida.

4.1.1. Cbémo construir discretizaciones sin traslape

Esta seccién explica cémo transformar una discretizacién estandar (con traslape)
en una discretizacién sin traslape. El procedimiento DVS aqui explicado permi-
te transformar una discretizaciéon con traslape en discretizaciones sin traslape
y genera directamente algoritmos precondicionados que estan sujetos a restric-
ciones. Puede ser aplicado siempre y cuando la siguiente suposicién basica se
satisfaga:

m(p,q) =0= My, =0 (4.1.16)

Aqui, el simbolo se mantiene para la implicacién logica y se entiende que es la
matriz que aparece en la ec.(4.1.16).

Definimos la matriz ¢’ por su accién sobre cualquier vector de W: cuandou € W,
tenemos

a'u=u; +up + au, (4.1.17)
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Observamos que la accién de ¢ puede ser llevada a cabo por la aplicacién del
operador a’ exclusivamente en los nodos primales. Entonces, definimos el espacio
restringido como

W' =dW (4.1.18)
Claramente, W" C W es un espacio lineal de W y para cualquier u € W,a'u
es la proyeccion de u, en W7.
Ahora, definimos

_ | 1, cuando m(p,q) =0
s(p.g) = { m (p,q), cuando m (p,q) # 0 (4.1.19)
Para v =1, ..., E, definimos las matrices
M7 = (M), M) = Myq o7 4.1.20
MY = (My,) con 1= 5(p,q) P (4.1.20)
Después, definimos las matrices:
A= (A7, wm) O AL o = Miadam s, (4.1.21)
y
E
A=A (4.1.22)
y=1
Entonces, definimos
A=dAd (4.1.23)

El siguiente resultado fue presentado en trabajos previos [12]:

Teorema 1 Sean U € Wy u € Wrelacionados por u = RU, mientras f € Wi
estd definida como

f=R @_15) (4.1.24)

Aqui, m es una matriz diagonal que transforma ¥ en si mismo, cuyos valores
o ~—1
diagonales son m (p), mientras aqui su inversa se denota como m , entonces,

la versién discretizada de la elasticidad estdtica de la ec. (4.1.48):

MU=F (4.1.25)
se satisface, si y solo si
aAu=fyju=0 (4.1.26)

Prueba.- Ver para un ejemplo [12].
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4.1.2. Los Algoritmos DVS Precondicionados con restric-
ciones

Hay cuatro algoritmos [12], y dos de ellos son los DVS-BDDC y el DVS-FETT-
DP. Estas son las versiones DVS de los bien conocidos BDDC [5]-[7]] y FETI-DP
[8]-[11]. Mientras que para los otros dos, nada similar ha sido reportado en la
literatura previo a la publicacién de los algoritmos DVS. Por ahora, es bien
conocido que estdn muy estrechamente relacionados y lo mismo se puede decir
de todo el grupo de los cuatro algoritmos DVS.

El complemento de Schur para DVS esta definido como

~1
§=A,~Aun (Ann)  Ana (4127

También define

N

LA (ém)N1 s (4.1.28)

=7
Entonces, escribiendo u = uy + uaha sido mostrado [12] que la ec. (4.1.27) se
satisface si y solo si

aSup = f

[ar jua=0 (4.1.29)

uy = (éHH)Nl (in - émgA) (4.1.30)

La estrategia seguida en la aproximacién del DVS, es encontrar u, € W (A)primero

y después aplica ec. (4.1.29) para obtener la parte remanente, uy; € W (II), de w.
~1

Para que esta estrategia sea efectiva es esencial que la aplicacién de (énn sea
computacionalmente econémica. Diferentes algoritmos se derivan al buscar di-
ferentes partes de informacién tal que u, € W (A) pueda ser derivada de ella
de una forma computacionalmente econémica.

En particular, los cuatro algoritmos DVS mencionados hacen la bisqueda para:
Up, JSUA, gwlj\@A y Sup,, respectivamente. Descritos en [12], son listados a

continuacién.

4.1.3. El Algoritmo DVS-BDDC

Este algoritmo busca para u,. Esto es

aS~'aSup =aS7 [, and jus =0 (4.1.31)
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4.1.4. El Algoritmo DV S-Primal

Establecemos v = éNl JSu,y el algoritmo consiste en la bisqueda para una
funcién v, € Wa, la cual satisface

S71jSjun =8""jSiST f yaSva =0 (4.1.32)

Una vez que v, € W (A)ha sido obtenida, entonces
up=a (é_liA +2A) (4.1.33)

4.1.5. El Algoritmo DVS-FETI-DP

Este algoritmo busca a A = jSu,. Por lo tanto, el algoritmo es “Dado iA €
aWa, encontrar A € Watal que

JSjS™IA = —jSjS™'f yar=0"
Una vez que A € Waha sido obtenida, uy € aWa esta dada como

up = aS™ (iAJrA) (4.1.34)
4.1.6. El Algoritmo DVS-Dual
En este caso uno busca p = Su, usando la relacién:
SaS™'ap = SaS'f yjiSTp=0 (4.1.35)
Una vez que p € W (A) ha sido obtenida, ux € W (A) esta dada como:

Il

up =

4.1.7. Algoritmos DVS aplicados a elasticidad

Para implementar estos métodos en el sistema lineal algebraico que proviene de
un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, en este caso de elasticidad se
requiere extender algunos conceptos y adaptarlos a funciones valuadas vectorial-
mente. Esos conceptos son basicamente: el producto interior asi como el de los
operadores de salto y de promedio para matrices. También es necesario extender
el tamano de los vectores pues el nimero de componentes se incrementa en un
factor de 3.

Al igual que en el caso de una sola ecuacién diferencial los conjuntos de nodos
se definen de la misma forma dado que el dominio no se modifica en los sistemas
de EDP’s. Donde ocurre un cambio es en los espacios vectoriales definidos sobre
esos conjuntos de nodos, que aunque estan definidos de la misma forma que para
el caso anterior ahora se incrementa el nimero de componentes en las funciones
de esos espacios. Los espacios vectoriales de dimension finita W y W se definen
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a continuacién; sus miembros son las funciones en tres dimensiones valuadas
vectorialmente definidas en 2y X, respectivamente. Claramente, la dimensién
de W es 3N, mientras que de W es generalmente mayor que 3N.

Cualquier funcién v € W y u € W cuando es evaluada en los nodos p € Q y
(p,a) € Q, respectivamente, resultan en vectores de tres dimensiones a los que se
les denota como (p) y u(p,a ), respectivamente; ademds, usaremos la notacién
w (p,1) y u(p,i,a) para el i—ésimo componente de dichos vectores, respectiva-
mente. Una funcién u € W es continua, cuando u (p,or) es independiente de .
El subespacio Wi, (Q) C W esta conformado de las funciones continuas de W,

mientras que la biyeccién R : W — W es la imersion natural de W en W; que
esta definida como:

(R2) (p.a) = w(p), V(pa) € X (4.1.36)
El producto interior Euclideano en W se define como:
N 3
ﬂogEZZu(p,i)w(p,i),VQ,QEW (4.1.37)
p=1i=1

Mientras que el producto interior Euclideano para funciones valuadas vectorial-
mente en W es:

N 3
uew = (p, i) w (p, i), Yu,w € W 4.1.38
2 22 w(pia), (4.1.38)

aeZ(p) p=1i=1

La matriz de promedios, a, es la proyeccién ortogonal,con respecto al pro-
ducto interior Euclideano, en los subespacios W7o de vectores continuos. Su
expresion explicita es

1
Up,i,)(4.4,8) = m() pgdij (4.1.39)

mientras que la matriz de salto, es j = I — a. Aqui, I es la matriz identidad.
La matriz original A se escribe como

- (p%j) (4.1.40)

para cada pareja (p,q) tal que p € X and q € X se define
o [ 1 if p,ge X, -
6pq—<0 it pd Xoopé Xa a=1,---,F (4.1.41)

Mientras que la multiplicidad de la pareja (p,q) se escribe como m (p,q) y
estd definida como

[l

E
9)=>_ 65, (4.1.42)
a=1
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Con lo que se define la matriz en cada bloque ~y

(% (% ¢, (%
AZqJ»,g)(p,i,a) = (5a75,87/ﬂ {(/\ +u Z ) }dx (4.1.43)

T‘
~

Ademés, A" : W — W esta definida como A" = 25:1 A
Considerando la siguiente transformacién

W’ =dW (4.1.44)

Se va a construir la matriz
A Wr—WwW" (4.1.45)

Entonces, la matriz A esta definida por A = 9/@/.

Siguiendo los pasos descritos sucintamente en la seccién (4.1.1), se construyé un
software que constituye una herramienta para aplicar efectivamente hardware
masivamente paralelo a problemas de solidos elasticos isotrépicos en equilibrio.
El software que hemos desarrollado trata en paralelo el sistema discreto de ecua-
ciones lineales que se obtuvo cuando el método de discretizacion estandar usado
para obtener la discretizacion original del problema con condiciones de frontera
(BVP) Dirichlet definido por las ecuaciones y (4.1.47) es el de Elemento Finito
(FEM). En particular, este fue obtenido aplicando el bien conocido principio
variacional:

5 {A+p)(Veuw) (Vew)+ puVu: Vuldr = 5 [, e wdx (4.1.46)

con funciones lineales.
Sujeto a condiciones de frontera tipo Dirichlet

u =0, on 00 (4.1.47)

Aunque con unas simples modificaciones al cédigo se pueden establecer también
otras condiciones de frontera.
Dicho sistema de ecuaciones puede ser escrito como

MU=F (4.1.48)

Aqui, se entienden los vectores U y F, como funciones definidas en todo el
conjunto de nodos originales de la malla usada en la discretizacién de FEM,
cuyos valores en cada nodo son vectores 3 — D. Estos pueden ser escritos como
U= (Qp) =Uu)y F= (Ep) = (F};). Como para la matriz M, la notacién

M= (M;Dq) = (Mpiqs) (4.1.49)

es adoptada. Arriba, el rango de p y ¢ es todo el conjunto de nodos originales,
mientras ¢ y j pueden tomar cualquiera de los valores 1,2, 3.



Capitulo 5

Vision General del Software
DVS

5.1. Las piezas elementales del software DVS

Todos los algoritmos DV'S son algoritmos iterativos y pueden ser implementados
con el recurso del Método del Gradiente Conjugado (CGM por sus siglas en
inglés), cuando la matriz es definida y simétrica, como lo es en el caso de los
problemas de elasticidad aqui considerados, o con algin otro procedimiento
iterativo como seria el GMRES, cuando ese no es el caso. En cada paso de
la iteracién, dependiendo del algoritmo DVS que sea aplicado, uno tiene que
computar la accién sobre un vector derivado arbitrario de uno de las siguientes
matrices: @Nlﬁ, j§j§~1, §N1j§j 0 SaS™~ta. De esta manera, dichas matrices
son permutaciones distintas de S, S™', a y j. Por lo tanto, un cédigo que
implemente cualquiera de los algoritmos DVS puede ser ficilmente desarrollado
cuando los cdodigos llevan a cabo la accion de cada una de las matrices que estan
ya disponibles.

Producir tales codigos serd el objetivo de la siguiente secciéon, mientras que el
resto de esta misma estarda dedicada a obtener algunos resultados auxiliares que
serdn usados alli y fueron previamente presentados en [12]. El primero de dichos
resultados es:

~1
s=al, -A (a4l o) dal, (5.1.1)

El segundo es: Cuando w € W, la siguiente identidad se mantiene

S™w = (A"wa) (5.1.2)

Aqui la notacién (éwlyA) se mantiene para los componentes en W (A)de

~1
A7 wp.

A

27
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El tercero y cuarto resultados requirieron referirse a las pseudo inversas que
aparecen en las ecuaciones (5.1.1) y (5.1.2). Estos son

~1
1. SeaweWr(Il) y v = (énn) w, entonces

~1 ~1
o (a2 ()7 ) = - 2 (44) gy =0
(5.1.3)

junto con

= (é;l)wl (QI - é;rﬂﬂ) (5.1.4)

1. Seawe W yuv= é”lw , entonces

~1 ~1
o (4, 2 (ah) 7 AL ) e =l (45) s and o, =0
(5.1.5)

junto con
~1
oy = (étzjz) (wg —étzﬂgw) (5.1.6)

Estos resultados permiten aplicar algoritmos iterativos, en los cuales el CGM es

~1
usado, cuando las aplicaciones de (AHH) y A~ respectivamente son compu-

tadas.
5.2. Construccion del software DVS

Todos los algoritmos DVS presentados en la seccion 6 son iterativos, como es el
caso con la mayoria de los algoritmos DDM, y para implementarlos es necesario
solamente desarrollar cédigos paralelizados capaces de calcular la accion de cada
una de las matrices S, S™', @ 0 j a un vector derivado arbitrario, como fue
previsto en [12].

En el cédigo aqui reportado, todas las soluciones de los sistemas de ecuaciones
que no eran locales fueron obtenidos con la ayuda del algoritmo del CGM. Debi-
do a esta circunstancia, de hecho los siguientes subprogramas fueron requeridos:

S, éNl y (2@2)71. Ademis de la aplicacion de

~1
_ t t 1 At / I pt
S=Ay, - Ay, (d4],0) o4y, (5.2.1)
-1
Requiere el computo de la accién de (g’ é?m a ) la cual no es local. Por lo tanto,

un subprograma eficiente para llevar a cabo esta operacion eficientemente en
paralelo fue requerido y fue desarrollado. Las comunicaciones requeridas por los
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algoritmos DVS son muy faciles de analizar. Realmente, cuando un procesador
diferente es apartado para cada uno de los subdominios de la malla gruesa
(esto es, para los subconjuntos de nodos derivados, X*, a = 1,..., E, de la
particion sin traslape de X) —como fue hecho en el trabajo aqui reportado—
la transmision de informacién entre diferentes procesadores ocurre solamente
cuando el producto interior global FEuclideano - es computado, ya sea que la
matriz a o la matriz a’ sea aplicada. Ademds, en esas operaciones la cantidad
de informacién transmitida es muy pequeiia.

En una primera version tentativa del software, también se usé un procesador
maestro. Sin embargo, usando tal procesador como el centro de las comunicacio-
nes resulté mas costoso en tiempo de procesamiento que cuando el procesador
maestro no fue usado como centro de comunicaciones, el trabajo hecho por es-
te es tan pequeno que puede ser eliminado facilmente. Cuando esto se hace, el
desempeno del algoritmo DV'S se vuelve extremadamente bueno como se explica
y discute en la seccién 10.

Solamente el algoritmo DVS-BDDC fue implementado para este trabajo. A pe-
sar de ello la implementacién de los otros tres algoritmos es muy similar, y la
expectativa de su eficiencia en paralelo también, su implementacién habria to-
mado tiempo adicional y esfuerzo que preferimos guardar para trabajos en el
futuro.

5.3. Construccion del software local del DVS

Una propiedad fundamental de A’ como se definié en la ec. (4.1.22) es que
es diagonal por bloques, en la cual cada uno de los bloques es A%, para cada
a = 1,..., E, es una transformacién lineal de W<en si mismo. Esta propiedad
simplifica mucho la paralelizacién de los cédigos para la implementacién de los
algoritmos DVS.

Para este fin, cada uno de los subconjuntos X< de la decomposicion sin traslape
de X, es asignada a un procesador diferente y el conjunto de procesadores es
numerado de acuerdo con ello. El hecho de que cada vector w € W pueda ser
escrito de manera tnica como

E
w = Z@a, con w, € We (5.3.1)
a=1

se usa para este proposito. El procesador v maneja solamente la componente w.,
de cada vector w € W. Entonces, todas las operaciones del procesador ~ trans-
forman w., en un vector que también pertenece a W7; atn los operadores a y a
transforman w,, en un vector de W7, excepto que a y g' requieren informacién
desde unos pocos procesadores vecinos. Sin embargo, es importante asegurar
que dicha informacion sea actualizada en el momento y de manera conjunta.

Cuando se evaltia la accion sobre un vector de cualquiera de las matrices consi-
deradas, el procesador -y sera el responsable de la construccién de la componente

v de dicho vector; en particular, (M)v’ (ﬁ”lg)v, (w)v 0 (j@) , dependiendo
- - = =/
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de la matriz que este siendo aplicada. En lo que sigue se asume que, desde el
inicio, los nodos del conjunto X7 han sido clasificados en I: interiores, m: pri-
males, y A :duales. Otras clases de nodos de X7 que seran considerados son:
II: primales extendidos, y 3 :duales extendidos. Sin ningtn otro aspecto a hacer
notar, la siguiente relacién también sera usada:

W=WT D) eW (1) W (A) =W () e W (A) =W (2)e W (r)
(5.3.2)

5.3.1. La aplicacion de a

,d'yj
Para comenzar, evaluamos (gﬁw)v cuando w € W7. Como se vera, la aplica-
cién de a a cualquier vector de W 7requiere intercambio de informacién entre el
procesador v y los otros procesadores.
Esto es, recordando ec.

(aw) = aw(py) = Y wps) (5.3.3)

®)  fenm)

Por lo tanto, esta operacion requiere informacion desde los procesadores que
poseen nodos derivados que pertenecen a Z (p); por lo tanto, este cémputo in-
volucra comunicaciones entre diferentes procesadores, lo cual puede hacer lento
el procesamiento.

En vista de la ec.(5.3.3), es claro que exceptuando este intercambio de informa-
cién, la evaluacion de (giw)y es muy sencilla. Una vez que gw ha sido obtenido,
la relacién jw = w — aw puede ser usada para computar la accién de j. Como

para la accién de o, recordemos que a’ es obtenida cuando la aplicacién de a
esta restringida a los nodos primales.

Antes de seguir adelante, son necesarios algunos comentarios finales. La aplica-
cién de a, y por lo tanto la de a’, también requieren transmisién de informacion
entre los procesadores. Por lo t tanto para un mejoramiento de la eficiencia de
los codigos es esencial que la aplicacién de los procedimientos sean disenados
con mucho cuidado. Como se ha visto, con unas pocas excepciones, todos los
intercambios de informacién requerida, cuando los algoritmos DVS son imple-
mentados, es cuando las transformaciones a y a’ son aplicadas.

5.3.2. El software DVS para Sy éNl

Debe observarse que en vista de la definicién de la matriz y las submatrices que
aparecen en la siguiente descomposicién:

AT AY
ALAL AL

A= 44 4, (5.3.4)
Al AT AT

=AI=AT=AA
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para cualquier v esta transforma vectores de W (X7)en vectores de W (X7). Por
lo tanto, la matriz local estd definida como

Q=4 (5.3.5)

donde A’es la matriz definida en la seccién 5, por la ecuacién (4.1.21). Es
esta ecuacion el indice v se omite en la definicién de @, porque 7 se mantiene

fijo. Debido a los comentarios que ya han sido hechos, es claro que Q es una
transformacién lineal bien definida de en si misma. En particular, cuando w? €
W7, la aplicacion de (Q@”f)

puede ser llevada a cabo de Arfnanera auténoma , en el procesador v, sin inter-

cambio de informacién con los otros procesadores. Esta es una diferencia funda-
mental con a, @’ y je implica que en cada procesadores la matriz sea construida

0 que un software interno capaz de evaluar su accién sobre cualquier vector de
Weste disponible.
En vista de la ec.(5.3.4), la matriz @) serd escrita de dos maneras

(QHQM )(Qm ) (QHQIA )(% )
legm QWA = QAIQAA QAW

Q= 2o
(@.2.)(2,) €.e.)(.)
(5.3.6)
Las siguientes expresiones, las cuales son claras en vista de Ec.(5.3.6), serd usado
en la secuela 0 0 0 0
Q= < =nn=mna > — ( Zrn=sr ) (5.3.7)
o gAHQAA gﬂ"zgﬂ'ﬂ'
Aqui:
9.9, _( e
=39 ) 2a=(22)
gAH = (gmgaw ’ QAA = (gAA)
y
Q Q Q
= | =11=1a = =iIr
e s (@ ) ec(@)
gﬂ'E = QTK‘IQWA ’ g71'71' = (gﬂ"ﬂ')

5.3.3. El software DVS local para S

Sea wx € W, y recordando la Ec.(5.1.1); entonces:

~1
(Sw), =Q, wa—Q, (ém) adQ WA (5.3.10)
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En esta ecuacion el significado de los términos QAAQ AYQ L Wa son claros da-
= =11

do que ambos QAA y QHA son transformaciones lineales bien definidas de W7

=TI
aQ REIS dado que esta es también una transformacion lineal global. También
2L

~1
en si mismo. Algo similar ocurre cuando el operador (A ) es aplicado a

tiene que ser entendido que, cuando es aplicado, el vector local (g’ QHAQ A)
4% .
va ha sido almacenado en el procesador 7 y en cada uno de los otros procesado-

~1
res. Debido al caracter global del operador (énn) un software especial fue

desarrollado para ello.

~1
5.3.4. El software DVS local para (énr[>

El software local que fue desarrollado esta basado en la siguiente féormula:

~1
“Sea w; € W™ (II) y vy = (énn) wy, entonces

o (4, -2 (4)7 & ) e me 2 (2) e =0

Junto con

w= ()" (- d0)

Para aplicar esta formula iterativamente, en cada procesador v fue necesario
desarrollar software local capaz de llevar a cabo las siguientes operaciones:

~1 ~1

o -0, (@) e br-u-do (@) m G312
=T —rl \=II =lIn —rl \=II

y, una vez que hay convergencia, la siguiente operacion auténoma es llevada a

cabo:

vy = (QH)Nl (wl —thﬂ) (5.3.13)

Aqui vemos que exceptuando todas las transformaciones lineales involucradas
son auténomas y pueden ser expresadas por medio de matrices locales definidas
en cada procesador. En el software del DVS que es tema de este trabajo, dichas
matrices no fueron construidas pero reconocemos que en algunos problemas
dicha opcién podria ser mas competitiva,



CAPITULO 5. VISION GENERAL DEL SOFTWARE DVS 33

5.3.5. El software DVS local para éNl

El software local que fue desarrollado esta basado en la siguiente férmula:
“Cuando wp € W (A), entonces

ﬁwlw _ (AwlwA)A ”
Por lo tanto,Gi v € W" esta definido por la condicion Av = wa y que estd

escrito en la forma v = v; + vA + v, entonces S~ = va. Una forma més
explicita de la condiciéon v € W" es jv, = 0. Esta tltima condicién junto con
la ecuaciéon Av = w, da una visién del problema global cuya solucién, en el
software en paralelo hemos desarrollado, estuvo basada en el esquema iterativo:

“Sea wa € W(A) yua = éwlyA = (éwlwA)A, entonces en el procesador :

(0,-2,(2,)7"2, ) o= v (@) s vin =0
(5.3.14)

IS}

Una vez que v, ha sido obtenida, v estd dada por

s == ((2,) (-0, ) 7

En el procesador v que este siendo considerado, las ecs.(5.3.14) y (5.3.5) son:

: (er B ng <Q22>~1Qgﬂ> Ur = _g/ng <g22)wl Was Y JUr =0

@
(5.3.15)
y
~1 2
A= ((Q22> (MZ _Qzﬂvﬂ))A
respectivamente.

5.3.6. Aplicaciones del Método de Gradiente Conjugado
(CGM)

Hay tres instancias en las cuales el CGM es aplicado: i) para invertir ér{n; 1)
para invertir A; ii7) para resolver iterativamente la ecuacion global —tal ecuacién
podria ser: cualquiera de las ecuaciones Ec.(4.1.31), Eq.(4.1.32), Eq.(4.1.5) o
Eq.(4.1.35), dependiendo del algoritmo DVS -que sea aplicado-. Ademds, debe
mencionarse que las inversas de las matrices locales: QH y @__ pueden ser
obtenidas ya sea por un método directo o por uno iterativo; en el software del

DVS aqui reportado, esta ultima opcién fue la que se eligié y el CGM también
fue aplicado a ese nivel.



Capitulo 6

DDM con DVS y su
implementacion
computacional.

Uno de los objetivos de este trabajo doctoral es generar una solucién de
software que implemente los algoritmos DVS en equipos de computo de alto
rendimiento. De manera precisa, se presenta una descripcién de la implementa-
ciéon computacional que se hizo de los algoritmos para la solucién numérica de
la ecuacién de elasticidad. Se presentan las caracteristicas técnicas consideradas
para la implementacién, es decir de cémo se aprovecha el computo en paralelo
para llevar a cabo los cdlculos numéricos.

Para ilustrar el andlisis y el diseno del software se describe la métodologia
aplicada y se presentan los diagramas que describen el diseno del software.

Recordando el paradigma orientado a objetos tenemos que los procedimien-
tos estan asociados a los datos dando lugar a tipos de datos abstractos deno-
minados clases. Entonces cada entidad matematica, ya sea una expresiéon o un
algoritmo puede ser representado como una de estas entidades. A su vez las rela-
ciones entre clases estdan dadas como diagramas ya sea de Estado, de Secuencia
o de Colaboracién.

Los métodos de Descomposicién de Dominio estan representados por los al-
goritmos que se desarrollaron en el capitulo 4, especificamente las ecuaciones
(4.1.31) ,(4.1.32), (4.1.5) y (4.1.35).

Dado que la descripcion detallada de todo el sistema esta fuera del alcance
de esta tesis, aqui solo se describen los procedimientos generales en los que
estan involucradas las clases més sobresalientes y se describira el funcionamiento
general que da como resultado la solucién numérica de una Ecuacién Diferencial

34
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Parcial.

La ecuacién (3.2.20) genera un sistema de ecuaciones lineales que al resolverlo
proporciona una solucién numérica de la EDP. Ahora bien, como ya hemos visto,
es la aplicacion de algin método de discretizacién el que genera dicho sistema.

Una vez obtenido el sistema de ecuaciones equivalente en el DVS entonces
podemos aplicar algiin método de solucion iterativo. Lo que se modela son las
entidades matematicas que permiten la aplicacién del método iterativo asi como
las operaciones del algebra lineal numérica y la aplicacién de los operadores que
implican intercambio de informacién entre subdominios.

De forma general, el sistema de computo efectiia las operaciones y procedi-
mientos para obtener la solucién numérica de la ecuacién de elasticidad apoyado
en el diseno orientado a objetos y utilizando como herramienta de modelado
UML. Con ello se presenta el diagrama de casos de uso del sistema computacio-
nal, se muestran las actividades principales que efectuara el sistema asi como
las entidades que interactiian con el propio sistema.

Para cada entidad matemaética que procesa los datos se genera un caso de uso
el cual posteriormente serd la base para una clase o un paquete (conjunto de
clases) que interactian entre ellos para generar la solucién numérica.

Un caso de uso es una unidad de funcionalidad del sistema la cual, a su vez,
es susceptible de aplicarle la misma metodologia. Esto se hace en las seccio-
nes siguientes donde se muestran y describen los componentes principales que
modelan dicho caso de uso.

6.1. Analisis del sistema general

Para resolver el problema con condiciones de frontera (BVP) se genera un al-
goritmo que se sigue para obtener una solucién numérica. Se modela en software
este algoritmo, siendo este tiltimo parametrizable por lo que permite resolver
las ecuaciones con distintos datos del problema. El algoritmo también requiere
una serie de métodos numeéricos y una serie de operaciones matematicas que
igualmente se modelan como componentes de software.

Discretizar . Construccién
el dominio del sistema lineal algebraico
Usuario
Aplicando FEM

Figura 6.1: Diseno General

Sistema Global
aplicando DDM

Resultados

Sistemas locales
en paralelo

El procedimiento general a seguir cuando se considera paralelizar el problema
aunque no se dan mayores detalles y que se muestra en la Figura (6.1) es el
siguiente:
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1. Para comenzar se toma el dominio del problema que en principio es un
espacio infinito de puntos con una frontera bien definida y se genera un
espacio finito de puntos sobre los que se construira la solucién numérica.

2. El siguiente paso es construir un sistema de ecuaciones lineales lo cual se
hara al aplicar algin método de discretizaciéon al sistema de EDP’s. En
este caso puede ser cualquier método pero para el problema que estamos
abordando en este trabajo se decidié que seria el Método de Elemento
Finito.

3. Una vez que se tiene el sistema de ecuaciones lineales este se resolvera
usando algun método numérico como seria CGM si la matriz del sistema
es simétrica positiva definida o algin método de solucién para matrices
que no cumplan esa condicion.

4. El procesamiento de los cdlculos numéricos se organiza de tal forma que
pueda repartirse entre varios procesadores para concluir con la tarea en el
menor tiempo posible y que sea proporcional al niimero de procesadores
involucrados en el calculo.

Es en el punto 3 donde se requiere que se paralelize el proceso el cual es
muy conveniente que se haga con algin método de descomposiciéon de dominio
(DDM). En este caso el DDM serd el DVS.

En las siguientes secciones se hace una breve descripciéon en términos de
casos de uso de cada uno de los componentes de software que se disenaron para
modelar los procesos y métodos numéricos mencionados justo arriba. Ademéds
de que en algunos casos se muestran las clases que los componen asi como las
relaciones entre ellas.

De manera general en el andlisis de requerimientos de cada médulo se tendrian
que especificar los datos que tienen que ser procesados y describir brevemente
el proceso matematico utilizado para ese fin, en particular, los procesos compu-
tacionales de los cuales posteriormente surgira la arquitectura de la aplicacién
asi como el codigo.

Si a los casos de uso les aplicamos nuevamente el andlisis generamos una
nueva serie de casos de uso, los correspondientes al manejo de la geometria del
dominio asi como de la organizacion de los nodos de la discretizacién fina del do-
minio queda en un grupo de casos de uso que modelan los procesos de uno de los
subdominios. Esos subdominios se obtienen cuando se aplica la descomposicion
del dominio.

El método de discretizacién numérico es otro caso de uso al que posterior-
mente se le aplica el andlisis y genera un sistema de software que puede funcionar
de manera independiente lo cual permite que ese proceso también se pueda llevar
a cabo en paralelo.

Los algoritmos del DVS y todo lo referente a la paralelizacién de los célculos
numeéricos se presentan en otro grupo de casos de uso al igual que los métodos
numéricos y las operaciones del algebra lineal numérica que se muestran como
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casos de uso y todo lo anterior se representa en el siguiente diagrama de casos
de uso.

Discretization
Method

Domain
Decomposition

Numerical Methods

Iterative
Solvers.

Local matrix-vector

Coarse Mesh Application

Giobal Operators
Application

Average
Operator

Schur Gomplement
Operator

Inverse Schur Complement
perator

Figura 6.2: Casos de Uso Generales

6.2. Paralelizacion

En el drea de las matematicas computacionales la cantidad de operaciones
aritméticas crece proporcionalmente con el niimero de puntos en la discretizacion
del problema. Algunas metodologias intentan resolver los problemas matemati-
cos algebraicamente es decir, obtener una soluciéon analitica que después sea
expresada numéricamente al ser evaluada. En los métodos numéricos se aproxi-
ma a priori en un conjunto de puntos del dominio y posteriormente se intenta
obtener el valor de la funcién. Es por ello que se requiere un ntimero cada vez
mayor de operaciones para tener valores mejor aproximados. El computo se-
rial no es suficiente para resolver estos problemas debido a que el tiempo de
calculo es muy largo. Es por ello que se han buscado alternativas y una de ellas
es el computo en paralelo el cual consiste en separar el problema para que las
operaciones requeridas no sean dependientes y puedan ser ejecutadas por un
conjunto de procesadores, posteriormente se recolecta la informacién y se arma
la solucién global.
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Dentro de las ventajas de hacer el calculo en paralelo estan

1. La reduccién del tiempo de procesamiento. Dado que las operaciones se
ejecutan al mismo tiempo se reduce el tiempo de procesamiento.

2. Escalamiento. Esto significa que el problema puede ser adaptado de acuer-
do con su tamano, es decir se pueden resolver sistemas de alta dimensio-
nalidad.

3. Gran capacidad de memoria. Esto significa que la discretizacién puede ser
cada vez mayor.

Algunas desventajas

1. Programacién mas complicada. Esto se debe a que hay que tener en cuenta
muchas variables y eventos que en cémputo secuencial no se presentan.

2. Incremento en el uso de memoria. Pues existiran algunos datos que estén
duplicados en cada procesador involucrado en el proceso.

3. Incremento en el orden de complejidad. Esto significa que dado que esta-
mos trabajando con un mayor niimero de problemas entonces el nimero
de algunas operaciones se incrementa.

Otro aspecto fundamental del cémputo en paralelo es el intercambio de in-
formacion entre los procesadores lo que requiere de un buen performance en las
comunicaciones. Es por ello que requerimos un bus de datos con capacidad ma-
yor a la habitual y sincronizado de manera adecuada, esto porque los retrasos
en la transmisiéon de los resultados intermedios puede provocar errores en la so-
lucién buscada y hasta generar un dead lock en el sistema, esto como resultado
de que el valor del cual depende el nimero de iteraciones no se alcance en un
momento determinado.

6.3. Geometria del problema

La discretizacion del dominio es el primer paso de la propia discretizacion
del problema ya que esta determina de manera tnica el sistema de ecuaciones
lineales. Las instrucciones dadas en este documento consideran que estos pro-
cesos se ejecutan de manera local y no hay intercambio de informacién entre
procesadores.

1. Se comienza con la construccién del sistema de nodos original que usa la
discretizacion fina y luego, como cualquier método de descomposicion de
dominio, introduce una malla gruesa.

2. Se generan las listas de los nodos en el espacio DVS para tener un sistema
de nodos completamente sin traslape. Esto implica también el etiquetado
de los nodos para su identificacién en alguno de los subconjuntos en los
que se separa el DVS.
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Delimitar el dominio

Discretizacién
en cada cje

Obtener nodos con las

discretizaciones de los ejes

Organizar los nodos
en clementos
Global

‘Organizar los elementos

en subdominios

Etiquetar los nodos y
agruparlos en subconjuntos

Figura 6.3: Casos de Uso Geometria

En la solucién de software no se construye el sistema original sino que el
procedimiento actiia de otra manera de tal forma que se aprovechan ciertas
caracteristicas de la geometria y de la simetria del operador diferencial para
hacer el procesamiento en paralelo desde este punto. Después aplicar algin
método de discretizacién para generar una matriz simétrica y bandada sobre
la cual se aplica el siguiente paso de la metodologia DVS.

La clase que se obtiene de los casos de uso mostrados en el diagrama anterior
es la que representa la malla conformada por los nodos de la discretizacion.

Mesh

[EN ©int®
[#M - int*
[#ML - int*
[#M2 - int*
[#mesh : int*

[#h : double”
[#subdomain : double
[#coordN :int*

[#coord : int*

+nDim :int
+KNOWN - i
+INTERIOR : in
+INTBD : int = 4
+VERTEX . i

[#genSubCoord(n : int, coord : int *, M : int ) : void|
l#isKnown(coord - int *) : bool

[#isinterior(coord : int %) : bool

[#isIntBd{coord : int ) : bool

+Mesh(id : int, nDim : int, mesh : int *)
+getCoord(m : int, x : double *) :vaid

+Mesh()

Figura 6.4: Geometria representada por la clase Mesh
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6.4. Método de discretizacién numérico (FEM)

Para generar el sistema lineal algebraico para el operador de elasticidad,como
ya se menciond, se utiliza FEM. Siguiendo el procedimiento en el capitulo co-
rrespondiente se modela el proceso en un diagrama de actividades. De ese mismo
procedimiento podemos obtener los casos de uso para construir los componentes
de software. La discretizacion del dominio y la construccion de la geometria ya
fue descrito previamente. Sobre el conjunto finito de puntos que es la discreti-
zacién del espacio,se construye una base de funciones que para este trabajo son
funciones lineales.

Discretizar

el Dominio

para representar un operador determinado
Recorrer
los Elementos
Recorrer
Tos Nodos

Construir Funciones de

Interpolacién en cada Nodo

( Determinar los coeficientes del Operador Diferencial )

Dado un par de nodos calcular
el operador bilineal A(u,v)

Mapear los nodos locales a
Tos nodos globales

®

Figura 6.5: Procedimiento de FEM

En la construccion del sistema de ecuaciones lineales se obtienen las subma-
trices de cada subdominio mientras que las relacionadas con los subconjuntos de
nodos (primales, duales e interiores ) en realidad no las construimos sino que se
generan listas con los nodos que componen dichos subconjuntos del DVS. Con
esas listas se lleva a cabo la operacién matriz vector senalando cudles son las
columnas y cudles son los renglones que se tienen que operar.
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Modelar el operador
diferencial

Construir la Geometria

Modelar la forma
variacional
SubDominio

‘Aplicar la forma
variacional

Construccion de un
sistema de
cuaciones lineales

Figura 6.6: Casos de Uso de FEM

El operador diferencial puede tener, entre otros, operadores de gradiente y
de divergencia los cuales quedan representados en la formulaciéon variacional
de manera bésica como derivadas que serdn funciones analiticas. En el caso
de las integrales que aparecen en la misma formulacién variacional estds seran
calculadas con un procedimiento numérico que es , en este caso, la integracion
gaussiana.

Para construir el sistema de ecuaciones lineales hay que recorrer la geometria
de una manera especifica y calcular las integrales usando las funciones lineales,
que ya mencionamos, sobre los elementos y almacenarla en la matriz del sistema
lineal algebraico. Para calcular el lado derecho de ese mismo sistema también
se calcula una integral utilizando el lado derecho de la EDP junto con las fun-
ciones lineales. Las clases que modelan lo anterior estdn dadas en los siguentes
diagramas de clase que muestran inicamente su comportamiento estatico.
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MetSolLocal

+limites : double**
+coef : double**
+rhs : double
+nodo_sub : int**
+frontera : bool*

+f : Funcion®
+nDVect : int

+rank : int
+tot_nodaos : int
+tam_arreglo : int
+num_nodos_elem :
+MatSolLocal
+MetSolLocal)
+recorre_elementos() : void

+calcula_limitesigje : int *, coor @ double *, h: double %) @ wv...
+despliega_matriz() - void

+despliega vector() : void

+_fabrica_lader() : void

nt

FEMElastOp
+lineal : Func_Tramo™
+f_a : Func_Base*
+f_b : Func_Base*
+f_der : FunV_Elast*
+geom : GeneraElementos™
+op_hilineal : double**

+FEMElastOpigeom : GeneraElementos )

+FEMElastOpi)

+proceso_fem() : void

+calcula_elementol) : void

+calcula_soportel : void

+ealcula_rhsi) : void

+_func_base(f : Func_Base *, elem : int, nodo_a : int) : void
+_fabrica_lader() : void

“+recorre_elementos() : void

Figura 6.7: Clases de FEM

En esta clase se modela la solucién numérica se genera al construir un sis-
tema lineal algebraico obtenido de la formulacién variacional, la cual también
es parte de esta clase. Si seguimos el algoritmo vemos que se construyen un
conjunto de combinaciones lineales de funciones polinomiales mostradas en la
siguiente jerarqufa de clase. Las clases que se muestran a continuacién son las
que construyen la soluciones locales y la que modela el operador variacional
proveniente del operador de elasticidad.

En la clase FEMEFElastOp se generan los coeficientes de la matriz, es decir se
aplican las funciones base en el operador variacional y se integra numéricamente.

6.5. Diseno del DVS

La implementacion de software requiere de una forma sistemética para di-
senarlo y desarrollarlo. Asi que comenzamos el modelado del sistema que usa el
marco del DVS para resolver sistemas de ecuaciones siguiendo una métodologia
orientada a objetos y ademads nos apoyaremos en la notacién con UML. La forma
de proceder esta documentada en este capitulo y se presenta a continuacién.

El algoritmo DVS implementado en una solucién de software considera que
ya se cuenta con las submatrices locales y con la discretizacion del dominio bien
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establecida, esto es, que se tienen identificados los nodos de los subconjuntoslI,
A, m, I, ¥ y por ende ya conoce los nodos que se usan para intercambiar infor-
macién. En esta implementacién se aprovecha el cémputo en paralelo desde que
se aplica la discretizacién del dominio asi como en el calculo de las submatrices
al aplicar el método de discretizacion del operador diferencial.

Una vez que se han establecido los componentes de software minimos que
provienen del andlisis de los procesos locales y del intercambio de informacién
necesario durante el procesamiento en paralelo se lleva a cabo el anélisis de los
algoritmos DVS para implementarlos primero en un modelo orientado a objetos

y después es una solucion de software.
nodos DVS

Aplicar el
operador a

Aplicar el
operador a prima,

Algoritmo
Bvs

Lado derecho para
¢l complemento de Schur,

Aplicar el
operador S

Aplicar el
 operador
inverso de §

Figura 6.8: Procedimiento DVS

Se decide qué algoritmo DVS se va utilizar para obtener la solucién numérica.
Este proceso involucra la aplicacién de un método iterativo sobre la férmula del
método DVS correspondiente. Como ya se mencioné cualquiera de los métodos
DVS involucra la aplicacién de los operadores S, S~ , a y a’. La aplicacién de
los operadores S y S~! son en realidad la aplicacién de ciertas submatrices que
estan definidas en cada subdominio, recordemos que a cada subdominio en un
momento se le asignard un procesador independiente. Mientras que la aplicacion
de los operadores a y ¢’ indican intercambio de informacién entre subdominios.
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Figura 6.9: Procedimiento DVS

La aplicacion de algunas submatrices requieren la solucién de sistemas de
ecuaciones ya sea globales o locales. En el segundo caso, el cual es mas sencillo,
utiliza cualquier método de solucién numérico ya sea directo o iterativo. El
caso de los sistemas globales requiere un método iterativo porque necesita del
intercambio de informacién entre subdominios (procesadores).

Se resalta el momento en que se intercambia informaciéon y se modelan los
procesos locales los cuales en este punto seran aplicaciones matriz vector ,los
calculos de los productos interiores locales y de los promedios. El proceso de
intercambio de informacién entre procesadores esta modelado en una clase.

Figura 6.10: Complemento de Schur

donde se implementa la aplicaciéon local de los principales operadores que
son, como ya lo dijimos, S, S™! , ay a’.

6.6. Arquitectura del software
La arquitectura del software es la estructura y la organizaciéon de los com-

ponentes de software. En este andlisis tenemos dos tipos principales de com-
ponentes, los que se ejecutan en un solo procesador de manera completamente
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independiente y los que operan de manera coordinada e intercambian informa-
cién entre procesadores.

Esta clasificacion se representa en el siguiente diagrama donde se transfor-
man los casos de uso en procesos colaborativos que ejecutan tareas especificas,
yva sea de manera local o en paralelo. También se describen de manera general
las tareas que llevan a cabo en el algoritmo de soluciéon numérica.

Discretizacion del

Dominio

Genera

Malla gruesa

Método de
discretizacion

Generar una solucién
numérica

Construccion del
sistema lineal de
ecuaciones.

—p Malla fina
Genera

Se traslapan

Ecuacién a
resolver.

.

Malla fina que coincida
con la numeracién de
el espacio DVS

Algoritmos DVS

Operadores
Locales

Operadores en
paralelo

Estructuras
generales que

soportan la
Arquitectura.

Intercambio de
informacion entre
procesadores

Métodos
numéricos
generales

Figura 6.11: Arquitectura de Software

En el diagrama aparecen procesos que se pueden agrupar en :

= Los que modelan la geometria, tanto de la discretizacién del dominio en
una malla fina como el de la descomposicién de dominio.

= Los que llevan a cabo el método de discretizaciéon, que en este caso es FEM
y que construye las estructuras del dlgebra lineal numérica con las que se

calcula la solucion numérica de la EDP.
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= Los que modelan los métodos numéricos de solucion y los calculos 16gicos
aritméticos que se usan en los otros procesos.

= Los que modelan la arquitectura en paralelo y que intercambian informa-
cién entre procesos que se ejecutan de manera local.

6.7. Descripcion del software

El manejo y la sincronizacion entre los procesadores se efectia utilizando
MPI, que es un mecanismo de paso de mensajes que trabaja con C y C++. Las
clases que realizan los célculos de manera local instancian una clase que cual
contiene los métodos para sincronizar las operaciones del calculo a nivel local con
los métodos que realizan el ajuste a nivel global. A diferencia del procedimiento
tedrico, la solucion de software inicia considerando una particion gruesa la cual
serd controlada por el MPI. Esto significa que se tiene una topologia virtual
la cual es proporcionada por MPI y la cual controla esa malla gruesa que esta
conformada por una malla ortogonal.

En el caso de estudio cuando se resuelve un sistema lineal de ecuaciones
que proviene de la discretizacién de una ecuacién diferencial parcial utilizando
el algoritmo del gradiente conjugado (CGM) puede calcularse la solucién en
paralelo dado que los componentes del vector que estamos calculando dependen
de operaciones con submatrices que estan desacopladas.

El esquema sin maestro consiste en tener una tarea global que sera resuelta
por un conjunto de procesadores coordinados tnicamente por la secuencia de
operaciones que realizan. Este esquema también tiene la caracteristica de no
concentrar los resultados de todos los subprocesos y de no requerir una soluciéon
global. En el caso de los DDM hay una serie de operaciones que son las que
controlan el método iterativo pero tnicamente en el sentido que no y almacena
la informacién de los nodos en la frontera interior, mientras que los esclavos
resuelven los problemas locales. Este esquema fue propuesto por Herrera & de
la Cruz [32].

Se conocen las coordenadas y las dimensiones del dominio asi como el nimero
de particiones por eje. Esto esta especificado en los atributos.

Al tener un conjunto de subdominios completamente independiente, pero
que podemos controlar los nodos derivados en cada uno de ellos de tal forma
que conozcamos a sus ancestros y podamos asociarlos con sus respectivos nodos
derivados en otros subdominios, entonces se genera una discretizacién de cada
uno de los subdominios y del problema en cada uno de ellos.

La manera en la que se ajustan los nodos al momento de hacer el intercambio
de informacion es directa, nodo a nodo y esto es debido a que las caras de los
subdominios son conformables y ajustan de manera precisa entre ellas. Este
procedimiento genera una malla fina en cada uno de los subdominios. Los nodos
en la frontera interior de cada subdominio estaran asociados con los nodos de
frontera interior de los subdominios vecinos a través de su relaciéon, como se
mencioné anteriormente, con un nodo ancestro.
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El procedimiento que inicia y finaliza la topologia virtual utilizando DVS
se considera un caso de uso . Una vez iniciada la topologia virtual se genera la
malla fina en cada subdominio. Dado que estamos considerando un procesador
de la topologia como un subdominio de la malla se necesita modelar el problema
de manera local.

Se conocen las coordenadas y las dimensiones del dominio asi como el niime-
ro de particiones por eje. Esto esta especificado en los atributos. Al tener un
conjuno de subdominios completamente independiente, pero que podemos con-
trolar los nodos derivados en cada uno de ellos de tal forma que conozcamos
a sus ancestros y podamos asociarlos con sus respectivos nodos derivados en
otros subdominios, entonces se genera una discretizacién de cada uno de los
subdominios y del problema en cada uno de ellos.

La manera en la que se ajustan los nodos al momento de hacer el intercambio
de informacion es directa, nodo a nodo y esto es debido a que las caras de los
subdominios son conformables y ajustan de manera precisa entre ellas. Este
procedimiento genera una malla fina en cada uno de los subdominios. Los nodos
en la frontera interior de cada subdominio estaran asociados con los nodos de
frontera interior de los subdominios vecinos a través de su relacién, como se
menciond anteriormente, con un nodo ancestro.

Se considera un caso de uso el procedimiento que inicia y finaliza la topologia
virtual utilizando DVS.

Una vez iniciada la topologia virtual se genera la malla fina en cada subdo-
minio. Dado que estamos considerando un procesador de la topologia como un
subdominio de la malla se necesita modelar el problema de manera local. Eso
significa que se tienen que ejecutar y controlar los siguientes procedimientos.

6.7.1. Descripcion del comportamiento dinamico del soft-
ware.

El esquema sin maestro para el DV fue propuesto en [40] y se implementé en
este programa de computo considerando las estrategias de software ahi descritas.
Este esquema tiene dos consideraciones : 1) que no hay un procesador que
centralice las operaciones, que coordine la ejecucién del programa y 2) que hay
operaciones que se hacen con los datos intercambiados exclusivamente entre
vecinos de tal forma que se propague el resultado a todos los procesadores.
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Figura 6.12: Clase que realiza los intercambios de informacién entre procesadores

Una clase que recibe los parametros desde la linea de comandos y determina
principalmente las partciones de la malla fina y de la malla gruesa.

La clase ParallelScheme es la que se encarga de la topologia virtual en la que
estd la malla gruesa. Esta herramienta facilita la interaccion entre los subdomi-
nios asi como de la aplicacién de los operadores que actiian sobre los nodos de
la interface.Activa y desactiva al propio MPI.

Figura 6.13: Clase que controla a MPI

Esta segunda considerancion garantiza que la sincronizacion de la ejecucion
entre los procesadores se da por el intercambio de informacién, lo cual indica
que todos los procesadores estan ejecutando la misma instruccién.

El codigo se ejecuta en cada procesador y quien se encarga del paso de in-
formacién entre procesadores es el propio MPI asi como de las operaciones que
requieran centralizar un caculo, que en este caso es solo uno: el producto interior
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global. Entonces las operaciones globales que involucren datos de todos los sub-
dominios se llevan a cabo por medio de instructivas de MPI y de las topologias
virtuales. Mientras que, como ya lo mencionamos, las operaciones entre proce-
sadores sélo involucran a los vecinos de un subdominio. Para el intercambio de
informacién entre procesadores también se encarga MPI por medio de la topo-
logia que puede ser parametrizada para trabajar en distintas dimensiones, en el
caso de elasticidad se requiere que sea en 3D con mas de un grado de libertad
por nodo de discretizacién del Dominio.

También se considera que el método de discretizacion se ejecuta después de
haber realizado la descomposicién del Dominio. Con ello se se aprovechan ain
mas los recursos del cémputo en paralelo.

El main del programa esta en la clase ParallelDVS que hace las instancias
de las clases que involucran todo el proceso.

La clase SubDom se encarga de la malla fina y de la aplicacién del método de
discretizaciéon. Algunos de sus atributos son los que contienen las submatrices,
las listas de nodos pertenecientes a los distintos subconjuntos. También controla
los valores en los nodos de interface y construye las listas de valores que se han
de intercambiar entre subdominios.

Figura 6.14: Clase que realiza las operaciones a nivel local
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La clase Oplnterface se encarga de intercambiar los valores entre los nodos
de frontera, es una clase compuesta de las dos anteriores para que colaboren en
la aplicacion de los operadores globales. En esta clase es importante describir el
comportamiento de los métodos encargados de los operadores a y j asi como de
la aplicacién del producto interior.



Capitulo 7

Experimentos Numéricos

En los experimentos numéricos que fueron llevados a cabo para probar la
metodologia y la correspondiente implementacion en software usamos la ecua-
cién de elasticidad con la discretizacion que se presenta en el capitulo tres. Por
el momento sélo se ha implementado el algoritmo DVS-BDDC. Este problema
con condiciones de frontera lo parametrizamos en los coeficientes de la ecuacién
asumiendo que es un problema homogéneo cuyos coeficientes de Lame estan
dados como:

— Ev — 9 N
A= Gy = 29,6412 x 1095 (7.0.1)
0= gy = 27,3611 x 107 5

Estos valores corresponden a una clase de hierro [34] cuyo mddulo de Young E
y su coeficiente de Poisson v son

N
E=6895x10°— y v =0,26 (7.0.2)
m

respectivamente.

El dominio el problema fue tomado comof) C R? con una descomposicién de
dominio y una discretizacién en cada subdominio. En cada nodo « de la malla
esta definido un campo vectorial u,, con cada componente identificado como uq;
para i =1,2,3.

Se toman condiciones de frontera homogéneas tipo Dirichlet uy; = 0, sin
embargo, se asume quecualquier problema con condiciones de frontera no ho-
mogéneas es facilmente transformado en uno con condiciones cero en la frontera.

En los experimentos al problema le hemos asignado el siguiente lado derecho

fi=—(p+ A)(—sinTzsinmysinTz
+ cos mx cos Ty sin w2

+ cos mx sin Ty cos wz) T
+(—p)(—sinmrsin ry sin 2z
—sinmzsin Ty sin 7z

— sin 7 sin 7y sin 72) 72

; (7.0.3)

51
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fa=—(p+ A)(cos Tz cos Ty sin Tz
—sin 7 sin Ty sin w2
+ sinx cos Ty cos wz) T
+(—p)(—sinrx sin Ty sin 2
—sin7a sin Ty sin 7wz
—sin e sin 7wy sin wz)m

; (7.0.4)

2

f3=—(p+ \)(cos Tz siny cos Tz
+ sin 7z cos Ty cos Tz
—sin 7wz sin 7wy cos wz) 7w
+(—p)(—sina sin Ty sin 7wz
—sinwzsinTysinmz
—sinwesinwy sinwz)m

. (7.0.5)

2

Con una solucién analitica para el problema que esta represesentada como

u = (sin7a sin 7y sin 7z, sin wa sin 7wy sin 7z, sin 72 sin 7y sin 7z) (7.0.6)

El dominio el problema fue tomado comof) C R3 con una descomposicién de
dominio y una discretizacién en cada subdominio. En cada nodo « de la malla
esta definido un campo vectorial u,, con cada componente identificado como
fori=1,2,3.
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Figura 7.1: Deformacién del cubo unitario

Figure 7: Deformacién del cubo unitario
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La familia de subdominios {Qq,---,Qg_1} se asume que la particién de
que genera una frontera internal’. Cada uno de los subdominios esta discretizado
usando FEM con funciones lineales como funciones base y que se denotan por
PP i =1,2,3.

La malla fina que se introdujo consiste de 193% = 7,189, 057cubos, lo cual
da lugar a 194% = 7,301,384 nodos originales. El nimero E de subdominios
variard tomando sucesivamente los valores 8 , 27, 64 , 125 | 216 , 343 ,512 y asi
sucesivamente hasta 2,744 El ntiimero total de nodos derivados y su correspon-
diente ntimero de grados de libertad estaran alrededor de 7 x 10 y 22,5 x 105 ,
respectivamente.

Las restricciones que fueron impuestas consistieron en restricciones de conti-
nuidad en los nodos primales; en cada uno de los experimentos numéricos todos
los nodos localizados en las aristas y en los vértices de la malla gruesa fueron
tomados como nodos primales. De esta manera, el niimero total de nodos prima-
les varié desde un minimo de 583 a un maximo de 94,471. Cabe mencionar que
estas condiciones garantizan que en cada uno de los experimentos numéricos la
matriz A serd positiva definida y tendrd inversa.

Todos los cédigos fueron desarrollados en C++ con MPI. Los célculos fueron
realizados en Miztli, la supercomputadora de la Universidad Nacional (UNAM),
administrada por la DGTIC que es un cluster que consta de 314 nodos de pro-
cesamiento con 8 nucleos por nodo, con procesadores Intel Xeon Sandy Bridge
E5-2670 a 2.6 GHz de velocidad.

Como se mostro en el analisis del sistema, la transmisién de informacién entre
procesadores ocurre tinicamente cuando se aplican los operadores de promedio
aya.

En una primera versién del software dicho intercambio de informacién re-
queria de la intervencién de un maestro. Esto significa que habia un procesador
que recolectaba la informacién, la procesaba y la devolvia al resto de los pro-
cesadores lo cual ocasionaba un gasto de tiempo excesivo. Posteriormente se
eliminé al maestro y la comunicacién ahora se lleva a cabo entre subdominios
vecinos.

Se presenta a continuacién una tabla resumiendo los resultados numéricos.
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Number_of . Par_allel Norm of
Subdomains. Processing efficiency Speed up
- Nodes Time error
Number of DoF. by . in seconds @-s X100 . T(py) ‘ |€| ‘
Subdomain Do T = loo
processors Pras
8 22,244,625 941,192 14,959 1 1 0.0263
27 21,904,152 274,625 5,882 75% 2.543 0.018
64 22,244,625 117,649 2,676 70% 5.59 0.029
125 21,904,152 59,319 1,212 79% 12.342 0.011
216 22,936,119 35,937 703 79% 21.280 0.010
343 22,244,625 21,952 406 86% 36.845 0.010
512 23,641,797 13,824 242 97% 61.814 0.011
729 23,287,176 10,648 183 90% 81.74 0.070
1000 23,641,797 8,000 136 88% 109.992 0.009
1331 22,936,119 5,832 96 94% 155.823 0.010
1728 20,903,613 4,096 89 78% 168.078 0.009
2197 21,904,152 3,375 64 85% 233.734 0.008
2744 22,244,625 2,744 51 86% 293.313 0.009

Figura 7.2: Resultados Numéricos
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Se hace notar que la eficiencia computacional es bastante alta, alcanzando
un méximo de 96,6 %. Ademads, la eficiencia se incrementa conforme el niimero
de procesadores también lo hace. Esta es una caracteristica digna de reconocer
en un software que intenta estar en la vanguardia como una herramienta para
las grandes supercomputadoras que existen en la actualidad.
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Conclusiones

Por medio de un método de discretizacién como FEM aplicado a la ecuacién
de Elastoestatica se derivd su correspondiente sistema de ecuaciones al que se
le siguié la metodologia desarrollada de métodos de descomposicién de dominio
DVS, el cual con procedimiento sencillo permite desarrollar cédigos altamente
paralelizables para ese tipo de problemas. Los cédigos asi derivados son muy ro-
bustos. Ademas si se combina con técnicas de programacion orientada a objetos
son facilmente construidos. En este trabajo de tesis se confirma la aplicabilidad
de los algoritmos DV'S, tanto de las férmulas como de los procedimientos, a siste-
mas de Ecuaciones Diferenciales Parciales asi como algunas otras caracteristicas
atractivas de dicha metodologia.

De forma puntual este trabajo de tesis

Contribuye al desarrollo de los métodos de discretizacién sin traslape y de
la aproximacién que introdujo I. Herrera y sus colaboradores [12]-[];

Presenta un procedimiento para transformar una discretizacién con tras-
lape en una sin traslape.

Muestra que dicho método es aplicable a una sola ecuacién diferencial
parcial asi como a sistemas de ecuaciones diferenciales parciales.

Tlustra los procedimientos requeridos para la construcciéon de software ba-
sado en discretizaciones sin traslape, que en este caso particular este soft-
ware esta adecuado para el tratamiento de la ecuacién de elasticidad en
el caso isotropico.

Presenta el software generado siguiendo la metodologia. Este software ha
sido probado numéricamente mostrando una la alta eficiencia como herra-
mienta para la paralizacién.

La conclusién principal es que la metodologia DVS y las discretizaciones
sin traslape son herramientas muy adecuadas para aprovechar el cémputo
en paralelo para resolver las ecuaciones diferenciales parciales que aparecen
en los sistemas de la ciencia y de la ingenieria.
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Trabajo futuro

Implementar el resto de los algoritmos DVS.

Resolver el problema de elasticidad con otros coeficientes, en
otras geometrias,

Resolver otras ecuaciones con otros operadores diferenciales

Incluir el tiempo

Usar otros métodos de discretizacion
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Apéndice A
Algoritmos

Hacemos notar que muchos otros algoritmos , ademas de los des-
critos hasta aqui, pueden ser definidos reemplazando las condiciones
Dirichlet y/o Neumann sobre I por unas més generales que involu-
cran combinaciones lineales de u y de las derivadas normales. Los
métodos que a continuacion se presentan pueden ser derivados solo
algebraicamente usando factorizaciones validas del sistema, sin nin-
guna referencia al operador continuo subyacente, a las trazas ni a las
derivadas normales. Sin embargo, empleando el marco funcional no
solamente se da una interpretacion a los procedimientos de iteracién
sino también dan una preparacién para el analisis de convergencia.
Los proximos algoritmos ademas involucran precondicionadores pa-
ra resolver ambos sistemas. Aunque también se pueden resolver con
el método de Richardson o con algiin método de Gradiente Conju-
gado sin precondicionamiento.

La evaluacion de Sv involucra la solucion de un problema tipo
Dirichlet en cada subdominio, mientras que la evaluacién de Fv
requiere la solucién de un problema tipo Neumann en cada subdo-
minio.

A.0.1. Algoritmo Dirichlet-Neumann

En el subdominiof2 | se resuelve un problema de Dirichlet con
un vector inicial u y con condiciones Dirichlet en 9€;|T" Se obtiene
un valor para u Se resuelve en dos subregiones en dos pasos por
iteracion, cada paso por subregion de la siguiente manera

En el problema Neumann primero se obtienen los valores de A\ y
después de u.
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Algorithm 1 Procedimiento general
Definir condiciones de Frontera en cada uno de los subdominios
Determinar las condiciones de transmisibilidad
Dar una férmula para representarlas y actualizarlas cuando se este aplicando
un método iterativo
Despejar alguna de las condiciones de transmisibilidad
Usar algunas expresiones de los despejes (bdsicamente el complemento de
Schur o su inversa) como precondicionadores en las ecuaciones obtenidas de
los despejes de las condiciones de transmisibilidad.

Algorithm 2 Algoritmo Dirichlet-Neumann

1.Se da una suposicién inicial para u

2.Se resuelve en() ; tomando ul enl’

3. Se usan los valores para un problema con condiciones Neumann-Dirichlet
paral) o con condiciones Neumann sobre I' con los valores obtenidos en{2 ;
del paso anterior y con condiciones Dirichlet en 05|’

4. El vector obtenido uj. serd la traza de la solucién enf) o, es decir, una
combinacién lineal de esa traza y uf tomando un valor 6 de relajamiento.

Numero de condicionamiento del Dirichlet-Neumann

A.1. Algoritmo Neumann-Neumann

El algoritmo basico puede ser descrito como

Algorithm 3 Algoritmo Neumann-Neumann

1.Partiendo de una suposicién inicial para u

2.Se resuelve en la subregién() ; un problema Dirichlet con los valores de u.
enl.

3. Se toman las dos soluciones u; y su diferencia se toma como la derivada
normal y con esos valores se resuelve un problema tipo Neumann en cada
subregions? ;.

4. Los valores sobre I' de las soluciones de esos problemas tipo Neumann se
ocupan para corregir ul y obtener la nueva iteracién u:

A.2. Algoritmo Dirichlet-Dirichlet o FETI
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Algorithm 4 Algoritmo Neumann-Neumann

1.Comenzamos con una suposicién inicial en el flujo A, sobrel’

2.Resolvemos problemas Neumann en cada{2 ; con A% sobrel’

3. La diferencia de la traza de las soluciones de Neumann en cada subregién
sobrel’

4. Los valores sobre I' de las derivadas normales de las soluciones de esos
problemas Dirichlet son empleadas para corregir A2 y encontrar AL




Apéndice B

Complemento de Schur

B.1. Sistema de ecuaciones

Sea un sistema de ecuaciones en forma matricial obtenido al dis-
cretizar una ecuaciéon diferencial parcial

A — Amm Ana | |un _ Ju
Aant Aan| |ua Ia
que como sistema de ecuaciones tiene la forma

Ammun + Anaua = fo (B.1.1)
Aanunr + Aaaua = fa

Despejando up de (B.1.1) y sustituyendo en (B.1.2)

umg = Aﬁ%l(fl_[ — AHAUA) <B13)

obtenemos

(Aaa — AanAmnAna)ua = fa — AanAgn fo
donde

S = Aan — AAHAEHI-[AHA

es conocido como el complemento de Schur.
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B.2. Formulacion convencional

Dado que la matriz A se obtiene de un método de discretizacion
podemos descomponer dicha matriz en bloques donde se identifiquen
los subdominios y los nodos que estan involucrados. de esta manera
el sistema de ecuaciones queda representado como

All'IH ) A%IA U fH
AHH AHA
Afin

Dicho sistema se puede resolver obteniendo el complemento de
Schur de forma tal que

7 7)—1 1 7 7 7
(Aan — Y AGART AR ua = fa = > AL ALY (B.2.1)
=1 =1

Donde identificamos

8= (Asa =) ARnAm  And)
i=1
como el complemento de Schur.
B.3. Formulacién con funciones discontinuas
Separamos la matriz original A en dos matrices

A=L+R
tal que

Iy

_ |Amn Ana R— 0 0
10 0 ~ |Aan Aaa

Asi, dado el sistema (B.2.1) y una v € D, es decir, una armonica
de la ecuacion diferencial entonces podemos expresar dicha ecuacién
como



APENDICE B. COMPLEMENTO DE SCHUR 67

Sea entonces @ € D(Q) y up € D(Q) tal que

Lup = f (B.3
jup =0 3
mientras que
Lu=0 (B.3.3)
[Bllu= f, — [[Bllup (B.3.4)
@Tgp (B.3.5)

Lo anterior no garantiza que la up sea unica a menos de que
escojamos (up)a = 0, en este caso up si es solucién tnica de un
problema Dirichlet.

El sistema a resolver esta dado por

aSun = f, — aAanAgnf, (B.3.6)

B.4. Solucion del sistema en paralelo usando CGM

Dada la estructura de la matriz A se puede implementar el al-
goritmo del gradiente conjugado para que se resuelva de manera
independiente cada uno de los bloques que conforman la matriz. Es
decir, el sistema (B.2.1), o el sistema (B.3.6) para el caso con funcio-
nes discontinuas, puede ser resuelto en cada uno de sus bloques de
manera independiente y después sumarse para aplicar una iteracién
del gradiente conjugado.
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B.4.1. Formulacion Convencional

Podemos definir el sistema (B.2.1) como

Sua = ga (B.4.1)
donde

5=3 5 (B.4.2)
=0

S0 = Ana — AQpAf AL (B.4.3)
ga = fO — AN AL (B.4.4)

Por la estructura de las matrices es posible ejecutar operaciones
de forma independiente, es por eso que se puede asignar cada calculo
de S® aun procedimiento ajeno a los resultados de los otros bloques,
concentrandose la informacion en un procesador que calcula ua con
base en la informacién proporcionada por todos los procedimientos
ejecutandose en paralelo. Es de esta manera que no es necesario
construir S de forma explicita ya que las operaciones por bloque,
S0 son suficientes para calcular la parte correspondiente del vector
ua el cual se arma, de la misma forma que las matrices, por bloque
a0

Se hace notar de manera particular, que la aplicacion de la inversa
de Aﬁl{l a un vector corresponde a la solucion de un problema de
Dirichlet en Omega; o a un problema con condiciones de frontera
Dirichlet en 0€2;NI" y con datos Neumann homogeneos en 0€2; NSy

De la misma forma no es necesario calcular A%i{l ya que solo
requerimos el cédlculo

ADTEAD 40 (B.4.5)

esto es, si definimos

TA = A(rﬁ{lxn (B.4.6)
donde

T = Ag)AuA
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Algorithm 5 Gradiente Conjugado

uA:vO

T G
Aup = (Aaa — X0 ARG AGT AL Jua

r=>b— Aua
p=r
n=r-r

while y > € do ‘ ‘ _
un = (Aaa — X0, A(AZ)HA%Z{{IA%)A)P(”

A=p-ua
a=45
UA = UA + Op
r=7r—au
w=r-r
—
ﬁ_u
p=r+pp
p=p
end while

entonces podemos calcular

Afihra = Afin A o

es decir, bastara resolver el sistema

AgﬁxA = o7

y posteriormente hacer las sustituciones correspondientes para
obtener (B.4.14).

Una vez resuelto el sistema (B.2.1) s6lo basta obtener el valor de
ur, para ello se sustituye en (B.1.3) para obtener los correspondien-
tes u(r?. Dado que en esta ecuacién también interviene A(rﬁ{l proce-
demos de una manera semejante a el procedimiento para (B.4.14).

Esto es
s — fH — AHAUA (B47)
ul) = AV g (B.4.8)
entonces solo requerimos solucionar

AW O = gelta (B.4.9)
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para posteriormente sustituir y obtener los valores de uy que son
los que buscamos.

B.4.2. Formulacion con funciones discontinuas

La forma de proceder es semejante sélo se sustituye (B.3.6) como

aSua = ga (B.4.10)
donde
5= 5% (B.4.11)
=0
51 = Ana — Al A ' Ariy (B.4.12)
ga = JY = aARnAfy 1Y) (B.4.13)

Algorithm 6 Gradiente Conjugado

s =’ @) 46) £00)
b= fa— Y1 aAxnAnn Sy

Aua = (Aan — Y0, aAS AR A ua

r=b— Aua
p=r
nw=r-r

while y > € do ‘ ‘ _
un = (Aaa — X0, %A(AZ)HA%Z{{IA%)A)I?U)

A=p-ua
a=45
UA = UA + ap
r=1r—Qv
w=r-r

_
ﬁ_u
p=r+pp
p=p

end while

. . ) —1
De la misma forma no es necesario calcular Aﬁ{] ya que solo
requerimos el calculo

AL AW 40 (B.4.14)
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esto es, si definimos

TA = Ag{{lxn (B.4.15)
donde

T = Aﬁ)AuA

entonces podemos calcular

s = At Ay o

es decir, bastara resolver el sistema

Aﬁi‘[xA = I11

y posteriormente hacer las sustituciones correspondientes para
obtener (B.4.14).

Una vez resuelto el sistema (B.2.1) s6lo basta obtener el valor de
ugr, para ello se sustituye en (B.1.3) para obtener los correspondien-
tes ul(;). Dado que en esta ecuacién también interviene A(rﬁ{l proce-
demos de una manera semejante a el procedimiento para (B.4.14).

Esto es

rs = fi — Anaua (B.4.16)
ult) = AV g (B.4.17)

entonces sélo requerimos solucionar

AW O — g5 (B.4.18)

para posteriormente sustituir y obtener los valores de uy; que son
los que buscamos.
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