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1 Introduccion

Los sistemas continuos —sistemas fisicos macroscépicos (véase [1])—, tales como
los yacimientos petroleros, la atmdsfera, los campos electromagnéticos, los océa-
nos, el aparato circulatorio de los seres humanos, la corteza terrestre y muchos
otros sistemas de interés en Ciencia y en Ingenieria, al modelarse, estos contienen
un gran nimero de grados de libertad!.

Los modelos mateméticos de los sistemas continuos (véase [37] y [10]) son
sistemas de ecuaciones diferenciales, las cuales son parciales —con valores ini-
ciales y condiciones de frontera— para casi todos los sistemas de mayor interés
en la Ciencia y la Ingenierfa. Salvo por los problemas mas sencillos, no es posible
obtener por métodos analiticos las soluciones de tales ecuaciones, que son las
que permiten predecir el comportamiento de los sistemas continuos y realizar
las simulaciones requeridas.

La capacidad para formular los modelos mateméticos de sistemas continuos
complicados y de gran diversidad, es sin duda una contribucién fundamental
para el avance de la Ciencia y sus aplicaciones, tal contribucién quedaria in-
completa y, debido a ello, seria poco fecunda, si no se hubiera desarrollado
simultdneamente su complemento esencial: los métodos numeéricos y la com-
putacién electrénica.

Sin embargo, la solucién numérica y las simulaciones computacionales de
problemas concomitantes en Ciencias e Ingenierfas han llevado al limite nuestra
actual capacidad de prediccién, por la gran cantidad de grados de libertad que
necesitan nuestros modelos para tratar de representar a la realidad.

Con el desarrollo de nuevas herramientas numéricas y computacionales, la
diversidad y complejidad de problemas que pueden ser tratados de forma sa-
tisfactoria y eficiente es impresionante. Pero hay que destacar, que todavia hay
una gama de problemas que hasta la fecha no es posible resolver satisfactoria-
mente o con la precision deseada —como la prediccién climética a largo plazo o
simulacién de recuperacion mejorada en yacimientos petroleros, entre otros—.

1.1 Antecedentes

La solucién numeérica de ecuaciones diferenciales parciales por los esquemas
tradicionales —tipo Diferencias Finitas, Volumen Finito y Elemento Finito—
reducen el problema a la generacién y solucién de un —cada vez mas grande—
sistema algebraico de ecuaciones (véase [3]). La factorizacién directa de sistemas
de gran escala O(10%) con toda su eficacia, no es, en general una opcién viable,
y el uso de métodos iterativos basicos —tales como el método de gradiente con-
jugado o residual minimo generalizado— resultan en una convergencia bastante
lenta con respecto a otras formas de discretizacion como son los métodos de
descomposicién de dominio (véase [6] v [8]).

El desarrollo de métodos numeéricos para sistemas algebraicos grandes, es
central en el desarrollo de cddigos eficientes para la soluciéon de problemas en

1El nimero de grados de libertad en un sistema fisico se refiere al nimero minimo de
nimeros reales que es necesario especificar para determinar completamente el estado fisico.



Ciencia e Ingenieria, actualmente cuando se necesita implementar una solucién
computacional, se dispone de bibliotecas optimizadas® para la solucién de sis-
temas lineales que pueden correr en ambientes secuenciales y/o paralelos. Estas
bibliotecas implementan métodos algebraicos robustos para muchos problemas
practicos, pero sus discretizaciones no pueden ser construidas por sélo técni-
cas algebraicas simples, tales como aproximaciones a la inversa o factorizacién
incompleta.

En la actualidad, los sistemas computacionales paralelos son ubicuos. En
ellos es posible encontrar més de una unidad de procesamiento, conocidas como
Nrticleo (Core). El nimero de Cores es creciente conforme avanza la tecnologia,
esto tiene una gran importancia en el desarrollo eficiente de algoritmos que
resuelvan sistemas algebraicos en implementaciones paralelas. Actualmente la
gran mayoria de los algoritmos desarrollados son algoritmos secuenciales y su
implantacién en equipos paralelos no es éptima, pero es una préctica comuin
usar diversas técnicas de seudoparalelizacién —a veces mediante la distribucién
de una gran matriz en la memoria de los muiiltiples Cores y otras mediante el
uso de directivas de compilacién—, pero la eficiencia resultante es pobre y no
escalable a equipos masivamente paralelos por la gran cantidad de comunicacién
involucrada en la solucién.

Para hacer eficiente la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales par-
ciales, se introdujeron los métodos de descomposicién de dominio que toman en
cuenta la ecuacion diferencial parcial y su discretizacion, permitiendo una alta
eficiencia computacional en diversas arquitecturas paralelas (véase [6] y [8]). La
idea bésica detréds de los métodos de descomposicién de dominio es que en lugar
de resolver un enorme problema sobre un dominio, puede ser conveniente —o
necesario— resolver miiltiples problemas de tamano menor sobre un solo sub-
dominio un cierto nimero de veces. Mucho del trabajo en la descomposiciéon de
dominio se relaciona con la seleccién de subproblemas que aseguren que la razén
de convergencia del nuevo método iterativo sea rdpida. En otras palabras, los
métodos de descomposicién de dominio proveen precondicionadores a priori que
puedan acelerarse por métodos en el espacio de Krylov (véase [19]).

1.2 Meétodos de Descomposicién de Dominio

La descomposicién de dominio generalmente se refiere a la separacién de una
ecuacion diferencial parcial o una aproximacién de ella dentro de problemas
acoplados sobre subdominios pequenos formando una particién del dominio ori-
ginal. Esta descomposicién puede hacerse a nivel continuo, donde diferentes
modelos fisicos, pueden ser usados en diferentes regiones, o a nivel discreto,
donde puede ser conveniente el empleo de diferentes métodos de aproximacion
en diferentes regiones, o en la solucién del sistema algebraico asociado a la
aproximacion de la ecuacién diferencial parcial —estos tres aspectos estdn inti-
mamente interconectados en la préctica (véase [19])—.

2Como pueden ser las bibliotecas ATLAS —http://math-atlas.sourceforge.net— y HYPRE
—http://acts.nersc.gov/hypre/— entre muchas otras.



Los método de descomposicién de dominio —Domain Decomposition Metho-
ds (DDM)— se basan en la suposicién de que dado un dominio 2 C R", se puede

E
particionar en E subdominios £2;,7 = 1,2, ..., E; tales que Q = U Q; |, entre
i=1

los cuales puede o no existir traslape (véase [3] y [19]). Entonces, el problema
es reformulado en términos de cada subdominio —mediante el uso de algin
método de discretizacién— obteniendo una familia de subproblemas de tamafio
reducido independientes entre si, y que estdn acoplados a través de la solucién
en la interfase —que es desconocida— de los subdominios.

De esta manera, se puede clasificar de forma burda a los métodos de descom-
posicién de dominio (véase [6]), como aquellos en que: existe traslape entre los
subdominios y en los que no existe traslape. A la primera clase pertenece el
método de Schwarz —en el cual el tamano del traslape es importante en la con-
vergencia del método— y a los de la segunda clase pertenecen los métodos del
tipo subestructuracién —en el cual los subdominios sélo tienen en comin a los
nodos de la interfase o frontera interior—.

Desde hace ya algin tiempo, la comunidad internacional® inicio el estudio
intensivo de los métodos de descomposiciéon de dominio, la atencién se ha des-
plazado (véase [9]) de los métodos con traslape en el dominio (véase [59]) a los
métodos sin traslape en el dominio (véase [52], [53], [54], [55] ¥ [56]), ya que estos
dltimos son més efectivos para una gran variedad de problemas de la Ciencia y
la Ingenierfa.

Los métodos de descomposicién de dominio sin traslape son un paradigma
natural usado por la comunidad de modeladores (véase [1]). Los sistemas fisi-
cos son descompuestos en dos o mds subdominios contiguos basados en consi-
deraciones fenomenolégicas o computacionales. Esta descomposicién se refleja
en la Ingenieria de Software del cédigo correspondiente, ademds, el uso de la
programacion orientada a objetos, permite dividir en niveles la semdantica de los
sistemas complejos, tratando asi con las partes, mas manejables que el todo, per-
mitiendo una implementacién, extension y mantenimiento sencillo (véase [17]).

Tomando en cuenta que los métodos de descomposicién de dominio sin
traslape son facilmente implementados para su uso en computadoras paralelas
mediante técnicas de programacién orientada a objetos —porqué el algoritmo
del método es paralelo—, ademds, con los continuos avances en cémputo, en
particular, en la computacién en paralelo mediante equipos de cémputo de alto
desempetio y/o Clusters parecen ser el mecanismo méds efectivo para incrementar
la capacidad y velocidad de resolucién de varios tipos de problemas de interés
en Ciencias e Ingenierias usando métodos de descomposiciéon de dominio (véase
[53], [54], [55], [57] y [58]).

La implementacién de los métodos de descomposicién de dominio permite

3Ello se refleja en las més de 19 conferencias internacionales de Métodos Descomposicién
de Dominio (véase [18]) y de las cuales se han publicado 14 libros que recopilan los trabajos
m4és relevantes de cada conferencia. Ademéds de varios mini simposios de descomposiciéon de
dominio en congresos mundiales como es el World Congress on Computational Mechanics o el
Iberian Latin American Congress on Computational Methods in Engineering.



utilizar de forma eficiente, las crecientes capacidades del cémputo en paralelo
(véase [18] y [19]) —Grids* de decenas de Clusters, cada uno con cientos o miles
de procesadores interconectados por red, con un creciente poder de cémputo
medible en Peta Flops—, asi como el uso de una amplia memoria —ya sea
distribuida y/o compartida del orden de Tera Bytes—, permitiendo atacar una
gran variedad de problemas que sin estas técnicas es imposible hacerlo de manera
flexible y eficiente. Pero hay que notar que existe una amplia gama de problemas
que se necesitan resolver, los cuales superan la capacidad de cémputo actual,
ya sea por el tiempo requerido para su solucién, por el consumo excesivo de
memoria o ambos.

Asi, los métodos de descomposicién de dominio que introducen desde la
formulaciéon matematica del problema una separaciéon natural de las tareas a
realizar y simplifican considerablemente la transmisiéon de informaciéon entre
los subdominios (véase [19]), en conjuncién con la programacién orientada a
objetos y el cémputo en paralelo forman una amalgama poderosa. La cual
permite construir aplicaciones que coadyuven en la solucién una gran gama de
problemas concomitantes en Ciencias e Ingenierias que requieren hacer uso de
una gran cantidad de grados de libertad.

Por otro lado, la lista de los métodos de descomposicién de dominio y el tipo
de problemas que pueden ser atacados por estos, es grande y estd en constante
evolucién (véase [18] y [19]), ya que se trata de encontrar un equilibrio entre
la complejidad del método —aunada a la propia complejidad del modelo—, la
eficiencia en el consumo de los recursos computacionales y la precisién esperada
en la solucién encontrada por los diversos métodos y las arquitecturas paralelas
en la que se implante.

Dos de los esquemas mds comunmente usados (véase [18], [42], [43], [53],
[54], [55], [57], [58] v [30]) en los métodos de descomposicién de dominio sin
traslapes son Finite Element Tearing and Interconnect Dual-Primal (FETI-DP)
y Balancing Domain Decomposition by Constraints (BDDC). Aqui, FETT es
sinénimo de Finite Element Tearing and Interconnect de Farhat (véase [20] y
[21]); y FETI-DP es la versién Dual-Primal de FETI (véase [22] a [24]). BDD
es el método de Balancing Domain Decomposition de Mandel (véase [25] y
[26]), mientras que BDDC es BDD con restricciones (véase [27] al [29]). Ambos:
FETI-DP y BDDC inician de la ecuacién diferencial parcial y en ellos los grados
de libertad estdn asociados con las funciones base usadas.

En el marco de los métodos de descomposicién de dominio sin traslape se
distinguen dos categorfas: Los esquemas duales —es el caso del método Finite
Element Tearing and Interconnect (FETI) y sus variantes— los cuales usan
multiplicadores de Lagrange; y esquemas primales —es el caso del método Ba-
lancing Domain Decomposition (BDD) y sus variantes— que tratan el problema

1Bajo el Macroproyecto: Tecnologias para la Universidad de la Informacién y la Com-
putacién de la UNAM, se interconectaron cuatro Cluster heterogéneos —dos en la Facultad
de Ciencias, uno en el Instituto de Geofisica y otro en el Instituto de Matemédticas Aplicadas
y Sistemas— con redes no dedicadas y en ellos se probo una versién de los cédigos, en los
cuales se vio que es factible el uso en Grids y si estos cuentan con una red dedicada —de alta
velocidad— su eficiencia puede llegar a ser alta.



sin el recurso de los multiplicadores de Lagran

Idealmente, los métodos de descomposicién buscan satisfacer lo que lla-
mamos el paradigma-DDM: “el cual construye la solucién global por la re-
solucién de problemas locales, exclusivamente”. Para logar esto, es esencial
desconectar los problemas en los sudominios. En FETI-DP, tal desconexién es
lograda por la formulacién del método en el espacio producto que esta con-
tenido en el espacio de funciones discontinuas. Sin embargo, FETI-DP usa una
formulacién indirecta basada en los multiplicadores de Lagrange. BBDC usa
en lugar una formulacién directa, pero no trabaja en el espacio de funciones
discontinuas. Otro hecho dificil a superar por los métodos, es que los algoritmos
competitivos necesitan incorporar restricciones que eviten la total desconexion
de los subdominios.

En este trabajo se ha desarrollado una metodologia integradora de dos de los
métodos ampliamente usados —FETI-DP y BDDC— y se generan otros nuevos
(véase [36], [39]). A este esquema, lo hemos llamado el espacio de vectores
derivados —Derived Vectors Space (DVS)—, el cual es un esquema primal si-
milar a la formulacién BDD, donde una significativa diferencia entre el esquema
BDD y DVS es que en este 1ltimo, el problema es transformado en otro, definido
en el espacio de vectores derivados, el cual es un espacio producto, conteniendo
funciones discontinuas donde todo el trabajo del método es realizado, el cual
proporciona un marco unificado para los métodos de descomposicién de dominio
sin traslape y es usado para formular y discutir en general y de forma sistematica
la teoria de DDM para problemas simétricos, no simétricos e indefinidos.

En la formulacién BDD por otro lado, el espacio original de funciones con-
tinuas nunca es abandonado completamente y constantemente se regresa a los
grados de libertad asociados con el espacio de funciones continuas pertenecientes
a las subestructuras, el cual en su formulacién juega el rol del espacio producto.

1.3 El Método de Descomposicién de Dominio en el Es-
pacio de Vectores Derivados

En el presente trabajo se da una perspectiva general de algunas de las méds im-
portantes formulaciones algebraicas de métodos de descomposiciéon de dominio
sin traslape. Dos de los esquemas mds cominmente usados son (véase [18], [42],
[43], [53], [64], [55], [57] y [58]): BDDC y FETI-DP. Los cuales fueron puestos en
el marco primal —véase secciones (5.1) y (5.2)— del espacio de vectores deriva-
dos —Derived Vectors Space (DVS)—. El cual permite una efectiva y sintética
presentacién de ambos métodos (véase [36] y [38]): Formulaciones primal y dual.

Esto simplifica los algoritmos, los que se sintetizan en un breve conjunto de
formulaciones matriciales muy generales que son aplicables a matrices simétri-
cas, no simétricas e indefinidas cuando ellas provienen de la discretizacién de
ecuaciones parciales o sistemas de tales ecuaciones.

El espacio de vectores derivados constituye un espacio de Hilbert con respecto
al adecuado producto interior —el producto interior Euclidiano— y mediante la
utilizacién de la formulacién DVS, se saca provecho de la estructura del espacio
de Hilbert, obteniendo de esta manera una gran simplicidad para el algoritmo



en el espacio de funciones definidas por tramos y es usado para establecer una
clara correspondencia entre los problemas a nivel continuo y aquellos obtenidos
después de la discretizacion.

En particular, usando el esquema DVS, se deriva de forma simple y explicita
un conjunto de ocho férmulas matriciales aplicables a matrices simétricas, no
simétricas e indefinidas generadas a partir de la discretizacién de los sistemas
de ecuaciones diferenciales parciales para un desarrollo simplificado del cédigo
computacional de modelos gobernados por una sola ecuacién diferencial par-
cial o sistemas de estas ecuaciones, teniendo un amplio campo de aplicaciéon
a problemas précticos. Estas formulaciones matriciales explicitas son usadas
directamente en el desarrollo de cédigo computacional.

De las ocho férmulas matriciales explicitas, cuatro son no precondicionadas
y cuatro precondicionadas. De ellas, las que tienen interés practico son por
supuesto las formulaciones precondicionadas, pero se incluyen las no precondi-
cionadas, porque de ellas se deriva el entendimiento teérico de las precondi-
cionadas, ademds de ser el camino méds directo para el desarrollo del cédigo
computacional, al permitir empezar con una formulacién simple y posterior-
mente agregar el precondicionador para obtener la formulacién precondicionada
requerida.

De las cuatro férmulas matriciales precondicionadas, dos corresponden a los
algoritmos FETIT-DP y BDDC, de las otras dos no se tiene contraparte reportada
en la literatura de métodos de descomposicién de dominio, aunque la efectividad
de su desempeno es del mismo orden de los métodos BDDC o FETI-DP.

Noétese que, todo el desarrollo de la metodologia ha sido hecho en el es-
pacio vectorial sujeto a restricciones y por lo tanto, todos los algoritmos aqui
presentados son algoritmos sujetos a restricciones.

Idealmente, los métodos DDM intentan producir algoritmos tal que “la solu-
cién global es obtenida por la resolucién de problemas locales definidos de ma-
nera separada en cada subdominio de la malla gruesa de la descomposicién”; en
este trabajo tal condicién serd referida como el “paradigma DDM”. Cuando el
paradigma DDM es totalmente satisfecho la paralelizacién de los métodos DVS
puede ser lograda de forma eficiente al asignar cada subdominio a un procesador
diferente.

Algunas caracteristicas importantes de la metodologia desarrollada son:

1. Las formulaciones Dual y Primal son de dos de los métodos comuinmente
usados —BDDC y FETT-DP— han sido derivados de una manera unifi-
cada.

2. El esquema DVS incluye formulaciones algebraicas para matrices simétri-
cas, no simétricas e indefinidas —i.e. no positivas y no negativas definidas—
. Ademss se detallan las condiciones que tales matrices deben de satisfacer
para que los algoritmos generales sean aplicables.

3. El esquema DVS permite aplicar técnicas de descomposiciéon de dominio
directamente a la matriz que es obtenida después de que la ecuacién
diferencial —o sistema de tales ecuaciones— ha sido discretizada. La



aplicacién de tales procedimientos no requiere del conocimiento acerca de
la ecuacion diferencial que originé la matriz.

4. Elesquema DVS puede ser aplicado independientemente del procedimiento
de discretizacién usado para obtenerlo; ya que la matriz que es obtenida
inmediatamente después de la discretizacién no esta definida en el espacio
de vectores derivados. La teorfa provee una férmula para derivar otra ma-
triz en términos del problema formulado en el espacio de vectores derivados
(véase [34]).

5. Como es comin en los métodos de descomposicién de dominio, la matriz
global nunca se construye; a este respecto, una manera simple de definir
el espacio vectorial derivado es presentada en este trabajo.

El esquema DVS asi obtenido, es innovador en varios aspectos y capaz de
englobar a dos de los métodos de descomposicién de dominio més usados. Una
significativa innovacién es que los algoritmos desarrollados en este esquema son
igualmente aplicables a matrices simétricas y no simétricas (véase [35]). En el
presente trabajo se muestra que la solucién de matrices no simétricas presenta
eficiencia comparable a las simétricas.

1.4 Objetivos de la Tesis

Los objetivos del presente trabajo son agrupados en objetivos generales, ob-
jetivos particulares y objetivos de la implementacién, los cuales se detallan a
continuacion.

Objetivos Generales Los objetivos generales del presente trabajo son:

e Presentar el esquema del método de descomposicién de dominio en el es-
pacio de vectores derivados (véase [36], [39] y [38]), el cual permite aplicar
técnicas de descomposicién de dominio directamente al sistema de ma-
trices que son obtenidas después de que la ecuacién diferencial o sistema
de tales ecuaciones han sido discretizadas. La aplicacion de tales proce-
dimientos no requiere del conocimiento acerca de la ecuacién diferencial
que originé las matrices.

e Mostrar como la teoria provee una férmula para derivar la matriz en tér-
minos del problema formulado en el espacio de vectores derivados, ya que
la matriz que es obtenida inmediatamente después de la discretizacién no
estd definida en el espacio de vectores derivados. Como es comin en los
métodos de descomposicién de dominio, tal matriz nunca se construye. A
este respecto, una manera simple de definir el espacio de vectores derivados
es presentada en este trabajo.

e Mostrar como el esquema DVS es igualmente aplicable a matrices simétri-
cas, no simétricas e indefinidas.
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e Mostrar la eficiencia computacional de los algoritmos desarrollados en
problemas que generan matrices simétricas y no simétricas, ademds de
mostrar que la implementacién en paralelo es escalable.

Objetivos Particulares Los objetivos particulares de este trabajo son:

e Mostrar los ocho algoritmos iterativos basicos de descomposicién de do-
minio sin traslape que se han obtenido, de los cuales cuatro son formula-
ciones primales y los otros cuatro son formulaciones duales.

e Mostrar como dos de las férmulas precondicionadas corresponden a los
algoritmos FETI-DP y BDDC.

e Mostrar en el caso de matrices simétricas y no simétricas (véase [34] y
[35]), en particular para problemas de Adveccién-Difusién (véase [29] y
[50]) que la eficiencia numérica de los algoritmos precondicionados estdn
en el mismo orden que los reportados en la literatura.

Objetivos de la Implementacién La implementacién de los cédigos de los
métodos de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados en
su forma secuencial y paralela tiene como objetivo primario el resolver un grupo
de ecuaciones por todos los métodos desarrollados que satisfagan:

e El cédigo sea independiente de la geometria del dominio.
e El cédigo sea independiente de la dimensién del problema.
e El cédigo soporte ecuaciones escalares y vectoriales.

e El cédigo utilice diferentes métodos de solucién del sistema lineal asociado
al complemento de Schur local.

e El Algoritmo global sea débilmente acoplado a los subdominios.

e El desarrollo del cédigo sea orientado a objetos para simplificar la im-
plementacion y permitir tener un solo cédigo para la parte secuencial y
paralela con un minimo de cambios.

e La Implementacion sea eficiente y escalable en paralelo.

1.5 Infraestructura Computacional Usada

FEl modelo computacional generado, estd contenido en un programa de cémputo
bajo el paradigma de orientacién a objetos, programado en el lenguaje C++
en su forma secuencial y en su forma paralela en C++ y la interfaz de paso de
mensajes (MPI) bajo el esquema Maestro-Esclavo.

Hay que notar que, el paradigma de programacién orientada a objetos sa-
crifica algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo de recursos
computacionales al momento de la ejecucién. Pero en contraste, permite mayor

11



flexibilidad a la hora de adaptar los cédigos a nuevas especificaciones. Adi-
cionalmente, disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mantenimiento
y bisqueda de errores dentro del cédigo. Esto tiene especial interés cuando se
piensa en la cantidad de meses invertidos en la programacién comparada con
los segundos consumidos en la ejecucion.

Para desarrollar estos cédigos, se realizé una jerarquia de clases para cada
uno de los distintos componentes del sistema de descomposicién de dominio en
base a clases abstractas, las cuales reducen la complejidad del esquema DVS,
permitiendo usarlo tanto en forma secuencial como paralela redefiniendo sélo
algunos comportamientos.

La programacion, depuracién y puesta a punto de los cédigos fue hecha en
el siguiente equipo:

e Notebook Intel dual Core a 1.7 GHtz con 2 GB de RAM en Linux De-
bian, haciendo uso del compilador C++4+ GNU y MPICH para el paso de
mensajes.

e PC Intel Quad Core a 2.4 GHtz con 3 GB de RAM en Linux Debian, ha-
ciendo uso del compilador C++ GNU y MPICH para el paso de mensajes.

Las pruebas de rendimiento de los distintos programas se realizaron en
equipos multiCore y Clusters a los que se tuvo acceso y que estdn montados
en la Universidad Nacional Auténoma de México, en las pruebas de anédlisis de
rendimiento se usé el siguiente equipo:

e Cluster homogéneo Kanbalam de 1024 Cores AMD Opteron a 2.6 GHtz de
64 bits, cada 4 Cores con 8 GB de RAM interconectados con un switch de
10 Gbps ubicado en el Departamento de Supercémputo de la D.G.C.T.I.C
de la UNAM.

e Cluster homogéneo Olintlali de 108 Cores emulando 216 hilos, Intel Xeon
a 2.67 GHtz, 9 nodos con 6 Cores y 8 hilos de ejecucién con 48 GB RAM
interconectados con GIGE 10/100/1000 Gb/s, a cargo del Dr. Ismael
Herrera Revilla del Departamento de Recursos Naturales del Instituto de
Geofisica de la UNAM.

e Cluster homogéneo Pohualli de 104 Cores Intel Xeon a 2.33 GHtz de 64
bits, cada 8 Cores cuentan con 32 GB de RAM interconectados con un
switch de 1 Gbps, a cargo del Dr. Victor Cruz Atienza del Departamento
de Sismologia del Instituto de Geofisica de la UNAM.

e Cluster homogéneo IO de 22 Cores Intel Xeon a 2.8 GHtz de 32 bits, cada
2 Cores con 1 GB de RAM interconectados con un switch de 100 Mbps,
a cargo de la Dra. Alejandra Arciniega Ceballos del Departamento de
Vulcanologia del Instituto de Geofisica de la UNAM.

e PC de alto rendimiento Antipolis de 8 Cores Intel Xeon a 2.33 GHtz
de 64 bits y 32 GB de RAM, a cargo del Dr. Victor Cruz Atienza del
Departamento de Sismologia del Instituto de Geofisica de la UNAM.
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1.6 Organizacién de la Tesis

Para poder cumplir con los objetivos planteados del presente trabajo, se inicia
describiendo en el capitulo dos, las formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann a nivel continuo que son la base de las formulaciones en el espacio de
vectores derivados; en el capitulo tres se desarrolla el marco tedrico del espacio de
vectores derivados; para que conjuntando el material del capitulo dos y tres, en el
capitulo cuatro se deriven las ocho formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann en el marco del espacio de vectores derivados, de los cuales cuatro
son formulaciones primales y cuatro son formulaciones duales donde dos corres-
ponden a los algoritmos Finite Element Tearing and Interconnect Dual-Primal
(FETI-DP) y Balancing Domain Decomposition with Constraints (BDDC).

En el capitulo cinco, se muestra como los esquemas FETI-DP y BDDC son
puestos en términos del esquema de descomposicién de dominio en el espacio de
vectores derivados desarrollado, ademds se muestran sus principales semejanzas
y diferencias.

En el capitulo seis, se muestran los detalles de la formulacién numeérica del
esquema de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados, en
particular se deriva la forma de construir las matrices involucradas en el método
y los detalles de la implementacién numérica, asi como la implementacién de
los operadores virtuales involucrados en el esquema.

En el capitulo siete, se muestra la implementacién computacional en el es-
quema Maestro-Esclavo como una forma de codificacién orientada a objetos de
los métodos de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados
tanto para generar el cédigo secuencial como el paralelo en el lenguaje de pro-
gramacién C++ y algunas consideraciones sobre su desempeno computacional.

En el capitulo ocho, se realiza el anilisis de rendimiento para mostrar la
eficiencia de los cédigos desarrollados, por una parte para manipular sistemas
simétricos y no simétricos; y por otra ver su escalamiento al usar cientos de
Cores en la ejecucion de algunas pruebas en equipos paralelos como es el Cluster
Kanbalam de la UNAM.

Por ultimo, en el capitulo nueve se dan las conclusiones de los logros al-
canzados en el presente trabajo y se esboza lo que se considera pueden ser sus
perspectivas.

En el apéndice A, se muestran varias consideraciones sobre la implementacién
de los métodos de descomposicién de dominio en el espacio de vectores deriva-
dos, en especial sobre el caso en que la formulacién se basa en la creaciéon de
las matrices locales a partir de algiin método de discretizacién local por subdo-
minio como pueden ser los métodos de Elemento Finito, Diferencias Finitas o
Volumen Finito, asf como el manejo de ecuaciones vectoriales o escalares por el
sistema desarrollado. Para terminar este apéndice se revisa con detalle el método
de descomposicién de dominio de subestructuracién y su implementacién com-
putacional, ya que este es la base de todos y cada uno de los métodos de des-
composicién de dominio tratados en este trabajo.

En el apéndice B, se muestra como hacer una eficiente implementacién para
la solucién de grandes sistemas de ecuaciones lineales por medio de los méto-
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dos directos e iterativos, asi como las estructuras 6ptimas de las matrices al
codificarse en el lenguaje de programaciéon C++ tanto para su implementacion
secuencial como en paralelo.
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2 Formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann a Nivel Continuo

Para poner la metodologia desarrollada en una adecuada perspectiva, se inicia
por revisar algunos conceptos elementales sobre las formulaciones mencionadas
en el titulo de esta seccién. También se toman algunas herramientas presentadas
del trabajo “Theory of differential equations in discontinuous picewise-defined
functions” (véase [31]).

El problema que se considera aqui® es: “Encontrar u € H? (), tal que

Lu= fqg,en Q
{ u =0, sobre 02 (21)

asi, bajo las adecuadas condiciones (véase [6]), la existencia y la unicidad de
la solucién de este problema estd garantizada. Este problema puede también
formularse en espacio de funciones definidas por tramos (véase [31]).

Sin pérdida de generalidad, sea el dominio 2 descompuesto en dos subdo-
minios 27 y 22, como se muestra en la figura:

Figura 1: Particién del dominio €2 en dos subdominios €21 y Qs.

Supoéngase que el operador diferencial £ es de segundo orden y se considera
el espacio H? (Q1) @ H? () de funciones discontinuas definidas por tramos
(véase [31]). Una funcién en tal espacio es definida independientemente en
cada uno de los dos subdominios y sus restricciones a 1 y (s pertenecen a
H? (1) y H?(Q3) respectivamente. Generalmente la discontinuidad a través
de la interfase I' tiene un salto no cero de la funcién misma y de sus derivadas
normales. La notacién para el ‘salto’ y el ‘promedio’ a través de I' esta dado
por

1
[u] = ug —u_ y u=3 (uy +u_), sobre T (2.2)

respectivamente.

5La notacién que se usa es la estdndar para los espacios de Sobolev (véase [2]).

15



Nétese que, el espacio H? () es un subespacio de H? (Q1) ® H?(Qz). En
efecto, sea u € H? (Q1) ® H? (), entonces u € H? (Q) si y sélo si

[u] = [[Z—Z]] =0, sobre T. (2.3)

Por lo tanto, una formulacién del problema dado en la Ec.(2.1) es: “Buscar
au€ H? ()@ H?(Q2), tal que

Lu = fq, en )
[ul =0y [%]} =0, sobre I" 7. (2.4)
u = 0, sobre 9}

Se debe observar que, cuando el valor de la solucién u es conocida sobre T,
entonces u puede ser obtenida en cualquier lugar en 2 por la resolucién de dos
problemas Dirichlet con valor en la frontera, uno en cada uno de los subdominios
Q1 y Q9 —el titulo de Dirichlet-Dirichlet para el procedimiento es por el hecho
de resolver este tipo de problemas—.

De manera similar, cuando los valores de la derivada normal g—z son conocidos
sobre I', entonces u puede ser obtenida en cualquier lugar en €2 por la resolucién
de dos problemas Neumann con valores en la frontera, uno para cada uno de los
subdominios €y y Qs —el titulo de Neumann-Neumann para el procedimiento
es por el hecho de resolver este tipo de problemas—.

Estas observaciones son las bases de los dos enfoques de los métodos de
descomposicién de dominio que se consideran en esta secciéon: Los métodos
Dirichlet-Dirichlet y Neumann-Neumann.

2.1 El Problema no Precondicionado Dirichlet-Dirichlet

Para el problema no precondicionado Dirichlet-Dirichlet, se toma ur como la
restriccion a I' de la solucién u de la Ec.(2.4), entonces  es la tinica solucién de
los siguientes dos problemas Dirichlet

Lu= fq, en Qy,a=1,2
u = ur, sobre I' . (2.5)
u = 0, sobre 0f)

El enfoque Dirichlet-Dirichlet al método de descomposicién de dominio con-
siste en buscar para la funcién ur, esencialmente una eleccién de sucesiones de
funciones de prueba: u%, ulln, ..., up, ..., hasta que se encuentre la funcién buscada.

A este respecto, una primera pregunta es: jcémo se reconoce cuando la
funcién de prueba es satisfactoria?. Se sabe que cuando ur es la restriccién
a I' de la solucién del problema, la solucién que es obtenida por la resolucién
de los dos problemas con valores en la frontera de la Ec.(2.5) satisfacen las
condiciones de salto indicadas en la Ec.(2.4). Ahora, en el caso del enfoque
Dirichlet-Dirichlet, el salto de la funcién se nulifica necesariamente, ya que

[u] =us —u— =up —ur =0 (2.6)
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sin embargo, por lo general la condicién

[[%]] =0 (2.7)

no es satisfecha. La seleccion de la funcién de prueba ur serd satisfactoria, si y
solo si, la Ec.(2.7) se satisface.
Si se escribe la solucién del problema u de la Ec.(2.4) como

U=1up+v (2.8)

donde u,, satisface
Luy = fa, en Qy,a=1,2
up = 0, sobre I' (2.9)
up = 0, sobre 00

y por lo tanto v satisface

Lv=0, en Q,,a=1,2
v = ur, sobre T’ (2.10)
v =0, sobre 02

entonces, la eleccién de la funcién de prueba ur serd satisfactoria, si y sélo si

ov Ouyp,
=== 2.11
[[871]] [[ on ]] (2.11)
desde este punto de vista, la funcién v € H? (Q1) & H? (Q2) . Asi, se busca una

funcién tal que

Ly=0, en Qy,aa=1,2

[v] =0, [g—g] =— [%f]] , sobre T' . (2.12)
v =0, sobre 0N

Esta condicién puede expresarse teniendo en mente el operador de Steklov-
Poincaré® 7, el cual para cualquier funcién v definida sobre I', se genera otra
funcién definida sobre T', a saber (véase [3])

T (ur) = [[%]] , sobre T (2.13)

donde v satisface la Ec.(2.10). Entonces la Ec.(2.12) es equivalente a

T (ur) = — H%H , sobre I'. (2.14)

6E] operador de Steklov-Poincaré generalmente se define como la ecuacién para la traza de
la solucién exacta u sobre I' (véase [49]).
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2.2 El Problema no Precondicionado Neumann-Neumann

Para el caso del problema no precondicionado Neumann-Neumann, se toma a
u como la solucién de la Ec.(2.4) y sea gr = % sobre I', entonces u es la tnica

solucién de los siguientes dos problemas Neumann

Lu= fq, en Qy,a=1,2

9% = gp sobre I . (2.15)
u = 0 sobre 02

El titulo del enfoque Neumann-Neumann proviene de el hecho que la Ec.(2.15)
implica resolver un problema Neumann en el subdominio €1 y otro problema
Neumann en €2,. Este enfoque consiste en buscar una funcién gr —independien-
temente del valor de gr—, ya que, cualquier solucién de la Ec.(2.15) satisface

H%ﬂ _ (%>+ - (%) g g =0 (2.16)

sin embargo, por lo general, la condicién
[u] =0 (2.17)

no es satisfecha. La seleccién de la funcién de prueba ur serd satisfactoria, si y
sélo si, la Ec.(2.17) se satisface.
Si se toma nuevamente una solucién v = u, + v como en la Ec.(2.8), donde
u,, ahora satisface
Lu, = fq, en Qp,a=1,2
9up — 0, sobre I (2.18)

on
up = 0, sobre 02

y por lo tanto v satisface

Lv=0, en Q,,a=1,2
2v = gr, sobre I (2.19)
v =0, sobre 02

entonces, la funcién v € H2 (1) ® H? (Q2) es caracterizada por

Lv=0, en Q,,aa=1,2
[v] =[], [42] =0, sobre I' . (2.20)
v =0, sobre 02

Para la formulacién Neumann-Neumann existe una contraparte —el ope-
rador y— al operador de Steklov-Poincaré 7, dada cualquier funcién gr, definida
sobre T', se define p (gr), esta serd una funcién definida sobre I' dada por

w(gr) = [v], sobre I’ (2.21)
aqui, v satisface la Ec.(2.19). Entonces, la Ec.(2.20) es equivalente a

w(qr) = — [up] , sobreT. (2.22)
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3 Marco Teorico del Espacio de Vectores Deriva-
dos

En el marco de los métodos de descomposicién de dominio sin traslape se dis-
tinguen dos categorfas (véase [18], [42], [43], [53], [54] y [58]): Los esquemas
duales —como es el caso del método Finite Element Tearing and Interconnect
(FETT) y sus variantes— los cuales usan multiplicadores de Lagrange; y los
esquemas primales —como es el caso del método Balancing Domain Decom-
position (BDD) y sus variantes— que tratan el problema sin el recurso de los
multiplicadores de Lagrange.

En este trabajo se ha derivado un sistema unificador (véase [36] y [38]), el
esquema del espacio de vectores derivados (DVS), este es un esquema primal
similar a la formulacién BDD. Donde una significativa diferencia entre nuestro
esquema y BDD es que en la formulacién DVS el problema es transformado en
otro definido en el espacio de vectores derivados, el cual es un espacio producto
conteniendo funciones discontinuas, es en este espacio en el cual todo el trabajo
del método es realizado.

Por otro lado, en la formulacién BDD, el espacio original de funciones con-
tinuas nunca es abandonado completamente y constantemente se regresa a los
grados de libertad asociados con el espacio de funciones continuas pertenecientes
a las subestructuras, el cual en su formulacién juega el rol del espacio producto.

Aunque el marco DVS es un esquema primal, las formulaciones duales pueden
ser acomodadas en él; esta caracteristica permite unificar en este terreno a am-
bos esquemas, duales y primales; en particular a BDDC y FETI-DP. También
el espacio DVS constituye un espacio de Hilbert con respecto al adecuado pro-
ducto interior —el producto interior Euclidiano— y mediante la utilizacién de
la formulaciéon DVS, se saca provecho de la estructura del espacio de Hilbert
obteniendo de esta manera una gran simplicidad para el algoritmo definido en
el espacio de funciones definidas por tramos y es usado para establecer una
clara correspondencia entre los problemas a nivel continuo y aquellos obtenidos
después de la discretizacion.

3.1 Discretizacion del Dominio para los Métodos Duales
y Primales

Dos de los enfoques més cominmente usados (véase [18], [40], [41], [42], [43], [53],
[54], [55], [57] ¥ [58]) en los métodos de descomposicién de dominio son FETI-
DP y BDDC. Ambos, inicializan con la ecuacién diferencial parcial y de ella,
los grados de libertad son asociados con las funciones de base usadas. BDDC
es un método directo, i.e. es un método que no hace uso de Multiplicadores de
Lagrange, mientras que FETI-DP trabaja en el espacio producto mediante el
uso de los Multiplicadores de Lagrange.

En los métodos FETI-DP y BDDC, el dominio €2 en el cual se define el
problema, es subdividido en E subdominios ‘sin traslape’ Q,, a = 1,2, ..., E, es
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decir

E
QWNQ=2 Va#p vy Q=[] (3.1)
a=1
y al conjunto
E
= |JTa si Ta=02,\00 (3.2)
a=1

se le llama la frontera interior del dominio Q. La notacién 09 y 0Q,, a =
1,..., E es tomada de la frontera del dominio €2 y la frontera del subdominio £2;
respectivamente. Claramente

E E
00c o, v 0= (U Qa>Ur. (3.3)
a=1

a=1

Se denota por H al méximo didmetro H, = Diam(Q,) de cada Q, que
satisface Diam(Q,) < H para cada a = 1,2, ..., F, ademds, cada subdominio
Q. es descompuesto en un mallado fino 7; de K subdominios mediante una
triangulacién Q; de modo que este sea conforme, se denota por h al maximo
didmetro h; = Diam();) de cada €, que satisface Diam(€2;) < h para cada
ji=12..,Kdecadaa=1,2,... F.

Para iniciar la discusién, se considera un ejemplo particular, de un conjunto
de veinticinco nodos de una descomposiciéon del dominio € ‘sin traslape’, se
asume que la numeracién de los nodos es de izquierda a derecha y de arriba
hacia abajo, véase figura (2)

ol o 2 03 4 S
0 6 o 7 .8 9 RU
11 12 13 14 15
& @ = ] &

RE Ry ol8 ol9 520

21 22 23

Figura 2: Conjunto de nodos originales

En este caso el conjunto de nodos originales, se particiona usando una malla
gruesa de cuatro subdominios 2, a = 1,2, 3,4, véase figura (3).
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Figura 3: Nodos en una descomposicién gruesa de cuatro subdominios

Entonces se tiene un conjunto de nodos y un conjunto de subdominios, los
cuales se enumeran usando un conjunto de indices

N={1,2,...,25} vy E={1,23,4} (3.4)

respectivamente. FEntonces, el conjunto de ‘nodos originales’ correspondiente
a tal descomposicién de dominio ‘sin traslape’, en realidad tiene un ‘traslape’,
esto es por que la familia de los cuatros subconjuntos

N' = {1,2,3,6,7,8,11,12,13} (3.5)
N? = {3,4,5,8,9,10,13,14,15}

N® = {11,12,13,16,17,18,21,22,23}

N* = {13,14,15,18,19,20,23,24,25}

no son disjuntos. En efecto, por ejemplo
N'NN?={3,8,13}. (3.6)

Con la idea de obtener una ‘verdadera descomposicién de dominio sin trasla-
pe’, se reemplaza el conjunto de ‘nodos originales’ por otro conjunto, el conjunto
de los ‘nodos derivados’ en los cuales se satisfaga la condiciéon de que sea una
verdadera descomposicién de dominio sin traslapes.

3.2 Una Verdadera Descomposicién de Dominio sin Traslapes

A la luz de lo visto en la seccién anterior, es ventajoso trabajar con una des-
composicién de dominio sin traslape alguno del conjunto de nodos y, para este
fin, se reemplaza el conjunto N de ‘nodos originales’ por otro conjunto de ‘nodos
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derivados’, los cuales son denotados por X“, donde cada nodo en la frontera
interior I' se parte en un nimero que llamaremos la multiplicidad del nodo y es
definida como el nimero de subdominios que comparten al nodo. Cada nodo
derivado es definido por un par de nimeros: (p,«), donde p corresponde a un
nodo perteneciente a ﬁp, i.e. un ‘nodo derivado’ es el par de nimeros (p, «) tal

que p € N, véase figura (4).

@

(L1 21 (31 (32) (4.2) (i2JQ
1 @ o @ () 2

(ﬁl)r (%.1] (81 (82) (%:2) (10,2]

[ o
@(11,11 (éﬁlz,l) 13, - 32) @4,2) @(15,2)
N N2 e e

.4) 5,4)
@163 @17,3) (18,369(18,4) @le.4) @0,4)
(21,3) (22,3) (23,369(23,4) (24,4) (254)

— @ o] @ 054

Figura 4: Mitosis de los nodos en la frontera interior

Se denota con X el conjunto total de nodos derivados; nétese que el total
de nodos derivados para el ejemplo de la seccién anterior es de 36, mientras el
numero de nodos originales es de 25.

Entonces, se define X como el conjunto de nodos derivados que puede ser

escrito como . .
Xa:{(p,a)meE v peNa}. (3.7)

Para el ejemplo referido, tomando « sucesivamente como 1,2,3 y 4, se tiene
la familia de cuatro subconjuntos,

{X', X2 X3 X} (3.8)
la cual es una descomposicién de dominio sin traslape véase figura (5), donde el

conjunto X satisface

X =

«

X y X*NXP =92 cuando o#B. (3.9)

4
=1
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Figura 5: Conjunto de nodos derivados

Por supuesto, la cardinalidad de los subdominio —el niimero de nodos de
cada uno de los subdominios es 36/4— es igual a 9.

Dada la discusion anterior, y para el desarrollo de una teoria general, sea el
conjunto de nodos-indice y de subdominio-indice original definidos como

N={l,..n} y E={1,.,E} (3.10)

respectivamente, donde n es el niimero total de nodos que se obtienen de la ver-
sion discretizada de la ecuacién diferencial que se quiere resolver —generalmente,
los nodos de frontera no son incluidos—.

Se define al conjunto de ‘nodos derivados’ por el par de nimeros (p, «), tal
que p € N. Entonces, €l conjunto de todos los nodos derivados, satisface

Xaz{(p,a)|a€E’ y pGN“} (3.11)

y para evitar repeticiones, ya que en lo sucesivo se hard uso extensivo de los
nodos derivados, la notacién (p, ) se reserva para el par tal que (p,a) € X.

Noétese que la cardinalidad de X es siempre mayor que la cardinalidad de
N , excepto en el caso trivial cuando E = 1. En lo que sigue los nodos derivados
serdn referidos, simplemente como nodos.

Por otro lado, dado cualquier nodo original, p € N, se define el conjunto
Z (p) C X, como el conjunto de los nodos derivados de p que puede ser escrito
como (p, @), para algin 1 < a < E. Ademds, dado cualquier nodo (p, ) € X,
su multiplicidad es definida por la cardinalidad del conjunto Z (p) C X y es
denotada como m (p) .

Los nodos derivados son clasificados como ‘nodos internos’ o de ‘frontera
interna’, dependiendo si su multiplicidad es uno o més grande que uno. Los
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subconjuntos I C Q y I' C Q son el conjunto de nodos internos y de frontera
interna respectivamente, que satisfacen la siguiente relacién

X=IUl' y INT=2 (3.12)

nétese que para el ejemplo mostrado en la figura 3, la cardinalidad de T" es 20.
Para cada o = 1,2,..., E, se define

r,.=rnx« (3.13)
entonces, la familia de subconjuntos {I'1,Ts,..., g} es una particién de T, en
el sentido de que

E
= U 'y mientras I'nNI'g=@ cuando o #p5. (3.14)
a=1

En este desarrollo, I" es descompuesto dentro de dos subconjuntos
rCcl'cX y AclcX (3.15)

los nodos pertenecientes al primer conjunto 7 son llamados ‘primales’, mientras
que si estos pertenecen al segundo conjunto A son llamados ‘duales’, donde

A=T-n
entonces
I'=nUA mientras 7nNA=0. (3.16)
Ademas, se define
II=Iun

en este caso, cada una de las familias de los subconjuntos {I,7, A} y {II, A}
son descomposiciones sin traslape de €, es decir,

X=IUrUA mientrasque INr=7NA=ANI=9g (3.17)

X =IIUA mientras que IINA=g. (3.18)

Noétese que todos los conjuntos considerados hasta ahora son dimensional-
mente finitos. Por lo tanto, cualquier funcién con valores en los reales’ definida
en cualquier conjunto define univocamente un vector dimensionalmente finito.

Para el planteamiento de los métodos Dual-Primal, los nodos de la interfase
son clasificados dentro de nodos Primales y Duales. Entonces se define:

e N; C N como el conjunto de nodos interiores.

e Nr C N como el conjunto de nodos de la interfase.

7Cuando se consideren sistemas de ecuaciones, como en los problemas de elasticidad, tales
funciones son vectoriales.
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e N, C N como el conjunto de nodos primales.

e Nao C N como el conjunto de nodos duales.

El conjunto N, - Nr es escogido arbitrariamente y entonces Na es definido
como Nao = Nr — N,. Cada una de las siguientes dos familias de nodos son
disjuntas:

{NI7NF} y {NI7NTUNA}-
Ademads, estos conjuntos de nodos satisfacen las siguientes relaciones:
N:N]UNF:N[UNﬂUNA y NF:NWUNA (319)

adicionalmente se define los siguientes conjuntos de X :

. IE{(p,a)|p€N1}.

. FE{(p,a)|p€Np}.

e T

{0.0) e N}
o AE{(p,aHpENA}.

En vista de todo lo anterior, la familia de subconjuntos {Xl, e XE} es una
descomposicién de dominio del conjunto de nodos derivados en donde no se tiene
ningun traslape (véase [36] y [38]), es decir

X=|]x* y X*NX’=92 cuando «#p8. (3.20)

(w

a=1

3.3 El Problema Original

El esquema DVS puede ser aplicado al sistema matricial que es obtenido des-
pués de la discretizacion, este procedimiento es independiente del método de
discretizacién usado —puede ser el método de Elemento Finito, Diferencias
Finitas o cualquier otro—. El procedimiento requiere de algunas suposiciones
que deben de ser satisfechas, las cuales se explican a continuacién (véase [36]
y [38]). Tales suposiciones estdn dadas en términos del sistema matricial y dos
conceptos adicionales: los nodos originales y una familia de subconjuntos de
tales nodos, los cuales estdn asociados con la particién del dominio.

Para ilustrar como estos conceptos son introducidos, se considera la formu-
lacién variacional de la versién discretizada general de un problema de valores
en la frontera, el cual consiste en encontrar 4 € V, tal que

a(t,v) =(g,v), YveV (3.21)
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aqui, V es un espacio lineal de dimensién finita de funciones real valuadas®
definidas en cierto dominio espacial 2, mientras g € V' es una funcién dada.
Sea N = {1,...,n} el conjunto de indices, el cual es el nimero de nodos
usados en la discretizacion, y sea {¢;, ..., ¢, } C V una base de V, tal que para
cadaie N ,; = 1 en el nodo 7 y cero en cualquier otro nodo. Entonces, ya que

u € V, entonces
0= uig; (3.22)

aqui, u; es el valor de 4 en el nodo i. Sea u y f vectores’ u = (ul, cey un> y

E = (?17 ey fn>, donde

—~

fi=(9.¢;), i€N. (3.23)

La formulacién variacional de la Ec.(3.21) es equivalente a

—f (3.24)

[
‘:)

donde la matriz A, serd referida como la ‘matriz original’ y esta es definida
mediante

—~ —~

A= (Aij> (3.25)

después de que el problema ha sido discretizado —a ((pi, <pj) son las funciones
base usadas en la discretizacién—, donde se supone que el dominio €2 ha sido
particionado mediante un conjunto de subdominios no traslapados {4, ..., Qg};
méds precisamente, para cada a =1, ..., E; ), es abierto y

E
QNQ=2 Va#p vy Q=[]0 (3.27)
a=1

donde Q, es la clausura estandar del conjunto Q.

El conjunto de subdominios-indices es denotado por E= {1, ..., E}. Por otro
lado N®, & = 1, ..., E, denota a los nodos originales que corresponden a los nodos
pertenecientes a Q. Como es usual, los nodos son clasificados en ‘interiores’ y
‘nodos de interfase’; un nodo es interior, si pertenece sélo a la clausura de una
subparticién del dominio, y es un nodo de la interfase cuando pertenece a méds
de uno.

Las funciones real valuadas definidas en N = {1,...,n} constituyen un es-
pacio lineal el cual serd denotado por W y referido como el ‘espacio vectorial

8La teorfa aqui presentada, con ligeras modificaciones, trabaja también en el caso de que
las funciones de V' sean vectoriales.

9Hablando estrictamente estos deberfan ser vectores columna, sin embargo, cuando se
incorporan en el texto, se escriben como vectores renglén para ahorrar espacio de escritura.
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original’. Los vectores uw € W se escriben como u = (ul, e un), donde u;

para i = 1,...,n, son las componentes de un vector 1.

Entonces, el ‘problema original’ consiste en “Dada z € W, encontrar a
w € W tal que la Ec.(3.24) se satisfaga”.

A lo largo de todo el desarrollo de esta metodologia, la matriz original é se

asume como no singular —esto define una biyeccién de W sobre sf misma—, para
definir las condiciones sobre las cuales el esquema DV'S es aplicable para matrices
indefinidas y/o no simétricas (véase [34]), se asume lo siguiente, (axioma): “Sean
los fndices i € N yjE N¥ de nodos interiores originales, entonces

—~

A;; =0 siempre y cuando a # 7. (3.28)

Asi, para cada o = 1,..., F se define el subespacio de vectores We ¢ W,
el cual es constituido por los vectores que tienen la propiedad que para cada
i¢ N @ esta i-ésima componente se nulifica. Usando esta notacién se define el
espacio producto W por

E
w=[[we=w"x..xW- (3.29)
a=1

3.4 El Espacio de Vectores Derivado

Usando la notacién de la seccién anterior, en la cual se definié el ‘problema
original’ dado por la Ec.(3.24), este es un problema formulado en el espacio
vectorial original W\, en el desarrollo que sigue se transforma en un problema
que serd reformulado en el espacio W, el cual es un espacio definido sobre las
funciones discontinuas.

Para ello, se entiende por un ‘vector derivado’ una funcién real-valuada
definida en el conjunto X de nodos derivados!®. El conjunto de vectores deriva-
dos constituyen un espacio lineal, el cual serd referido como el ‘espacio de vec-
tores derivados’. De manera andloga para cada subconjunto local de nodos
derivados en el subespacio X“ existe un ‘subespacio local de vectores derivados’
W<, el cual es definido con la condicién de que los vectores de W se nulifiquen
en cada nodo derivado que no pertenezca a X®. Una manera formal de iniciar
esta definicién es

ueW*CW, siysélosi u(p,f)=0 cuando S #a. (3.30)

Una importante diferencia entre los subespacios W y we puede se notada
al observar que W* C W, mientras que W* C W. En particular

E
w=[[we=w'e.ow? (3.31)
a=1

10Para el tratamiento de sistemas de ecuaciones, tales como las involucradas en el
tratamiento de la elasticidad lineal, tales funciones seran vectoriales.
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en palabras: El espacio W es el producto de subespacios de la familia
{/Wl/WE} (3.32)
pero al mismo tiempo es la suma directa de la familia
{(wt, . wF}. (3.33)

En vista de la Ec.(3.31) es sencillo establecer una biyeccién —de hecho, un
isomorfismo— entre el espacio de vectores derivados y el espacio producto. Por
lo tanto, en lo que sigue, se identifica a ambos como uno solo.

Para cada par de vectores!! w € W y w € W, el ‘producto interior Eucli-
diano’ es definido por

ww= Y upawpa). (3.34)

(p,a)eX

Una importante propiedad es que el espacio de vectores derivados W, cons-
tituye un espacio de Hilbert dimensionalmente finito con respecto al producto
interior Euclidiano. Nétese que el producto interior Euclidiano es independiente

de la forma de la matriz original A; en particular esta puede ser simétrica, no
simétrica o indefinida. - -

La inyeccién natural R : W — W, de W sobre W, es definida por la condicién
de que, para todo u € W, se obtenga

(Rit) (p,o) =a(p), V(p,o) € X. (3.35)
La ‘multiplicidad’, m (p) de cualquier nodo original p € N es caracterizada

por la propiedad (véase [35] v [34]),

E
> (Ri) (p, ) = m(p)i (p) - (3.36)
a=1

Ademads, el espacio W puede ser descompuesto en dos subespacios ortogo-
nales complementarios Wy; C Wy Wio C W, tal que

W=Wyn+Wys y {O} = Wi N Wio (337)
donde, el subespacio W12 C W es la inyeccién natural de W dentro de W, i.e.

Wia=RW CW (3.38)

11En el caso vectorial —que surge en aplicaciones como en la teorfa de elasticidad— cuando
se trabajan sistemas de ecuaciones, i.e. cuando u (p, ) es un vector, la Ec(3.34) es reemplazada
por

ww= Y u(p,a)ow(pa)

(p,a)eX

donde, u (p, o) ©® w (p, @) se identifica con el producto interior de vectores involucrados.
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y Wii C W es el complemento ortogonal con respecto al producto interior

Euclidiano. Ademds se define la inversa de R : W — W, cuando ésta es res-

tringida a Wy, C W la cual siempre existe y es denotada por R™!: Wi, — W.
Es costumbre el uso de la notacién de suma directa

W = Wis & Wio (3.39)

cuando el par de condiciones de la Ec.(3.37) son satisfechas.
El ‘subespacio de vectores continuos’ es definido como el subespacio

Wi CcW (340)

mientras que el ‘subespacio de vectores de promedio cero’ es definido como el
subespacio
Wi Cc W. (341)

Dos matrices g : W — Wy j: W — W son ahora introducidas; ellas son los

operadores proyeccién con respecto al producto interior Euclidiano sobre Wys
y Wh1 respectivamente. El primero serd referido como el ‘operador promedio’ y
el segundo como el ‘operador salto’ respectivamente.

En vista de la Ec.(3.37), cada vector u € W, puede ser escrito de forma tnica
como la suma de un vector de promedio cero méds un vector continuo (vector de
salto cero), es decir

=

= ju € W,
1 =Jus Wn (3.42)

U= Upp + Uy CON =
Uyp = au € Wiz

los vectores ju y au son llamados el ‘salto’ y el ‘promedio’ de u respectivamente.

Los subespacios lineales que se definen a continuacién son elegidos conforme
a la nomenclatura estdndar. En particular W;, W, W, y Wa son definidos para
imponer restricciones sobre sus miembros. Los vectores de:

e W7 se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo interno.
e Wr se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo de interfase.
e W, se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo primal.

e W se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo dual.

Ademss
o W, =W+ aWr + Wa.
o Wn =Wy +aWs.
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Notese que, para cada una de las siguientes familias de subespacios
{Wr, Wrt AW, Wa, Wa}t, {Wn, Wat (3.43)
son linealmente independientes. Y también satisfacen
W=Wr+Wr=Wr+Wr+Way W, =Wn+Was (3.44)

la anterior definicién de W, es apropiada cuando se considera las formulaciones
Dual-Primal. En el presente trabajo sélo se considera la restricciéon impuesta
por el promedio en los nodos primales —otro ejemplo de restriccién es tomar el
salto sobre los nodos primales—. Otros tipos de restricciones requieren cambiar
el término aW, por "W, donde a" es la proyeccién sobre el espacio restringido,
el tipo de restricciones que pueden ser definidas estdn en funcién del problema
particular a resolver (véase [29]).

3.5 Discretizaciéon Partiendo de la Construcciéon de la Ma-
triz A

Una caracteristica notable del enfoque DVS es que este inicia con la matriz
que es obtenida después de que el problema se ha discretizado —a partir de una
discretizacién por algiin método como por ejemplo Elemento Finito o Diferencias
Finitas— y para su aplicacién no se requiere ninguna informacién acerca de la
ecuacion diferencial parcial de la cual se originé. Por supuesto, tal matriz no
es definida en el espacio de vectores derivados y la teoria provee una férmula
para derivar la matriz en el espacio de vectores derivados (véase [36]); aqui se
da un procedimiento para definir la matriz ét : W — W, la cual es usada para
formular el problema en el espacio de vectores derivados.

Sea la matriz A : W — W dada por la Ec.(3.24) la cual puede ser escrita
como

A= (qu) (3.45)

para cada par (p,q) tal que pe Ny g € N, y se define

|1, sip,qe€ Ne
0% = ’ s N =1,.,F 3.46
Py {0, sipg Noggg No &7 7 (3.46)
junto con
N
m(p.q) =Y 6oy (3.47)
a=1
’ do m(p, q)
_J 1 cuando m(p,q) =0
slp.a) = { m(p,q), cuando m(p,q) # 0 (3.48)

la funcién m(p, q) es llamada la ‘multiplicidad’ del par (p, q) . Esto puede verse
de la suposicién bésica dada por la Ec.(3.28), teniendo que

m(p,q) =0= qu =0. (3.49)

30



Definiendo ahora

—~

—~a —~a —~a A, 5
=(A con A = P1rd 3.50
(A) con sy = 2 (3.50)

[BS

se observa la identidad

—~ E ~Y
A=) (3.51)

y=1

[ES

ya que se ha usado una verdadera descomposicién del dominio sin traslape.
Ademds, para cada v = 1, ..., E/, la matriz A” : W — W es definida por

A7= (Azp,a)(qﬂ)) (3.52)

con .
Aoy (0.8) = 0o Apgdsy (3.53)

entonces la matriz ét : W — W (t de total, no de transpuesta) es dada por

1l
M=

A A (3.54)
y=1
una propiedad fundamental de ét es que
& 1
@) => @) (3.55)

2
Il
-

va que las matrices A7, con v = 1,2, ..., E son independientes entre si —al ser
una verdadera descomposicién del dominio, ver seccién (3.2)—. Ademés, otra
propiedad es que

R'@AR = R~ 'adaR = A. (3.56)

Noétese que la matriz ét puede ser expresada en mas de una manera. Algunas
opciones ttiles que se usan son (véase [34] y [35]):

Al Al
t t = =TI =
- (4 a)-(8 8
Al ad éAI éAﬂ' éAA
A0 0
2 . .
T (3.57)
0 0 AY
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A la luz de la Ec.(3.55), implica que, si el complemento de Schur local
(6% (0% (0% « -1 (0%
5" =4 — 4y, <é11> Arr (3.58)

de cada A” existe y es invertible —véase seccién (A.7) para la definicién y su
implementacién del complemento de Schur en general—, entonces, la matriz
‘total del complemento de Schur’, ét : W, — W,., satisface

E
s'=3 8 (3.59)
a=1

&=

(€)=Y s (3.60)
a=1
al ser una verdadera descomposicién del dominio —ver seccién (3.2)— y porque
se satisfacen las Ecs.(3.54 y 3.55).

Por otro lado, si se define &' = Ru, usando la Ec.(3.56) entonces el problema
original Ec.(3.24), se transforma en uno equivalente a

%tgl =f con _'gl =0 (3.61)

una vez que u €W es obtenida, se puede recuperar u € W usando
=R (3.62)

esta dltima es correcta cuando u’ es evaluada exactamente, pero en las aplica-
ciones numéricas, u’ s6lo es una evaluacién aproximada, por ello puede generar
“inestabilidades”, en el sentido de que una aproximacién a o, independien-
temente de cuan pequeno sea el error, puede no ser continua en cuyo caso
u = R~'u no esta definida. Por lo tanto es conveniente reemplazar la Ec.(3.62)
por la siguiente version estable

w=R"1 (g_u) : (3.63)

Sea a" : W — W, el operador de proyeccién ortogonal de W a W,. y nétese
que g = aa”, entonces, se define

A=dAd" (3.64)
Por otro lado, se tiene que
A A
A = gld= ( 2 ) (3.65)
ZAl Z=AA
Al Al gm Al
R
- = = = =nn= = =nrA
t t T t
éAI éAﬂg ZAA



la notacién usada es tal que

{ A W= Wi, A, Wa—Wn (3.66)

éAH:WHHWA, éAA:WA_)WA
donde

él‘[ﬂﬂ: (@H)H ’ éAHﬂ: @H)A
{ éHAH: (@A)H R éAAﬂ: @A)A (367)

por otro lado, se tiene la inmersién natural en W, i.e.
_ Amm 0

A = ( 0 0 )
_ 0 Ana

dpy = ( 0 0 )
0

dsn = ( Aan 0 )

B 0 0
Aaa = (0 4AA)'

Asi, el ‘Complemento de Schur Dual-Primal’ estd definido por

(3.68)

_ -1
é - éAA o éAHéHHéHA (3.69)

que define al sistema virtual
Sup = f.. (3.70)

Nétese que
A, A
A= ( Elj EI ) (3.71)
asi, se definen a las matrices

AY AT AT LA

@
=D =In"=IAN=rxl

Ao AN Anp AN, Y Ajs (3.72)

las cuales son locales a cada subdominio. Usando esta metodologia se puede

—~Q
construir cada componente de A, tomando los nodos p y ¢ segiin correspondan.
Por ejemplo para construir A: ;o en el subdominio €, se construye

=nI

A% = (Z:q) (3.73)

donde los nodos p € m y ¢ € I y ambos pertenecen al a—ésimo subdominio de

Q.
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3.6 El Problema General con Restricciones

Recordando lo visto en la seccién (3.3) en lo referente a la definicién del pro-
blema original Ec.(3.24). Entonces “Un vector & €W es solucién del problema
original, si y sélo si, u = Ru € W, C W satisface la expresién

’

adu' =F y ju =0 (3.74)
el vector _ R
7=(Rf)ewncw, (3.75)
puede ser escrito como o
f=fatia (3.76)

conzH e Wn yIA € Wa”.

Este es el ‘problema Dual-Primal formulado en el espacio de vectores deriva-
dos’; o simplemente, el problema Dual-Primal-DVS. Recordando, que este pro-
blema esta formulado en el espacio W,. del espacio de vectores derivados W, en
el cual las restricciones ya han sido incorporadas. Por lo tanto todos los algo-
ritmos que se desarrollan en las siguientes secciones incluyen tales restricciones;
en particular, aquellos impuestos por el promedio de los nodos primales.

Un vector u € W satisface la Ec.(3.74) si y s6lo si, satisface la Ec.(3.61).
Para derivar este resultado se usa la propiedad de que cuando uew y l@/ =0,

la siguiente relacion se satisface

uweW, y a(@Ad)u =ad'y. (3.77)

En las discusiones posteriores, la matriz A : W, — W, se asume invertible,
en la mayorfa de los casos, este hecho se puede garantizar cuando se toman un
numero suficientemente grande de nodos primales colocados adecuadamente.

Sea u € W, una solucién de la Ec.(3.74), entonces = Wis € W necesa-
riamente, ya que ju = 0 y se puede aplicar la inversa de la proyeccién natural

obteniendo )
4 =Ru (3.78)

ya que este problema es formulado en el espacio de vectores derivados; en los
algoritmos que se presentan en este trabajo (véase [36]), todas las operaciones
son realizadas en dicho espacio; en particular, para realizar los cédlculos, nunca
se regresa al espacio vectorial original W, excepto al final cuando se aplica la
Ec.(3.78).
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4 Formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann en el Marco del Espacio de Vectores
Derivados

A nivel continuo, los algoritmos mas estudiados son el Neumann-Neumann y el
Dirichlet-Dirichlet (véase [19] v [3]) y estos fueron bosquejados en este trabajo
en el capitulo 2. Durante el desarrollo del esquema del espacio de vectores
derivados (DVS), se muestra una clara correspondencia entre el procedimiento
a nivel continuo, y el procedimiento a nivel discreto (véase [48]). Usando tal
correspondencia el resultado desarrollado puede ser resumido de una forma breve
y efectiva, como sigue:

1. Algoritmos no Precondicionados

e El Algoritmo del Complemento de Schur (la formulacién Primal del
problema Dirichlet-Dirichlet), seccién (4.1.1).

e La formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann, seccion (4.1.2).

e La formulacién Primal del Problema Neumann-Neumann, seccién
(4.1.3).

e La segunda formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann, sec-
ci6én (4.1.4).

2. Algoritmos Precondicionados

e La Version DVS del Algoritmo BDDC (la formulacién Dirichlet-
Dirichlet precondicionada), seccién (4.2.1).

e La Versiéon DVS del Algoritmo FETI-DP (la formulacién Dual pre-
condicionada del problema Neumann-Neumann), seccién (4.2.2).

e La formulacién Primal Precondicionada del problema Neumann-Neu-
mann, seccién (4.2.3).

e La segunda formulacién Dual Precondicionada del problema Neumann-
Neumann, seccién (4.2.4).

Todos estos algoritmos estdn formulados en el espacio vectorial sujeto a
restricciones, tal que todos estos son algoritmos con restricciones.

Para la discusién de todo el material de este capitulo se usa la notacién de
la seccion (3.4), en especial la definicién de A en la Ec.(3.65)

(A dus) 4y
=AIl =AA

y la dada por la Ec.(3.69) para la matriz del complemento de Schur

_ -1
5= éAA - éAHéHHéHA' (4.2)
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4.1 Algoritmos no Precondicionados

Pese a que los algoritmos no precondicionados carecen de utilidad practica por
su pobre desempeno computacional con respecto a los precondicionados, tienen
una gran utilidad tedrica y son el camino m&s sencillo para generar los algo-
ritmos computacionales de los precondicionados, ya que estos permiten probar
el marco computacional con algoritmos sencillos y luego sélo se precondicionan
para tener el algoritmo final de interés. Se desarrollaron cuatro algoritmos no
precondicionados (véase [36]), los cuales se detallan a continuacién.

4.1.1 Algoritmo del Complemento de Schur

Seaw =1 — éltul'{zn’ entonces la Ec.(3.74) del problema general con restricciones
—véase seccién (3.6)—

adu' =F y ju =0 (4.3)

)

es equivalente a: “Dada f = iA € aWa, encontrar una un € Wa tal que

@A:iA y QMA:O” (44)

aqui, w =untus, [=F\ Ay Anly Vo wnEAgd

Ademsds, nétese que la matriz del complemento de Schur S : Wa — Wa es
invertible cuando A : W, — W, (véase [35] y [34]). B

En el capitulo anterior se mostré la versién continua del problema Dirichlet-
Dirichlet no precondicionado, de la cual la Ec.(4.4) es su versién discreta. Por
lo tanto este algoritmo pudiera ser llamado ‘el algoritmo Dirichlet-Dirichlet no
precondicionado’. Sin embargo, en lo que sigue, el algoritmo correspondiente a
la Ec.(4.4) serd referido como el ‘algoritmo del complemento de Schur’ ya que es
la variante de una de las mds simples formas del método de subestructuracion
la cual se detalla en la seccién (A.7).

4.1.2 Formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann

Para iniciar este desarrollo, se toma la identidad
aS+jS=298 (4.5)

esta tltima ecuacién es clara ya que

a+j= L (4.6)
Usando las Ecs.(4.4 y 4.5) juntas, implican que
Sup = @Sup + jSun = f = Aa (4.7)
donde el vector A es definido por
Ap = —JSun- (4.8)
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Por lo tanto, Ay €jWa. Entonces, el problema de encontrar u, ha sido

transformado en uno, en que se debe encontrar ‘el multiplicador de Lagrange
Aa’, una vez encontrado A, se puede aplicar éfl a la Ec.(4.7) para obtener

up =871 (iA*AQ- (4.9)

Ademds, en la Ec.(4.9), up € alWa, tal que

57 (L) 0 )
entonces, Ay €Wa satisface
ST :j_ﬁ_liA junto con  gA =0 (4.11)

por lo anterior, jSun es la versién discreta de el promedio de la derivada normal

(véase [35] ¥ [34]).

Formulacién usando Multiplicadores de Lagrange Para obtener la for-
mulacién de los Multiplicadores de Lagrange, se escribe

Jw) =1u - Su—u- i
-t g 1) »
Ju=0
tomando la variacién en la Ec.(4.12), se obtiene
Su+jA=f juntocon ju=0 (4.13)

para asegurar la unicidad de )\, se impone la condicién de que au = 0, tal que
JA = A. Entonces la Ec.(4.13) implica

aSu+ jSu+A=f (4.14)
multiplicando por j y g respectivamente, se obtiene

A=—jSu y aSu=f (4.15)

entonces la Ec.(4.8) es clara.

4.1.3 Formulacién Primal del Problema Neumann-Neumann

Para iniciar este desarrollo, se toma la Ec.(4.4) del algoritmo del complemento
de Schur —véase seccién (4.1.1)— y multiplicando la primera igualdad por S -1
y observando que af N f A Se obtiene

S7'aSuy =87'f =8 'af =570

(4.16)

(&
N\
||CQ‘
[~

>
N————
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de este modo, la Ec.(4.4) puede ser transformada en

57'aS (MA —é’lig =0 y jua=0 (4.17)
0
aS(ua =871, ) =0 ¥ jus=0. (4.18)
Si se define
VA = éiliA —Up (4.19)
entonces la Ec.(4.18) es transformada en
jua =S\ v aSun=0 (4.20)

Sjua =871S7f, v aSva =0. (4.21)

Si la solucién de la Ec.(4.4) es conocida, entonces vy € Wa, definida por la
Ec.(4.19), satisface la Ec.(4.21); a la inversa, si vy € Wa satisface la Ec.(4.21)
entonces

un=S""f, —ua (4.22)

es solucién de la Ec.(4.4).

En lo sucesivo, el algoritmo iterativo definido por la Ec.(4.21) serd referido
como la ‘formulacién libre de multiplicadores de Lagrange del problema no pre-
condicionado Neumann-Neumann’.

4.1.4 Segunda Formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann

En este caso, se toma como inicio la Ec.(4.11) —véase seccién (4.1.2)—. Nétese
que la siguiente identidad se satisface

8is~ (8i871) = 84S (4.23)

entonces, se multiplica la primera igualdad en la Ec.(4.11) por S, obteniéndose

5iS7 (88T ) e = SiSTAA =887V (8iS7V) £y (429)
junto con gAn = 0
(6]
i8S ((887") fo—2a) Jumto con @Ay =0. (4.25)

12Para que el algoritmo sea iterativo, se necesita que el dominio y contradominio sean el
mismo espacio, que en este caso debe de ser Wa.
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Si se multiplica la primera de estas igualdades por S ~1 y se define
ty =887 f 4~ Aa (4.26)
la Ec.(4.25) es transformada en
ap, =aSjS™'f v jST'p, =0. (4.27)

NGtese que esta tiltima ecuacion es equivalente a la Ec.(4.25) ya que S~ ' es no
singular. Si la solucién de la Ec.(4.11) es conocida, entonces p1, € Wa definida
por la Ec.(4.26) satisface la Ec.(4.27). A la inversa, si p, € Wa satisface la
Ec.(4.27), entonces

es solucién de la Ec.(4.11).
Por otro lado, la Ec.(4.27) no define un algoritmo iterativo. Sin embargo, si
se multiplica la Ec.(4.27) por S se obtiene el siguiente algoritmo iterativo

Sap, =8aSjiS™'f vy jS'u, =0 (4.29)

esta dltima ecuacién provee una manera iterativa de aplicar la formulacién con
Multiplicadores de Lagrange. La igualdad jS _1E A=0 puede ser interpretada

como una restriccién; y en efecto, se puede ver que es equivalente a p A€ SaWh.

4.2 Algoritmos Precondicionados

Los algoritmos precondicionados son los que se implementan para resolver los
problemas de interés en Ciencias e Ingenierias, ya que su ejecucién en equipos
paralelos —como Clusters— es eficiente y con buenas caracteristicas de conver-
gencia (véase [39]). Se desarrollaron cuatro algoritmos precondicionados (véase
[36]), los cuales se detallan a continuacién.

4.2.1 Versién DVS del Algoritmo BDDC

La versién DVS del algoritmo BDDC —una formulacién de este algoritmo se da
en la seccién (5.2)— se obtiene cuando el algoritmo de complemento de Schur
es precondicionado por medio de la matriz @_1. Entonces: “Dada f A€ aWa,
encontrar u, € Wa tal que o B B

aS~'aSun=aS~'f, vy jua=0". (4.30)
Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atencién:

1. Este es un algoritmo iterativo.
2. La matriz iterada es gflg.

3. La iteracién es realizada dentro del subespacio aWa C Wa.
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4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur § es tal que la implicacién l6gica

aS'w=0y ju=0=w=0 (4.31)

es satisfecha, para cualquier w € Wa.

5. En particular, es aplicable cuando S es definida.

Las propiedades 1) a 3) estdn interrelacionadas. La condicién ju, = 0 es
equivalente a un € aWa; de este modo, la bisqueda se realiza en el espacio
aWa. Cuando la matriz a.8 -1 asS es aplicada repetidamente, siempre se termina
en aWa, ya que para cada w € Wa, se obtiene j @_1@) =0.

Para la propiedad 4), cuando ésta se satisface, la Ec.(4.30) implica la Ec.(4.4).
Pare ver esto, nétese que

i (a_ﬁA - 1A) -0 (4.32)

y también que la Ec.(4.30) implica
as™ (aSun — f,) =0 (4.33)

cuando la implicacién de la Ec.(4.31) se satisface, las Ecs.(4.32 y 4.33) juntas
implican que

aSup —f, =0 (4.34)

como se queria. Esto muestra que la Ec.(4.30) implica la Ec.(4.4), cuando la
Ec.(4.31) se satisface.

Para la propiedad 5), nétese que la condicién de la Ec.(4.31) es débil y
requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que la im-
plicacién de la Ec.(4.31) es siempre satisfecha cuando S es definida. Asumiendo
que S es definida, entonces para cualquier vector w € Wa tal que aS™ 'w =0y
Jw :_O, se obtiene T

wSw=wjS " w= (1@) S'w=0 (4.35)

esto implica que w = 0, ya que é_l es definida cuando S lo es. Por lo tanto la
propiedad 5) es clara.

4.2.2 Versién DVS del Algoritmo FETI-DP

La versién DVS del algoritmo FETI-DP —una formulacién de este algoritmo se
da en la seccién (5.1)— se obtiene cuando la formulacién con Multiplicadores de
Lagrange del problema no precondicionado Neumann-Neumann de la Ec.(4.11)
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—véase seccion (4.1.2)— es precondicionada por medio de la matriz jS. En-
tonces: “Dada iA € aWa, encontrar Ay € Wa tal que -
SiSTAa = SIS,y ada =0 (4.36)
donde
up=aS™! (iA *JAA) . (4.37)

Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atencion:
1. Este es un algoritmo iterativo.

2. La matriz iterada es M_l.

3. La iteracién es realizada dentro del subespacio jWa C Wa.

4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicacién légica

jSw=0y aw=0=>w=0 (4.38)

es satisfecha, para cualquier w € Wa.

5. En particular, es aplicable cuando S es positiva definida.

Las propiedades 1) a 3) estdn interrelacionadas. La condicién gAy = 0 es
equivalente a Ay € jWa; de este modo, la bisqueda se realiza en el espacio

JWa. Cuando la matriz 7SS~ es aplicada repetidamente, siempre se termina

en jWa, ya que para cada p € Wa, se obtiene g (jﬁjﬁflﬂ) =0.

Para la propiedad 4), cuando esta se satisface, la Ec.(4.36) implica la Ec.(4.11).
Pare ver esto, se asume la Ec.(4.36) y nétese que

(1100 g5) -0 i
y también que la Ec.(4.36) implica

4 (3870 —487'1,) =0 (4.40)
cuando la implicacién de la Ec.(4.38) se satisface, las Ecs.(4.39 y 4.40) juntas

implican que
IS AN~ j8T =0 (4.41)

como se querfa. Esto muestra que la Ec.(4.36) implica la Ec.(4.11), cuando la
Ec.(4.38) se satisface.

Para la propiedad 5), nétese que la condicién de la Ec.(4.38) es débil y
requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que la im-
plicacién de la Ec.(4.38) es siempre satisfecha cuando S es definida. Asumiendo
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que S es definida, entonces para cualquier vector u € Wa tal que jSu=0y
apr = 0, se obtiene -
pSp = wraSu = (gp) - Su =0 (4.42)

esto implica que p = 0, ya que S es definida. Por lo tanto la propiedad 5) es
clara.

4.2.3 Formulacién Primal Precondicionada del Problema Neumann-
Neumann

Este algoritmo es la versién precondicionada de la formulacién libre de multi-
plicadores de Lagrange del problema no precondicionado Neumann-Neumann.
Este puede derivarse multiplicando la Ec.(4.20) —véase seccién (4.1.3)— por el
precondicionador S -1 JS. “Entonces el algoritmo consiste en buscar vy € Wa,

tal que
S57jSjua=5""jSjiS'f, v aSus =0 (4.43)

donde
up =aS~! (iA _Z_&A> , (4.44)

Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atencién:
1. Este es un algoritmo iterativo.

2. La matriz iterada es é_li.

3. La iteracién es realizada dentro del subespacio S -1 JWa C Wa.

4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicacién légica

jSw=0 y aw=0=>w=0 (4.45)

<

es satisfecha, para cualquier w € Wa.

5. En particular, es aplicable cuando S es positiva definida.

Las propiedades 1) a 3) estédn interrelacionadas. La condicién aSva = 0 es
equivalente a un € JS “1Wa; de este modo, la busqueda se realiza en el espacio

ﬁflwA. Cuando la matriz éfl JSj es aplicada repetidamente, siempre se ter-

mina en j_ﬁ_lWA, ya que para cada vy € Wa, se obtiene Sa (é_I@QA) =0.

Para la propiedad 4), cuando esta se satisface, la Ec.(4.43) implica la Ec. (4.20).
Pare ver esto, se asume la Ec.(4.43) y se define

w=jun —jS~'f , tal que gw =0 (4.46)
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ademsds, en vista de la Ec.(4.43) implica

§_1ﬁ_w =0 y por lo tanto j7Sw =0 (4.47)

usando la Ec.(4.45) se ve que las Ecs.(4.46 y 4.47) juntas implican que
Jua —jS ' f , =w=0 (4.48)

ahora, la Ec.(4.20) es clara y la prueba se completa.

Para la propiedad 5), nétese que la condicién de la Ec.(4.45) es débil y
requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que la im-
plicacién de la Ec.(4.45) es siempre satisfecha cuando S es definida. Asumiendo
que S es definida, entonces para cualquier vector w € Wa tal que JjSw=0y
aw = 0, se obtiene -

w-Sw = w-aSw = (aw) - Sw =0 (4.49)

esto implica que w = 0, ya que S es definida. Por lo tanto la propiedad 5) es
clara.

4.2.4 Segunda Formulacién Dual Precondicionada del Problema Neumann-
Neumann

Este algoritmo es la version precondicionada de la segunda formulacién con mul-
tiplicadores de Lagrange del problema no precondicionado Neumann-Neumann.
Este puede derivarse multiplicando la Ec.(4.27) —véase seccién (4.1.4)— por el
precondicionador S™'aS. “Entonces el algoritmo consiste en buscar 1 A € Wa,
tal que - B
SaS~'ap, = SaS~'aSiST'f vy jSTip, =0 (4.50)

= =LA —

donde

un = a8 (£ +1,) (4.51)

este algoritmo es similar a FETI-DP.
Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atencién:

1. Este es un algoritmo iterativo.
2. La matriz iterada es SaSilg.
3. La iteracién es realizada dentro del subespacio SaWa C Wa.

4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicacién légica

aS'w=0y jwu=0=w=0 (4.52)
es satisfecha, para cualquier w € Wa.

5. En particular, es aplicable cuando S es positiva definida.
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Las propiedades 1) a 3) estdn interrelacionadas. La condicién j.S -t py=0
es equivalente a y A€ SaWa; de este modo, la biisqueda se realiza en el espacio
SaWa. Cuando la matriz Sa.S _1(1 es aplicada repetidamente, siempre se termina

en SaWa, ya que para cada [, € Wa, se obtiene asS (S ji]uA> =0.
Para la propiedad 4), cuando esta se satisface, la Ec.(4.50) implica la Ec.(4.27).

Para ver esto, se asume la Ec.(4.50) y se define

n=ap . —@zﬁ_liA tal que jn =0 (4.53)

ademds, en vista de la Ec.(4.50) se obtiene
SaS™'n=0 (4.54)
usando las Ecs.(4.53 y 4.54), juntas implican que
an — aSjS S f =n=0 (4.55)

ahora, la Ec.(4.27) es clara, como se queria probar, ademds se ve que la Ec.(4.50)
implica la Ec.(4.27), cuando la condicién de la Ec.(4.52) se satisface.

Para la propiedad 5), nétese que la condicién de la Ec.(4.52) es débil y
requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que la im-
plicacién de la Ec.(4.52) es siempre satisfecha cuando S es definida. Asumiendo
que S es definida, entonces para cualquier vector w € WA tal que aS aS w=0y
jw =0, se obtiene

w8 'w=wjS w= (l'w) S7lw=0 (4.56)

esto implica que w = 0, ya que é_l es definida cuando S lo es. Por lo tanto la
propiedad 5) es clara.

4.3 El Operador de Steklov-Poincaré

El operador de Steklov-Poincaré generalmente se define como la ecuacién para la
traza de la solucién exacta u sobre I' del problema dado por la Ec.(2.4), donde el
complemento de Schur —definido en la Ec.(3.70)— es una aproximacién discreta
del operador de Steklov-Poincaré (véase [49]). La discusién de este operador
juega un papel importante en el desarrollo de la teoria del espacio de vectores
derivados (véase [48]), para iniciar la discusién, se usa la siguiente definicién.

Definicién 1 Sea A : W, — W, una matriz simétrica y positiva definida. El
‘producto interior de energia’ es definido por

(ww) =u-Aw Vu,w € W,. (4.57)
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El espacio lineal, W, es un espacio de Hilbert (dimensionalmente finito)
cuando este es dotado con el producto interior de energia. Usando la notacién
de la seccién (3.4) y recordando que la matriz A se escribe como

Amn Ana

A= 4.58
= ( Aan Aan ) (4.58)
donde la notacién usada es tal que
A Win = Wi, A Wa—Wn (4.59)
éAH:WHHWA, éAA:WA—W/VA
ademds
él’[l’lﬂz (@H)H ’ éAHﬂ: @H)A (4 60)
Anau= (Aup)y, Assu= (Aup) '
y nétese que se tiene la inmersién natural en W, i.e.
_ Amn 0
_ 0 Apa
Ay = ( 0 0 )
o 0 0
asn = (4 o)
o 0 0
tss = (0 4 )
Ahora, se introducen las siguientes definiciones:
Definicién 2 Sea la matriz L definida como
_( Amn Ana
L= < 0 0 (4.62)
y la matriz R definida como
0 0
R= . 4.63
2= g0 as ) o
Ademas, nétese la siguiente identidad
R=aR+jR (4.64)
implica también que A = éT, asi
L+aR+jR=L"+Ea+E"j (4.65)
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Definicién 3 A la identidad

L+aR-R'j=L"+R"a—jR (4.66)

la cual se deriva de la Ec.(4.65), la cual serd referida como la férmula Green-
Herrera para matrices.

Nétese que los rangos de L y R son Wi y Wa, respectivamente, mientras
que los rangos de gR y jR estdn contenidos en Wi (A) y Wiy (A) respectiva-

mente. Inclusive méds, estos ultimos dos rangos son linealmente independientes.
Ademads, para cualquier funcién v € W, se obtiene

(L+aR~-E"j)v=0 (4.67)

si y sélo si

~

v=0,aRv=0 y ju=0. (4.68)

Esto establece la equivalencia entre las Ec.(4.67) y Ec.(4.68) y se puede usar
el hecho de que los rangos de L y aR son linealmente independientes, junto con

la ecuacion
(du) B jv = (jv) - Aypiv= (i) - Ajv =0 (4.69)
la cual implica que jv = 0. Esto es porque A es positiva definida sobre W;..

En lo que sigue, se usa la siguiente notacion, para cada u € W,., se escribe

QE av y [u] = ju (4.70)

entonces u € W,, mientras [u] pertenecen a Wiy (I') C W,.. La férmula de
Green-Herrera de la Ec.(4.66) es equivalente a

w- Lu+ - aRu— [u] jRw=u-Lw+ - elw — [w] jRu (4.71)
Yu,w € W,. Ahora, las férmulas de Green-Herrera que originalmente fueron
introducidas para operadores diferenciales parciales actuando sobre funciones
discontinuas, pueden ser aplicadas a cualquier operador cuando este es lineal.
La Ec.(4.66) por otro lado, es vista como una extensién de este tipo de férmulas
actuando sobre vectores discontinuos y se tiene interés de comparar la Ec.(4.71)
con las férmulas de Green-Herrera para operadores diferenciales parciales. Para
hacer esto, se introduce la siguiente notacién

[B] =—aR y B=-jR (4.72)
haciendo uso de esta notacion, la Ec.(4.71) se reescribe como

w~@+[[gﬂ'2wf@~@]u:u~L +[[w]]~§gfﬁ~B]w (4.73)



Vu, w € W,.

Para el operador diferencial de Laplace actuando sobre funciones disconti-
nuas definidas por tramos que satisfacen condiciones de frontera homogéneas,
la férmula Green-Herrera queda como

an

5; = [ Ou
/Qwﬁuder/F [[u]]%w[[ ]] dzx =

on

du - [0
/ ulwdz —l—/ [w] A [[_w]] dzx (4.74)
Q r 377,
la siguiente correspondencia entre las funcionales bilineales involucradas en am-
bas ecuaciones, comparando con las Ecs. (4.73 y 4.74) se obtiene
JowLudr—w - Lu
fr.[[u]] iy [u] -Rw

Jp @ [32] deoi- [B] u

(4.75)

Para operadores diferenciales, en particular para el operador de Laplace, el
operador de Steklov-Poincaré asociado con el salto de la derivada normal y de
la funcional bilineal es

/F @ [[%]] dz (4.76)

a nivel matricial, el operador de Steklov-Poincaré es asociado con la forma bi-
lineal

w- [Rlu=w-aRu,Yu,w e W,
o mds simplemente, con la matriz al?.

(4.77)
Definicién 4 Se define al operador de Steklov-Poincaré como la matriz

aR.

(4.78)
En el esquema de vectores derivados (DVS), la versién discreta del operador
de Steklov-Poincaré es aS, por lo tanto, la versién discreta de la Ec.(2.14) es

aSv = aSu, junto con ju =0

(4.79)
la cual puede ponerse en correspondencia con la Ec.(4.4) reemplazando

ou
_ [[a_:]] ofy vy veus (4.80)
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Otra formulacion al operador de Steklov-Poincaré, se deriva de la férmula de
Green-Herrera para el operador eliptico general, simétrico y de segundo orden

/wﬁuder/{[[u]]gﬁw@[[gn-Vu]]}dx
Q r

/ uwlwdz + / {[[w]] Qﬁu - ﬁ[[gn . Vw]]} dz. (4.81)
Q r
La correspondencia de la ecuacién (4.75) todavia permanece para este caso,

excepto que
{ la,, - Vu] < — [B] u

o 5 . (4.82)
Q- Vwe 7@

Correspondencias similares a las dadas por las Ecs. (4.75 y 4.82) pueden
ser establecidas en general —su aplicacion incluye a los sistemas gobernantes de
ecuaciones de elasticidad lineal y muchos problemas mas—. Noétese que las Ecs.
(4.75 y 4.82) implican una nueva férmula para el operador Steklov-Poincaré,
i.e., el salto de la derivada normal en el nivel discreto, el cual es diferente a
las interpretaciones estandar que han sido presentadas por muchos autores. La
formula (véase [34]) para el operador Steklov-Poincaré es

~ [Blu= R (4.83)

en particular, esta no contiene el lado derecho de la ecuacion para ser resuelta;
ganando con ello, en consistencia tedrica. Notese que la férmula es aplicable
para cualquier vector (funcién) independientemente de si estd es solucién del
problema bajo consideracién o no.

Aplicando la férmula de Green-Herrera al problema transformado dado al
inicio de este capitulo, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5 Seaz = (

[~sll~l

11 ) eW, =Wy, (ﬁ) , entonces una v € W, satisface
A

(L+al-E"j)v=7 (4.84)
st y sdlo si, v es solucion del el problema transformado.

Demostracion. Sea u € W, una solucién del problema transformado y asu-
miendo que v € W, satisface la Ec.(4.84) entonces

(L+aB-E"j)u=(L+aR)u=gdu=7F (4.85)

para probar el inverso, se define w = v — u, asi se obtiene

(L+aB-Bj)w=0 (4.86)
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y usando las Ec.(4.67) y Ec.(4.68), se tiene que v = u 4+ w satisface

Av = (L+aR)v = (L+aB)u=adu=f (4.87)

(4.88)

I
I=
Il
IS
IS
Il
(=)

Por otro lado, para obtener la versién discreta del operador p definido en la
Ec.(2.21), primero se escribe la versién discreta de la Ec.(2.19), esta es

JSv = q,. junto con  aSv =0 (4.89)

por lo tanto, se tiene que

ag, =0y ju=j8"'Su=j58"'jSu=j8 a (4.90)

esto establece la correspondencia de
pe gst (4.91)

la versién discreta de la Ec.(2.22) es
Z_ﬁilﬂr _ f%ﬂp junto con aq, = 0. (4.92)

Otra opcién de abordar la versién discreta de la Ec.(2.20) sin hacer uso de la
contraparte del operador de Steklov-Poincaré pu, en el cual, el correspondiente
problema es
v = —ju y aSv =0 (4.93)

=D

)

sin embargo, esta ultima ecuacién no define un algoritmo iterativo, ya que
aSj # 0. (4.94)

Una ecuacién equivalente a la Ec.(4.93), la cual puede ser aplicada en un
algoritmo iterativo es

Sju=-8""5u, y aSu=0. (4.95)
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5 Los Métodos FETI-DP y BDDC en el Marco
de DVS

En el presente trabajo se ha introducido el método de descomposicién de dominio
referido como el espacio de vectores derivados (DVS). Este esquema es capaz
de englobar a los métodos FETI-DP y BDDC ampliamente usados. Noétese que
algunos de los algoritmos desarrollados, corresponden a los métodos FETI-DP
y BDDC, pero simplificando y generalizando a estos métodos.

Para mostrar la correspondencia entre DVS y los métodos FETI-DP y DBBC,
en lo que resta se este capitulo se usa la notacién de estos enfoques, para ello se
inicia considerando el problema dado por la ecuacién

Lu = [ enQ (5.1)
u = g sobre 0f)

en el dominio €, el cual es subdividido en E subdominios €;, i = 1,2,..., E sin
traslape, también conocida como malla gruesa 7y, es decir

E
LNy =2 Vi£j y Q=% (5.2)
=1
y al conjunto
E
I=[JIi, sily=00\00 (5.3)
=1

se llama la frontera interior del dominio €. La notacién 9Q y 99Q;, ¢ = 1,.... F
es tomada de la frontera del dominio 2 y la frontera del subdominio €2; respec-
tivamente, claramente

o0 C LEJaQi y Q= (LEJ Q) yr. (5.4)

i=1
Para llevar a cabo el complemento de Schur del sistema lineal asociado a la
discretizacién de la ecuacién diferencial parcial, se introduce una reordenacién
de la solucién u de los nodos, como

uy — nodos interiores

ur — mnodos sobre la interfase I'
tal que el sistema lineal asociado Au = f tome la forma
A Arr ur I1
= 5.5
( Arr Arr up Ir (5:5)

donde las variables asociadas a los nodos interiores han sido reordenadas por
subdominios, obteniendo

AW 0
A]] = T . (56)
0o .. Aﬁ)
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Eliminando las variables asociadas a los nodos interiores u; —véase seccién
(A.7)—, se obtiene el complemento de Schur

Sur = fr (5.7)
donde
S = Arr — Arr (Arn) "' Arr (5.8)

y fp = fr — Ar; (AH)71 Ajr. Ademsés, se define S; como el complemento local
de Schur al subdominio ©; derivado de la matriz A, como

. . A\ —1 .
5= Al ) (a) " 4 59

5.1 El Método FETI-DP en el Marco de DVS

Tomando como base la metodologia de Finite Element Tearing and Intercon-
nect Dual-Primal (FETI-DP) (véase [19] pdg. 156) y haciendo las adecuaciones
pertinentes, esta se pondra en términos del esquema DVS, en esta seccion se tra-
bajard con el caso de Multiplicadores de Lagrange redundantes, i.e. Encontrar

u € W tal que
J(u) = & (Su,u) — {f,u) — min
Bou—0 (5.10)

donde la matriz B, denota al operador de salto
B, =[BWY B® . BE)] (5.11)
tal que los valores de u asociados a més de un subdominio coincidan, es decir

Bou=0 (5.12)

donde Bﬁi) consiste de las columnas de B, atribuidas a la i-ésima componente
del espacio producto W.
El vector de Multiplicadores de Lagrange es denotado por A.. El renglén

de B,(»i) relativo al Multiplicador de Lagrange que hace cumplir la continuidad
entre los valores en los nodos de w; € Wi y w; € Wy, en © € 08 5 N 082y p, €s

escalado por 5} (x) y este factor de escala define el correspondiente elemento de

Df«i). Finalmente, se define al operador escalado de salto por
Bp. = (DWBWM DB . DEIBE)), (5.13)

Con la introduccién de un vector de Multiplicadores de Lagrange A\ para
hacer cumplir las restricciones B,u = 0, se obtiene una formulacién punto silla
de la Ec.(5.10): Encontrar (u,\) € W x U tal que

{ Su+ BTN = f

B (5.14)
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sustituyendo la expresion para u en la segunda ecuacién de Ec.(5.14), entonces
B,.STBT\=B,S"f — B,Ra (5.15)

y finalmente se obtiene el sistema

[(Faggact -
La matriz del sistema lineal reducido puede ser escrito como
F.=B,STBT (5.17)
donde el precondicionador de FETI esta dado por
——1 B ,
M, = Bp,SBp, =>» DYBYSOBIT DY) (5.18)
i=1
que define el sistema precondicionado
P, PTRA, = P, PLd, (5.19)
con
P, =1-Q,G,(GFQ.G,) "' GF (5.20)
donde
G,=B,R vy d. = B,.STf (5.21)
con la condicién inicial Ay escogida tal que
Grho=e (5.22)

donde e = RT f. X
Desarrollando la expresién dada por la Ec.(5.19) y reemplazando M,  de
la Ec.(5.18), se obtiene

P, (Bp,SB} ) P (B.S'BI)\. = P. (Bp,SBE, ) PT (B,STf)  (5.23)
si se asume que @, = I, entonces P, = I, asi
(Bp,SBY ) (B-S'BI) A\, = (Bp, SB}, ) (B:S'f) (5.24)
reemplazando Bp, = D, B,, resulta
D,.B.S(D,B,)" B,STBT\. = D,B,S (D,B,)" B.S'f (5.25)
y simplificando, se obtiene

D,.B,SB'D,B,.S'BT\,. = D,.B,SB'D,B,S"f. (5.26)
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Ahora, ya que Br sélo debe satisfacer la restriccién B,u = 0, entonces es
posible sustituir con j, definida como j = I —a —veéase la Ec.(4.6)—, ésta
también satisface ju = 0. Entonces reemplazando B,. por j, se obtiene

D,jSi"D,jS'i"\, = D,jSjT D, jSt f (5.27)
ademds, como j = jT (véase [31]), entonces
D,jSjD,jSti\. = D,jSiD,jStf (5.28)
y en este caso ST = S~ entonces
D,jSjD,jS™ jA\r = DyjSjiD,jS ™ f. (5.29)

Suponiendo que la matriz diagonal D, es la matriz diagonal igual a la identidad
I, entonces

38338~ Ay = 583387 (5-30)
por otro lado, jj = j por se idempotente (véase [31]), finalmente se obtiene
3838 A = jSiSTIf (5.31)

esta es una formulacién equivalente a la formulaciéon del método de FETI pre-
condicionado en términos de DVS —véase la Ec.(4.36)—.

Ahora, se desarrolla la expresién dada por la Ec.(5.19) sin precondicionar
F A =d, (5.32)
sustituyendo F;. y d,., entonces
B,.STBT\. =B,.STf (5.33)
y reemplazando B, por j y ST por S~1, se obtiene
GST A =SS (5.34)

esta es una formulacién equivalente al método de FETTI sin precondicionar en
términos del esquema DVS —véase la Ec.(4.36)—.

5.2 El Método BDDC en el Marco de DVS

Tomando como base la metodologia (véase [29]) de Balancing Domain Decom-
position (BDD) y haciendo las adecuaciones pertinentes, esta se pondrd en tér-
minos del esquema DVS. Para ello, sea u definida sobre I';, entonces se define
el complemento local de Schur al subdominio §2; como

) ) N1
.= A8 ) ()™ A8 53
y al operador restriccién R; : T — T, entonces se obtiene
E
S=> RI'S;R;. (5.36)
i=1
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Observacién 6 Ndtese que

S; # R;SRT (5.37)
ya que estd wltima involucra contribuciones de los subdominios vecinos. Sin
embargo, dado u € VF(I) entonces

u"S;u <u' (R;SRI ) u (5.38)

ya que S y S; son positivas definidas.

Una primera definicién para el método BDD fue inicialmente propuesto para
la ecuacién de Poisson por De Roeck y Le Tallec (véase [29]), su idea fue usar
un Schwarz aditivo como precondicionador de la forma

M1 = iRiTSi_lRi (5.39)
i=1
donde R; : I' — I'; es un operador de restricciéon pesado definido como
R, = D7 'R; (5.40)
donde S; es el complemento de Schur local de la matriz local A®, adem&s
R :T—T; (5.41)
es el operador discreto de restriccién a I';, y D;” ! es una matriz diagonal definida
como una particién de la unidad sobre T, i.e.
N
> RID'Ri=1 (5.42)
i=1

donde I es la identidad sobre I'. La particién de la unidad puede ser definida
a través de una funcién de conteo, la cual para cada subdominio §2; es definida
como el operador §; : I'; — R tal que

J; () = {numero de subdominios que comparten el nodo z € I';}.  (5.43)

Entonces, se define D; = diag {6;}.

El método BDD precondicionado queda en términos de
M=1Su=M"1f (5.44)

sustituyendo Sy M~! —Ecs.(5.8 y 5.39)—, se tiene que

( (D7 'R S Dy 1R> (ZR SR) (5.45)

— ( (DilRi)TSilDi1Ri>f

ERE

1
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y finalmente sustituyendo S;, i.e Ec.(5.35), se obtiene
E A A n—1 .\ L B
(Srror (s - (a) " a) om) o
i=1
~ - ) A0 (4D) A0 R
(ZRzT (AgrAgl (AIZI)> A11>Ri>“
i=1
E ) ) =1 .\ 1L B
- (oo (st () ") o)
i=1

, , A
Multiplicando u por (Agf% — Agf} (Ayl)) A%) R; se obtienen E vectores
ii;, tales que al aplicar D] 'R; <Zf:1 RzTﬂ,l> es equivalente a aSu. A estos E

B ) ) =1 .\ !
vectores resultantes i;, se aplica ZZE RI'D* (Agf% - Ag} (Ayl)) A%) Uy,

siendo equivalente a aS™'aSu. Que es el lado derecho de la Ec.(4.30). B
Haciendo algo similar al lado izquierdo, se obtienen E vectores f; = D, 'Rf

B A A N1 o\ L
tales que al multiplicar por Zf RI'D;! (A?% - A{f} (Agll)) A%) fi, es

equivalente a aS~!f.
Asi, la Ec.(5.46) es equivalente a

aS laSu=aS71f (5.47)

que es la formulacion del método BDDC en términos del esquema DVS —véase
Ec.(4.30)—.

5.3 Comparaciones

El enfoque desarrollado del espacio de vectores derivado (DVS) y por lo tanto el
esquema DVS de FETI-DP y BDDC, inician con la matriz que es obtenida des-
pués de que el problema ha sido discretizado y para su aplicacién no se requiere
informacién acerca del sistema de ecuaciones diferenciales parciales del cual la
matriz es originaria. Generalizando, todos los algoritmos que han sido presenta-
dos en este trabajo son igualmente aplicables a matrices simétricas, indefinidas
y no simétricas. Las condiciones especificas requeridas para su aplicacién son
detalladas en el capitulo 3 (véase [33]), a través de todo el desarrollo se asume
que el complemento de la matriz de Schur § es no singular.

Como se mencioné antes, para el algoritmo FETI se muestra que la versiéon
DVS de FETI-DP puede ser obtenida cuando se aplican las adecuadas condi-
ciones a las expresiones generales de FETI-DP. Aunque, esas opciones represen-
ten un caso particular del algoritmo general de FETI-DP, en algin sentido las
elecciones hechas son éptimas ya que las matrices g y j son proyecciones orto-

gonales complementarias (véase [34] y [33]); ademés de otros ejemplos numéricos
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que se muestran en este trabajo en el capitulo de Andlisis y Discusién de Re-
sultados.

Cuando se lleva a cabo la incorporacién del método BDDC en el esquema
DVS se encuentran diferencias mas sustanciales. Por ejemplo, cuando las inver-
sas del complemento de Schur local existen en el esquema DVS la inversa de S*
estd dada por B

€)=Y () 59

una relacién similar no es satisfecha por el algoritmo BDDC. A saber, la ecuacién
intimamente relacionada es por ejemplo Ec.(5.36)

E
S=> L S.E, (5:49)
a=1
sin embargo
£ 1
(9" # Y (ES.8,) (5.50)
a=1

aqui, la igualdad no se satisface debido a que los rangos de E:gaﬁa y Egé BE 5
no son ajenos, cuando a # (. Esta iltima limitacién es debido al hecho que
en BDDC, la formulacién no se establece directamente en el espacio producto
y que en su implementacién se retorna a los grados de libertad asociados con
los nodos originales, mientras en el esquema DVS uno se olvida completamente
de los nodos originales y se trabaja exclusivamente con los nodos derivados,
es decir, de los nodos que resultan después de que los nodos originales han
sido partidos. Por lo tanto, las férmulas desarrolladas para el esquema DVS y
sus cédigos computacionales se simplifican de manera notable. La unificacién
y simplificacién lograda de esta manera permite producir Software genérico,
robusto y eficiente.

56



6 Formulacién Numérica de los Métodos DVS

Partiendo de las formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-Neumann en el
marco del espacio de vectores derivados (DVS) —véase seccién (4)—, aqui se
muestran los detalles de la formulacién numérica la cual esta intimamente rela-
cionada con la implementacién computacional, tanto en la versién secuencial
como paralela del codigo (véase [39] v [38]).

La implementacién computacional dicta ciertas consideraciones sobre selec-
cién de los algoritmos numéricos, asi como, la forma de implementaciéon de
estos. Con la unica finalidad de aprovechar sus propiedades computacionales en
la definicién de una robusta jerarquia de clases que resuelva de forma eficiente
el problema.

Para ello, se inicia considerando el operador de segundo orden dado por la
ecuacién

Lu = [ enQ (6.1)
u = g sobre 0f)

en el dominio €, el cual es subdividido en E subdominios Q,, o = 1,2,.... F
mediante una descomposicién de dominio sin traslape —véase seccién (3.2)—.
Para resolver dicho problema, se puede usar cualquiera de los ocho algoritmos
que se han desarrollado, de cada uno de ellos se han dado formulaciones expli-
citas en términos de matrices.

Asi, para generar la implementacién de cualquiera de los algoritmos desa-
rrollados se necesita generar las matrices locales

A Ana Aam Aaa (6.2)

que estdn definidas de W,. — W,., o mds explicitamente las matrices

AT LAY (AT LA

A A Al A A AL AN AL Y AL (6.3)

S IINEINRE ZAA

ello se puede hacer de dos formas, a saber:

e A partir de la matriz que es obtenida después de que el problema se ha
discretizado —a partir de una discretizacién por el método de Elemento
Finito, Volumen Finito o Diferencias Finitas— y para su aplicacién no se
requiere ninguna informacién acerca de la ecuacién diferencial parcial de
la cual se origing.

e A partir la discretizacién de la ecuacién diferencial parcial generada lo-
calmente en cada subdominio por algin método de descomposicién de
dominio sin traslapes, como el usado para FETI-DP o BDDC.

En la seccién (3.5) se derivo la forma de obtener las matrices locales a partir
de la matriz ét : W — W que es obtenida después de que el problema se
ha discretizado y la cual es puesta en el espacio de vectores derivados. En la
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siguiente seccién se da la forma de derivar cada una de las matrices locales a
partir la discretizacion de la ecuacién diferencial parcial generada localmente en
cada subdominio; para que en las siguientes secciones, mediante el uso de dichas
matrices se pueda implementar cualquiera de los métodos desarrollados.

6.1 Discretizaciéon de los Métodos Partiendo de la Formu-
lacion Local

Los métodos de descomposicién de dominio —como son FETI-DP y BDDC—y
el esquema DVS puede partir de la discretizacién local mediante algin método
de discretizaciéon como Diferencias Finitas, Volumen Finito o Elemento Finito
—este dltimo es uno de los mds usados en los DDM-— para construir cada una
de las matrices locales

A Ao A AL AL ALy AL p AL, Y AR (6.4)
para cada €, con a = 1,..., E. Una vez construida las matrices locales, se
procede a definir al complemento de Schur local por subdominio —m4s detalles
véase seccion (A.7)—

sr=ae A (an) A3 (6.5)
con él se define o
Aln = ( Z% el ) (6.6)
que a su vez define
« [0} [0 -1 [e%
5% = A%, 4%, (4hn)  Ans (67)

recordando que

—Hl'[ Z ESig —HA Z =IIA

A Z—AH’ An = ZéZA

a=1
E E
=38y T =2E (6.9)
a=1 a=1

entonces, finalmente se tienen definidas a Sy S ~1. Con estas definiciones, ahora
ya es posible implementar cualesquiera de los métodos del esquema del espacio
de vectores derivados.

Noétese que, por la forma de construccién de las matrices, se tienen las si-
guientes propiedades importantes

E

<4nn>li(éﬁn>l yoo@ =Y @ (6.10)

a=1 a=1
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esto implica que el cdlculo de la inversa de la matriz AHH es exclusivamente a
partir de las inversas locales a cada subdominio.

6.2 Formulacién Operacional de los Métodos DVS

Para la resolucién de problemas de interés en Ciencias e Ingenierias donde es
necesario resolver, por ejemplo el problema dado por la Ec.(3.74) —ma4s detalles
véase la seccién (3.6)— que consiste en buscar una funcién u € W, que satisfaga

’

adi =F y  ju =0 (6.11)
aqui, el vector z € Wig es un dato del problema y donde el vector u y z esta

formado por
(2)- + (£)1 s

que satisfaga —véase seccién (4.3) del operador Steklov-Poincaré Ecs.(4.62 y
4.63)

(L+aR-E"j)u = 7. (6.13)
Entonces es necesario transformar el problema Ec.(6.13) en uno que
fn=0 (6.14)
para ello, se introduce un vector auxiliar
~1
w,=Apy (An)  fn (6.15)

en el cual (u,) , =0, por lo tanto la Ec.(6.13) toma la forma

A
(Qf *Eg‘) un =fA— 1 (6.16)

sz 4 2’ 4
ast, la soluciéon u al problema serd u = u, — Uy,
Dado que se necesita expresar el problema en términos del espacio Wis
entonces

fa,=afn v fa miA=0 (6.17)

() =04y () £ (6.15)

de lo anterior, la expresién dada por la Ec.(6.16), se puede reescribir como

-1
(@ - i_l> un=af, —0d,y (énn> I (6.19)
donde .
S=Aup—Aan (Arm) Ana (6.20)
0 mds compactamente se escribe como
(28— Si)un=F, = ()4 (6.21)



Por todo lo anterior, los algoritmos desarrollados quedan escritos de manera
explicita como:

1. Formulacion del Algoritmo del Complemento de Schur (PRI-
MAL#1) —véase ecuacién (4.4) en la seccién (4.1.1)—:

“Encontrar a un € Wa tal que

aSup = iA - (up)A (6.22)

sujeto a jua = 0”. O en su forma desarrollada

fo (6.23)

aSun = iA _%AH (éﬂﬂ>71

2. Formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann (DUAL#1)
—véase la ecuacion (4.11) de la seccién (4.1.2)—:

“Dada f A€ Wa, buscar a A € Wa tal que
58 =487 (£ - (y),) (624
sujeto a ady = 0”. O en su forma desarrollada
S~IAp = jS~ A (a )" 6.25
J8 A =387 (L5 —adyy (=nn> In)- (6.25)

3. Formulacién Primal del Problema Neumann-Neumann (PRIMAL#2)
—véase ecuacion (4.21) en la seccién (4.1.3)—:

“Dada f A€ Wa, encontrar va € Wa tal que

57 un =578 (£, - () ) (6.26)

sujeto a aSv, = 0”. O en su forma desarrollada

S jua = é_lz_ﬁ_l (iA —ad (énn)_lin) ' (6.27)

4. Formulacién Dual del Problema Neumann-Neumann (DUAL#2)
—véase la ecuacion (4.29) de la seccién (4.1.4)—:

“Dada iA € Wa, sea NS Wa tal que

So, = 50857 (£, (w,),) (6:29)

sujeto a gfl py =0 O en su forma desarrollada

-1
Sap, = SaSjS™" (iA —ad,y (énn) in) : (6.29)
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5. Formulacién Precondicionada del Algoritmo BDDC (PRIMAL#1)
—véase la ecuacién (4.30) en la seccién (4.2.1)—:

“Buscar a un € Wa tal que

a5 'aSup =S (£, — (1) ) (6.30)

sujeto a jun = 07. O en su forma desarrollada

asasus =087 (£, -l (Ay) Lo)- (03D

6. Formulacién Precondicionada del Algoritmo FETI-DP (DUAL#1)
—véase la ecuacion (4.36) en la seccién (4.2.2)—:

“Dada iA € Wa, sea Ap € Wa tal que

i3S An = i85S (£ — (), (6.32)

sujeto a gAy = 07. O en su forma desarrollada

~1
JSiS ' An = jSjST" (iA ~ad, (4) in> (6.33)
donde una vez calculada A, entonces ua es obtenida mediante
up =aS™ (iA f:'AA>. (6.34)

7. Formulacién Primal Precondicionada del Problema Neumann-
Neumann DVS-PRIMAL (PRIMAL#2) —véase la ecuacién (4.43) en
la seccién (4.2.3)—:

“Dada f A€ Wa, buscar v € Wa tal que

[l

TSiua = 87887 (£ - () ) (6.35)

sujeto a aSv, = 07. O en su forma desarrollada
S~1jSjun =S 1j8jS A (a )" 6.36
2 JRJUN = 2 J2J2 iA - CL:AH (:HH) in ( . )

donde una vez calculada v entonces u es obtenida mediante

up =aS™! (1A fj_vA). (6.37)
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8. Formulacién Dual Precondicionada del Problema Neumann-Neu-
mann DVS-DUAL (DUAL#2) —véase la ecuacién (4.50) en la seccién
(4.2.4)—:

“Dada iA € Wa, sea IS Wa tal que

SaS~'ap, = SaS~'a8iS™ (£, — (w,),) (6.38)

sujeto a j_ﬁ_lﬁA =0”. O en su forma desarrollada

-1
_—SaS_lgﬂA = Sa9™'a8jS™ (iA —ad (énn) in) (6.39)

donde una vez calculada p , entonces un es obtenida mediante
un = a8 (f+ay)- (6.40)

6.3 Implementacién Numérica de DVS

La implementacién numérica de por ejemplo, el algoritmo DVS-BDDC (PRI-
MAL#1) puesto en su forma operacional, Ec.(6.31) es

-1
05 aSus =087 (£, -0y () £y (6.41)
en la cual define el sistema lineal virtual a resolver
Mup =b (6.42)
donde
-1 -1 -1
M=g5"gf y b=gS8 (iA ~ady (Ann) in> (6.43)

entonces el sistema lineal virtual puede ser implementado mediante el método
de Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES, dependiendo del tipo de
matriz que sea S. Si S es simétrica y definida positiva, entonces S™! también
serd simétrica y definida positiva y por tanto se usarfa el método de Gradiente
Conjugado, en caso contrario se usaria el método de GMRES o algun otro.

Nétese que, en los métodos iterativos, la adecuada seleccién de u° puede ser
tan costosa —computacionalmente hablando— como encontrar la solucién u,
pues tomar una u” no adecuada, generalmente ocasiona realizar m4s iteraciones
para converger en el método que tomar u’ = 0.

6.3.1 Implementacién para Matrices Simétricas

Suponiendo que S es simétrica y definida positiva, la formulacién Mu, = b
puede ser implementada como el método de Gradiente Conjugado —véase sec-
cién (B.2.1)— usando el algoritmo dado en la Ec.(B.13) en el cual se usa el
producto interior segin corresponda:
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® alS 4@ serd simétrico con respecto al producto interior definido por
(ww) =u - w (6.44)

[

1S~1j serd simétrico con respecto al producto interior definido por

(w, w) = Su-w (6.45)

La implementacién del algoritmo se inicia tomando «°, una eleccién comin
es tomar a u’ = 0, si este es el caso, entonces

r’=a8™ (iA —ad,y (énn>_1in> v o= (6.46)

y la parte iterativa!® queda como:

Paran=1,2,...{

an — <£n’§p_n>
(p",SaS—1aSpm)
un—i—l =" + anpn
prtl = a”(;S_laSp
< Prueba de convergencia >
/Bn _ <In+1,gn+l>
(e

pn+1 _ Tn+T+ 6npn

IS
I
1=

el

(6.47)

}

6.3.2 Implementacién para Matrices no Simétricas e Indefinidas

Suponiendo que S es no simétrica o indefinida, la formulaciéon Mu, = b puede
ser implementada como el método de GMRES —véase seccién (B.2.2)— usando
el algoritmo dado en la Ec.(6.31), en cual se inicia tomando u’, una eleccién
comun es tomar a u’ = 0, si este es el caso, entonces

-1
0_  q-1 0 _|[,.0
=05 (£~ 0y (Ag) )8 = 1
y la parte iterativa queda como:

Para n = 1,2, ..., Mientras 8" < 73° {
M()Hrl :g_la:Sv"
Para [ =1 hasta n {

hig = (wpt, o)

n+l _ . ntl 1
w4 =W - hl,ny

wl=r0/8% (6.48)

(6.49)
Mg = ||lwn ]|
0" = Wi g

Calcular y™ tal que n = H,Bogl — Enng es minima
¥

I3En este caso se usa el producto interior definido por (u,w) = Su - w.
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donde H = [hm]1<z<n+1 1<j<n ¥ la solucién aproximada serd
el vector residual sera

=1 a8 'asV " =V, (% — A ") (6.50)

6.4 Evaluacién de los Operadores Virtuales S y S -1

Para implementar cualesquiera de los ocho algoritmos desarrollados, sin impor-
tar si las matrices involucradas son simétricas o no simétricas; y como se mostré
en las implementaciones de los algoritmos en la seccién anterior, estos requieren

-1
por un lado, la evaluacién de (Ar{n> f y por otro la evaluacién de los ope-

radores virtuales S™'v y Sv, en los tres casos, ninguna de estas matrices es
construida pues resultarfan matrices densas con el consiguiente costo computa-
cional de su manejo. Para mostrar como hacer su evaluacién éptima, primero
nétese que el sistema lineal virtual A a partir del cual se deriva el esquema DVS,
estd definido como o

A A én é]w ém
é = ( an EHA ) = é‘n’[ é‘n’ﬂ' éﬂ'A (651)
—Am =as éAI éAﬂ éAA
donde
A, A A
am = (25 20) ae(23) 0w
Axg = ( Ay Ang )
entonces el operador S de los nodos duales queda definido por
-1
S=Aun~Asn (Amm) Ana (6.53)

E
y este es formado por S = Zéa, donde S* esta formada por el complemento

de Schur local

Y= AL, - A%, (45 A (6.51)

En el apéndice A se detallan la forma de realizar todas las operaciones involu-
cradas en los métodos DVS, aqui, bajo el supuesto de que se tienen construidas

% i % % %
las matrices locales AH, A AIA, A A A Y AAA enffxda uno de los subdo-
minios de la particién. Entonces, para resolver (énn) u, donde u € Wy, se

puede reescribir como

-1
wr \_ (4 4 Uy
(w)-(ana0) ( (0:59)



i.e. se necesita resolver AHHM = u,la cual se expresa como

(én éh)<w1)<gl>
A, A W Uy
entonces, w, € Wy es solucién de

(émr _éﬂ[ (é11)1é1ﬂ> Wr = éﬂw‘ﬁ = Uy _éwl (éll)ilul

mientras

donde

@) =X @)

(6.56)

(6.57)

(6.58)

(6.59)

Por 1iltimo, para evaluar Sv se aplica el procedimiento similar al detallado
en la seccién (A.2) y para evaluar S ~1y se aplica el procedimiento detallado en

la seccién (A.3).

De las evaluaciones indicadas en esta seccién, una gran parte de ellas es
posible realizar en paralelo, y como se mostrard mds tarde, la granularidad'*
paralela es gruesa, la cual es ideal para implementarse en equipos de cémputo
paralelos como los Clusters, esto se demuestra mediante ejemplos en el capitulo

de Anslisis de Rendimiento (véase [36], [39] y [38]).

14La granularidad de un conjunto de tareas paralelas es la cantidad de trabajo que se puede

hacer de forma independiente de otros cédlculos.
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7 Implementacion Computacional de DV'S

La implementacién computacional de los métodos de descomposicién de dominio
sin traslape en general (véase [9], [4], [5] y [6]) y de los métodos de descomposi-
cién de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS) en particular (véase
[39] v [38]), en los cuales cada subdominio genera sus matrices locales y el
método que resuelve el sistema global virtual —CGM o GMRES— es tal que
necesita s6lo una porcioén de la informacién que generan los subdominios, queda
facilmente estructurado mediante el esquema Maestro-Esclavo, tanto para la
implementacién del cédigo secuencial como paralela.

El esquema Maestro-Esclavo parece ser un forma éptima'® de dividir la carga
computacional requerida para solucionar un problema de descomposiciéon de
dominio sin traslapes, en el cual, uno o mds subdominios son asignados a un
nodo esclavo, tanto en su implementacién secuencial —donde cada nodo esclavo
es un objeto— como en su implementacién paralela —donde cada nodo esclavo
esta asignado a un procesador—, en el cual el nodo maestro de forma sincrona
controla las tareas que requiere el esquema DVS, las cuales son llevadas a cabo
por los nodos esclavos, donde la comunicacién sélo se da entre el nodo maestro
y cada nodo esclavo —no existiendo comunicacién entre los nodos esclavos—,
optimizando asi las comunicaciones.

7.1 Esquema Maestro-Esclavo como una Forma de Imple-
mentacién

El esquema Maestro-Esclavo permite que en los nodos esclavos se definan uno
o més subdominios —en los cuales se generen y manipulen las matrices lo-
cales de cada subdominio— y que el maestro controle las actividades necesarias
para implementar cualquiera de los métodos desarrollados. En particular la
implementacién del método de resolucién del sistema lineal virtual Mu, = b
esquematizados por los algoritmos descritos en la Ec.(6.47 6 6.49), donde el nodo
maestro controlard a cada uno de sus nodos esclavos mediante comunicaciones
entre este y los esclavos, pero no entre esclavos, como se muestra en la figura.

Esclavol Esclavo 2 Esclavo 3 Esclavo n

Figura 6: Esquema del Maestro-Esclavo

15E] esquema Maestro-Esclavo esta intrinseco a la definicién de los métodos de descomposi-
cién de dominio tipo subestructuracién, ya que las tareas implementadas por los subdominios
son pensados como procesos esclavos los cuales son controlados por el maestro que implementa
la solucién de los nodos de frontera interior (véase [39] y [38]).
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Esta forma de descomponer el problema dentro del esquema Maestro-Esclavo,
permite hacer la implementacién del cédigo tanto para la parte secuencial como
su paralelizacién de manera fécil y eficientemente, donde tomando en cuenta
la implementacién en estrella del Cluster o equipo multiCore, el modelo de
paralelismo de MPI y las necesidades propias de comunicacién del programa, el
nodo maestro tendrd comunicacién sélo con cada nodo esclavo, esto reducira las
comunicaciones y optimizars el paso de mensajes (véase [17], [15] y [16]).

Ademss el esquema de paralelizacién Maestro-Esclavo permite sincronizar
facilmente por parte del nodo maestro las tareas que realizan en paralelo los
nodos esclavos, éste modelo puede ser explotado de manera eficiente si existe
poca comunicacién entre el maestro y los esclavos; y los tiempos consumidos
en realizar las tareas asignadas son mayores que los periodos involucrados en
las comunicaciones para la asignacién de dichas tareas. De esta manera se
garantiza que la mayorfa de los procesadores estardn siendo usados de forma
eficiente y existirdn pocos tiempos muertos, aumentando asf la eficiencia global
de la implementacién de los métodos de descomposicién de dominio en el espacio
de vectores derivados bajo el esquema Maestro-Esclavo.

7.2 Andlisis, Diseno y Programacién Orientada a Objetos

Desde el inicio del proyecto para la implementaciéon computacional de los méto-
dos de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados se planteé
la necesidad de que el cédigo desarrollado fuera orientado a objetos, que su im-
plementacién computacional deberfa de correr en equipos secuenciales y parale-
los para dominios en dos y tres dimensiones. Por ello se opté por usar el lenguaje
de programacién C++ y la paralelizacion se haria usando la biblioteca de paso
de mensajes MPL.

Dentro de las consideraciones bésicas en el andlisis orientado a objetos es
que el cédigo deberfa de correr tanto en equipos secuenciales como en paralelos,
con un minimo de cambios y que la interdependencia de la parte paralela no
deberia afectar la parte secuencial. Para que cualquier cambio en el cédigo de
los métodos desarrollados no requiera grandes cambios en el cédigo paralelo.
Esto se logra mediante la programacién orientada a objetos haciendo uso de
clases abstractas'® o contenedores.

Esto permitié desarrollar un cédigo que fuera robusto y flexible, ademds de
que la escritura, depuracién y optimizacion se hace desde cualquier Notebook y
su ejecucién puede ser hecha en cualquier computadora personal o Clusters sin
ningin cambio en el cédigo.

Por ejemplo, en el uso de los métodos numéricos tanto directos como ite-
rativos para resolver sistemas lineales en los cuales la matriz es real —existe
como tal— o es virtual —esta dispersa por los distintos subdominios— se creo

16En general las clases abstractas que definen comportamientos virtuales pueden no ser
eficientes si son llamadas una gran cantidad de veces durante la ejecucién del programa. Para
el caso del esquema DVS, en el cual se usa CGM o GMRES para resolver el sistema lineal
virtual, este s6lo se llama una sola vez; y el proceso de solucién del sistema lineal asociado
consume la mayoria del tiempo de ejecucién, por eso se considera eficiente.
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una jerarquia de clases que implementa mediante herencia a la clase abstracta,
la cual usan los algoritmos que requerian solucionar un sistema lineal, esta
clase abstracta se llama Solvable —véase apéndice B—. La jerarquia!” de clases
mostrada en la figura (7) permite contener a cualquiera de los métodos numéri-
cos de solucién de sistemas lineales actuales y cualquier implementacién futura
y es independiente de si se usa para generar cédigo secuencial o paralelo.

DotProd

MultBandSym
IDQGMRES

DQGMRES
BandCholesky
BandSolve

Solvable

Figura 7: Jerarquia de clases para la implementacién de los métodos de resolu-
cién de sistemas lineales.

Notese que, en general, el paradigma de programacion orientada a objetos
sacrifica algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo de recur-
sos computacionales al momento de la ejecucién. Pero en contraste, permite
mayor flexibilidad a la hora adaptar los cédigos a nuevas especificaciones. Adi-
cionalmente, disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mantenimiento
y busqueda de errores dentro del cédigo, ademds de hacer el cédigo extensible
y reutilizable. Esto tiene especial interés cuando se piensa en la cantidad de
meses invertidos en la programacién comparada con los segundos consumidos
en la ejecucién del mismo.

7.2.1 Implementacién Secuencial en C++

Usando la filosofia del manejo de clases abstractas desde el andlisis y durante
el diseno de la implementacién computacional de los ocho métodos de descom-
posicién de dominio en el espacio de vectores derivados, se pensé en usar una
jerarquia de clases que especializarian a una clase abstracta llamada DPMethod,
la cual permite implementar uno o més de los métodos de descomposicién de do-
minio desarrollados; y dada una ecuacién o sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales, se usaria el método iterativo —Gradiente Conjugado o el método
Residual Minimo Generalizado o cualquier otro— dependiendo de que la matriz

17Las jerarquias de clases de herencia mostradas en las figuras fueron generadas usando
Doxygen documentation (véase [63]) a partir del cédigo fuente en C++.
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global virtual fueran simétrica o no simétrica; su jerarquia de clases se muestra
en la figura (8).

Solvable

MultBandSym | !

DQGMRES
BandCholesky

IDQGMRES |

Figura 8: Jerarquia de clases para la implementacién secuencial

De esta forma, es posible implementar uno o més de los algoritmos desa-
rrollados de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados sin
realizar cambios en la base del cédigo, permitiendo especializar el cédigo para
alguna necesidad particular sin cargar con cédigo no requerido en la resolucién
de un problema especifico, pero en caso de evaluar el desempeno de cada uno
de los métodos ante un problema determinado, se pueda realizar sin afectacion
del cédigo.

Ademads de la flexibilidad anteriormente comentada, también se reutiliza
la jerarquia de clases para la resolucién de sistemas lineales, permitiendo que
cualquier cambio o refinamiento a estas clases redunde en el desempeno global
del sistema, permitiendo que en un futuros se agreguen y refinen métodos que
manejen con eficiencia la solucién de los sistemas lineales asociados al método
de descomposicién de dominio DVS.

7.2.2 Implementacién Paralela en C++4 Usando MPI

Para poder intercomunicar al nodo maestro con cada uno de los nodos esclavos
se usa la interfaz de paso de mensajes —Message Passing Interface (MPI)—, una
biblioteca de comunicacién para procesamiento en paralelo. MPI ha sido desa-
rrollado como un estdandar para el paso de mensajes y operaciones relacionadas.
Este enfoque es adoptado por usuarios e implementadores de bibliotecas, en
la cual se proveen a los programas de procesamiento en paralelo de portabili-
dad y herramientas necesarias para desarrollar aplicaciones que puedan usar el
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cémputo paralelo de alto desempeno.

El modelo de paso de mensajes posibilita a un conjunto de procesos —que
tienen solo memoria local— la comunicacién con otros procesos usando Bus o
red, mediante el envio y recepcién de mensajes. El paso de mensajes posibilita
transferir datos de la memoria local de un proceso a la memoria local de cualquier
otro proceso que lo requiera.

En el modelo de paso de mensajes mediante MPI para equipos con uno o
més Cores, los procesos se ejecutan en paralelo, teniendo direcciones de memoria
separada para cada proceso, la comunicacién ocurre cuando una porcién de la
direccién de memoria de un proceso es copiada mediante el envio de un mensaje
dentro de otro proceso en la memoria local mediante la recepcién del mismo.

Las operaciones de envio y recepcién de mensajes es cooperativa y ocurre sélo
cuando el primer proceso ejecuta una operacién de envio y el segundo proceso
ejecuta una operacion de recepcioén, los argumentos base de estas funciones son:

e Para el que envia, la direccién de los datos a transmitir y el proceso
destino al cual los datos se enviarén.

Send(dir, lg, td, dest, etig, com)

{dir,lg, td} describe cudntas ocurrencias lg de elementos del tipo
de dato td se transmitirdn empezando en la direccién de memoria
dir; {des, etiq, com} describe el identificador etq de destino des aso-
ciado con la comunicacién com.

e Para el que recibe, debe de tener la direccién de memoria donde
se pondrén los datos recibidos, junto con la direccién del proceso del
que los envio.

Recv(dir, mlg, td, fuent, etig, com, st)

{dir,lg,td} describe cudntas ocurrencias lg de elementos del tipo
de dato td se transmitirdn empezando en la direccién de memoria
dir; { fuent, etiq,com, est} describe el identificador etq de la fuente
fuent asociado con la comunicacién com y el estado st.

El conjunto bdsico de directivas (en este caso sélo se usan estas) en C++ de
MPI son:

MPI::Init Inicializa al MPI
MPI::COMM _WORLD.Get_size | Busca el nimero de procesos existentes
MPI::COMM _WORLD.Get_rank | Busca el identificador del proceso

MPI::COMM_WORLD.Send Envia un mensaje
MPI::COMM _WORLD.Recv Recibe un mensaje
MPI::Finalize Termina al MPI

La estructura bésica del programa bajo el esquema Maestro-Esclavo codifi-
cada en C++ y usando MPI es:
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main(int arge, char *argv(])

{
MPI:Init(arge,argv);
ME_id = MPL:COMM_WORLD.Get _rank();
MP_np = MPI:COMM_WORLD.Get _size();
if (ME_id == 0) {
// Operaciones del Maestro
} else {
// Operaciones del esclavo con identificador ME _id
}
MPI::Finalize();
}

En este unico programa se deberd de codificar todas las tareas necesarias
para el nodo maestro y cada uno de los nodos esclavos, asi como las formas de
intercomunicacion entre ellos usando como distintivo de los distintos procesos a
la variable ME_id (véase [15] y [16]).

La jerarquia de clases del esquema Maestro-Esclavo en su implementacion
paralela permite repartir la carga de varias maneras en uno o més Cores. Reu-
tilizando toda la jerarquia de clases de la implementacién secuencial de los
algoritmos DVS y sélo es necesario agregar clase que especializa algunos com-
portamientos que requieren hacer uso de las comunicaciones, mediante la bi-
blioteca de paso de mensajes MPI. La jerarquia de clases es mostrada en la
figura siguiente:

] PLMZ |‘-—{ PLMZMPI |

DotProd

Solvable

Multop

BandCholesky

] PLM1 I‘—{ PLM1MPI |

Figura 9: Jerarquia de clases para la implementacién paralela rehusando toda
la jerarquia de la implementacién secuencial y de resolucién de sistemas lineales
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La reutilizacion de toda la jerarquia de clases generada para la implementa-
cién secuencial permite que el cédigo paralelo soporte una gran cantidad de
cambios sin afectacién a la implementacién paralela, teniendo asi, un cédigo
robusto, flexible, modular y de facil mantenimiento (véase [17]).

7.3 Alcances y Limitaciones del Esquema Maestro-Esclavo

El esquema Maestro-Esclavo es eficiente cuando se tiene una carga casi ho-
mogénea en cada nodo esclavo y se manejan una cantidad moderada de ellos.
Un factor limitante en el esquema Maestro-Esclavo, es que el nodo maestro
deberd de atender todas las peticiones hechas por todos y cada uno de los no-
dos esclavos, esto toma especial relevancia cuando todos o casi todos los nodos
esclavos compiten por ser atendidos por el nodo maestro.

Una opcién para optimizar el esquema Maestro-Esclavo es contar con un
nodo maestro lo suficientemente poderoso para atender simultdneamente la
mayor cantidad de las tareas sincronas del método de descomposicién de do-
minio en el menor tiempo posible. Pero los factores limitantes del esquema
Maestro-Esclavo son de tres tipos, a saber:

1. Los inherentes al método de descomposicién de dominio.
2. Los inherentes al propio esquema Maestro-Esclavo.

3. Los inherentes al equipo de cémputo en paralelo en el que se ejecute el
programa.

En el primer caso, en cuanto a los inherentes al método de descomposicién
de dominio destacan:

e El método de descomposiciéon de dominio es sincrono, es decir, si un nodo
esclavo acaba la tarea asignada y avisa al nodo maestro, este no podré
asignarle otra tarea hasta que todos los nodos esclavos concluyan la suya,
y se realicen las operaciones necesarias para asignar las nuevas tareas a
los nodos esclavos.

e El nodo maestro sélo realiza tareas de control y sincronizacién pero no
conoce o realiza cdlculos relacionados con los sistemas lineales locales a
cada uno de los subdominios que estdn asignados a los nodos esclavos.

e Por lo anterior, el esquema Maestro-Esclavo no es eficiente si sélo se usan
dos procesos o Cores —uno para el nodo maestro y otro para el nodo
esclavo—, por otro lado, cuando se realiza el andlisis de rendimiento en P
Cores, hay que tomar en cuenta que los tnicos nodos que manipulan los
sistemas lineales asociados al método de descomposicién de dominio son los
esclavos (P — 1) y el nodo maestro sélo realiza el control y sincronizacién
de las tareas del los métodos DVS.
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En el segundo caso, en cuanto a los inherentes al propio esquema Maestro-
Esclavo destacan:

e El nodo maestro deberd distribuir las tareas a los nodos esclavos acorde
al nimero de subdominios existentes en la descomposicién y la malla fina
de cada subdominio, de tal forma que cada nodo esclavo tenga una carga
computacional equivalente a los deméas nodos esclavos.

e En el caso de una carga homogénea en cada subdominio, si se usan P Cores
en el equipo paralelo y la descomposicién del dominio tiene E subdomin-
ios, tal que (P — 1) 1 E, esa descomposicién de dominio no es adecuada
para trabajar en dicha cantidad de Cores. En este caso, el nimero de
procesadores P que se usen para tener buen balance de cargas es conocido
a priori cuando el dominio €2 se descompone en n X m —n X m X o— sub-
dominios homogéneos, entonces se generarén £ = nxm —FE =nxm*o—
subdominios €2, teniendo un buen balanceo de cargas si (P — 1) | E.

e Pese al buen balanceo de la carga en los nodos esclavos, es comtin que,
un gran nimero de nodos esclavos envien simultdneamente datos al nodo
maestro saturando su canal de comunicacion; y este en algin momento
tendra que tratar atender las multiples comunicaciones, degradando su
rendimiento al aumentar el nimero de nodos esclavos involucrados en la
descomposicién.

En el caso de generar desbalance de la carga en los nodos esclavos o una
saturacién de comunicaciones en el nodo maestro, se propicia a que algunos
procesadores terminen antes que otros, generando tiempos muertos de ejecucién
en dichos Cores; propiciando una notoria degradacion en la eficiencia global en
el procesamiento, es por esto que, en algunos casos al aumentar el nimero de
procesadores no se aprecia una disminucién sustancial del tiempo de ejecucion
y en casos extremos puede ocasionar un aumento en el tiempo.

En el tercer caso, en cuanto a los inherentes al equipo de cémputo en paralelo
en el que se ejecute el programa destacan:

e El programa se diseno para correr en cualquier cantidad de procesos o
Cores y no hay limite establecido en cuanto al nimero de subdominios
que soporta el programa, pero el equipo en el que se ejecute tiene un
nimero predeterminado de Cores y cada uno de ellos tiene asignado una
cantidad limitada de RAM, es por ello que, las dimensiones del problema
que es posible correr en un equipo paralelo dado esta determinado por
estas limitantes.

e En los equipos paralelos, el cuello de botella en cuanto a la eficiencia global
de la ejecucidn, lo presentan las comunicaciones, entre mas comunicaciones
necesite el programa, es imperante el contar con una infraestructura que
permita la mejor velocidad de comunicaciones entre el nodo maestro y los
nodos esclavos; ademads de que esta cuente con la menor latencia posible
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en las comunicaciones. Por otro lado, el acceso al disco duro es minimo
y no representa un costo significativo en las comunicaciones totales de la

ejecucion.

Para ejemplificar lo discutido anteriormente, se considera como modelo mate-
maético el problema de valor en la frontera (BVP) asociado con la ecuacién de
Poisson, con condiciones de frontera Dirichlet, definido en {2 como:

~Viu = foenQ (7.1)
u = gaq en 0f)

este ejemplo, gobierna los modelos de muchos sistemas de la ingenierfa y de la
ciencia, entre ellos el flujo de agua subterranea a través de un acuifero isotrépico,
homogéneo bajo condiciones de equilibrio y es muy usado en multiples ramas
de la fisica, por ejemplo, gobierna la ecuacién de la conduccién de calor en un
sélido bajo condiciones de equilibrio.

En particular se considera el problema con 2 definido en:

Q=[-1,-1] x[1,1] (7.2)
donde
fo = 2n?*n?sin(nzwx) * sin(nwy) y goq =0 (7.3)
cuya solucién es
w(z,y) = sin(nmzx) * sin(nmry) (7.4)

Por ejemplo para n = 4, la solucién es u(z, y) = sin(4nx) xsin(47y), cuya grafica
se muestra a continuacién:
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Figura 10: Solucién a la ecuacién de Poisson para n=4.
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Para las pruebas de rendimiento'® en las cuales se evaliia el desempeiio de
los programas realizados se usa n = 100, pero es posible hacerlo con n € N
grande.

Supéngase que se desea resolver el dominio 2 usando 1024 x 1024 nodos
—1, 048,576 grados de libertad— mediante el algoritmo precondicionado PRI-
MAL#2 , de manera inmediata surgen las siguientes preguntas: jcudles son las
posibles descomposiciones posibles? y jen cudntos procesadores se pueden re-
solver cada descomposicién?. Para este ejemplo en particular, sin hacer la tabla
exhaustiva, se tiene:

Particién Subdominios Procesadores
2x2 v 512x512 4 2,3,5
4x4 y 256x256 16 2,3,5,9,17
8x8 y 128x128 64 2,3,5,9,17,33,65
16x16 y 64x64 256 2,3,5,9,17,33,65,129,257
32x32 y 32x32 1024 2,3,5,9,17,33,65,129,..,1025
64x64 y 16x16 4096 2,3,5,9,17,33,65,129,...,4097
128x128 y 8x8 16384 2,3,5,9,17,33,65,129,...,16385
256x256 y 4x4 65536 2,3,5,9,17,33,65,129,...,65537
512x512 y 2x2 262144 2,3,5,9,17,33,65,129,...,262145

De esta tabla es posible seleccionar las descomposiciones que se adecuen a
las necesidades particulares del equipo paralelo con que se cuente, para evaluar
el tiempo de ejecucion de este ejemplo se usé la PC Antipolis Intel Xeon a
2.33 GHtz de 64 bits con 8 Cores y 32 GB de RAM, obteniendo los siguientes
resultados para una tolerancia de 10~ usando norma infinita en todos los casos
(tiempo en segundos):

1 Core | 2 Cores | 3 Cores | 4 Cores | 5 Cores | 6 Cores | 7 Cores | 8 Cores
Particion Tiempo | Tiempo | Tiempo | Tiempo | Tiempo | Tiempo | Tiempo | Tiempo
2x2 y s12x512 [ 16465 | 10659 7207 7105 4641
4x4 y 256x256 2251 5063 2252 2103 1643 1233 1068 947
8x8 y 128x128 855 885 482 395 314 311 283 272
16x16 y 64x64 321 348 190 149 121 125 118 117
32x32 y 32x32 26 39 26 24 23 21 21 21
64x64 y 16x16 205 595 485 477 481 461 469 469
128x128 y 8x8 1026 5453 5352 5431 5633 5843 5843 5903
256x256 y 4x4 8544 | 26167 | 25892 | 25902 | 25939 | 25950 | 25969 | 26003
s12x512 v 2x2 | 34845 | 64230 | 63293 | 63308 | 63389 | 63475 | 63502 | 63693

18En todos los ejemplos del presente trabajo no se realiza una andlisis de comunicacién
de forma independiente al tiempo de cédlculo, ya que los Clusters a los que se obtuvo acceso
carecen de herramientas que permitan realizar dicho andlisis, pero si se realizaron algunas
pruebas con XMPI (véase [64]) y Vampir (véase [65]) para algunos ejemplos representativos
en los cuales se muestra que se tiene granularidad gruesa (véase [39]).
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De estos resultados, se desprende que:

1. Dependiendo del tamano de la malla gruesa —ntimero de subdominios a
trabajar— y de la malla fina, es siempre posible encontrar una descom-
posicién de dominio —32 x 32 y 32 x 32— en que el tiempo de cédlculo sea
minimo:

e Al usar un solo Core (programa secuencial 26 seg.).

e Al usar multiples Cores interconectados mediante MPI (6 Cores en
21 seg.).

2. Es notorio el efecto que genera el mal balanceo de carga'’, el cual se
refleja en que no disminuye el tiempo de ejecucién al aumentar el niimero
de procesadores y en algunos casos el tiempo aumenta conforme se agregan
mds Cores.

En contraste con los 110 segundos en que se resolvié el mismo problema
usando los métodos de Elemento Finito y Diferencias Finitas, usando en ambos
casos Factorizacion Cholesky para resolver el sistema lineal asociado.

7.4 Afectaciéon del Rendimiento al Refinar la Descomposi-
cién

Una parte fundamental al trabajar con problemas reales usando una descomposi-

cién fina es conocer a priori que factores afectan el rendimiento de la aplicacién

ante las posibles elecciones en la descomposicién de dominio, la afectacion se da
por:

1. En el caso de contar con un gran nimero de subdominios que estén asig-
nados a distintos nodos esclavos, la afectacién se da por la saturacion del
nodo maestro con una gran cantidad de comunicaciones simultdneas por
parte de los nodos esclavos que el nodo maestro debera de atender y la ve-
locidad de comunicacion del canal usado para ello. Esto es especialmente
importante en la implementacién paralela en la cual la interconexién del
equipo paralelo se hace mediante un canal de comunicacién lento u ocu-
pado por otros procesos.

2. En el caso de realizar una descomposicién muy fina en cada subdominio,
la afectacién del rendimiento se da al aumentar el nimero de nodos in-
volucrados en el complemento de Schur local S?, ya que esto significa, por
un lado generar matrices locales més grandes

A A A A A AL AN A Y A (7.5)

19Por ejemplo, al usar una descomposicién gruesa de 64 x 64 = 4096 subdominios repartidos
en 3,5,6,7 nodos esclavos.
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N
ademds de resolver el sistema y = <AIH> z de alguna forma. Si el
nimero de nodos interiores en el subdominio es grande entonces solucionar
el complemento de Schur local seré costoso computacionalmente.

Para el primer caso, el uso de algunos cientos o miles de subdominios no
afectan de manera considerable el desempenio del Esquema Maestro-Esclavo si
la red es relativamente rapida (de un Gigabit por segundo o més), y como los
avances en las comunicaciones son vertiginosos, en un corto tiempo se tendrd
acceso a redes de mayor velocidad reduciendo el efecto de manipular un gran
numero de subdominios simultdneamente.

Para el segundo caso, al resolver el complemento de Schur local, se puede
emplear diversos métodos de solucién, la seleccién del método mds adecuado
al problema en particular depende por un lado de las capacidades computa-
cionales del equipo donde se implemente la ejecucion y las caracteristicas propias
de los sistemas lineales asociados al problema. Asi, para solucionar el sistema

-1
y= (éll I) 2 correspondiente al complemento de Schur local g se puede usar
por ejemplo: Factorizacién LU, Factorizacion Cholesky, Gradiente Conjugado
o alguna variante de GMRES, pero deberd de usarse aquel método que pro-
porcione la mayor velocidad en el cédlculo o que consuma la menor cantidad
de memoria —ambas condicionantes son mutuamente excluyentes—, por ello
la decisién de que método usar deberd de tomarse al momento de tener que
resolver un problema particular en un equipo dado y bésicamente el condicio-
nante es el tamafio del la matriz A®  versus el método numérico usado para
resolver el sistema lineal asociado —todas esas opciones estdn implementadas
en el cédigo y pueden seleccionarse conforme sean requeridos en la ejecucion,
mediante directivas de compilacién—

Por lo visto en el ejemplo anterior, si el problema involucra una gran canti-
dad de nodos interiores y el equipo —secuencial o paralelo— en el que se im-
plantard la ejecucién del programa tiene una cantidad de memoria reducida, es
recomendable en los procesos locales a los subdominios usar métodos iterativos
—Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES—, estos consume una can-
tidad de memoria pequena comparada con los métodos directos —Factorizacién
LU o Cholesky— pero requieren una gran cantidad de iteraciones para obtener
la misma precisién que los directos.

Hay que tomar en cuenta que al aumentar el nimero de subdominios en
una descomposicién particular, se garantiza que las matrices a generar y cal-
cular sean cada vez mds pequenias y faciles de manejar. Pero hay un limite al
aumento del nimero de subdominio y disminucién del tamano de las matrices
a generar por subdominio; y esto se refleja en una pérdida de eficiencia en el
tiempo de ejecucién, esto es generado por la gran cantidad de subdominios que
es necesario crear y manejar por el nodo maestro, incrementando sustancial-
mente las comunicaciones y por otro lado, cada subdominio manejard cada vez
matrices mas pequenas con el consecuente aumento de los tiempos muertos, al
invertir mucho mds tiempo en comunicaciones que en cédlculos.
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Para mitigar los factores limitantes inherente al propio esquema Maestro-
Esclavo, es posible implementar algunas operaciones del nodo maestro en parale-
lo, usando uno o més Cores distintos a los asignados a los nodos esclavos. Para
la parte inherente al método de descomposicién de dominio, la parte medular
la da el balanceo de cargas. Es decir, cada nodo esclavo debe tener una carga
de trabajo equivalente al resto de los nodos.

Tomando en cuenta lo discutido, para un problema particular y la descom-
posicién del dominio 2 en la implementacién paralela, hay que tomar en cuenta
lo siguiente:

e Buscar que la descomposicién de malla gruesa y su asociada malla fina, en
la que cada nodo esclavo —asociado a un procesador— tenga una carga
casi homogénea con respecto a los demds nodos esclavos, .i.e. buscar
que en su conjunto, todos los subdominios €2, de la malla gruesa y su
descomposicién fina de cada uno de ellos, que estén asignados a cada
nodo esclavo sean computacionalmente equivalentes.

e Elegir el método numérico local a cada subdominio para garantizar el
uso de la menor cantidad de memoria posible y/o la mayor velocidad de
ejecucion versus la precisién global esperada del método de descomposicién
de dominio.

e Elegir de las distintas descomposiciones balanceadas del dominio 2 y
las diferentes opciones de los métodos numéricos usados localmente en
cada subdominio, aquella que presente el mejor rendimiento computa-
cional acorde al equipo paralelo en el cual se implemente la solucién del
problema.

Notese que el esquema Maestro-Esclavo paralelo lanza P procesos —uno para
el nodo maestro y P — 1 para los nodos esclavos—, estos en principio corren en
un solo procesador pero pueden ser lanzados en multiples procesadores usando
una directiva de ejecucién, de esta manera es posible que en una sola méaquina
se programe, depure y sea puesto a punto el cédigo usando mallas relativamente
pequenas —del orden de miles o millones de nodos— y cuando este listo para
produccién se puede mandar a cualquier equipo paralelo sin cambio alguno en
el codigo.

7.5 Opciones para Soportar una Descomposiciéon Fina del
Dominio

Supdngase ahora que se necesita resolver el problema de una descomposicién
fina del dominio €2, sin pérdida de generalidad, se puede suponer por ejemplo,
que se usa una malla de 8192 x 8192 nodos, este tipo de problemas es comin
y surgen cotidianamente en la resolucion de sistemas reales y las opciones para
implantarlo en un equipo paralelo son viables, existen y son actualmente usa-
das. Aquf las opciones de particién del dominio son muchas y variadas, y la
variante seleccionada dependerd fuertemente de las caracteristicas del equipo de
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céomputo paralelo del que se disponga. Si se supone que una descomposicién de
100 x 100 nodos en un subdominio consume 1 GB de RAM y que el consumo de
memoria crece linealmente con el nimero de nodos, entonces algunas posibles
descomposiciones son:

Procesadores Descomposicion Nodos Subdominio | RAM Minimo
5 2 x 2y 4096 x 4096 4096 x 4096 ~40.0 GB
257 16 x 16 y 512 x 512 512 x 512 ~5.0 GB
1025 32 x 32 y 256 x 256 256 x 256 ~2.5 GB
4097 64 x 64 y 128 x 128 128 x 128 ~1.2 GB

Notese que para las primeras particiones, el consumo de RAM es excesivo y
en las ultimas particiones la cantidad de procesadores en paralelo necesarios es
grande —pero ya de uso comun en nuestros dias—. Como en general, contar
con equipos paralelos de ese tamafio es en extremo dificil, jes posible resolver
este tipo de problemas con una cantidad de procesadores fijo menor al sugerido
y donde cada uno de ellos tiene solo memoria suficiente para soportar uno o més
subdominios?, la respuesta es si.

Primero, nétese que al considerar una descomposicién fina del tipo 64 x 64 y
128 x 128 se requiere aproximadamente 1.2 GB de RAM por Core, si ademads se
supone que sélo se tienen unos cuantos procesadores con poca memoria —por
ejemplo 2 GB—, entonces no es posible tener en memoria de manera conjunta
a las matrices generadas por el método.

Una de las grandes ventajas de los métodos de descomposicién de domino
es que los subdominios son en principio independientes entre si y que sélo estdn
acoplados a través de la solucién en la interfase de los subdominios que es des-
conocida.

Como sélo se requiere tener en memoria la informacién de la frontera inte-
rior, es posible bajar a disco duro todas las matrices y datos complementarios
generados en cada subdominio —que consumen el 99% de la memoria del objeto
RectSub—, que no se requieran en ese instante para la operacién del esquema
Maestro-Esclavo.

Recuperando del disco duro solamente los datos del subdominio a usarse en
ese momento —ya que el proceso realizado por el nodo maestro es secuencial—
y manteniéndolos en memoria por el tiempo minimo necesario. Asi, es posi-
ble resolver un problema de una descomposicién fina, usando una cantidad de
procesadores fija y con una cantidad de memoria reducida por procesador.

En un caso extremo, la implementacién para resolver un dominio {2 descom-
puesto en un nimero de nodos grande es posible implementarla usando sélo dos
procesos en un procesador, uno para el proceso maestro y otro para el proceso
esclavo, en donde el proceso esclavo construiria las matrices necesarias por cada
subdominio y las guardaria en disco duro, recuperdndolas conforme el proceso
del nodo maestro lo requiera. Nétese que la descomposicion del domino 2 estaréd
sujeta a que cada subdominio €); sea soportado en memoria conjuntamente con
los procesos Maestro y Esclavo.

De esta forma es posible resolver un problema de gran envergadura usando
recursos computacionales limitados, sacrificando velocidad de procesamiento en
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aras de poder resolver el problema. Estd es una de las grandes ventajas de
los métodos de descomposicién de dominio con respecto a los otros métodos de
discretizacion tipo Diferencias Finitas y Elemento Finito.

El ejemplo anterior da una buena idea de las limitantes que existen en la
resolucién de problemas con dominios que tienen una descomposicién fina y
pone de manifiesto las caracteristicas minimas necesarias del equipo paralelo
para soportar dicha implantacion.

7.6 Otras Opciones de Paralelizacién

En la actualidad, casi todos los equipos de cémputo usados en estaciones de
trabajo y Clusters cuentan con dos o méas Cores, en ellos siempre es posible usar
MPI para intercambiar mensajes entre procesos corriendo en el mismo equipo
de cémputo, pero no es un proceso tan eficiente como se puede querer. En
estas arquitecturas llamadas de memoria compartida es mejor usar OpenMP o
cualquiera de sus variantes para trabajar en paralelo. Por otro lado es ya comtin
contar con las cada vez mds omnipresentes tarjetas NVIDIA, con los cada vez
mas numerosos Cores CUDA —que una sola tarjeta NVIDIA TESLA puede
tener del orden de cientos de ellos— y que en un futuro serdn cada vez méds
NUMETosos.

Para lograr obtener la mayor eficiencia posible de estos tres niveles de parale-
lizacion, se estdn implementando procesos hibridos (véase [61] y [62]), en donde
la intercomunicacién de equipos con memoria compartida se realiza mediante
MPI y la intercomunicacién entre Cores que comparten la misma memoria se
realiza con OpenMP, ademds las operaciones matriciales se le encargan a los
numerosos Cores CUDA de las tarjetas NVIDIA.

Los métodos de descomposicién de dominio sin traslape y en particular el es-
quema DVS con sus ocho algoritmos, pueden hacer uso de esta forma integradora
de paralelismo. Para ello, la interconexién de equipos de memoria compartida
se realizaria mediante MPI y en cada equipo de memoria compartida se mani-
pularian uno o més subdominios mediante OpenMP —ya que cada subdominio
es independiente de los deméds— y la manipulacién de matrices y operaciones
entre matrices y vectores que requiere cada subdominio se realizarian en las
tarjetas NVIDIA mediante los numerosos Cores CUDA sin salir a la RAM de
la computadora.

Para integrar esta forma de paralelismo en los cédigos, es necesario hacer
cambios minimos?’ al mismo, ya que sélo es necesario reimplementar los com-
portamientos locales que requieren otro tipo de paralelismo, ya que la jerarquia
de clases del cédigo desarrollado permite especializar los comportamientos que
implementan las comunicaciones, esto queda de manifiesto al reutilizar toda
la jerarquia de clases de la implementacién secuencial en la implementacion
paralela como se aprecia en la figura (9).

20Ya se tiene una versién operacional del c6digo en los cuales se han realizado algunas prue-
bas de rendimiento, pero los resultados son limitados por la complejidad de la programacién de
las tarjetas NVIDIA y la falta de herramientas y bibliotecas de cédigo abierto que optimicen
y depuren las implementaciones.
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Ademads, el esquema Maestro-Esclavo sélo requiere enviar un vector a cada
subdominio en cada paso de la iteracién del sistema lineal virtual —mediante
el paso de mensajes usando MPI— el cual se coloca en la RAM de la memoria
compartida, después este es copiado®! a la RAM de la tarjeta NVIDIA segtn el
subdominio que se este trabajando —se controla usando OpenMP—, aqui los
multiples Cores CUDA sin salir de su RAM local efectuarian las operaciones
de multiplicaciéon de matriz vector necesarias para regresar un unico vector a la
RAM de la memoria compartida y de ahi se enviaria por MPI al nodo maestro,
concluyendo la iteracién.

Permitiendo asi, tener una creciente eficiencia de paralelizacién que opti-
mizan en gran medida los recursos computacionales, ya que todas las matrices
y vectores se generarian en la RAM de la tarjeta NVIDIA, véase figura (11).

Iaestro
LIPT
h 4
Switch
NFI LIPT
Core Ciore Ciore Cire
OpenhIP Op en WP OpenbIP OpenhP
CUDAs | T ClD As

Figura 11: La intercomunicacién de equipos con memoria compartida se rea-
liza mediante MPI y la intercomunicacién entre Cores que comparten la misma
memoria se realiza con OpenMP, ademads las operaciones matriciales se le en-
cargan a los numerosos Cores CUDA de las tarjetas NVIDIA.

De esta manera es posible adaptar el cédigo para todos y cada uno de los
métodos desarrollados, de forma tal que sea reutilizable y que pueda usarse en
problemas en los que el nimero de grados de libertad sea grande, permitiendo
hacer uso de equipos de cémputo cada vez més asequibles y de menor costo, pero
con una creciente eficiencia computacional que podrédn competir en un futuro
con los grandes equipos de cémputo de alto desempeno.

21En transito de datos entre la RAM de la computadora y la RAM de los CUDAS, no es tan
rapido como se requiere. Esto genera una baja de rendimiento considerable, que en ciertos
problemas como los no lineales y con coeficientes variables es notorio.
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8 Anadlisis y Discusiéon de Resultados

La uniformidad de las férmulas presentadas en la seccién (6.2) para los métodos
de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS), nos han
permitido implementar de forma eficiente dichos algoritmos en multiples equipos
secuenciales y paralelos, aprovechando el hecho que los algoritmos derivados
son capaces de obtener la solucion global por la resolucion de problemas locales
exclusivamente.

El grupo de ocho algoritmos desarrollados —de los cuales cuatro son precondi-
cionados— a los que nos referiremos como los algoritmos DVS (véase [36], [38]),
operan exclusivamente sobre los nodos primales y duales en la frontera interior
y estos se implementan eficientemente mediante el uso de métodos ite-rativos —
CGM para el caso simétrico o GMRES para el caso no simétrico— para resolver
el sistema algebraico virtual asociado.

En esta seccién, se mostrard —mediante los resultados de algunos experi-
mentos numéricos conspicuos en Ciencias de la Tierra e Ingenieria— la eficiencia
del esquema DVS (véase [39]), para ello; primero, se muestra el rendimiento en
problemas simétrico y no simétricos —en dos y tres dimensiones—; segundo,
se muestra el rendimiento en problemas indefinidos; tercero, se muestra el
rendimiento en problemas de Adveccién-Difusion; después, se muestra el anali-
sis de rendimiento en equipos paralelos hasta con 1024 Cores y por ultimo se
muestra lo que se consideran como criterios integrales para evaluar métodos de
descomposicién de dominio sin traslape y en especial al esquema DVS.

Para los experimentos numeéricos reportados en esta seccién, sélo se muestran
los resultados de los cuatro métodos precondicionados del esquema DVS; en
donde el dominio 2 fue discretizado usando una malla estructurada uniforme.
Y en todos los casos, se tomaron como nodos primales a los vértices de los
subdominios de la particién gruesa en dos dimensiones y a las aristas de los
subdominios de la particién gruesa para tres dimensiones. Ademds, la tolerancia
usada para concluir los métodos iterativos de resolucién de sistemas lineal virtual
asociado es en norma infinita.

8.1 Anadlisis de Rendimiento para Problemas Simétricos y
no Simétricos

Para realizar el andlisis de rendimiento, se usa la ecuacion eliptica
—aVPu+b-Vu+cu=f (8.1)

con condiciones de frontera Dirichlet cero, donde a, ¢ > 0 son constantes, mien-
tras que b es un vector constante de dimensién n. El dominio Q@ C R"™ fue
tomado con n = 2,3 donde €2 es el cuadrado o cubo unitario segin corresponda.

Las matrices generadas fueron obtenidas por discretizacién local en ambos
casos —en dos y tres dimensiones— del problema con valores en la frontera
descrito anteriormente, donde a = 1. La eleccién b = (1,1) y b = (1,1,1) con
¢ = 0 generan matrices no simétricas, escogiendo ¢ = 1 y b = 0 se obtienen
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matrices simétricas las cuales son usadas con propdsitos de comparacién. En
todos los ejemplos se usa una tolerancia de le — 6.

Problemas en Dos Dimensiones En la primera tabla se muestra la des-
composicién usada, los grados de libertad asociados al sistema y el nimero de
vértices primales usados:

Ejemplo Particién Subdominios | Grados Libertad | Primales
1 2X2y2x%x2 4 9 1
2 4x4y4x4 16 225 9
3 6x6y6x6 36 1225 25
4 8x8y8&x8 64 3969 49
) 10 x 10 y 10 x 10 100 9801 81
6 12 x 12y 12 x 12 144 20449 121
7 14x14y14x 14 196 38025 169
8 16 x 16 y 16 x 16 256 65025 225
9 18 x 18 y 18 x 18 324 104329 289
10 20 x 20 y 20 x 20 400 159201 361
11 22 x 22y 22 x 22 484 233289 441
12 24 x 24y 24 x24 576 330625 529
13 26 X 26 y 26 x 26 676 455625 625
14 28 x 29 y 28 x 28 784 613089 729
15 30 x 30 y 30 x 30 900 808201 841

En la segunda tabla se muestra el nimero de iteraciones requeridas para
satisfacer la tolerancia solicitada al método CGM para el caso simétrico:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#1 | DUAL#1 | DUAL#2
1 2 1 2 1
2 7 7 6 5
3 9 9 7 6
4 10 10 9 7
5 11 11 10 8
6 12 11 13 9
7 12 12 13 12
8 13 12 14 12
9 13 13 15 13
10 13 13 15 14
11 13 14 15 16
12 14 14 15 15
13 14 14 15 15
14 14 14 15 15
15 15 14 15 15
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En la tercer tabla se muestra el mimero de iteraciones requeridas para sa-
tisfacer la tolerancia solicitada al método GMRES para el caso no simétrico:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 2 1 2 1
2 8 6 6 6
3 10 8 8 8
4 12 10 9 9
5 13 12 9 10
6 14 12 10 10
7 15 13 11 11
8 15 14 11 11
9 16 14 11 12
10 16 15 12 12
11 17 16 12 12
12 17 16 12 13
13 17 16 13 13
14 18 17 13 13
15 18 17 13 13

Cuando la eficiencia de los algoritmos para matrices simétricas y no simétri-
cas son comparadas, se observa que el nimero de iteraciones son del mismo orden
y comparables con los resultados para este mismo tipo de problemas (véase [34]).

Problemas en Tres Dimensiones FEn la primera tabla se muestra la des-
composicién usada, los grados de libertad asociados al sistema y el nimero de
vértices primales usados:

Ejemplo Particién Subdominios Grados Libertad Primales
1 2X2Xx2y2x2x2 8 27 7
2 I3x3xJy3xIx3 27 512 80
3 dx4dxdydx4dx4 64 3375 351
4 OXHXDHyHXdHXD 125 13824 1024
5 6X6Xx6y6x6x6 216 42875 2375
6 TXTXTyTxT7x7 343 110592 4752
7 X 8Xx8y8x 8% 512 250047 8575
8 IxI9Ix9yI9Ix9Ix9 729 512000 14336
9 10 x 10 x 10y 10 x 10 x 10 1000 970299 22599

En la segunda tabla se muestra el nimero de iteraciones requeridas para
satisfacer la tolerancia solicitada al método CGM para el caso simétrico:
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Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#1 | DUAL#1 | DUAL#2
1 2 2 2 2
2 4 4 3 3
3 5 5 4 3
4 6 5 4 3
5 6 6 4 4
6 7 6 4 4
7 8 7 5 6
8 8 8 7 7
9 8 8 8 8

En la tercer tabla se muestra el nimero de iteraciones requeridas para sa-
tisfacer la tolerancia solicitada al método GMRES para el caso no simétrico:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 3 2 2 2
2 6 4 4 4
3 7 6 5 5
4 8 7 5 5
5 10 7 6 6
6 11 8 6 6
7 11 9 7 7
8 12 10 8 8
9 13 11 9 9

Cuando la eficiencia de los algoritmos para matrices simétricas y no simétri-
cas son comparadas, se observa que el niimero de iteraciones son del mismo orden
y comparables con los resultados para este mismo tipo de problemas (véase [34]).

De estos resultados, se puede concluir que los métodos de descomposicién
de dominio en el espacio de vectores derivados desarrollados tanto para tratar
problemas simétricos y no simétricos en experimentos numéricos en dos y tres di-
mensiones presentan una eficiencia del mismo orden (véase [34] y [19]). Ademds,
el desarrollo de los cédigos se simplifica, al poder tratar con problemas simétricos
y no simétricos en un mismo cédigo.

8.2 Anadlisis de Rendimiento para Problemas Indefinidos

Para los problemas indefinidos, como es en el caso de la ecuacién de Helmholtz,
interesa encontrar una malla —lo mds gruesa posible— en la cual el problema
sea soluble sin obtener un error considerable para valores grandes de k, que
normalmente generan inestabilidad numérica en los métodos de discretizacion,
las cuales siempre se eliminan al refinar adecuadamente la malla, la ecuacién
utilizada es:

—Au—K*u=f (8.2)
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en este caso, la discretizacién se realizo mediante el método de Diferencias Fini-
tas centradas, los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con
una tolerancia de 1079, con fines de ejemplificacién, aqui mostramos los resul-
tados para k = 10.

Para el primer ejemplo, la ecuacién utilizada es en 2D; (z,y) € [—1,1] x
[—1,1], donde u(z,y) = 0 sobre 99, los resultados obtenidos para las distintas
descomposiciones de dominio, se muestran en la siguiente tabla:

Particion Grados de Libertad | Primales | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2

6X6y 6X6 1225 25 8 8 8 7
10 X10 y 10 X10 9801 81 16 13 16 13
14X14 y 14 X14 38025 169 18 15 18 15
18 X18 y 18 X18 104329 289 21 16 20 16
22 X22 y 22 X22 233289 441 20 17 21 16
26 X 26 y 26 X26 455625 625 21 17 20 17
30 X30 y 30 X30 808201 841 26 18 21 17

Para el segundo ejemplo, la ecuacién utilizada es en 3D; (z,y, 2) € [—1,1] X
[-1,1] x [-1,1], donde u(x,y, z) = 0 sobre 9f, los resultados obtenidos para las
distintas descomposiciones de dominio, se muestran en la siguiente tabla:

Particion Grados de Libertad | Primales | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#?2
2 X2 X2y 2 X2 X2 27 7 1 1 1 1
3X3X3y 3X3X3 512 80 4 4 4 3
1 X1 Xay aXaXu 3375 351 5 4 4 3
5 X5 X5y 5 X5 X5 13824 1024 6 6 5 5
6 X6X6y 6X6Xo 42875 2375 7 7 6 5
7 X7 X7y 1 X7X7 110592 4752 7 7 6 5
8 XsXs y 8 XsXs 250047 8575 8 8 6 5
9Xo X9y oXo9Xo 512000 14336 8 8 6 6
10 X10X10 y 10 X10 X10 970299 22599 9 6 6 6

De los resultados mostrados en esta seccién, se puede concluir que el esquema
de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados para problemas
indefinidos presenta buenos resultados para distintos valores de k sin mostrar
significativas inestabilidades numéricas en mallas burdas.

Adem3s, haciendo los ajustes pertinentes al esquema de discretizaciéon de
diferencias finitas —sin hacer cambio alguno al esquema DVS—, es posible
resolver la ecuacién de Helmholtz tal que no se introduzca error de truncamiento,
consecuentemente se puede calcular la solucién numeérica exacta para la ecuacion
de Helmholtz para cualquier nimero de onda sin usar una malla fina (véase [60]).
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8.3 Anadlisis de Rendimiento para Problemas de Adveccién-
Difusién

En el caso de los problemas de Adveccién-Difusién interesa encontrar una malla

—Ilo mas gruesa posible— en la cual el problema sea soluble sin obtener un error

considerable al usar valores de viscosidad pequenos que normalmente generan

inestabilidad numeérica en los métodos de discretizacién, las cuales siempre se

eliminan al refinar adecuadamente la malla.
Para el primer ejemplo, la ecuacion utilizada es:

—vAu+b-Vu=0 (8.3)

n (z,y) € [0,1] x [0,1], donde

_ 0 (my el

y b= (1,3), como se muestra en la figura:

O Q

(1,3)
u=1 u=0

Figura 12: Dominio del problema

Figura 13: Solucién del problema para v = 0.01
En este caso, la discretizacién se realizo mediante el método de Diferencias

Finitas centradas y en la estabilizacién se usa el método de Difusién Artificial
(véase [44]). Los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con

87



una tolerancia de 1079, en una malla global de 512 x 512 (261,121 grados de
libertad), para distintos valores de la viscosidad v (véase [29]). Los resultados
obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio usando el método
BDDC?? versus los algoritmos DVS, se muestran en la siguiente tabla:

Partici(’)n 14 BDDC PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#?2
8X8 y 64x64 0.01 12 12 11 11 11
8X8y 64x64 0.001 9 8 8 8 7
8X8 y 64x64 0.0001 9 7 7 7 7
8X8y 64x64 0.00001 9 7 7 7 7

16X16 y 32x32 0.01 20 19 17 17 18
16X16 y 32x32 0.001 17 14 13 14 13
16x16 y 32x32 | 0.0001 15 13 13 13 13
16x16 y 32x32 [ 0.00001 16 13 13 13 13
32x32y 16X16 0.01 33 33 29 29 31
32X32y 16X16 0.001 30 26 25 25 25
32x32y 16x16 | 0.0001 28 25 25 25 25
32x32 y 16x16 | 0.00001 29 25 25 25 26
64x64 y 8X8 0.01 52 53 53 52 59
64x64 y 8x8 0.001 53 46 46 46 47
64x64 y 8x8 0.0001 53 45 45 47 47
64x64 y 8%x8 0.00001 54 45 45 47 48

Ademas se muestra el residual relativo de decaimiento para la malla gruesa
16 x 16 y varias mallas finas en las cuales se ve que la mejor convergencia se
obtiene cuando la malla fina se incrementa y la convergencia es lenta cuando el
subdominio tiene una pequena cantidad de grados de libertad.

00001 -

1006 |

1608

leto |

Figura 14: Residual relativo para la malla local de 16 x 16,en este caso b = (1, 3)
y v = 0.00001 que corresponde a un valor de Pe = 3.16e + 5.

22Ejemplo realizado conjuntamente con Alberto Rosas Medina (véase [44]).

88



Para el segundo ejemplo, la ecuacién a trabajar es
—vAu+b-Vu+cu=0 (8.5)
en (z,y) € [-1,1] x [0 — 1, 1], donde

y=—1, 0<z<1

w(z,y) = 1 y=1, 0<a<1
T = 17 _1 S Yy S 1
uw(z,y) = 0, en cualquier otro caso (8.6)

el coeficiente advectivo esta dado por b = (y, —x), el valor de ¢ = 10~%.

En este caso, la discretizacién se realizo mediante el método de Diferencias
Finitas centradas y en la estabilizacién se usa el método de Difusién Artificial
(véase [44]). Los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con
una tolerancia de 107%, en una malla global de 32 x 32 (961 grados de libertad),
para distintos valores de la viscosidad v (véase [50]), cuya solucién es mostrada
en la gréfica:

Figura 15: Solucién del problema para v = 0.01

Los resultados obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio u-
sando el método FETI?? versus los algoritmos DVS, se muestran en la siguiente
tabla:

23Ejemplo realizado conjuntamente con Alberto Rosas Medina (véase [44]).
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Particion 14 FETI-DP PRIMAL#1 DUAL#1 PRIMAL#2 DUAL#2
Ix4dy8x3 1 11 9 8 8 8
Ix4dy8x83 0.01 12 11 8 10 9
4x4y8x8 0.001 23 20 16 20 16
4x4y8x8 0.0001 45 24 19 24 18
4x4y8x8 0.00001 69 24 19 24 18
8x8y4x4 1 10 9 8 8 8
8x8y4dx4 0.01 11 16 9 10 13
8x8y4x4 0.001 27 24 21 24 22
8x8y4dx4 0.0001 68 32 25 30 26
8x8y4x4 0.00001 111 33 24 29 27

16 x 16y 2 x 2 1 9 8 6 6 6
16 x 16y 2 x 2 0.01 16 26 8 9 21
16 x 16y 2 x 2 0.001 63 47 23 28 41
16 X 16y 2 x 2 0.0001 176 48 29 34 42
16 x 16 y 2 x 2 | 0.00001 200 48 30 34 42
Para el tercer ejemplo, la ecuacion a trabajar es
—vAu+b-Vu+cu=0 (8.7)
en (z,y) € [—1,1] x [-1,1], donde
r=-1, -1l<y<1
uz,y) = 1{ y=1, —1§xy§1
u(z,y) = 0, y=-1,-1<z<1
1+y
u(z,y) = — r=1,-1<y<1 (8.8)

el coeficiente advectivo esta dado por b = (izy, 0) , el valor de ¢ = 1074

En este caso, la discretizaciéon se realizo mediante el método de Diferencias
Finitas centradas y en la estabilizacién se usa el método de Difusién Artificial
(véase [44]), Los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con
una to-lerancia de 1076 en la norma infinita en una malla global de 32 x 32 (961
grados de libertad), para distintos valores de la viscosidad v (véase [50]) , cuya
solucién es mostrada en la gréfica:
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Figura 16: Solucién del problema para v = 0.01

Los resultados obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio u-
sando el método FETI-DP?* versus los algoritmos DVS, se muestran en la sigui-
ente tabla:

Particién 14 FETI-DP PRIMAL#1 DUAL#1 PRIMAL#?2 DUAL#2
4x4y8x8 1 13 10 10 8 8
4x4y8x8 0.01 13 11 10 8 7
4x4y8x8 0.001 9 8 9 6 6
4x4y8x8 0.0001 10 10 10 4 4
4x4y8x8 0.00001 11 9 10 3 4
4x4y8x8 0.000001 11 9 9 2 3
8x8y4d x4 1 44 9 9 8 8
8x8y4dx4 0.01 34 15 14 10 10
8x8y4d x4 0.001 16 15 15 10 10
8x8y4d x4 0.0001 16 27 28 9 9
8x8y4dx4 0.00001 16 32 32 8 8
8x8y4d x4 0.000001 16 25 25 6 5

16 x 16y 2x2 1 159 8 8 6 5
16 x16y2x2 0.01 98 22 21 9 8
16 x16y2x2 0.001 38 37 37 18 18
16 x16y2x2 0.0001 33 48 48 23 22
16 x 16 y 2 x 2 | 0.00001 46 42 41 20 20
16 x 16 y 2 x 2 | 0.000001 51 37 36 15 15

De los resultados mostrados en esta seccién, se puede concluir que el esquema
de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados para problemas
de Adveccién-Difusién presenta una eficiencia del mismo orden y en algunos
casos mejoran la mostrada por los métodos FETI y BDD (véase [29] y [50]).

24 Ejemplo realizado conjuntamente con Alberto Rosas Medina (véase [44]).
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8.4 Anadlisis de Rendimiento para Sistemas de Ecuaciones

En esta seccién se muestra como usar el esquema DVS para resolver problemas
con condiciones de frontera Dirichlet donde los desplazamientos son cero sobre
la frontera del cuerpo eldstico que ocupa el dominio 2 del espacio fisico, donde
sobre cada subdominio 2; que forma la particién gruesa del dominio {2 es re-
suelto el problema local usando el Método de Elemento Finito (FEM), usando
funciones lineales como base.

En el caso de sistemas de ecuaciones, se resolvié®® un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales en tres dimensiones que corresponde a la ecuacién de
elasticidad lineal

A+ VV-u+pAu=f,, enQ (8.9)

la cual es sujeta a las condiciones de frontera Dirichlet
u=0, en 9N (8.10)

el dominio {2 para los experimentos numéricos es un cubo unitario homogéneo
isotrépico lineal eldstico. En todos nuestros experimentos los nodos primales
fueron localizados en las aristas de los subdominios de la particién gruesa, lo
cual es suficiente para que la matriz ét no sea singular.

Considerando A y p iguales a uno, La solucién analitica de este problema se
escribe como

u = (sinmrsinmysinrz, sin e sin my sinwz) . (8.11)

En este caso el operador es simétrico y positivo definido, por ello se usa
el método iterativo de Gradiente Conjugado para resolver el sistema lineal de
ecuaciones que se genera en el esquema DVS, con una tolerancia de 10~7 (véase
[45]). Los resultados obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio
usando el cluster Olintlali se muestran en la siguiente tabla:

Particién Subdominios DOF PRIMAL#1 DUAL#1 PRIMAL#2 DUAL#2
5XHXH y HXHXD 125 41472 8 7 9 9
6X6X6 y 6X6X6 216 128625 8 8 10 10
TXTXTy TXTXT 343 331776 8 8 11 11
8X8X8 y 8X8X8 512 750141 8 8 12 12

Notese que, el cédigo desarrollado y usado para problemas escalares que
originalmente se desarrollo para resolver una sola ecuacién usando en la dis-
cretizacion al método de Diferencias Finitas, fue extendido para resolver pro-
blemas con el método de Elemento Finito para resolver sistemas de ecuaciones.

25Ejemplo realizado conjuntamente con Ivin Contreras Trejo (véase [45]).
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8.5 Anadlisis de Rendimiento en Equipos Paralelos

Para conocer el andlisis de rendimiento en equipos paralelos de los métodos de-
sarrollados de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados, se
realizaron varias pruebas con la finalidad de conocer la eficiencia y escalabilidad
de los cédigos y por ende de los métodos en distintos equipos paralelos a los que
se tuvo acceso, estos incluyen equipos con 8, 22, 104 y 1024 Cores.

Primeramente, es menester fundamental el encontrar la mejor descomposi-
cién de dominio para el problema a trabajar al usar la implementacién secuencial
y paralela acorde al equipo del que se disponga en aras de obtener la més alta
eficiencia posible, después cuando el caso lo permite, se muestran las distintas
métricas utilizables y sus limitaciones al aplicarlas en problemas de descomposi-
ciones finas; por ultimo se muestra la escalabilidad del esquema DVS usando
hasta 1024 Cores.

8.5.1 Seleccién Optima de una Descomposicién del Dominio

Para comenzar con la seleccién 6ptima de la descomposicién del dominio €2, se
toma el problema dado por la Ec.(7.1) como caso particular de la Ec.(8.1) en
dos dimensiones con una descomposicion fina de 1024 x 1024 nodos —1, 048,576
grados de libertad— del dominio €2, donde por ejemplo se toma sin pérdida de
generalidad el algoritmo PRIMAL#1, calculado los tiempos de ejecucién en los
cuales se usa de uno a ocho Cores de la PC Antipolis y probando las diferentes
descomposiciones?® del dominio —que van desde 2x2 y 512x512 hasta 512x 512
y 2 X 2— se muestran en la siguiente tabla:

1 Core 2 Cores 3 Cores 4 Cores 5 Cores 6 Cores 7 Cores 8 Cores

Particién Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo

2x2 y s12x512 [ 16465 | 10659 7207 7105 4641
4x4 y 256x256 2251 5063 2252 2103 1643 1233 1068 947
8x8 y 128x128 855 885 482 395 314 311 283 272
16x16 y 64x64 321 348 190 149 121 125 118 117
32x32 y 32x32 26 39 26 24 23 21 21 21
64x64 y 16x16 205 595 485 477 481 461 469 469
128x128 y 8x8 1026 5453 5352 5431 5633 5843 5843 5903
256x256 y 4x4 8544 | 26167 | 25892 | 25902 | 25939 | 25950 | 25969 | 26003
s12x512 v 2x2 | 34845 | 64230 | 63293 | 63308 | 63389 | 63475 | 63502 | 63693

Por ejemplo, suponiendo que se quiere resolver una descomposicién de 2x 2y
512 x 512 y usar la menor cantidad de Cores posible, entonces se tienen algunas

26 Para las corridas secuenciales usando métodos de descomposicién de dominio, el mejor
tiempo de ejecucién se obtuvo en una descomposicién de 32 x 32 y 32 X 32 en 26 segundos —el
tiempo de ejecucién para el programa secuencial de elemento finito que resuelve el sistema
lineal algebraico asociado mediante factorizacién Cholesky fue de 111 segundos—. Para las
corridas en paralelo se obtuvo el mejor tiempo de ejecucién en una descomposicién de 32 x 32
y 32 X 32 con un tiempo de 21 segundos usando 6 Cores —uno para el maestro y 5 para los
esclavos—.
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opciones para mantener un buen balanceo de cargas —en este caso se tienen 4
subdominios— usando 3 6 5 Cores:

Tiempo Factor de Aceleracién
12000 4.000
nooo
3.000
000 J
@ coo0 = zoo
1000
2000 4
i} . . . a.0a0 T T
Procesadores Procesadores
Eficiencia Fracccion Serial
1.000 0.400
0.600 0300
080D
35 0.400 b.2oo
0.000 0000 i : i
Procesadores Procesadores

Figura 17: Métricas para la descomposicién 2 x 2 y 512 x 512

Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 2 Cores para los nodos
esclavos —dos subdominios por Core—, entonces el factor de aceleracién?®’
es

S(3) = T(1)/T(3) = 16465/7207 = 2.28,

la eficiencia es
E3)=T(1)/(3+xT(3)) =16465/(3 « 7207) = 0.761,

y la fraccién serial es

!
—~
w
N
I
A
w
&
Wl

-1 = 0.158.
3

2TE] factor de aceleracion S es tal que 1 < S(n) < n, la eficiencia E es tal que 1/n < E(n) <
1y la fraccién serial F' es tal que 0 < F(n) < 1.

Se considera que en el caso ideal, el factor de aceleracién deberia aumentar linealmente
al aumentar el nimero de procesadores S(p) ~ p; por su parte la eficiencia deberfa de ser
cercana a la unidad cuando el hardware se estd usando de forma eficiente y en caso contrario
se desaprovecha este; por tltimo la fraccién serial deberia tender a cero y cualquier aumento
indica una sobrecarga en los procesos de comunicacién.
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e Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 4 Cores para los nodos
esclavos —un subdominio por Core—, entonces el factor de aceleracion es

S(5) = T(1)/T(5) = 16465/4641 = 3.548,
la eficiencia es
E(B)=T(1)/(5xT(5)) = 16465/(5 x 4641) = 0.709
y la fraccién serial es
F(5) = % = 0.102.
5

En otro ejemplo, suponiendo que se quiere resolver una descomposicion de
32 x 32y 32 x 32 y usar la menor cantidad de Cores posible, entonces se tienen
algunas opciones para mantener un buen balanceo de cargas —en este caso se
tienen 1024 subdominios— usando 3 6 5 Cores:

Tiempo Factor de Aceleracion
1400
50 1200
. 1000 4
j@)] o 0800
8 = e
H H H 0.400
0 T T T T T T T 0.200
o.oon
Procesadores Procesadores

Eficiencia Fracccion Serial

0.400 2500

2.000

0.300

1500

g.z00

%

1000

o100
0.500

o.000 0.000

Procesadores Procesadores

Figura 18: Métricas para la descomposicién 32 x 32 y 32 x 32

e Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 2 Cores para los nodos
esclavos —512 subdominios por Core—, entonces el factor de aceleracién

" S(3) = T(1)/T(3) = 26/26 = 1,
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la eficiencia es
EB)=T(1)/(3xT(3)) =26/(3%26) =0.333

y la fraccién serial es

1
5(3)
1 —

W=

F(3) = =1.

wl—=

e Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 4 Cores para los nodos
esclavos —256 subdominios por Core—, entonces el factor de aceleracién
es

S(5) =T(1)/T(5) =26/23 = 1.130,

la eficiencia es
EB)=T(1)/(5xT(5)) =26/(5*23) =0.377,

y la fraccién serial es

F(5) =285 _0.856.

Noétese que la descomposicién usada en el primer ejemplo dista mucho de
ser la 6ptima®®, ya que la descomposicién de 32 x 32 y 32 x 32 usada en el
segundo ejemplo genera el mejor tiempo de ejecucién tanto en secuencial como en
paralelo, pero las métricas no reflejan esta mejora, aunque el tiempo de ejecucion
es minimo. Por ello es necesario siempre hacer corridas de prueba buscando
la descomposicién que presente el menor tiempo de ejecucién posible para el
equipo paralelo con el que se cuente. Estas pruebas dependen fuertemente de
la capacidad computacional de cada Core y de la red usada para interconectar
los Cores que forman parte del equipo paralelo.

Observacién 7 Ndtese que esta forma de medir la eficiencia, el factor de ace-
leracion y la fraccion serial tiene un detalle fino, ya que el tiempo de ejecucion
tomado en un procesador —para este caso es de 16465 sequndos en la descom-
posicion 2 X 2 y 512 x 512— dista mucho de ser el mejor tiempo posible para el
problema global de 1024 nodos —26 seqgundos—. Fsto puede ser una limitante
para obtener valores adecuados en las métricas; y medir la eficiencia al usar
equipo paralelo cuando se trabaja con la resolucion de dominios en los cuales se
realiza una descomposicion fina; particularmente cuando las descomposiciones
son adecuadas para cientos de Cores, pues las pruebas en un Core o en pocos
Cores mo son posibles de realizar por el consumo excesivo de recursos computa-
cionales y por que no son conmensurables con las corridas secuenciales.

28En la descomposicién de 2 x 2 y 512 x 512 el tiempo de ejecucién secuencial es 16,465
seg., en paralelo usando 3 Cores es de 7,207 seg. y en 5 Cores es de 4,641 seg. Mientras que
para la descomposicién de 32 x 32 y 32 x 32, el tiempo de ejecucién secuencial es de 26 seg.,
en paralelo usando 3 Cores es de 26 seg. y en 5 Cores es de 23 seg.
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Ademads, de los datos de las corridas mostradas en la tabla, es notorio el
efecto del mal balanceo de carga, nétese que:

e Para la malla de 32x 32y 32 32 el mejor tiempo de ejecucién se obtiene en
6 Cores —21 segundos— y al aumentar el nimero de Cores en la corrida,
no hay disminucién del tiempo de céalculo.

e Para la malla de 512 x 512 y 2 x 2 el aumento en el nimero de procesadores
sélo incide en un aumento en el tiempo de ejecucion.

e En particular, para la malla de 2 x 2 y 512 x 512 al usar 3 Cores —sd6lo
dos son usados realmente para el cédlculo ya que el tercer Core se usa para
la asignacién de tareas y el control de los nodos esclavos— el factor de
aceleracion 2.28 es el esperado para el esquema Maestro-Esclavo.

8.5.2 Analisis de Rendimiento Usando Métricas

En esta seccién se muestra mediante particiones relativamente pequenas del
dominio, el uso de las métricas —aceleracion, eficiencias y fraccién serial—
en las cuales es posible obtener una alta eficiencia computacional cuando se
proporciona una descomposicién del dominio adecuada para el equipo paralelo
con el que se cuente.

Haciendo uso del Cluster Pohualli de 104 Cores, a continuacién se presentan
varias tablas en las cuales se muestran las métricas para diferentes descomposi-
ciones del dominio 2.

1) Para una descomposicién de 4 x 4 y 150 x 150 —360,000 grados de
libertad— se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 267
3 146 1.82 0.60 0.32
5 85 3.14 0.62 0.14
9 56 4.76 0.52 0.11
17 33 8.09 0.47 0.06

2) Para una descomposicién de 4 x 4 y 200 x 200 —640,000 grados de
libertad— se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 1082
3 391 2.76 0.92 0.04
5 216 5.0 1.00 0.00
9 146 7.41 0.82 0.02
17 82 13.19 0.77 0.01

3) Para una descomposicién de 4 x 4 y 250 x 250 —1, 000,000 grados de
libertad— se obtiene
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Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 2628
3 946 2.77 0.92 0.039
5 539 4.87 0.97 0.006
9 329 7.98 0.88 0.015
17 184 14.20 0.83 0.012

4) Para una descomposicién de 4 x 4 y 300 x 300 —1, 440,000 grados de
libertad— se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 5295
3 2538 2.08 0.69 0.218
5 1391 3.80 0.76 0.078
9 804 6.58 0.73 0.045
17 441 12.00 0.70 0.025

De estas tablas se desprende que seleccionando la descomposicién adecuada
se pueden tener excelentes resultados en la eficiencia como es el caso de la des-
composicion 4 x 4 y 200 x 200. Ademads se muestra una gama de otras eficiencias
segin el numero de procesadores usado y la descomposion seleccionada. Noétese
que en todos los casos la fraccién serial disminuye sustancialmente con el au-
mento del nimero de procesadores.

Otros ejemplos interesantes en los cuales se muestra el efecto de mandar
descomposiciones no adecuadas y que se reflejan en una baja eficiencia com-
putacional sin importar el aumento del niimero de procesadores, pero en todos
los casos el tiempo de ejecucién siempre disminuye:

i) Para una descomposicién de 8 x 8 y 250 x 250 —4, 000,000 grados de
libertad— en el Cluster Kanbalam se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.

1 11366

3 5541 2.05 0.68 0.23
5 3011 3.77 0.75 0.08
9 1855 6.12 0.68 0.05
17 1031 11.02 0.64 0.03
33 595 19.10 0.57 0.02
65 375 30.30 0.46 0.01

ii) Para una descomposicién de 10 x 9 y 250 x 250 —5, 625,000 grados de
libertad— en el Cluster Pohualli se obtiene

Cores | Tiempo | Aceleracién | Eficiencia | Frac. Ser.
1 19387
6 4777 4.05 0.67 0.09
11 2702 7.17 0.65 0.05
46 801 24.20 0.52 0.02
91 509 38.08 0.41 0.01
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De todos estos ejemplos se desprende que buscando la adecuada descomposi-
cién es posible encontrar eficiencias altas para el esquema DVS, pero siempre se
tiene que tener en cuenta el buscar el menor tiempo de ejecucién —véase seccién
anterior— antes que una alta eficiencia con un mayor tiempo de ejecucion.

Por otro lado, pese a que Kanbalam es mds eficiente?® que los otros Clus-
ters a los que se tuvo acceso —en particular Pohualli—, es posible encontrar
una descomposicién del dominio que mejore el tiempo de ejecucién, atin en
equipos con recursos inferiores, para ello es necesario aprovechar las caracterfs-
ticas propias del Hardware del Cluster haciendo una adecuada seleccién de la
descomposicién del dominio. Para mostrar esto, se toma una descomposicién
de 32 x 32 y 150 x 150 —23,040,000 grados de libertad— en ambos Clusters
con los siguientes resultados:

Cores | Pohualli | Kanbalam
16 9158 seg ND
32 5178 seg | 5937 seg
64 3647 seg | 4326 seg
100 | 2661 seg
128 2818 seg

Como se muestra en la tabla, en todos los casos el Cluster Pohualli usando
como méaximo 100 Cores obtiene un tiempo de calculo inferior al que requiere
Kanbalam usando a lo més los 128 Cores.

Haciendo uso de las métricas de aceleracién y eficiencia relativa®® se tiene
que para el Cluster Kanbalam S$2, = 5937/2818 = 2.10 donde lo esperado
serfa S32s = 32/128 = 4.00, para el caso de la eficiencia E$%, = (32/128)
(5937/2818) = 0.52.

En el caso del Cluster Pohualli se tiene que S1$§, = 9158/2661 = 3.44 donde
lo esperado serfa S1§, = 16/100 = 6.35, para el caso de la eficiencia Ef§, =
(16/100) % (9158/2661) = 0.55.

Haciendo uso del mismo nimero de Cores base para Pohualli que para Kan-
balam, se tiene que S33, = 5178/2661 = 1.94 donde lo esperado serfa Si§, =
32/100 = 3.12, para el caso de la eficiencia E1§, = (32/100)*(5178/2661) = 0.62;

De todo lo anterior, se desprende que el Cluster Pohualli obtiene valores
de una aceleracion y eficiencias relativas ligeramente mejores que el Cluster
Kanbalam, pero esto no se refleja en la disminucién de casi 6% del tiempo de
ejecucion y del uso de 28 Cores menos.

29El Cluster Kanbalam esta formado de procesadores AMD Opteron a 2.6 GHtz de 64 bits,
cada 4 Cores con 8 GB de RAM interconectados con un switch de 10 Gbps de baja latencia.

El Cluster Pohualli esta formado de procesadores Intel Xeon a 2.33 GHtz de 64 bits, cada
8 Cores cuentan con 32 GB de RAM interconectados con un switch de 1 Gbps.

.. . / T, s ’
30 Aceleracién relativa es Sp = - para p > p/, en la cual se espera que Sh o~ ﬁ y
p
. . . ’ ’ ’ Ty
eficiencia relativa es Eb = %Sg = %—T&.
P
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Ademids, el costo computacional®! C, = P T, que para el caso del cluster
Kanbalam es Ci2s = 360,704 y en Pohualli es C1g9 = 266,100 que representa
una disminucién de 27%; ademéds de un factor muy importante, el Cluster Po-
hualli tuvo un costo monetario mucho menor con respecto del Cluster Kanbalam.

8.5.3 Escalabilidad del Esquema DVS

Por 1tltimo, se realizaron pruebas?? con el Cluster Kanbalam, mediante una
peticion especial para tener acceso a los 1024 Cores del Cluster, a la cual el
Comité Técnico del mismo dio acceso después de concluir un reparacién mayor
del equipo que obligo a apagar el Cluster, este acceso sélo se dio por unas horas
y de forma exclusiva, lo cual agradezco enormemente, ya que el Cluster tiene
una gran demanda dentro y fuera de la UNAM.

Las pruebas realizadas se hicieron usando desde 32 hasta 1024 Cores, para
las descomposiciones de 31 x 33 y 150 x 150 —23,017, 500 grados de libertad—,
31 x 33 y 200 x 200 —40, 920, 000 grados de libertad— y 31 x 33 y 250 x 250 —
63,937,500 grados de libertad— se obtienen los siguientes tiempos de ejecucién.

Cores

Subdominio 32 64 128 256 512 1024
31 x 33y 150 x 150 | 7315 s 4016 s 2619 s 1941 s | 1541 s | 1298 s
31 x 33y 200 x 200 ND 16037 s. 4916 s 3166 s | 2688 s | 2295 s
31 x 33y 250 x 250 ND ND 26587 s | 8716 s | 6388 s ND

En donde si usamos las métricas de aceleracion y eficiencia relativas obte-
nemos los siguientes resultados

.. . Aceleracion .
Subdominio Aceleracién Eficiencia
esperada

31 x 33y 150 x 150 | S32,, =56 | S52,, =32 | E32,, = 0.2
31 x 33y 200 x 200 | S04, =59 | 952, =8 | Bk, =07
31 x 33y 250 x 250 | 5128, =4.1 | S92, =4 | E125, =10

De esta tltima tabla —FEj35, = 1.0 para la descomposicién 31 x 33y 250 x
250—, se desprende que los algoritmos desarrollados son altamente escalables
en equipos paralelos, ya que es posible obtener una alta eficiencia al encontrar
descomposiciones adecuadas al Hardware. Y que pueden usarse para resolver
problemas que involucren una gran cantidad de grados de libertad.

31E1 costo o trabajo de resolver un problema en paralelo es el producto del tiempo de calculo
en paralelo T} por el nimero de procesadores usado P y se representa por Cp = P * Tp.

32No todas las pruebas que se plantearon fueron posibles de realizar, en algunos casos la
limitante fue las caracteristicas fisicas de los equipos computacionales, en otros es el acceso
limitado y de corta duracién —para el uso de 256, 512 y 1024 Cores en el Cluster Kanbalam
s6lo se dispuso de unas cuantas horas de cémputo y en las cuales, varios Cores del Clus-
ter presentaron fallas de hardware por lo que algunas corridas no se concluyeron de forma
satisfactoria—.
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8.6 Criterios Integrales para Evaluar el Esquema DVS

En el desarrollo e implementacién numérica de los distintos métodos de des-
composicién de dominio, es necesario medir de alguna forma la eficiencia de los
diversos métodos entre si, algunos criterios cominmente usados son:

1. Dado un dominio 2 y una descomposicién fija, usar el nimero de itera-
ciones como criterio de eficiencia.

2. Dado un dominio € y haciendo refinamientos de la particién, usar el
numero de iteraciones como criterio de eficiencia.

3. Dado un dominio €2 y una descomposicién del mismo, buscar aquella par-
ticién en la que el tiempo de ejecucién sea minimo al variar las particiones
posibles.

En principio, estas formas de medir la eficiencia de los diversos métodos no
deberian de ser excluyentes entre si, por el contrario, juntas dan un criterio
robusto de la eficiencia de un método de descomposicién de dominio para un
problema en particular implementado en un equipo de cémputo en las cuales
ciertas descomposiciones son posibles —ya sea por limitaciones fenomenolégicas
o por cuestiones computacionales—.

Para mostrar las implicaciones de las distintas formas de medir la eficiencia,
se hace un anélisis de las diversas opciones para cada uno de los casos.

1.- Dado un dominio  y una descomposiciéon fija, usar el nimero
de iteraciones como criterio de eficiencia En este caso, se usa la Ec.(8.1)
como simétrica, tomando una descomposicién del dominio €2 en tres dimensiones
en la cual se toma una malla gruesalO x 10 x 10 que genera 10, 000 subdominios
y en la que cada subdominio es descompuesto en 10 x 10 x 10 elementos, los
grados de libertad asociados al sistema son 970, 299, donde el nimero de vértices
primales usados es de 22, 599. Obteniendo los siguientes resultados:

PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
Iteraciones: 8 8 8 8

Aqui, lo tnico que se observa, es que todos los métodos obtienen la misma
eficiencia global en cuanto al nimero de iteraciones, pero nada dice de los tiem-
pos involucrados en la ejecucién. Si ahora se toma en cuenta los tiempos de
ejecucién en un procesador se obtiene:

PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
Tiempo: 1,380s 1,387s 1,490s 1,520s

Y si se usan varios procesadores de un Cluster —en este ejemplo se usé el
Cluster Pohualli— se obtiene:
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Cores | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
3 966s 965s 930s 953s
11 184s 186s 175s 181s
101 28s 29s 27s 27s

Esta forma integral de medir la eficiencia, da una idea mds realista de la
eficiencia de los métodos, pero nuevamente hay que tomar en cuenta que los
tiempos de ejecucién dependen directamente de la arquitectura de cémputo en
la que se realicen las pruebas, en especial del balanceo de la carga de trabajo,
de la infraestructura de red que interconecten los nodos del Cluster y si estos
son Cores virtuales o reales.

2.- Dado un dominio 2 y haciendo refinamientos de la particién, usar
el mimero de iteraciones como criterio de eficiencia En este caso, se
usa la Ec.(8.1) como simétrica, se toma una descomposicién del dominio 2 en
dos dimensiones, en la primer tabla se muestra la descomposicién usada, el
nimero de subdominios, los grados de libertad asociados al sistema y el nimero
de vértices primales usados:

Ejemplo Particién Subdominios | Grados Libertad | Primales
1 22 x 22y 22 x 22 484 233,289 441
2 24 x 24y 24 x 24 576 330,625 529
3 26 x 26 y 26 x 26 676 455,625 625
4 28 x 29 y 28 x 28 784 613,089 729
5 30 x 30 y 30 x 30 900 808,201 841

En la segunda tabla se muestra el nimero de iteraciones requeridas para
alcanzar la tolerancia solicitada al método:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 13 14 15 16
2 14 14 15 15
3 14 14 15 15
4 14 14 15 15
5 15 14 15 15

En la siguiente tabla se muestra el tiempo de ejecucién en un procesador
para concluir las iteraciones:

Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 8s 7s 14s 27s
2 13s 13s 21s 40s
3 19s 19s 33s 61s
4 25s 27s 44s 85s
5 36s 38s 61s 116s

En la dltima tabla se muestra el tiempo de ejecucién en 4 procesadores para
concluir las iteraciones:
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Ejemplo | PRIMAL#1 | PRIMAL#2 | DUAL#1 | DUAL#2
1 2.9s 2.95s 2.93s 2.99s
2 4.80s 4.89s 4.81s 4.85s
3 7.2s 7.4s 7.3s 7.4s
4 8.92s 8.95s 8.91s 8.93s
5 13.02s 13.05s 13.02s 13.3s

Nuevamente, esta forma integral de medir la eficiencia, da una idea m&s
realista de la eficiencia de los métodos, pero nuevamente hay que tomar en
cuenta que los tiempos de ejecuciéon dependen directamente de la arquitectura
de cémputo en la que se realicen las pruebas, en especial del balanceo de la
carga de trabajo, de la infraestructura de red que interconecten los nodos del
Cluster y si estos son Cores virtuales o reales.

3.- Dado un dominio 2 y una descomposicién del mismo, buscar aque-
lla particién en la que el tiempo de ejecucién sea minimo al variar las
particiones posibles Por iltimo, supéngase que deseo resolver la Ec.(7.1)
con un dominio 2 mediante una discretizacién de 1024 x 1024 nodos (1, 048, 576
grados de libertad) mediante el algoritmo NN-NP-PRIMAL#1 dado por la
Ec.(4.21), de manera inmediata surgen las siguientes preguntas: jcudles son
las posibles descomposiciones validas? y ;jen cuédntos procesadores se pueden
resolver cada descomposicién?. Para este ejemplo en particular, sin hacer la
tabla exhaustiva, se tiene

Particién Subdominios Procesadores
2x2 y 512x512 4 2,3,5
4x4 y 256x256 16 2,3,5,9,17
8x8 y 128x128 64 2,3,5,9,17,33,65
16x16 y 64x64 256 2,3,5,9,17,33,65,129,257
32x32 y 32x32 1024 2,3,5,9,17,33,65,129,..,1025
64x64 y 16x16 4096 2,3,5,9,17,33,65,129,...,4097
128x128 y 8x8 16384 2,3,5,9,17,33,65,129,...,16385
256x256 y 4x4 65536 2,3,5,9,17,33,65,129,...,65537
512x512 y 2x2 262144 2,3,5,9,17,33,65,129,...,262145

De esta tabla es posible seleccionar las descomposiciones que se adecuen a las
caracteristicas del equipo paralelo con que se cuente, para evaluar el tiempo de
ejecucion de este ejemplo use la PC Antipolis, obteniendo resultados mostrados
en la tabla de la seccién (8.5.1).

De estos resultados, se desprende que, dependiendo del tamano de la malla
gruesa —numero de subdominios a trabajar— y de la malla fina, es siempre
posible encontrar una descomposicién de dominio en que el tiempo de célculo
sea minimo, tanto al usar un solo Core —programa secuencial 26 segundos—,
como al usar miltiples Cores interconectados mediante la biblioteca de paso de
mensajes MPI —el tiempo minimo se obtuvo usando 6 Cores en 21 segundos—,
pero es también notorio el efecto que genera el mal balanceo de carga, el cual

103



se refleja en que no disminuye el tiempo de ejecucién al aumentar el nimero de
procesadores y en algunos casos el tiempo aumenta conforme se agregan mas
Cores.

Noétese que conforme la particién en los subdominios se hace mas fina, se in-
crementa notablemente el tiempo de cdlculo necesario para resolver los sistemas
lineales asociados a los subldominios.7 en particular en la resolucién del sistema
lineal asociado a (énn> , si el nimero de nodos por subdominio es grande
puede que exceda la cantidad de memoria que tiene a su disposicién el Core y
por el contrario, un nimero pequeno de nodos generarian una infrautilizaciéon
del poder computacional de los nodos esclavos.

Por otro lado, el refinamiento de la malla gruesa, involucra un aumento
considerable del nimero de objetos subdominio en los nodos esclavos, con los
que el nodo maestro tendrd comunicacién, incrementando la granularidad de las
comunicaciones, con la consecuente degradacién en la eficiencia.

De todo lo anterior se pueden hacer algunas observaciones impor-
tantes Para una evaluacién objetiva e integra de la eficiencia de los diversos
métodos de descomposicién de dominio —en particular de los desarrollados— y
su implementaciéon computacional en una arquitectura de cémputo particular,
es necesario tomar en cuanta los siguientes factores:

e Numero de iteraciones para una descomposicién dada.

e Numero de iteraciones para diferentes particiones de una descomposicién
dada.

e Eleccién de la particién que genere el menor tiempo de ejecucién para un
problema en una arquitectura de cémputo especifica.

Estas formas de medir la eficiencias en su conjunto, dan una idea realista
de la eficiencia de los métodos, pero hay que tomar en cuenta que los tiempos
de ejecucién dependen directamente de la arquitectura de cémputo en la que
se realicen las pruebas, en especial del balanceo de la carga de trabajo, de la
infraestructura de red que interconecten los nodos del Cluster y si estos son
Cores virtuales o reales.
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9 Conclusiones y Trabajo Futuro

Los modelos mateméticos (véase [37] y [10]) de muchos sistemas de interés, in-
cluyendo una gran cantidad de sistemas importantes de Ciencias de la Tierra e
Ingenierfa, conducen a una gran variedad de ecuaciones diferenciales parciales
cuyos métodos de solucién estdn basados en el procesamiento de sistemas al-
gebraicos de gran escala. Ademds, la increible expansién experimentada por
el Hardware y Software computacional existente, ha hecho posible el efectivo
tratamiento de problemas de un cada vez mayor incremento de diversidad y
complejidad que poseen las aplicaciones Cientificas y de Ingenieria.

El cémputo en paralelo destaca entre las nuevas herramientas computa-
cionales y para hacer uso efectivo de los equipos de cémputo de alto desempeno
més avanzados disponibles actualmente, el Software que aproveche al méximo
el equipo paralelo es requerido. Los métodos de descomposicién de dominio han
sido desarrollados precisamente para hacer un efectivo tratamiento de ecuaciones
diferenciales parciales en paralelo.

Idealmente, el objetivo principal en la investigacién de los métodos de des-
composiciéon de dominio es producir algoritmos capaces de obtener la solucion
global por la resolucion de problemas locales exclusivamente, pero hasta ahora,
esto solo ha sido una inspiracién, que es, un fuerte deseo para lograr dichas
propiedades y por eso lo llamamos el paradigma DDM. En la anterior década,
los algoritmos competitivos de descomposicién de dominio desarrollados han
sido los métodos precondicionados sin traslape y necesariamente incorporan
restricciones, los cuales poseen un reto adicional para el paradigma DDM.

En el presente trabajo introducimos un grupo de ocho algoritmos, de los
cuales, cuatro son precondicionados, a los que nos referiremos como los algorit-
mos DVS (véase [36], [38]), los cuales satisfacen el paradigma DDM. De ellos se
derivan los eficientes y bien conocidos algoritmos BDDC y FETI-DP, los cuales
fueron incorporados en un nuevo marco de trabajo; el método de descomposicién
de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS).

Asi, para poner en perspectiva nuestros desarrollos, el presente trabajo se
inicio con una revisién de las formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann a nivel continuo, para después dar paso a la derivacién del método de
descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados y se muestra como
este esquema es puesto dentro de las formulaciones continuas, completando asi
el modelo matematico del esquema DVS.

Con el modelo matematico del esquema DVS derivado, se procede ha pre-
sentar la formulacién numérica —que esta estrechamente ligada a la imple-
mentaciéon computacional— y detallar las caracteristicas de la implementacién
computacional tanto en su forma secuencial como paralela; y mediante ejem-
plos numeéricos, se realiza el andlisis y discusién de resultados (véase [39]) para
algunos problemas emblemd&ticos que generan sistemas algebraicos simétricos,
no simétricos e indefinidos. Finalmente, en la presente seccién se dan las con-
clusiones de los logros alcanzados en esta tesis y se esboza lo que se considera
pueden ser sus perspectivas.
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9.1 Conclusiones

La formulacion del método de descomposicién de dominio en espacio de vectores
derivados (véase [36], [38]), es un esquema que involucra 8 algoritmos, este es
un marco unificador de dos de las formulaciones algebraicas m&s cominmente
usados en los métodos de descomposicién de dominio sin traslapes, estos son:
Finite Element Tearing and Interconnect Dual-Primal (FETI-DP) y Balancing
Domain Decomposition by Constraints (BDDC) (véase [18], [42], [43], [53], [54],
[55], [57] v [58]).

Un breve y efectivo resumen de los ocho métodos de descomposicién de
dominio sin traslape en el espacio de vectores derivados, de los cuales cuatro
son formulaciones primales y los otros cuatro son formulaciones duales, es dado
a continuacién:

1. Las formulaciones no precondicionadas son:

e Formulacién Dirichlet-Dirichlet

{ﬁ—%:iA y jus=0, (PRIMAL#1) (9.1)

e Formulaciéon Neumann-Neumann

JSTIAN=4STI . v ada =0, (DUAL#1)

57V jua = é_lj_ﬁ_liA y aSva =0, (PRIMAL#2) (9.2)
Sap, = S8aSjS~'f, v jS'n, =0, (DUAL#2)

2. Las formulaciones precondicionadas son:
e Formulacién Dirichlet-Dirichlet DVS BDDC
aS™'aSuy =aS”'f, v jun =0, (PRIMAL#1)  (9.3)

e Formulacién Neumann-Neumann DVS FETI-DP
SjST'AN =SS f v ada =0, (DUAL#1)

- = - 9.4
donde u, = gfl (iA *ZAA> 0.4)
e Formulaciéon Neumann-Neumann DVS-PRIMAL
S7'jSjua = ﬁfljijﬁflfA y aSua =0, (PRIMAL#2) ©5)
- - ol — 9.5

donde s = a5 (7, ~ jSua)
e Formulaciéon Neumann-Neumann DVS-DUAL
SaS~'ap, = 5aS 'aSiS” f vy S 'm, =0,(DUAL#2)
donde up :gfl (iA +HA>
(9.6)
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El paradigma DVS, constituido por 8 algoritmos con caracteristicas simi-
lares, a los cuales nos hemos referido como los algoritmos DVS. Donde cada uno
de los algoritmos precondicionados posee las siguientes conspicuas caracteristi-
cas:

e Las formulaciones Dual y Primal de dos de los métodos cominmente usa-
dos —FETI-DP y BDDC— han sido derivadas de una manera unificada.
El esquema desarrollado incluye formulaciones algebraicas para matrices
simétricas, no simétricas e indefinidas —i.e. no positivas y no negativas
definidas—. Ademads se detallan las condiciones que tales matrices deben
de satisfacer para que los algoritmos generales sean aplicables.

e El esquema DVS permite aplicar técnicas de descomposicién de dominio
directamente al sistema de matrices que son obtenidas después de que la
ecuacion diferencial o sistema de tales ecuaciones han sido discretizadas.
La aplicacién de tales procedimientos no requieren del conocimiento acerca
de la ecuacién diferencial que originé las matrices.

e Los algoritmos tienen una aplicabilidad general, ya que ellos pueden ser
aplicables a problemas de valor en la frontera asociados a una sola ecuacién
diferencial o a sistemas de ecuaciones.

e Para cada uno de los algoritmos, se han desarrollado formulaciones expli-
citas en términos de matrices; ellos estdan dados en las Ecs.(4.4, 4.21, 4.30,
4.43,4.11, 4.29, 4.36 y 4.50).

e Tales formulaciones permiten desarrollar cédigos que satisfacen el para-
digma DDM, i.e. en el cual la solucion del problema global es obtenida
exclusivamente por resolucion de problemas locales.

e Son precondicionados y con restricciones. En el caso de matrices no
simétricas, la eficiencia numérica de los algoritmos precondicionados estan
en el mismo orden como los algoritmos de descomposicién de dominio del
estado del arte (véase [34] y [35]).

Ademds, hay varias propiedades numéricas y computacionales de los algo-
ritmos DVS que destacan, entre las mds importantes se tienen:

e El cédigo es independiente de la geometria.

e El cédigo que se obtiene es robusto, ya que con ligeras modificaciones es
aplicado a problemas en dos y tres dimensiones; ademds soportan matrices
simétricas, no simétricas e indefinidas

e El mismo cédigo puede ser aplicado a una sola ecuacién eliptica y a sis-
temas de ecuaciones de elasticidad lineal, con cambios minimos en com-
portamientos especificos.

e Los algoritmos desarrollados son paralelizables y escalables con una alta
eficiencia computacional.
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e El codigo soporta diferentes métodos de solucién de sistemas lineales —
directos e iterativos— en los subdominios.

e El algoritmo global es débilmente acoplado a los subdominios.

e El desarrollo del cédigo orientado a objetos simplifica la programacion,
permitiendo que ha partir de la implementaciéon secuencial se genere la
implementacién paralela con un minimo de cambios, con la consecuente
facilidad de expansién y mantenimiento del cédigo.

e Los cédigos desarrollados fueron aplicados para resolver diversos pro-
blemas con valores en la frontera que existen en el modelado de ciertos
fenémenos geofisicos, tales como el transporte de solutos en fluidos libres
como en fluidos en medios porosos. También presentamos resultados para
problemas de elasticidad estdtica, de este modo ilustramos la aplicacién
de los algoritmos desarrollados a sistemas de ecuaciones diferenciales.

Por otro lado, las formulaciones FETI-DP y BDDC son 6ptimas en el sen-
tido de que el nimero de condicionamiento x de estos problemas de interfases
convergen asintGticamente como (véase [27], [46] y [47])

k=0 (1+1log® (H/h)) (9.7)

—Ilos términos H y h son tomados segtn definiciones de la seccién (3.1)— nues-
tras formulaciones de los algoritmos DVS FETI-DP y DVS BDDC en el espacio
de vectores derivados muestran un desempefio similar cuando usan el mismo
conjunto de restricciones primales.

Estas propiedades hacen de los algoritmos DVS muy adecuados como he-
rramientas usadas en la construcciéon de Software masivamente paralelizables,
necesario para ser usada en la programacién de las computadoras paralelas de
alto desempefio disponibles actualmente’3.

9.2 Trabajo Futuro

De los algoritmos desarrollados, dos hasta donde se tiene conocimiento son to-
talmente diferentes a cualquiera de los reportados anteriormente y deben ser
motivo de investigaciones futuras, ademds de que los métodos que se mostraron
hasta ahora sélo se ha aplicado a problemas elipticos escalares y se inicia a pro-
blemas vectoriales, pero es posible aplicarlos a problemas parabdlicos escalares
y vectoriales tanto lineales como no lineales, por ello el trabajo futuro puede ser
esbozado como:

e Hacer una investigacién sobre nuestros métodos no reportados en la lite-
ratura.

33 Una version de los cédigos desarrollados de los algoritmos DVS esta en linea en la pagina
WEB http://www.mmc.geofisica.unam.mx/acl/DVS/
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e Aplicar los métodos desarrollados y ampliar el cédigo para soportar:

1. Problemas elipticos con condiciones de frontera tipo Robin.
2. Problemas parabdlicos escalares y vectoriales.

3. Problemas elipticos y parabdlicos no lineales.

e Implementar un mecanismo computacional que permita definir ecuaciones
o sistemas de ecuaciones, sus pardmetros y condiciones de frontera para
que el cédigo sea independiente de ellas.

En cuanto a la implementacién computacional de los métodos desarrollados,
la paralelizacién se realiza mediante el paso de mensajes usando la biblioteca
MPI en C++ para interconectar cada uno de los Cores del Cluster. Pero es
posible usar eficientemente la interconexién de memoria compartida de los ac-
tuales equipos de computo mediante OpenMP y ademds usar los cada vez més
numerosos Cores CUDA —que una sola tarjeta NVIDIA TESLA puede tener
del orden de cientos ellos—.

Los métodos de descomposicién de dominio sin traslape y en particular el
esquema DVS implementado con sus ocho algoritmos, pueden hacer uso de esta
forma integradora de paralelismo. Para ello, la interconexién de los equipos de
memoria compartida, se realizaria mediante MPI y en cada equipo de memoria
compartida se manipularian uno o més subdominios mediante OpenMP —al
ser cada subdominio independiente de los dem#ds— y la manipulacién de ma-
trices y operaciones entre matrices y vectores que requiere cada subdominio se
realizarfan en las tarjetas NVIDIA mediante los numerosos Cores CUDA.

Donde la integracién de esta forma de paralelismo en el cédigo, es un paso
natural, que involucra hacer cambios minimos al cédigo, al ser necesario sélo
cambiar los comportamientos locales que requieren otro tipo de paralelismo al
implementado actualmente, ya que la jerarquia de clases del cédigo desarrollado
permite especializar los comportamientos que implementan las comunicaciones
y esto queda de manifiesto al reutilizar toda la jerarquia de clases de la imple-
mentacién secuencial en la paralela.

Esto permitirfa tener cédigos reutilizables en distintas arquitecturas de cém-
puto paralelo, ademds de hacer uso de equipos de cémputo cada vez més ase-
quibles y de menor costo, pero con una creciente eficiencia computacional que
pueden competir con los grandes equipos de computo de alto desempeno.
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A Consideraciones Sobre la Formulacion Numérica
y su Implementacién Computacional

Para realizar la implementacién de cada uno de los métodos desarrollados de
descomposiciéon de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS) —véase
seccién (6.2)—, es necesario trabajar con los operadores g,j,S y é_l, asi como
realizar las operaciones involucradas entre ellos. -

Normalmente los operadores S y éfl no se construyen —son operadores
virtuales— porque su implementacién generaria matrices densas, las cuales con-
sumen mucha memoria y hacen ineficiente su implementacién computacional.
En vez de eso, sélo se realizan las operaciones que involucra la definicién del
operador, por ejemplo Sur

-1
Sur = (éAA —4Aan (énn> énA) ur (A1)

en donde, para su evaluacién sélo involucra la operacién de multiplicacién
matriz-vector y resta de vectores, haciendo la evaluacién computacional efi-
ciente.

En el presente apéndice se desarrollan las operaciones que se requieren para
implementar a cada uno los operadores involucrados en los métodos desarrolla-
dos y que matrices en cada caso son necesarias de construir, siempre teniendo
en cuenta el hacer lo mds eficiente posible su implementacién y evaluaciéon en
equipos de cémputo de alto desempeno.

A.1 Matrices Virtuales y Susceptibles de Construir

La gran mayoria de las matrices usadas en los métodos de descomposiciéon de
dominio son operadores virtuales, por ejemplo el operador S, que es definido
como

S=Ay, Ay (4 )AA (A2)

=AII \=IIIT =IIA

y es formado por
E
8= 8 (A.3)
a=1

donde S a su vez estd constituida por el complemento de Schur local al sub-
dominio €,
« « (0% (0% -1 «
8% =43, - A3, (45n) 45 (A1)

-1
pero, de nuevo, las matrices locales S< y (Aann> no se construyen ya que
A% upg = S%upg donde S¢ es definido como
=III1— =r—= =

=l \=11 =Ir’

So=A0 - A% (4 )71 Aj (A.5)
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Entonces, las matrices susceptibles de ser construidas en cada subdominio
), son

A A Al A A A AN AN Y A (A-6)

T T T
pero A7 = <é31> VAT = (éi) YA = (éiﬁ) , asf, las inicas matri-

ces susceptibles de construir son

A% LAY A AT ATy AS (A.T)

S Esm s s

donde todas ellas son locales a cada subdominio €2, con una estructura acorde
al tipo de discretizacién discutida en las secciones (3.5 y 6.1) y en este apéndice.
Por lo anterior, nétese que el operador S ~! tampoco se construye, para

evaluar S 71@ se usa el procedimiento indicado en la seccién (A.3).
Otros operadores como son las matrices a y j pueden ser o no construidos,

pero es necesario recordar que j = I —ga, asf que, en principio j no serfa necesario
construir, por otro lado los operadores a 'y Jj sélo existen en el nodo maestro
—donde se controla a los nodos duales y primales y no en los subdominios—;

y estas matrices en caso de ser construidas serdn dispersas, con pocos valores
por renglén —segun el nimero de subdominios que compartan a cada uno de
los nodos de la frontera interior— y estan sujetas al tipo de triangulacién usada
en la descomposicién de la malla gruesa del dominio.

A.2 Evaluacién de la Matriz S con Nodos Primales Definidos

En todos los casos donde aparece el operador S, ya que, sélo interesa la eva-

luacién de Syr, i.e. vr = Syr, entonces se reescribe al operador S en términos
de sus componentes por subdominio

E
up = Zéa yr (A.8)
a=1

para evaluar, el vector yr se descompone en los subvectores yr® correspondientes
a cada subdominio Qc. Asi, para evaluar 4r® = S%yr® se usa el hecho de que

-1
5= A%, - A%, (45)  Ana (A.9)

en donde, se tiene que evaluar

-1
Y = <éAA —Aan (énn> élm) yr (A.10)

estas evaluaciones en cada subdominio €, pueden realizarse en paralelo.
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Para evaluar de forma eficiente esta expresion, se realizan las siguientes ope-
raciones equivalentes

zl = A}, yr” (A.11)
« (0% -1 « (0%
2 = <éAH (énn> éHA) yr
ar® = zl-—1x2

la primera y tercera expresién no tienen ningin problema en su evaluacién, para
la segunda expresién se tiene que hacer

z3 =A% \yr” (A.12)

con este resultado intermedio se debe calcular

-1

d= (A7) a3 (A.13)
-1

pero como no se cuenta con (é;r{) ya que seria una matriz densa, entonces

se multiplica la expresién por égn obteniendo

Az = Any (éﬁn) 23 (A.14)

al simplificar, se obtiene
Arzd = z3. (A.15)
Esta dultima expresiéon puede ser resuelta usando Gradiente Conjugado o
alguna variante de GMRES. Una vez obtenido z4, se puede calcular

22 =A% 24 (A.16)

asi

!

ur® =zl — 22 (A.17)

completando la secuencia de operaciones necesaria para obtener 4r® = S“yr®.

Observacién 8 En el caso de la expresion dada por la Ec.(A.15) ol aplicar un
método iterativo, sdlo interesard realizar el producto éﬁnx_n , 0 mds precisamente

é;x_m donde

si=(a,-a,(a) " a,) (A18)

entonces si se llama x5" al vector correspondiente al subdominio i, se tiene

i = (4 -4 (4,) 4, ) e (A19)

112



para evaluar de forma eficiente esta expresion, se realizan las siguientes opera-
ciones equivalentes

IS
e
I
Ih:

(A.20)

IS
)
I
N

4, <—H> )

la primera y tercera expresion no tienen ningun problema en su evaluacion, para
la sequnda expresion se tiene que hacer

X
’1&
I
|§
|w

u3 = élh s (A.21)
con este resultado intermedio se debe calcular
N -1
u3 = éL) ud (A.22)
N |
pero como no se cuenta con (éll 1) , entonces se multiplica la expresion por
é}] obteniendo »
A u3= A7 (47)) wd (A.23)
al simplificar, se obtiene ‘
élnu_él = u3. (A.24)

FEsta dltima expresion puede ser resuelta usando métodos directos —Facto-
rizacion LU o Cholesky— o iterativos —Gradiente Conjugado o alguna variante
de GMRES— cada una de estas opciones tiene ventajas y desventajas desde
el punto de vista computacional —como el consumo de memoria adicional o el
aumento de tiempo de ejecucion por las operaciones involucradas en cada caso—
que deben ser evaluadas al momento de implementar el cddigo para un problema
particular. Una vez obtenido ud, se puede calcular

2=A" ud (A.25)

ar' = ul —u2 (A.26)

completando la secuencia de operaciones necesaria para obtener ﬁ;%

A.3 Evaluacion de la Matriz é ~! con Nodos Primales Definidos

En los algoritmos desarrollados interviene el célculo de S ~1. dado que la matriz
S no se construye, entonces la matriz St tampoco se construye. En lugar
de ello, se procede de la siguiente manera: Se asume que en las operaciones
anteriores al producto de S ~1. se ha obtenido un vector. Supéngase que es ur,
entonces para hacer

[[n

ur =S top (A.27)
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se procede a multiplicar por S a la ecuacién anterior

Sur = S8~ vp (A.28)

obteniendo
Sur = vr (A.29)

es decir, usando alguin proceso iterativo —como CGM, GMRES— se resuelve el
sistema anterior, de tal forma que en cada iteracién de Ei se procede como se
indicé en la seccién del cdlculo de S, resolviendo Sur = vr mediante iteraciones
de upi+! = Sur i

A.4 Calculo de los Nodos Interiores

La evaluacién de

-1
ug = — ( ém> A ta (A.30)
involucra de nuevo cédlculos locales de la expresién
-1
u® = — (éﬁn> A% up® (A.31)
-1
aqui otra vez estd involucrado (éﬁn> , por ello se debe usar el siguiente

procedimiento para evaluar de forma eficiente esta expresion, realizando las
operaciones equivalentes

zd = Ap,ur”® (A.32)
-1
u® = (éﬁn) z4

multiplicando por é%n la tdltima expresién, se obtiene

-1
A = A (4ny) 24 (A.33)

simplificando, se obtiene
AY ur® =4 (A.34)

esta tultima expresién puede ser resuelta usando métodos directos —como Fac-
torizacién LU o Cholesky— o mediante métodos iterativos —como Gradiente
Conjugado o alguna variante de GMRES— como se indica en la observacién

(8).

A.5 Descomposiciéon de Schur sin Nodos Primales

En el caso de que en la descomposicién no se usen nodos primales, la matriz
virtual global A queda como
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1 1
4,0 0 Ay
0 én 0 ém

A= 0 0 0 (A.35)
0 n e _E E
A% A% fy A
LA EAT T EArT £2aA

de donde Q = b se implementa como

(2)-(2)

ie.
E 1 E -1
(30 (-, a5) " 1) s = (a1, (a2) ')
! ! (A.37)
una vez encontrado z, se encuentra z; mediante
o7 = (45) " (b - A5,8). (4.39)

A.6 DVS para Ecuaciones Escalares y Vectoriales

Con el fin de ejemplificacién, se supone una ecuacién escalar en dos dimensiones
definida en un dominio €2, mediante una descomposicién en subdominios usando
una malla estructurada cartesiana como se muestra en la figura:

Q

-
P

P~

Figura 19: Dominio 2 descompuesto en una particién gruesa de 3 x 3 y cada
subdominio €2; en una particién fina de 6 x 5.

En este caso, serfa una descomposicién del dominio Q2 en 3 x 3y 6 x5, la
malla gruesa seria descompuesta en 3 X 3 = 9 subdominios 2, y donde cada
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uno de ellos tiene una particién fina de 6 x 5 i.e. 42 = (6+1)*(5+1) grados de
libertad por subdominio. En el caso vectorial, en el cual cada grado de libertad
contiene C' componentes, el mimero de grados de libertad total serd igual a
(6+1)*(5+1)xC). Por ejemplo, en el caso de C = 3 se tienen 126 grados
de libertad por subdominio (véase [45]).

EDP Vectoriales en Dos y Tres Dimensiones En el caso de una ecuacion
vectorial en dos —tres— dimensiones, si el dominio 2 es descompuesto en una
malla estructurada cartesiana, donde la particién gruesa de nxm —6 nxmxo—
subdominios €2, y donde cada uno es descompuesto en una particién fina de
r X s —06 1 XsxXt—, en el cual cada grado de libertad contiene C' componentes,
el mimero de grados de libertad por subdominio es (r+1) x (s+ 1) * C —6
(r+1)*(s+1)x(t+1)x«C—

A partir de la formulacién de los métodos desarrollados, se generan las ma-
trices locales en cada subdominio, de esta forma se obtiene la descomposicién
fina del dominio, generéndose de manera virtual el sistema lineal definido por
el método DVS que se este implementando.

La implementacién computacional que se desarroll6 tiene una jerarquia de
clases en donde la clase DPMethod realiza la particién gruesa del dominio usan-
do la clase Interchange y controla la particién de cada subdominio mediante
un objeto de la clase de RectSub generando la particién fina del dominio. La
resolucién de los nodos de la frontera interior se hace mediante el método de
CGM o alguna variante de GMRES.

El método de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados
se implement6 realizando las siguientes tareas:

A) La clase DPMethod genera la descomposicién gruesa del dominio
mediante la agregacién de un objeto de la clase Interchange, se
supone que se tiene particionado en n x m —6 n X m X o— sub-
dominios.

B) Con esa geometria se construyen los objetos de RectSub —uno
por cada subdominio £,—, donde cada subdominio es particionado
enr X s —06 1 X s X t— subdominios y se regresan las coordenadas
de los nodos de frontera del subdominio correspondiente a la clase
DPMethod.

C) Con estas coordenadas, la clase DPMethod conoce a los nodos de
la frontera interior —son estos los que resuelve el método de descom-
posicién de dominio—. Las coordenadas de los nodos de la frontera
interior se dan a conocer a los objetos RectSub, transmitiendo sélo
aquellos que estdn en su subdominio.

D) Después de conocer los nodos de la frontera interior, cada objeto
RectSub calcula las matrices locales sin realizar comunicacién alguna.
Al terminar de calcular las matrices se avisa a la clase DPMethod de
la finalizacién de los célculos.
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E) Mediante la comunicacién de vectores del tamafio del nimero de
nodos de la frontera interior entre la clase DPMethod y los objetos
RectSub, se prepara todo lo necesario para empezar el método de
CGM o GMRES y resolver el sistema lineal virtual.

F) Para aplicar el método de CGM o GMRES, en cada iteracién
se transmite un vector del tamano del nimero de nodos de la fron-
tera interior para que en cada objeto se realicen las operaciones
pertinentes y resolver asi el sistema algebraico asociado, esta co-
municacion se realiza de ida y vuelta entre la clase DPMethod y
los objetos RectSub tantas veces como iteraciones haga el método.
Resolviendo con esto los nodos de la frontera interior ur,.

G) Al término de las iteraciones, se pasa la solucién ur, de los no-
dos de la frontera interior que pertenecen a cada subdominio dentro
de cada objeto RectSub para que se resuelvan los nodos locales al

-1
subdominio u,% = — (A%H) A; AuFa, sin realizar comunicacién

alguna en el proceso, al concluir se avisa a la clase DDM de ello.
I) La clase DPMethod mediante un tltimo mensaje avisa que se
concluya el programa, terminado asi el esquema Maestro-Esclavo.

Andlisis de Comunicaciones Para hacer un anilisis de las comunica-
ciones en una ecuacion vectorial con C' componentes, entre el nodo principal y
los nodos esclavos en el método DVS es necesario conocer qué se trasmite y su
tamano, es por ello que en la medida de lo posible se detallan las comunica-
ciones existentes —hay que hacer mencién que entre los nodos esclavos no hay
comunicacion alguna—.

Tomando la descripcién del algoritmo detallado anteriormente, en donde se
supuso una particién del dominio €2 con una malla estructurada cartesiana en
nxXm —06mn X m X o en tres dimensiones— para la malla gruesa y r x s —6
r X § X t— para la malla fina, las comunicaciones correspondientes a cada inciso
son:

A) El nodo maestro transmite 2 coordenadas en dos —en tres— di-
mensiones correspondientes a la delimitacién del subdominio.
B)2x(r+1)x(s+1)*«C —62x(r+1)x(s+1)*x(t+1)xC—
coordenadas transmite cada subdominio al nodo maestro.

C) Alo més nxm#2x (r+1)%(s+1)xC —6 nxm*ox2x(r+1)x(s+1)*
(t+1) *C— coordenadas son las de los nodos de la frontera interior,
y solo aquellas correspondientes a cada subdominio son trasmitidas
por el nodo maestro a los subdominios en los esclavos siendo estas a
lomés 2 (nxm)* (rxs)*«xC —62x(nxmx*o)*(r+sxt)xC—
coordenadas.

D) Sélo se envia un aviso de la conclusién del calculo de las matrices.
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E)Alomas2*(r+1)x(s+1)*«C —62x(r+1)x(s+1)x(t+1) =
C— coordenadas son transmitidas a los subdominios en los nodos
esclavos desde el nodo maestro y los nodos esclavos transmiten al
nodo maestro esa misma cantidad informacién.

F)Alomds 2x(r+ 1) x(s+1)«C —62x(r+1)*(s+1) %
(t + 1) x C— coordenadas son transmitidas a los subdominios en los
nodos esclavos y estos retornan un nimero igual al nodo maestro
por iteracién del método de CGM o alguna variante de GMRES.
G) Alomés 2% (r+1)x(s+1)«C —06 2% (r+1)*(s+1)*(t+1)«C—
valores de la solucién de la frontera interior son transmitidas a los
subdominios en los nodos esclavos desde el nodo maestro y cada
objeto transmite un unico aviso de terminacion.

I) El nodo maestro manda un aviso a cada subdominio en los nodos
esclavos para concluir con el esquema.

En todos los casos, la transmisién se realiza mediante paso de arreglos de
enteros y numeros de punto flotante que varian de longitud pero siempre son
cantidades pequenas de estos y se transmiten en forma de bloque, por ello las
comunicaciones son eficientes.

EDP Escalares como un Caso Particular de EDP Vectoriales En el
caso de trabajar con ecuaciones escalares en dos o tres dimensiones con una
malla estructurada cartesiana, en vez de ecuaciones vectoriales, todo el anilisis
anterior continua siendo valido y sélo es necesario tomar el nimero de compo-
nentes C' igual a uno, manteniéndose la estructura del cédigo intacta.

Esto le da robustez al c6digo, pues permite trabajar con problemas escalares
y vectoriales con un pequeno cambio en la estructura del programa, permitiendo
resolver una gama més grande de problemas.

Tamano de las Matrices Locales. Ahora, si se supone que el dominio 2 C
R? es descompuesto con una malla estructurada cartesiana en una particién
gruesa de n X m x o subdominios {2, y cada subdominio €2, es descompuesto en
una particién fina de r x s X £, con niimero de componentes igual a C, entonces el
ndimero de grados de libertad por subdominio es (r + 1)*(s + 1)x(t + 1)*C. En
la cual se usa un ordenamiento estdndar en la numeracién de los nodos dentro
de cada subdominio
El nimero de nodos interiores es

Ni=(r—1Dx(s—1)%(t—1) (A.39)

el mimero de nodos primales, suponiendo que se usa restriccién en los vértices
es

N'=(n—-1x(m—-1)x(0—1) (A.40)
y el nimero de nodos duales es a lo més
NA=2x[((r—1)+(s—1)) *(t—1)] (A.41)
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entonces se tiene que el tamano y la estructura de cada una de las matrices
locales

é]l’é]ﬂ"é]A’éﬂ'I’éﬂ'ﬂ’éﬂA’éAl’éAﬂ' Y éAA

generadas por la descomposicién fina del subdominio seré:

AII ; esuna matriz cuadrada de NY x N' nodos, con una estructura bandada

Al]ﬂ es una matriz rectangular de N7 x N7 nodos, con una estructura
dispersa

A;I es una matriz rectangular de N™ x N nodos, con una estructura

dispersa y transpuesta de é’h

A} A €S una matriz rectangular de N7 x N2 nodos, con una estructura
dispersa

é’AI es una matriz rectangular de N x N’ nodos, con una estructura

dispersa y transpuesta de é} A

A; A €S una matriz rectangular de N™ x N2 nodos, con una estructura
dispersa

AZW es una matriz rectangular de N7 x N2 nodos, con una estructura

dispersa y transpuesta de é; A

Ajm es una matriz cuadrada de N™ x N™ nodos, con una estructura ban-
dada

AiA A €S una matriz cuadrada de N2 x N2 nodos, con una estructura
bandada

Para informacién sobre la estructura de las matrices bandadas véase la sec-
ci6n (B.3.1) y para matrices dispersas véase la seccién (B.3.2).

A7

Meétodo de Descomposiciéon de Dominio de Subestruc-
turacion

La solucién numérica por los esquemas tradicionales de discretizacién tipo Ele-
mento Finito y Diferencias Finitas generan una discretizacién del problema, la
cual es usada para generar un sistema de ecuaciones algebraicos Au = b. Este
sistema algebraico en general es de gran tamano para problemas reales.

En esta seccion y sin pérdida de generalidad se consideraran problemas con
valor en la frontera (VBVP) de la forma

Lu = [ enQ (A.42)
u = g sobre 0f)
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donde
Lu=—V-a-Vu+cu (A.43)

con g una matriz positiva definida, simétrica y ¢ > 0, como un caso particular
del operador eliptico de orden 2 y para ejemplificar se toma un dominio  C R?
con fronteras poligonales, es decir, €2 es un conjunto abierto acotado y conexo
tal que su frontera 92 es la unién de un nimero finito de poligonos.

Si multiplico a la ecuacién —V -a-Vu +cu = fqg porv € V = H} (Q), se
obtiene

—v (V-a-Vu+cu) =vfg (A.44)
aplicando el teorema de Green se obtiene
/ (V'U a-Vu+ cuv) dx = / v fodx. (A.45)
Q Q
Definiendo el operador bilineal
a(u,v) = / (Vo-ga-Vu+cw)dz (A.46)
0 4
y la funcional lineal
1) = (£.0) = [ vfads (A47)
Q

entonces se puede reescribir el problema en forma variacional, haciendo uso de
la forma bilineal a (-, ) y la funcional lineal [ (-).

Donde las funciones lineales definidas por tramos en €). en este caso serdan
polinomios de orden uno en cada variable de forma separada y cuya restriccién

de ¢; a Q. es ¢§e). Para simplificar los calculos en esta etapa, se supone que la

matriz g = a (1) (1) , entonces se tiene que la integral del lado izquierdo de
la Ec.(A.45) queda escrita como
/Q (aVe,; - Vo, + ch,0;) dudy = /Q fad;dxdy (A.48)
donde
K;j = /Q (aVe; - Vo, + ch0,) dudy (A.49)

E
= Zl /Q E (aVe? - Vol + oo ) dudy

.S (e 067 90,” 0919 06}
—~ Ja, Oxr Oz oy Oy

+ c¢§e>¢>§e)> dzdy
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y el lado derecho como

N
I

/Q fad,dxdy (A.50)

E
S / foddady.
e=1"7%

Se considera el problema dado por la Ec.(A.42) en el dominio €, el cual es
subdividido en E subdominios €2;, ¢ = 1,2, ..., E sin traslape, también conocida
como malla gruesa 7, es decir

E
LGN =o Vizj y Q=J%, (A.51)
i=1
y al conjunto
E
I=Jm, siTy=00\00 (A.52)
i=1

lo llamo la frontera interior del dominio 2.

Un ejemplo de un dominio 2 y su descomposicién en subdominios €; y
cada §2; a su vez descompuesto en €2, subdominios. Sin pérdida de generalidad
se toma g = 0 en 91, nétese que siempre es posible poner el problema de
la Ec.(A.42) como uno con condiciones de frontera Dirichlet que se nulifiquen
mediante la adecuada manipulacién del término del lado derecho de la ecuacion.

Primeramente sea D C Hg () un espacio lineal de funciones de dimensién
finita IV, en el cual esté definido un producto interior denotado para cada u,v €
D por

u-v={u,v). (A.53)

Considerando la existencia de los subconjuntos linealmente independientes

BC D,B; C Dy,Br C Dr

= ~ A .54
Br C Dr,Bry C Dri,Bry C Dra ( )

los cuales satisfacen
B:B[UBFyBr:BFJUBFM (A.55)

el espacio generado por cada uno de los subconjuntos Br y Br es Dr, sin em-
bargo, noétese la propiedad de que los miembros de Br tienen soporte local.
Se definen las bases

By = {'w}, ...,w}vl} ,Bry = {wh, ...,wjj\v/f} y Bry = {wﬁ, ...,wJNF} (A.56)

de las funcionales lineales ¢, en Q.
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Entonces definiendo para toda § = 1, ..., K, la matriz de Ns x Nj
éﬁ] = [<w},w§>} (A.57)

que soélo esta definida en cada subespacio (subdominio €5). Entonces, la matriz
virtual A ;; ©s dada por la matriz diagonal de la forma

1
é]l

A = =i (A.53)

E
éll

donde el resto de la matriz fuera de la diagonal en bloques es cero.
De forma similar se define

A5 = [(wi o)), AY = [(wit,w)] (A.59)
y
AL = [(wf, wf)] (A.60)

para toda § =1, ..., E, obsérvese que como Br = Brs U Brjs entonces
5
éI‘F = Kw%’ w%>] = [<w%.l’w%.l >} + [<w%1\47w%M >} (A'Gl)

T
. 5 5 . .
también que 4 = (ér 1) - Entonces las matrices virtuales A ;A v A

quedardn definidas como

Al
iy
A= ::” (A.62)
B
A
_ 1 2 E
A, = [ Ay, 4n o 4y } (A.63)
y
E .
A= Zé;r (A.64)
i=1

donde |:ZzE:1 é;r} es construida sumando las éi‘r segtin el orden de los nodos

globales versus los nodos locales.
También se considera al vector u = (uq,..,ug) el cual se escribe como u =

(ur,ur) donde ur = (u1,...,n; ) ¥ ur = (U1, ..0sny ) -
Asi, el sistema virtual

é]}ﬂJré[rﬂ = br (A.65)
Apjur+Apur = b
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quedando expresado como

- 1 1
4 ur, A ur, br,
+ =
E E
L A Up A5 Ur g brp,
i Uiy ur, b_F1
1 E ; T . - }
ér I ér I . + é . - .
- Urp Urp b_F E

o mds compactamente como Au = b, nétese que las matrices A A A"y

A’I ; son matrices bandadas.

Si ahora despejo uy de la primera ecuacién del sistema dado por la Ec.(A.65),
se obtiene

up = (én) - (ﬁ = élru_r) (A.66)

si sustituyo us en la segunda ecuacién del sistema dado por la Ec.(A.65) entonces
se obtiene

(érr - ér[ (é11> - é[l“) ur = br — éFI <§11> - br (A.67)

en la cual los nodos interiores no figuran en la ecuacién y todo queda en funcién
de los nodos de la frontera interior ur.

-1
A la matriz formada por él‘r —ém (én) élr se le conoce como el com-

plemento de Schur global y se le denota como

-1
S=A._ A A) A (A.68)

= =IT =II (:II =T

En este caso, como estoy planteando todo en términos de subdominios §2;,

con i =1,..., E, entonces las matrices éi‘r’ é; " é}r y élj ! quedan definidas de
manera local, asi que se procede a definir el complemento de Schur local como

. . N T
S, =4 —4, (én) A (A.69)
de forma adicional se define
A N
b= b_Fi 7éiﬂ[ (él[[> ﬁi' (A.70)
El sistema dado por la Ec.(A.67) se escribe como

Sur =b (A1)
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vy queda definido de manera virtual a partir de

[i éi] ur = [i bi] (A.72)

donde [Zil él} y [Zz 1 bl] podrian ser construida sumando las S; y b; res-

pectivamente segtin el orden de los nodos globales versus los nodos locales.

El sistema lineal virtual obtenido de la Ec.(A.71) se resuelve —dependiendo
de si es 0 no simétrico— eficientemente usando el método de Gradiente Conju-
gado o alguna variante de GMRES, para ello no es necesario construir la matriz
S con las contribuciones de cada S; correspondientes al subdominio i, lo que
se hace es pasar a cada subdominio el vector ur, correspondiente a la i-ésima
iteracién del método iterativo usado, para que en cada subdominio se evalué
ar' = S, ur, localmente y con el resultado se forma el vector ur = Zf;l ur,
y se continué con los demss pasos del método. Esto es ideal para una im-
plementacién en paralelo del método de Gradiente Conjugado o variante de
GMRES.

Una vez resuelto el sistema de la Ec.(A.72) en el que se ha encontrado la
solucién para los nodos de la frontera interior ur, entonces debo resolver local-
mente los uy, correspondientes a los nodos interiores para cada subespacio Q;,
para esto empleo

ur; = (éjl)il (ﬁz _AIF L ) (A.73)

para cada i = 1,2, ..., E/, quedando asf resuelto el problema Au = b tanto en los
nodos interiores uy, como en los de la frontera interior up, correspondientes a
cada subespacio €);.

N
Observacién 9 Ndtese que normalmente las matrices locales ﬁi Y <é; I) no

se construyen, ya que estas serian matrices densas y su construccion es computa-
cionalmente costosa, y como sdlo interesa el producto Syr, o mas precisamente

{Zi:l §l} yr, entonces st llamo yr, al vector correspondiente al subdominio i,
entonces se obtiene

) . . N T
ar’ = (érr — 4y, (én) é[l“) yr; (A.74)

Para evaluar de forma eficiente esta expresion, se realizan las siguientes
operaciones equivalentes

2 = (—FI( ) = )y_rl
ar' = zl-—22
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la primera y tercera expresion no tienen ningun problema en su evaluacion, para
la sequnda expresion se debe evaluar

23 = A" yr. (A.76)

con este resultado intermedio se debe calcular

24 = (éﬂ) a3 (A.77)

N | .
pero como no se cuenta con (él[ I) , entonces multiplico la expresion por éll !
obteniendo )

i T i
A ed= Ay, (4),) 13 (A79)

al simplificar, se obtiene ‘
i _
Al zd =23 (A.79)
Esta iltima expresion puede ser resuelta usando Factorizacion LU, Gradiente
Conjugado o alguna variante de GMRES —cada una de estas opciones tiene
ventajas y desventajas computacionales que deben ser evaluadas al momento de
implementar el cddigo para un problema particular—. Una vez obtenido x4, se
puede calcular ‘
7t
z2 = ér 4 (A.80)

ast

ar' =zl — 22 (A.81)

completando la secuencia de operaciones necesarias para obtener §iy1~i.

Observacion 10 En el caso del calculo de
. . -1
bi=br, AL, (4),) b (A.82)

algo andlogo al comentario anterior deberd de hacerse, ya que de nuevo estd in-

volucrado (A} I) , por ello se debe usar el siguiente procedimiento para evaluar
de forma eficiente esta expresion, realizando las operaciones equivalentes

i\ L
yl = (én) by, (A.83)
multiplicando por ézl ;a la ultima expresion, se obtiene
i i i\t
é]]y_l = é]} <é]1> ﬁz (A.84)

simplificando, se obtiene

(ézjj) y_l = ﬁl (A.85)
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donde esta ultima expresion puede ser resuelta usando Factorizacion LU, Gra-
diente Conjugado o alguna variante de GMRES, luego se hace

y2=A yl (A.86)

y para finalizar el cdlculo, se obtiene

by =br, —y2. (A.87)
Observacién 11 En la evaluacion de
N | )
ur; = (éln) (ﬁl - ézlrﬂz) (A.88)
esta de nuevo involucrado (éln)_ , por ello debo de usar el siguiente proce-

dimiento para evaluar de forma eficiente esta expresion, realizando las opera-
ciones equivalentes

4 = br,— éllrﬂz (A.89)
ur; = (ézn) B zd
multiplicando por éll ;@ la dltima expresion, se obtiene
éi]lﬂi = ézn (ézn) B zd (A.90)
simplificando, se obtiene ‘
A, =xd (A.91)

esta dltima expresion puede ser resuelta usando Factorizacion LU, Cholesky,
Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES.

Como se indico en las iltimas observaciones, para resolver el sistema éi L=
b se puede usar Factorizacién LU, Factorizacién Cholesky, Gradiente Conjugado,
alguna variante de GMRES o cualquier otro método para resolver sistemas li-
neales, pero deberd de usarse aquel que proporcione la mayor velocidad en el
célculo o que consuma la menor cantidad de memoria —ambas condicionantes
son mutuamente excluyentes—, por ello la decisiéon de que método usar deberd
de tomarse al momento de tener que resolver un problema particular en un
equipo dado y bésicamente el condicionante es el tamano de la matriz é} r

Para usar el método de Factorizacién LU, se deberd primeramente de fac-
torizar la matriz bandada A’ en una matriz LU, la cual es bandada pero
incrementa el tamaifio de la banda a més del doble, pero esta operacién sélo se
deberd de realizar una vez en cada subdominio, y para solucionar los diversos
sistemas lineales é} L= b sélo serd necesario evaluar los sistemas

IS

Ly (A.92)

Ux =

<
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en donde y es un vector auxiliar. Esto proporciona una manera eficiente de eva-
luar el sistema lineal pero el consumo en memoria para un problema particular
puede ser excesivo.

Por ello, si el problema involucra una gran cantidad de nodos interiores y el
equipo en el que se implantard la ejecucién del programa tiene una cantidad de
memoria limitada, es recomendable usar el método de Gradiente Conjugado o
alguna variante de GMRES, este consume una cantidad de memoria adicional
pequena, pero puede consumir muchas iteraciones con el consecuente aumento
de tiempo de cémputo para alcanzar la precisién de la Factorizaciéon LU.

De esta forma, es posible adaptar el cédigo para tomar en cuenta desde la
implementacién al equipo de computo al que se tenga acceso y poder sacar el
méximo provecho al método de Subestructuracién en la resolucién de problemas
elipticos de gran envergadura.

El nimero de condicionamiento del complemento de Schur sin precondi-
cionamiento puede ser estimado, para ello:

Definicién 12 Introduzco una norma-L? equivalente sobre T' mediante

E
2 2
HEHF - Z HEHLz((‘)Qi) . (A.93)
=1

Teorema 13 Sea ur la traza de funciones de elemento finito en VP sobre
I', asumo que los coeficientes de la ecuacion diferencial parcial p; = 1, i =
1,2,..., E, y que la malla fina Ty, y la malla gruesa Ty sea cuasi-uniforme. En-
tonces existen dos constantes positivas ¢ y C, independientes de h y H, tal que

cH |[ur ||} < s(ur,ur) < Ch™" ||ug|[} (A.94)
de este modo .
k= cond(3) < . (A.95)

Por analogia al método de subestructuracién desarrollado anteriormente,
dado un sistema lineal Mx = f que proviene de la discretizaciéon de algin
método tipo Diferencias Finitas, Elemento Finito o Volumen Finito, siempre es
posible reacomodarlo como (véase [7])

(22)(2)=(

%)yiz (%),enlacuallamatrizésea
A

I~ |2

) (A.96)

con M =

Al
Ol
~—
5]
I
—

invertible, entonces

~la (A.97)

y donde
u=A"(a— Bu). (A.98)
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Asi, he transformado el sistema Mx = f, en otro equivalente

Nv=g (A.99)
pero con un menor nimero de grados de libertad, donde
N=(D-CA"'B), g=b-CAa (A.100)

a esta descomposicién matricial se le conoce como la descomposicién de Schur.
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B Consideraciones Sobre la Implementacién de
Meétodos de Soluciéon de Grandes Sistemas de
Ecuaciones Lineales

Los modelos mateméticos de muchos sistemas en Ciencia e Ingenieria y en par-
ticular una gran cantidad de sistemas continuos geofisicos requieren el proce-
samiento de sistemas algebraicos de gran escala. Es este trabajo se muestra
como proceder para transformar un problema de ecuaciones diferenciales par-
ciales en un sistema algebraico virtual de ecuaciones lineales; y asi, poder hallar
la solucién a dicho problema al resolver el sistema lineal asociado al esquema
DVS. La solucién de este sistema virtual, involucra la solucién acoplada de mu-
chos sistemas lineales locales —uno por cada subdominio—, cada uno de estos
sistemas lineales puede ser expresado en la forma matricial siguiente

Au=f (B.1)

donde la matriz A es de tamafo n x n y generalmente bandada, cuyo tamafo
de banda es b.

Los métodos de resolucién del sistema algebraico de ecuaciones Au = f se
clasifican en dos grandes grupos (véase [14]): los métodos directos y los métodos
iterativos. En los métodos directos la solucién u se obtiene en un nimero fijo
de pasos y sélo estdn sujetos a los errores de redondeo. En los métodos itera-
tivos, se realizan iteraciones para aproximarse a la solucién u aprovechando las
caracteristicas propias de la matriz A, tratando de usar un menor nimero de
pasos que en un método directo (véase [10], [11], [12] y [14]).

Por lo general, es conveniente usar librerfas®? para implementar de forma
eficiente a los vectores, matrices —bandadas y dispersas— y resolver los sistemas
lineales locales asociados al método DVS, pero se decidié®® hacer una jerarquia
de clases propia, que implementa los algoritmos necesarios para este trabajo,
los cuales corren en cualquier equipo de cémputo que tenga un compilador de
C++ y la libreria de paso de mensajes MPI; y en caso de querer usar librerias
para la manipulacién de sistemas lineales, s6lo es necesario especializar las clases
desarrolladas con las implementaciones particulares de estas; y asi, ocultar el
uso de dichas librerias sin afectar al resto del c6digo. Siendo sencillo, adaptar
el c6digo para usar una o més librerias o versiones de estas, segiin sea necesario
para correr el programa en un equipo de computo particular.

34 Algunas de las librerfas méas usadas para resolver sistemas lineales usando matrices ban-
dadas y dispersar son PETCs, HYPRE, ATLAS, LAPACK++, LAPACK, EISPACK, LIN-
PACK, BLAS, entre muchas otras alternativas, tanto para implementaciones secuenciales
como paralelas y mds recientemente para hacer uso de los procesadores CUDA en las GPU de
nVidia.

35La variedad de librerfas y las diferentes versiones que existen —muchas de ellas, difieren en
la forma de programar entre versiones sucesivas— y pueden usarse es grande, pero cada una de
ellas requiere de una implementacién especifica en el programa y una configuracién particular
del equipo. Esto restringe al cédigo desarrollado a una plataforma y versién particular de la
librerfa seleccionada.
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Asi, para poder operar con los diversos métodos numéricos directos o ite-
rativos que resuelven sistemas lineales reales y virtuales, se implemento una
jerarquia de clases, la cual se muestra a continuacién:

DotProd

MultBandsym
IDQGMRES

Figura 20: Jerarquia de clases para la resolucién de sistemas lineales

Esta jerarquia permite que los métodos DVS le soliciten a la clase abstracta
Solvable®® que resuelva un determinado sistema lineal sin importar el método
numérico subyacente —directos o iterativos—, si la matriz es real —existe como
tal— o es virtual —esta dispersa en los distintos procesadores del Cluster— y
es reutilizable tanto en la implementacién secuencial como paralela. La clase
Solvable tiene la siguiente estructura:

class Solvable
{
private:
int iter;
public:
virtual int getlter(void)=0;
virtual void solve(double *x, double *y)=0;

h

B.1 Meétodos Directos

En los métodos directos (véase [10] y [13]), la solucién u se obtiene en un nimero
fijo de pasos y sélo estan sujetos a errores de redondeo. Entre los métodos més
importantes se puede considerar: Factorizacion LU —para matrices simétricas
y no simétricas— y Factorizacién Cholesky —para matrices simétricas—. En

36 En general los comportamientos virtuales de las clases abstractas, pueden no ser eficientes
si son llamadas una gran cantidad de veces durante la ejecucién del programa. Para el caso
del esquema DVS, en el cual se usa CGM o GMRES para resolver el sistema lineal virtual,
este s6lo se llama una sola vez; y el proceso de solucién del sistema lineal asociado consume
la mayoria del tiempo de ejecucién, por eso se considera eficiente.
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todos los casos la matriz original A es modificada y en caso de usar la Facto-
rizacién LU el tamano de la banda b crece a 2b + 1 si la factorizacion se realiza
en la misma matriz.

B.1.1 Factorizacién LU

Sea U una matriz triangular superior obtenida de A por eliminacién bandada.
Entonces U = éflé, donde L es una matriz triangular inferior con unos en la
diagonal. Las entradas de é_l pueden obtenerse de los coeficientes éz.j y pueden
ser almacenados estrictamente en las entradas de la diagonal inferior de A ya
que estas ya fueron eliminadas. Esto proporciona una Factorizacién LU de A
en la misma matriz A ahorrando espacio de memoria, donde el ancho de banda
cambia de ba 2b+ 1.

En el algoritmo de Factorizacién LU, se toma como datos de entrada del
sistema Au = f, a la matriz A4, la cual serd factorizada en la misma matriz,
esta contendrs a las matrices L y U producto de la factorizacién, quedando el
método numérico esquematlcamente COmo:

A;;=1, parai=1,..,.N
Para J =1,2,..,N {
Parai=1,2,....j
i—1
Aij = Aij — ZAik:Akj
k=1 (B.2)
Parat=j5+1,7+2,....N

J—1
Aij =7 (Aij - ZAMAM>
k=1

El problema original Au = f se escribe como LUu = f, donde la bisqueda de
la solucién u se reduce a la solucién sucesiva de los sistemas lineales triangulares

y=1 v Qu=y (B.3)
i,.e.
Ly = f&
fi/lin
i—1
yi:Alﬁ fi*ZAiiyi paratodai=1,...,n (B.4)
=1
y

Y
Tn = yn/unn
n
Ti = Alii Yi — Z Ajjrj | paratodai=n—1,..,1 (B.5)

j=i+1
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La descomposicién LU requiere N /3 operaciones aritméticas para la matriz
llena, pero sélo Nb? operaciones aritméticas para la matriz con un ancho de
banda de b siendo esto més econémico computacionalmente.

Implementaciéon LU Orientada a Objetos en C++4 En este caso se de-
sarrollo una jerarquia de clases para poder operar con matrices bandadas y
dispersas, llamada BandSolve la cual se muestra a continuacién:

class BandSolve: public Solvable

{

private:
double **AK;

protect:
factorLU(void);

public:
BanSolve(int n, double **A);
BanSolve(int n, Matriz *A);
void solve(double *x, double *y);
void convertBand(void);
int getlter(void);

h

B.1.2 Factorizaciéon Cholesky

Cuando la matriz es simétrica y definida positiva, se obtiene la descomposicién
LU de la matriz A = LDU = LDL" donde D = diag(U) es la diagonal con
entradas positivas. o o

En el algoritmo de Factorizaciéon Cholesky, se toma como datos de entrada
del sistema Au = f, a la matriz A, la cual seréd factorizada en la misma matriz

y contendra a las matrices L y LT producto de la factorizacién, quedando el
método numérico esquemdticamente como:

parai=1,2,..nyj=1+1,...,n

i—1
Aii = Aii - A3k>
( ; (B.6)
i—1
Aji = (Ajl - Z AJk‘A’Lk‘> /Au

k=1

El problema original Au = f se escribe como ng = b, donde la bisqueda
de la solucién u se reduce a la solucién sucesiva de los sistemas lineales triangu-
lares

Ly=f v L'u=y (B.7)

usando la formulacién equivalente dada por las Ec.(B.4) y (B.5) para la descom-
posicién LU.
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La mayor ventaja de esta descomposicién es que, en el caso en que es aplica-
ble, el costo de computo es sustancialmente reducido, ya que requiere de N3/6
multiplicaciones y N3 /6 sumas.

Implementacién Cholesky Orientada a Objetos en C++ En este caso
se desarrollo una jerarquia de clases para poder operar con matrices bandadas
y dispersas, llamada BandCholesky la cual se muestra a continuacién:

class BandCholesky: public Solvable
{

private:
double **AK;

protect:
factorLU(void);

public:
BanCholesky(int n, double **A);
BanCholesky(int n, Matriz *A);
void solve(double *x, double *y);
void convertBand(void);
int getlter(void);

h

B.2 Meétodos Iterativos

En los métodos iterativos, se realizan iteraciones para aproximarse a la solucién
u aprovechando las caracteristicas propias de la matriz A, tratando de usar un
menor nimero de pasos que en un método directo (véase [10] y [13]).

En los métodos iterativos tales como Jacobi, Gauss-Seidel y de Relajacion
Sucesiva (SOR) en el cual se resuelve el sistema lineal

Au=f (B.8)

comienza con una aproximacioén inicial u° a la solucién u y genera una sucesién
de vectores {uk};il que converge a u. Los métodos iterativos traen consigo
un proceso que convierte el sistema Au = f en otro equivalente mediante la
iteracién de punto fijo de la forma u = Tw + ¢ para alguna matriz fija T y un
vector c¢. Luego de seleccionar el vector inicial 40 la sucesién de los vectores de
la solucién aproximada se genera calculando

W =T e VE=1,2,3,... (B.9)

La convergencia a la solucién la garantiza el siguiente teorema (véase [14]).
Teorema 14 Si Hg“ < 1, entonces el sistema lineal u = Tu+ ¢ tiene una solu-
cion inica u* y las iteraciones u* definidas por la formula u* = @k‘_l—l—g Vk =

1,2, 3, ... convergen hacia la solucion exacta u* para cualquier aproximacion ini-
72,0
cial u°.
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Nétese que, mientras menor sea la norma de la matriz T, mds rdpida es la
convergencia, en el caso cuando ||£|| €s Menor que uno, pero cercano a uno, la
convergencia es lenta y el nimero de iteraciones necesario para disminuir el error
depende significativamente del error inicial. En este caso, es deseable proponer
al vector inicial 4° de forma tal que sea minimo el error inicial. Sin embargo,
la eleccién de dicho vector no tiene importancia si la H T H es pequena, ya que la
convergencia es rapida.

Como es conocido, la velocidad de convergencia de los métodos iterativos
dependen de las propiedades espectrales de la matriz de coeficientes del sistema
de ecuaciones, cuando el operador diferencial £ de la ecuacién del problema a
resolver es auto-adjunto se obtiene una matriz simétrica y positivo definida y el
ntimero de condicionamiento de la matriz A, es por definicién

cond(A) = 2max - (B.10)

min
donde Apax ¥ Amin €s €l mdximo y minimo de los eigen-valores de la matriz
A. Si el nimero de condicionamiento es cercano a 1 los métodos numéricos
al solucionar el problema convergera en pocas iteraciones, en caso contrario se
requerirdn muchas iteraciones.

Frecuentemente al usar el método de Elemento Finito, Diferencias Finitas,
entre otros, se tiene una velocidad de convergencia de O (#) y en el caso de
métodos de descomposicién de dominio sin precondicionar se tiene una velocidad
de convergencia de O (%), donde h es la méxima distancia de separacién entre
nodos continuos de la particién, es decir, que poseen una pobre velocidad de
convergencia cuando h — 0 (véase [8], [9], [10] vy [14]).

Los métodos Jacobi, Gauss-Seidel y de Relajacién Sucesiva (SOR) son usual-
mente menos eficientes que los métodos discutidos en el resto de esta seccién
basados en el espacio de Krylov (véase [51] y [13]). Estos métodos minimizan,
en la k-ésima iteracién alguna medida de error sobre el espacio afin zg + Ky,
donde zg es la iteracién inicial y K, es el k-ésimo subespacio de Krylov

K = Generado {m,ér_o, ...,ékilm} para k > 1. (B.11)
El residual es r = b — Az, tal {T_k }k>0 denota la sucesién de residuales
ry =b— Axy. (B.12)
Entre los métodos mds usados definidos en el espacio de Krylov para el tipo
de problemas tratados en el presente trabajo se puede considerar: Método de
Gradiente Conjugado —para matrices simétricas— y GMRES —para matrices
no simétricas—.
B.2.1 Meétodo de Gradiente Conjugado

Si la matriz generada por la discretizacion es simétrica —A = AT — y definida

positiva —QT@ > 0 para todo u # 0—, entonces es aplicable el método de Gra-
diente Conjugado —Conjugate Gradient Method (CGM)—. La idea bésica en
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que descansa el método del Gradiente Conjugado consiste en construir una base
de vectores ortogonales espacio de Krylov K, (é, y") y utilizarla para realizar
la bisqueda de la solucién en forma lo més eficiente posible.

Tal forma de proceder generalmente no seria aconsejable porqué la construc-
cién de una base ortogonal utilizando el procedimiento de Gramm-Schmidt re-
quiere, al seleccionar cada nuevo elemento de la base, asegurar su ortogonalidad
con respecto a cada uno de los vectores construidos previamente. La gran ven-
taja del método de Gradiente Conjugado radica en que cuando se utiliza este
procedimiento, basta con asegurar la ortogonalidad de un nuevo miembro con
respecto al iltimo que se ha construido, para que automaticamente esta condi-
cién se cumpla con respecto a todos los anteriores.

En el algoritmo de Gradiente Conjugado, se toma a la matriz A como
simétrica y positiva definida, y como datos de entrada del sistema é__u = f,
el vector de biisqueda inicial u° y se calcula 0 = f — Au®, p° = r%, quedando
el método numérico esquemadticamente como: - B

n_ {"e")
¢ )
— un _|_ anpn
— anﬁpn
Prueba de convggencia (B.13)
<£n+17£n+1

B—W

donde (-,-) = (+,-) serd el producto interior adecuado al sistema lineal en par-
ticular, la solucién aproximada serd u™*! y el vector residual serd r™*1.

En la implementacién numérica y computacional del método es necesario
realizar la menor cantidad de operaciones posibles por iteracién, en particular
en Ap”, una manera de hacerlo queda esquemdticamente como:

Dado el vector de biisqueda inicial u, calcular = f — Au, p=ry p=r-r.

Paran =1,2,....Mientras (u < ¢) {

’U:A__p
a:ﬁ
U=u+ap
r=r—oav
W=r-r
_
’B_u
p=r+pp
=

}

La solucién aproximada serd u y el vector residual serd r.

Si se denota con {)\i,Vi}fV:l las eigen-soluciones de A, ie. AV = AV,
i=0,1,2,...,N. Ya que la matriz A es simétrica, los eigen-valores son reales y
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se pueden ordenar A\; < Ay < ... < Ay. Se define el nimero de condicién por
Cond(A) = An/A1 y la norma de la energfa asociada a A por ||u|\i =u-Au

2%
1—,/Cond(A
i@ ) (B.14)
1+ /Cond(A)

El siguiente teorema da idea del espectro de convergencia del sistema Au = b
para el método de Gradiente Conjugado.

entonces

e = 24 < flu - 204

Teorema 15 Sea k = cond(A) = 2ma= > 1, entonces el método de Gradiente

Amin

Conjugado satisface la éfnorma del error dado por

[[€]] (l@+1)”+ (3@1)*” VE+1
V1 V=1
donde €™ = u — u"™ del sistema @ =b.

Noétese que para x grande se tiene que

VEZL g2 (B.16)

~

VE+1 NG

tal que
le™ll 4 ~ ||§°||éeXp (2%) (B.17)

de lo anterior se puede esperar un espectro de convergencia del orden de O(y/k)
iteraciones (véase [14] y [51]).

Definicién 16 Un método iterativo para la solucién de un sistema lineal es lla-
mado dptimo, si la razén de convergencia a la solucion exacta es independiente
del tamano del sistema lineal.

Definicién 17 Un método para la solucion del sistema lineal generado por
métodos de descomposicion de dominio es llamado escalable, si la razén de con-
vergencia no se deteriora cuando el nimero de subdominios crece.

La gran ventaja de los métodos de descomposicién de dominio precondi-
cionados entre los que destacan a FETI-DP y BDDC y por ende DVS es que
estos métodos pueden ser 6ptimos y escalables segtn el tipo de precondicionador
a priori que se use en ellos.
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Consideraciones sobre la Matriz y el producto punto en el CGM Es
comun al trabajar en métodos de descomposicién de dominio que se requieran
usar més de un producto interior (-,-) en distintas implementaciones del mismo
algoritmo de Gradiente Conjugado. Por ello se disena el algoritmo para soportar
en forma de pardmetro el objeto que implemente el producto punto.

class DotProd
{
public:
virtual double dot(double *x, double *y)=0;

h

En este caso, al usar el esquema DVS la matriz con la que trabajara el
método de Gradiente Conjugado puede estar definida como tal o ser virtual; en
el caso méds general, puede estar en un procesador o en multiples procesadores,
por ello, en el diseno del algoritmo se decidié implementar un objeto el cual
pueda realizar la multiplicacién de la matriz por el vector, sin importar el tipo
de matriz —real o virtual—.

class MultOp
{
public:
virtual void multOp(double *x, double *y)=0;
virtual int getSize(void)=0;

h

Asi, se disena un solo método de Gradiente Conjugado robusto y flexible que
soporta diferentes productos interiores y trabaja con matrices reales o virtuales,
adaptdndose sin ningin cambio a diversas necesidades de implementacién tanto
secuencial como paralela.

Implementacion CGM Orientada a Objetos en C++ Dado el sistema
lineal Au = f, donde A sea una matriz real o virtual. La entrada al método serd
una eleccién de u° como condicién inicial, € > 0 como la tolerancia del método,
N como el niimero maximo de iteraciones ademds de un objeto para realizar la
multiplicacién de la matriz por un vector y otro objeto para el producto interior,
el algoritmo del método de Gradiente Conjugado orientado a objetos en C++
queda como:

class CGM: public Solvable
{

protect:

MultOp *A;

DotProd *dotP;

double norm(double *x);
public:
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CGM(MulOp &A, DotProd &dotP, double eps);
void solve(double *x, double *y);
int getlter(void);

h

B.2.2 Meétodo Residual Minimo Generalizado

Si la matriz generada por la discretizacién es no simétrica, entonces una opcion,
es el método Residual Minimo Generalizado —Generalized Minimum Residual
Method (GMRES)—, este representa una formulacién iterativa comun satisfa-
ciendo una condicién de optimizacion. La idea béasica detrds del método se basa
en construir una base ortonormal

{v' 2% . 0"} (B.18)

para el espacio de Krylov K, (4,2") . Para hacer 2" ortogonal a K,, (4,2"),
es necesario usar todos los vectores previamente construidos {y”“‘lj }?:1 —en
la préctica sélo se guardan algunos vectores anteriores— en los cédlculos. Y el
algoritmo se basa en una modificacién del método de Gram-Schmidt para la

generacién de una base ortonormal. Sea Kn = [yl, 2, ,y"} la cual denota la

matriz conteniendo v/ en la j-ésima columna, para j = 1,2,...,n, y sea H =
[hij],1 <i,j <n, donde las entradas de H no espe(nﬁcadas en el algorltmo
son cero. Entonces, H es una matriz superlor de Hessenberg. i.e. h;; = 0 para
j<i—1,y

AV = V. H +hyi1,0,...,0,0""] (B.19)

= HTAV

==n ==n

e
En el algoritmo del método Residual Minimo Generalizado, la matriz A es
tomada como no simétrica, y como datos de entrada del sistema

Au=f (B.20)

el vector de bisqueda inicial u® y se caleula r* = f — Au®, g° = |r
0/ °, quedando el método esquemdticamente como:

Para n = 1,2, ..., Mientras 8" < 78° {
wg-‘rl :&n
Para [ = 1 hasta n {
hl n = <_ln+17yl>

(B.21)

hn+1,n = HMZJJE% H

1_ o+l
" = w T e

Calcular y™ tal que " = Hﬁoﬁl - es minima
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2 S PR sz : om0 n
donde én = [hw]lgign+1,1§j§n’ la solucién aproximada serd u' = u” + gng ,
y el vector residual serd

r"=r"—AV y" =V (ﬁ021 -H y") : (B.22)

n —n+1 =n<

Teorema 18 Sea u” la iteracion generada después de k iteraciones de GMRES,
con residual 7. Si la matriz A es diagonalizable, i.e. A =VAV ™" donde A es
una matriz diagonal de eigen-valores de A, y V. es la matriz cuyas columnas son
los eigen-vectores, entonces -

1]

<k(V min max | (Aj B.23
7Ol — ( )pNEHN,pk(O):l |€J( )l ( )

<

donde k (V) = I |?1|| es el mimero de condicionamiento de V.

v

Consideraciones sobre la Matriz en el GMRES En este caso al usar DVS
la matriz con la que trabajara el método GMRES puede estar definida como
tal o ser virtual, o en el caso més general, puede estar en un procesador o en
multiples procesadores, por ello en el diseno del algoritmo se decidié implementar
un objeto el cual pueda realizar la multiplicacién de la matriz por el vector, sin
importar el tipo de matriz —real o virtual—.

class MultOp
{
public:
virtual void multOp(double *x, double *y)=0;
virtual int getSize(void)=0;

h

Asi, se disefia un s6lo método de GMRES robusto y flexible que trabaje con
matrices reales o virtuales, adaptdndose sin ningin cambio a diversas necesi-
dades de implementacién tanto secuencial como paralela.

Implementacién GMRES Orientada a Objetos en C++4 Dado el sis-
tema lineal Au = f, donde A sea una matriz real o virtual. La entrada al
método serd una eleccién de u® como condicién inicial, ¢ > 0 como la tolerancia
del método, N como el nimero méximo de iteraciones y k el nimero de vectores
a guardar ademds de un objeto para realizar la multiplicacién de la matriz por
un vector, el algoritmo del método de GMRES orientado a objetos en C++
queda como:

class DQGMRES: public Solvable
{

protect:
MultOp *A;
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public:
DQGMRES(MulOp &A, int k);
void solve(double *x, double *y);
int getlter(void);

h

B.3 Estructura Optima de las Matrices en su Implementacién
Computacional

Una parte fundamental de la implementacién computacional de los métodos
numeéricos de resolucién de sistemas algebraicos, es utilizar una forma éptima
de almacenar, recuperar y operar las matrices, tal que, facilite los cdlculos que
involucra la resolucién de grandes sistemas de ecuaciones lineales cuya imple-
mentacion puede ser secuencial o paralela (véase [13]).

El sistema lineal puede ser expresado en la forma matricial Ay = f, donde la
matriz A —que puede ser real o virtual— es de tamafo n x n con banda b, pero
el nimero total de datos almacenados en ella es a los mds n*b nimeros de doble
precision, en el caso de ser simétrica la matriz, el nimero de datos almacenados
es menor a (n *b)/2. Ademsds si el problema que la originé es de coeficientes
constantes el nimero de valores almacenados se reduce drésticamente a sélo el
tamano de la banda b.

En el caso de que el método para la resolucién del sistema lineal a usar
sea del tipo Factorizacién LU o Cholesky, la estructura de la matriz cambia,
amplidndose el tamano de la banda de b a 2xb+1 en la factorizacién, en el caso
de usar métodos iterativos tipo CGM o GMRES la matriz se mantiene intacta
con una banda b.

Para la resolucion del sistema lineal virtual asociada a los métodos de des-
composicién de dominio, la operacién bdsica que se realiza de manera reiterada,
es la multiplicaciéon de una matriz por un vector v = Cu, la cual es necesario
realizar de la forma més eficiente posible. -

Un factor determinante en la implementacién computacional, para que esta
resulte eficiente, es la forma de almacenar, recuperar y realizar las operaciones
que involucren matrices y vectores, de tal forma que la multiplicacién se realice
en la menor cantidad de operaciones y que los valores necesarios para realizar
dichas operaciones queden en la medida de lo posible contiguos para ser alma-
cenados en el Cache?” del procesador.

3TNétese que la velocidad de acceso a la memoria principal (RAM) es relativamente lenta
con respecto al Cache, este generalmente estd dividido en sub-Caches L1 —de menor tamano y
el mds rdpido—, L2 y hasta L3 —el més lento y de mayor tamano— los cuales son de tamano
muy reducido con respecto a la RAM.

Por ello, cada vez que las unidades funcionales de la Unidad de Aritmética y Légica requieren
un conjunto de datos para implementar una determinada operacién en los registros, solicitan
los datos primeramente a los Caches, estos consumen diversa cantidad de ciclos de reloj para
entregar el dato si lo tienen —pero siempre el tiempo es menor que solicitarle el dato a la
memoria principal—; en caso de no tenerlo, se solicitan a la RAM para ser cargados a los
caches y poder implementar la operacién solicitada.
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Dado que la multiplicacién de una matriz C' por un vector u, dejando el
resultado en v se realiza mediante el algoritmo

for (i=0; i<ren; i++)
{
s = 0.0;
for (j=0; j < col; j++)

{
}

v]i] = s;

s += CliJ[i]*ulil;

}

Para lograr una eficiente implementacion del algoritmo anterior, es necesario
que el gran volumen de datos desplazados de la memoria al Cache y viceversa
sea minimo. Por ello, los datos se deben agrupar para que la operacién més
usada —en este caso multiplicacién matriz por vector— se realice con la menor
solicitud de datos a la memoria principal, si los datos usados —renglén de la
matriz— se ponen contiguos minimizard los accesos a la memoria principal, pues
es mds probable que estos estardn contiguos en el Cache al momento de realizar
la multiplicacién.

Por ejemplo, en el caso de matrices bandadas de tamano de banda b, el
algoritmo anterior se simplifica a

for (i=0; i<ren; i++)
{
s= 0.0;
for (k=0; k < ban; k++)

if ((Ind[k] + 1) >= 0 && (Ind[k]+i) < ren)
s += Dat[i][k]*u[Ind[k]+i];

vli]=s;

}

Si, la solicitud de memoria para Dat[i] se hace de tal forma que los datos del
renglén estén continuos —son b nimeros de punto flotante—, esto minimizard
los accesos a la memoria principal en cada una de las operaciones involucradas
en el producto, como se explica en las siguientes secciones.

B.3.1 Matrices Bandadas

En el caso de las matrices bandadas de banda b —sin pérdida de generalidad y
para propésitos de ejemplificacién se supone pentadiagonal— tipicamente tiene
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la siguiente forma

aq b1 C1
dg a9 bg C2
d3 as b3 C3
d4 Qa4 b4 C4
é = €5 d5 as b5 Cs (B24)
€6 d¢ ag be
er d7 a7 br
es ds as bg
i €9 dy ag |

la cual puede ser almacenada usando el algoritmo (véase [13]) Compressed Dia-
gonal Storage (CDS), optimizado para ser usado en C++, para su almace-
namiento y posterior recuperacién. Para este ejemplo en particular, se hard uso
de un vector de indices

Ind =[-5,—1,0,+1,+5] (B.25)

y los datos serdn almacenados usando la estructura

0 0 ay bl C1
0 d2 as b2 C2
0 d3 as b3 C3
0 d4 aq b4 Cq
Dat = €5 d5 as b5 Cs (BQG)

€g d6 Qg b6 0
er d7 ar b7 0
€g dg as bg 0
€9 dg ag 0 0

de tal forma que la matriz A puede ser reconstruida de forma eficiente. Para
obtener el valor A;;, calculo ind = j — 4, si el valor ind esta en la lista de
indices Ind —supéngase en la columna k—, entonces A; ; = Dat;y, en otro caso
Ai j= 0.

Casos Particulares de la Matriz Bandada A Baésicamente dos casos par-
ticulares surgen en el tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales: El primer
caso es cuando el operador diferencial parcial es simétrico y el otro, en el que
los coeficientes del operador sean constantes.

Para el primer caso, al ser la matriz simétrica, sélo es necesario almacenar
la parte con indices mayores o iguales a cero, de tal forma que se buscara el
indice que satisfaga ind = |j — i|, reduciendo el tamafio de la banda a b/2 en la
matriz A.

Para el segundo caso, al tener coeficientes constantes el operador diferencial,
los valores de los renglones dentro de cada columna de la matriz son iguales, y
s6lo es necesario almacenarlos una sola vez, reduciendo drésticamente el tamano
de la matriz de datos.
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Implementacién de Matrices Bandadas Orientada a Objetos en C++
Una forma de implementar la matriz bandada A de banda b en C++ es mediante:

// Creacion
double **Dat;
Dat = new double*[ren];

for (1 = 0; i < ren; i++) Dat[i] = new double[bl;

int *Ind;

Ind = new int[b];

// Inicializacion

for 1 = 0; 1 < ren; i++)

for (j = 0; j < b; j++) Dat[i][j] = 0.0;

for (i = 0; 1 < b; i++) Ind[j]

B.3.2 Matrices Dispersas

= 0;

Las matrices dispersas de a lo mds b valores distintos por renglén —sin pérdida
de generalidad y para propdsitos de ejemplificacién se supone b = 3— que surgen
en métodos de descomposicién de dominio para almacenar algunas matrices,

tipicamente tienen la siguiente forma

ay by
as ba
as
aq b4
A= as bs
o Qg b6 Cg
ag

ar
bg
ag

C2

b7
Cg
bg

C1

C3

C5

C7

(B.27)

la cual puede ser almacenada usando el algoritmo (véase [13]) Jagged Diago-
nal Storage (JDC), optimizado para ser usado en C++. Para este ejemplo en

particular, se hard uso de una matriz

~
S
QU
Il

de indices

N kWOt =
CO ~J CO N O = 00Ut O
O 00O W OO v owo
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y los datos serdn almacenados usando la estructura

ar b o

az by c2

az by c3

ayg b4 0
M = as b5 Cs (BQQ)
T Qg b6 Cg

ay b7 Ccr

as bg Cs

L ag bg 0 ]

de tal forma que la matriz A puede ser reconstruida de forma eficiente. Para
obtener el obtener el valor A; ;, busco el valor j en la lista de indices Ind dentro
del renglén 4, si lo encuentro en la posicién k, entonces A; ; = Dat;j, en otro
caso A; ; =0.

Casos Particulares de la Matriz Dispersa A Si la matriz A, que al ser
almacenada, se observa que existen a lo més r diferentes renglones con valores
distintos de los n con que cuenta la matriz y si 7 << n, entonces es posible sélo
guardar los r renglones distintos y llevar un arreglo que contenga la referencia
al renglén almacenado.

Implementacién de Matrices Dispersas Orientada a Objetos en C++
Una forma de implementar la matriz bandada A de banda b en C++ es mediante:

// Creacién
double **Dat;
Dat = new double*[ren];
for (1 = 0; i < ren; i++) Dat[i] = new double[bl;
int **Ind;
Ind = new int*[ren];
for (1 = 0; i < ren; i++) Ind[i] = new int[b];
// Inicializacién
for (i =0;1i < ren; i++)
for (j = 0; j < b; j+-+) Dat[i][j] = 0.0, Ind[i][j] = -1;

B.3.3 Multiplicacién Matriz-Vector

Los métodos de descomposicién de dominio requieren por un lado la resolucién
de al menos un sistema lineal y por el otro lado requieren realizar la operacién
de multiplicacién de matriz por vector, i.e. C'u de la forma més eficiente posible,
por ello los datos se almacenan de tal forma que la multiplicacién se realice en
la menor cantidad de operaciones.

Dado que la multiplicacién de una matriz C' por un vector u, dejando el
resultado en v se realiza mediante el algoritmo:
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for (i=0; i<ren; i++)

{
s = 0.0;
for (j=0; j < col; j++)
{

s += CliJ[i]*ulil;

v[i] = s;

}

En el caso de matrices bandadas, se simplifica a:

for (i=0; i<ren; i++)
{
s= 0.0;
for (k=0; k < ban; k++)

if (Ind[k] + 1) >= 0 && (Ind[k]+i) < ren)
s += Datli][k]*u[Ind[k]+i];

vii]=s;

}

De forma similar, en el caso de matrices dispersas, se simplifica a:

for (i=0; i<ren; i++)

{
s =00, k=0
while (Ind[i][k] != -1)

s += Datl[i][k]*u[Ind[i] [k]];
k++;
if (k >= b) break;

v[i] = s;

}

De esta forma, al tomar en cuenta la operacién de multiplicacién de una
matriz por un vector, donde el renglén de la matriz involucrado en la multipli-
cacion queda generalmente en una region contigua del Cache, se hace éptima la
operacion de multiplicacién de matriz por vector.
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