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1 Introducción

Los sistemas continuos –sistemas físicos macroscópicos (véase [1])–, tales como
los yacimientos petroleros, la atmósfera, los campos electromagnéticos, los océa-
nos, el aparato circulatorio de los seres humanos, la corteza terrestre y muchos
otros sistemas de interés en Ciencia y en Ingeniería, al modelarse, estos contienen
un gran número de grados de libertad1 .

Los modelos matemáticos de los sistemas continuos (véase [37] y [10]) son
sistemas de ecuaciones diferenciales, las cuales son parciales –con valores ini-
ciales y condiciones de frontera– para casi todos los sistemas de mayor interés
en la Ciencia y la Ingeniería. Salvo por los problemas más sencillos, no es posible
obtener por métodos analíticos las soluciones de tales ecuaciones, que son las
que permiten predecir el comportamiento de los sistemas continuos y realizar
las simulaciones requeridas.

La capacidad para formular los modelos matemáticos de sistemas continuos
complicados y de gran diversidad, es sin duda una contribución fundamental
para el avance de la Ciencia y sus aplicaciones, tal contribución quedaría in-
completa y, debido a ello, sería poco fecunda, si no se hubiera desarrollado
simultáneamente su complemento esencial: los métodos numéricos y la com-
putación electrónica.

Sin embargo, la solución numérica y las simulaciones computacionales de
problemas concomitantes en Ciencias e Ingenierías han llevado al límite nuestra
actual capacidad de predicción, por la gran cantidad de grados de libertad que
necesitan nuestros modelos para tratar de representar a la realidad.

Con el desarrollo de nuevas herramientas numéricas y computacionales, la
diversidad y complejidad de problemas que pueden ser tratados de forma sa-
tisfactoria y eficiente es impresionante. Pero hay que destacar, que todavía hay
una gama de problemas que hasta la fecha no es posible resolver satisfactoria-
mente o con la precisión deseada –como la predicción climática a largo plazo o
simulación de recuperación mejorada en yacimientos petroleros, entre otros–.

1.1 Antecedentes

La solución numérica de ecuaciones diferenciales parciales por los esquemas
tradicionales –tipo Diferencias Finitas, Volumen Finito y Elemento Finito–
reducen el problema a la generación y solución de un –cada vez más grande–
sistema algebraico de ecuaciones (véase [3]). La factorización directa de sistemas
de gran escala O(106) con toda su eficacia, no es, en general una opción viable,
y el uso de métodos iterativos básicos –tales como el método de gradiente con-
jugado o residual mínimo generalizado– resultan en una convergencia bastante
lenta con respecto a otras formas de discretización como son los métodos de
descomposición de dominio (véase [6] y [8]).

El desarrollo de métodos numéricos para sistemas algebraicos grandes, es
central en el desarrollo de códigos eficientes para la solución de problemas en

1 El número de grados de libertad en un sistema físico se refiere al número mínimo de
números reales que es necesario especificar para determinar completamente el estado físico.
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Ciencia e Ingeniería, actualmente cuando se necesita implementar una solución
computacional, se dispone de bibliotecas optimizadas2 para la solución de sis-
temas lineales que pueden correr en ambientes secuenciales y/o paralelos. Estas
bibliotecas implementan métodos algebraicos robustos para muchos problemas
prácticos, pero sus discretizaciones no pueden ser construidas por sólo técni-
cas algebraicas simples, tales como aproximaciones a la inversa o factorización
incompleta.

En la actualidad, los sistemas computacionales paralelos son ubicuos. En
ellos es posible encontrar más de una unidad de procesamiento, conocidas como
Núcleo (Core). El número de Cores es creciente conforme avanza la tecnología,
esto tiene una gran importancia en el desarrollo eficiente de algoritmos que
resuelvan sistemas algebraicos en implementaciones paralelas. Actualmente la
gran mayoría de los algoritmos desarrollados son algoritmos secuenciales y su
implantación en equipos paralelos no es óptima, pero es una práctica común
usar diversas técnicas de seudoparalelización –a veces mediante la distribución
de una gran matriz en la memoria de los múltiples Cores y otras mediante el
uso de directivas de compilación–, pero la eficiencia resultante es pobre y no
escalable a equipos masivamente paralelos por la gran cantidad de comunicación
involucrada en la solución.

Para hacer eficiente la solución de sistemas de ecuaciones diferenciales par-
ciales, se introdujeron los métodos de descomposición de dominio que toman en
cuenta la ecuación diferencial parcial y su discretización, permitiendo una alta
eficiencia computacional en diversas arquitecturas paralelas (véase [6] y [8]). La
idea básica detrás de los métodos de descomposición de dominio es que en lugar
de resolver un enorme problema sobre un dominio, puede ser conveniente –o
necesario– resolver múltiples problemas de tamaño menor sobre un solo sub-
dominio un cierto número de veces. Mucho del trabajo en la descomposición de
dominio se relaciona con la selección de subproblemas que aseguren que la razón
de convergencia del nuevo método iterativo sea rápida. En otras palabras, los
métodos de descomposición de dominio proveen precondicionadores a priori que
puedan acelerarse por métodos en el espacio de Krylov (véase [19]).

1.2 Métodos de Descomposición de Dominio

La descomposición de dominio generalmente se refiere a la separación de una
ecuación diferencial parcial o una aproximación de ella dentro de problemas
acoplados sobre subdominios pequeños formando una partición del dominio ori-
ginal. Esta descomposición puede hacerse a nivel continuo, donde diferentes
modelos físicos, pueden ser usados en diferentes regiones, o a nivel discreto,
donde puede ser conveniente el empleo de diferentes métodos de aproximación
en diferentes regiones, o en la solución del sistema algebraico asociado a la
aproximación de la ecuación diferencial parcial –estos tres aspectos están ínti-
mamente interconectados en la práctica (véase [19])–.

2 Como pueden ser las bibliotecas ATLAS –http://math-atlas.sourceforge.net– y HYPRE
–http://acts.nersc.gov/hypre/– entre muchas otras.
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Los método de descomposición de dominio –Domain Decomposition Metho-
ds (DDM)– se basan en la suposición de que dado un dominio Ω ⊂ Rn, se puede

particionar en E subdominios Ωi, i = 1, 2, ..., E; tales que Ω =

(
E⋃

i=1

Ωi

)
, entre

los cuales puede o no existir traslape (véase [3] y [19]). Entonces, el problema
es reformulado en términos de cada subdominio –mediante el uso de algún
método de discretización– obteniendo una familia de subproblemas de tamaño
reducido independientes entre sí, y que están acoplados a través de la solución
en la interfase –que es desconocida– de los subdominios.

De esta manera, se puede clasificar de forma burda a los métodos de descom-
posición de dominio (véase [6]), como aquellos en que: existe traslape entre los
subdominios y en los que no existe traslape. A la primera clase pertenece el
método de Schwarz –en el cual el tamaño del traslape es importante en la con-
vergencia del método– y a los de la segunda clase pertenecen los métodos del
tipo subestructuración –en el cual los subdominios sólo tienen en común a los
nodos de la interfase o frontera interior–.

Desde hace ya algún tiempo, la comunidad internacional3 inicio el estudio
intensivo de los métodos de descomposición de dominio, la atención se ha des-
plazado (véase [9]) de los métodos con traslape en el dominio (véase [59]) a los
métodos sin traslape en el dominio (véase [52], [53], [54], [55] y [56]), ya que estos
últimos son más efectivos para una gran variedad de problemas de la Ciencia y
la Ingeniería.

Los métodos de descomposición de dominio sin traslape son un paradigma
natural usado por la comunidad de modeladores (véase [1]). Los sistemas físi-
cos son descompuestos en dos o más subdominios contiguos basados en consi-
deraciones fenomenológicas o computacionales. Esta descomposición se refleja
en la Ingeniería de Software del código correspondiente, además, el uso de la
programación orientada a objetos, permite dividir en niveles la semántica de los
sistemas complejos, tratando así con las partes, más manejables que el todo, per-
mitiendo una implementación, extensión y mantenimiento sencillo (véase [17]).

Tomando en cuenta que los métodos de descomposición de dominio sin
traslape son fácilmente implementados para su uso en computadoras paralelas
mediante técnicas de programación orientada a objetos –porqué el algoritmo
del método es paralelo—, además, con los continuos avances en cómputo, en
particular, en la computación en paralelo mediante equipos de cómputo de alto
desempeño y/o Clusters parecen ser el mecanismo más efectivo para incrementar
la capacidad y velocidad de resolución de varios tipos de problemas de interés
en Ciencias e Ingenierías usando métodos de descomposición de dominio (véase
[53], [54], [55], [57] y [58]).

La implementación de los métodos de descomposición de dominio permite

3 Ello se refleja en las más de 19 conferencias internacionales de Métodos Descomposición
de Dominio (véase [18]) y de las cuales se han publicado 14 libros que recopilan los trabajos
más relevantes de cada conferencia. Además de varios mini simposios de descomposición de
dominio en congresos mundiales como es el World Congress on Computational Mechanics o el
Iberian Latin American Congress on Computational Methods in Engineering.
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utilizar de forma eficiente, las crecientes capacidades del cómputo en paralelo
(véase [18] y [19]) –Grids4 de decenas de Clusters, cada uno con cientos o miles
de procesadores interconectados por red, con un creciente poder de cómputo
medible en Peta Flops–, así como el uso de una amplia memoria –ya sea
distribuida y/o compartida del orden de Tera Bytes–, permitiendo atacar una
gran variedad de problemas que sin estas técnicas es imposible hacerlo de manera
flexible y eficiente. Pero hay que notar que existe una amplia gama de problemas
que se necesitan resolver, los cuales superan la capacidad de cómputo actual,
ya sea por el tiempo requerido para su solución, por el consumo excesivo de
memoria o ambos.

Así, los métodos de descomposición de dominio que introducen desde la
formulación matemática del problema una separación natural de las tareas a
realizar y simplifican considerablemente la transmisión de información entre
los subdominios (véase [19]), en conjunción con la programación orientada a
objetos y el cómputo en paralelo forman una amalgama poderosa. La cual
permite construir aplicaciones que coadyuven en la solución una gran gama de
problemas concomitantes en Ciencias e Ingenierías que requieren hacer uso de
una gran cantidad de grados de libertad.

Por otro lado, la lista de los métodos de descomposición de dominio y el tipo
de problemas que pueden ser atacados por estos, es grande y está en constante
evolución (véase [18] y [19]), ya que se trata de encontrar un equilibrio entre
la complejidad del método –aunada a la propia complejidad del modelo–, la
eficiencia en el consumo de los recursos computacionales y la precisión esperada
en la solución encontrada por los diversos métodos y las arquitecturas paralelas
en la que se implante.

Dos de los esquemas más comúnmente usados (véase [18], [42], [43], [53],
[54], [55], [57], [58] y [30]) en los métodos de descomposición de dominio sin
traslapes son Finite Element Tearing and Interconnect Dual-Primal (FETI-DP)
y Balancing Domain Decomposition by Constraints (BDDC). Aquí, FETI es
sinónimo de Finite Element Tearing and Interconnect de Farhat (véase [20] y
[21]); y FETI-DP es la versión Dual-Primal de FETI (véase [22] a [24]). BDD
es el método de Balancing Domain Decomposition de Mandel (véase [25] y
[26]), mientras que BDDC es BDD con restricciones (véase [27] al [29]). Ambos:
FETI-DP y BDDC inician de la ecuación diferencial parcial y en ellos los grados
de libertad están asociados con las funciones base usadas.

En el marco de los métodos de descomposición de dominio sin traslape se
distinguen dos categorías: Los esquemas duales –es el caso del método Finite
Element Tearing and Interconnect (FETI) y sus variantes– los cuales usan
multiplicadores de Lagrange; y esquemas primales –es el caso del método Ba-
lancing Domain Decomposition (BDD) y sus variantes– que tratan el problema

4 Bajo el Macroproyecto: Tecnologías para la Universidad de la Información y la Com-
putación de la UNAM, se interconectaron cuatro Cluster heterogéneos –dos en la Facultad
de Ciencias, uno en el Instituto de Geofísica y otro en el Instituto de Matemáticas Aplicadas
y Sistemas– con redes no dedicadas y en ellos se probo una versión de los códigos, en los
cuales se vio que es factible el uso en Grids y si estos cuentan con una red dedicada –de alta
velocidad– su eficiencia puede llegar a ser alta.
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sin el recurso de los multiplicadores de Lagran
Idealmente, los métodos de descomposición buscan satisfacer lo que lla-

mamos el paradigma-DDM: “el cual construye la solución global por la re-
solución de problemas locales, exclusivamente”. Para logar esto, es esencial
desconectar los problemas en los sudominios. En FETI-DP, tal desconexión es
lograda por la formulación del método en el espacio producto que esta con-
tenido en el espacio de funciones discontinuas. Sin embargo, FETI-DP usa una
formulación indirecta basada en los multiplicadores de Lagrange. BBDC usa
en lugar una formulación directa, pero no trabaja en el espacio de funciones
discontinuas. Otro hecho difícil a superar por los métodos, es que los algoritmos
competitivos necesitan incorporar restricciones que eviten la total desconexión
de los subdominios.

En este trabajo se ha desarrollado una metodología integradora de dos de los
métodos ampliamente usados –FETI-DP y BDDC– y se generan otros nuevos
(véase [36], [39]). A este esquema, lo hemos llamado el espacio de vectores
derivados –Derived Vectors Space (DVS)–, el cual es un esquema primal si-
milar a la formulación BDD, donde una significativa diferencia entre el esquema
BDD y DVS es que en este último, el problema es transformado en otro, definido
en el espacio de vectores derivados, el cual es un espacio producto, conteniendo
funciones discontinuas donde todo el trabajo del método es realizado, el cual
proporciona un marco unificado para los métodos de descomposición de dominio
sin traslape y es usado para formular y discutir en general y de forma sistemática
la teoría de DDM para problemas simétricos, no simétricos e indefinidos.

En la formulación BDD por otro lado, el espacio original de funciones con-
tinuas nunca es abandonado completamente y constantemente se regresa a los
grados de libertad asociados con el espacio de funciones continuas pertenecientes
a las subestructuras, el cual en su formulación juega el rol del espacio producto.

1.3 El Método de Descomposición de Dominio en el Es-
pacio de Vectores Derivados

En el presente trabajo se da una perspectiva general de algunas de las más im-
portantes formulaciones algebraicas de métodos de descomposición de dominio
sin traslape. Dos de los esquemas más comúnmente usados son (véase [18], [42],
[43], [53], [54], [55], [57] y [58]): BDDC y FETI-DP. Los cuales fueron puestos en
el marco primal –véase secciones (5.1) y (5.2)– del espacio de vectores deriva-
dos –Derived Vectors Space (DVS)–. El cual permite una efectiva y sintética
presentación de ambos métodos (véase [36] y [38]): Formulaciones primal y dual.

Esto simplifica los algoritmos, los que se sintetizan en un breve conjunto de
formulaciones matriciales muy generales que son aplicables a matrices simétri-
cas, no simétricas e indefinidas cuando ellas provienen de la discretización de
ecuaciones parciales o sistemas de tales ecuaciones.

El espacio de vectores derivados constituye un espacio de Hilbert con respecto
al adecuado producto interior –el producto interior Euclidiano– y mediante la
utilización de la formulación DVS, se saca provecho de la estructura del espacio
de Hilbert, obteniendo de esta manera una gran simplicidad para el algoritmo
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en el espacio de funciones definidas por tramos y es usado para establecer una
clara correspondencia entre los problemas a nivel continuo y aquellos obtenidos
después de la discretización.

En particular, usando el esquema DVS, se deriva de forma simple y explícita
un conjunto de ocho fórmulas matriciales aplicables a matrices simétricas, no
simétricas e indefinidas generadas a partir de la discretización de los sistemas
de ecuaciones diferenciales parciales para un desarrollo simplificado del código
computacional de modelos gobernados por una sola ecuación diferencial par-
cial o sistemas de estas ecuaciones, teniendo un amplio campo de aplicación
a problemas prácticos. Estas formulaciones matriciales explícitas son usadas
directamente en el desarrollo de código computacional.

De las ocho fórmulas matriciales explícitas, cuatro son no precondicionadas
y cuatro precondicionadas. De ellas, las que tienen interés práctico son por
supuesto las formulaciones precondicionadas, pero se incluyen las no precondi-
cionadas, porque de ellas se deriva el entendimiento teórico de las precondi-
cionadas, además de ser el camino más directo para el desarrollo del código
computacional, al permitir empezar con una formulación simple y posterior-
mente agregar el precondicionador para obtener la formulación precondicionada
requerida.

De las cuatro fórmulas matriciales precondicionadas, dos corresponden a los
algoritmos FETI-DP y BDDC, de las otras dos no se tiene contraparte reportada
en la literatura de métodos de descomposición de dominio, aunque la efectividad
de su desempeño es del mismo orden de los métodos BDDC o FETI-DP.

Nótese que, todo el desarrollo de la metodología ha sido hecho en el es-
pacio vectorial sujeto a restricciones y por lo tanto, todos los algoritmos aquí
presentados son algoritmos sujetos a restricciones.

Idealmente, los métodos DDM intentan producir algoritmos tal que “la solu-
ción global es obtenida por la resolución de problemas locales definidos de ma-
nera separada en cada subdominio de la malla gruesa de la descomposición”; en
este trabajo tal condición será referida como el “paradigma DDM”. Cuando el
paradigma DDM es totalmente satisfecho la paralelización de los métodos DVS
puede ser lograda de forma eficiente al asignar cada subdominio a un procesador
diferente.

Algunas características importantes de la metodología desarrollada son:

1. Las formulaciones Dual y Primal son de dos de los métodos comúnmente
usados –BDDC y FETI-DP– han sido derivados de una manera unifi-
cada.

2. El esquema DVS incluye formulaciones algebraicas para matrices simétri-
cas, no simétricas e indefinidas –i.e. no positivas y no negativas definidas–
. Además se detallan las condiciones que tales matrices deben de satisfacer
para que los algoritmos generales sean aplicables.

3. El esquema DVS permite aplicar técnicas de descomposición de dominio
directamente a la matriz que es obtenida después de que la ecuación
diferencial –o sistema de tales ecuaciones– ha sido discretizada. La
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aplicación de tales procedimientos no requiere del conocimiento acerca de
la ecuación diferencial que originó la matriz.

4. El esquema DVS puede ser aplicado independientemente del procedimiento
de discretización usado para obtenerlo; ya que la matriz que es obtenida
inmediatamente después de la discretización no esta definida en el espacio
de vectores derivados. La teoría provee una fórmula para derivar otra ma-
triz en términos del problema formulado en el espacio de vectores derivados
(véase [34]).

5. Como es común en los métodos de descomposición de dominio, la matriz
global nunca se construye; a este respecto, una manera simple de definir
el espacio vectorial derivado es presentada en este trabajo.

El esquema DVS así obtenido, es innovador en varios aspectos y capaz de
englobar a dos de los métodos de descomposición de dominio más usados. Una
significativa innovación es que los algoritmos desarrollados en este esquema son
igualmente aplicables a matrices simétricas y no simétricas (véase [35]). En el
presente trabajo se muestra que la solución de matrices no simétricas presenta
eficiencia comparable a las simétricas.

1.4 Objetivos de la Tesis

Los objetivos del presente trabajo son agrupados en objetivos generales, ob-
jetivos particulares y objetivos de la implementación, los cuales se detallan a
continuación.

Objetivos Generales Los objetivos generales del presente trabajo son:

• Presentar el esquema del método de descomposición de dominio en el es-
pacio de vectores derivados (véase [36], [39] y [38]), el cual permite aplicar
técnicas de descomposición de dominio directamente al sistema de ma-
trices que son obtenidas después de que la ecuación diferencial o sistema
de tales ecuaciones han sido discretizadas. La aplicación de tales proce-
dimientos no requiere del conocimiento acerca de la ecuación diferencial
que originó las matrices.

• Mostrar como la teoría provee una fórmula para derivar la matriz en tér-
minos del problema formulado en el espacio de vectores derivados, ya que
la matriz que es obtenida inmediatamente después de la discretización no
está definida en el espacio de vectores derivados. Como es común en los
métodos de descomposición de dominio, tal matriz nunca se construye. A
este respecto, una manera simple de definir el espacio de vectores derivados
es presentada en este trabajo.

• Mostrar como el esquema DVS es igualmente aplicable a matrices simétri-
cas, no simétricas e indefinidas.
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• Mostrar la eficiencia computacional de los algoritmos desarrollados en
problemas que generan matrices simétricas y no simétricas, además de
mostrar que la implementación en paralelo es escalable.

Objetivos Particulares Los objetivos particulares de este trabajo son:

• Mostrar los ocho algoritmos iterativos básicos de descomposición de do-
minio sin traslape que se han obtenido, de los cuales cuatro son formula-
ciones primales y los otros cuatro son formulaciones duales.

• Mostrar como dos de las fórmulas precondicionadas corresponden a los
algoritmos FETI-DP y BDDC.

• Mostrar en el caso de matrices simétricas y no simétricas (véase [34] y
[35]), en particular para problemas de Advección-Difusión (véase [29] y
[50]) que la eficiencia numérica de los algoritmos precondicionados están
en el mismo orden que los reportados en la literatura.

Objetivos de la Implementación La implementación de los códigos de los
métodos de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados en
su forma secuencial y paralela tiene como objetivo primario el resolver un grupo
de ecuaciones por todos los métodos desarrollados que satisfagan:

• El código sea independiente de la geometría del dominio.

• El código sea independiente de la dimensión del problema.

• El código soporte ecuaciones escalares y vectoriales.

• El código utilice diferentes métodos de solución del sistema lineal asociado
al complemento de Schur local.

• El Algoritmo global sea débilmente acoplado a los subdominios.

• El desarrollo del código sea orientado a objetos para simplificar la im-
plementación y permitir tener un solo código para la parte secuencial y
paralela con un mínimo de cambios.

• La Implementación sea eficiente y escalable en paralelo.

1.5 Infraestructura Computacional Usada

El modelo computacional generado, está contenido en un programa de cómputo
bajo el paradigma de orientación a objetos, programado en el lenguaje C++
en su forma secuencial y en su forma paralela en C++ y la interfaz de paso de
mensajes (MPI) bajo el esquema Maestro-Esclavo.

Hay que notar que, el paradigma de programación orientada a objetos sa-
crifica algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo de recursos
computacionales al momento de la ejecución. Pero en contraste, permite mayor
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flexibilidad a la hora de adaptar los códigos a nuevas especificaciones. Adi-
cionalmente, disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mantenimiento
y búsqueda de errores dentro del código. Esto tiene especial interés cuando se
piensa en la cantidad de meses invertidos en la programación comparada con
los segundos consumidos en la ejecución.

Para desarrollar estos códigos, se realizó una jerarquía de clases para cada
uno de los distintos componentes del sistema de descomposición de dominio en
base a clases abstractas, las cuales reducen la complejidad del esquema DVS,
permitiendo usarlo tanto en forma secuencial como paralela redefiniendo sólo
algunos comportamientos.

La programación, depuración y puesta a punto de los códigos fue hecha en
el siguiente equipo:

• Notebook Intel dual Core a 1.7 GHtz con 2 GB de RAM en Linux De-
bian, haciendo uso del compilador C++ GNU y MPICH para el paso de
mensajes.

• PC Intel Quad Core a 2.4 GHtz con 3 GB de RAM en Linux Debian, ha-
ciendo uso del compilador C++ GNU y MPICH para el paso de mensajes.

Las pruebas de rendimiento de los distintos programas se realizaron en
equipos multiCore y Clusters a los que se tuvo acceso y que están montados
en la Universidad Nacional Autónoma de México, en las pruebas de análisis de
rendimiento se usó el siguiente equipo:

• Cluster homogéneo Kanbalam de 1024 Cores AMD Opteron a 2.6 GHtz de
64 bits, cada 4 Cores con 8 GB de RAM interconectados con un switch de
10 Gbps ubicado en el Departamento de Supercómputo de la D.G.C.T.I.C
de la UNAM.

• Cluster homogéneo Olintlali de 108 Cores emulando 216 hilos, Intel Xeon
a 2.67 GHtz, 9 nodos con 6 Cores y 8 hilos de ejecución con 48 GB RAM
interconectados con GIGE 10/100/1000 Gb/s, a cargo del Dr. Ismael
Herrera Revilla del Departamento de Recursos Naturales del Instituto de
Geofísica de la UNAM.

• Cluster homogéneo Pohualli de 104 Cores Intel Xeon a 2.33 GHtz de 64
bits, cada 8 Cores cuentan con 32 GB de RAM interconectados con un
switch de 1 Gbps, a cargo del Dr. Víctor Cruz Atienza del Departamento
de Sismología del Instituto de Geofísica de la UNAM.

• Cluster homogéneo IO de 22 Cores Intel Xeon a 2.8 GHtz de 32 bits, cada
2 Cores con 1 GB de RAM interconectados con un switch de 100 Mbps,
a cargo de la Dra. Alejandra Arciniega Ceballos del Departamento de
Vulcanología del Instituto de Geofísica de la UNAM.

• PC de alto rendimiento Antipolis de 8 Cores Intel Xeon a 2.33 GHtz
de 64 bits y 32 GB de RAM, a cargo del Dr. Víctor Cruz Atienza del
Departamento de Sismología del Instituto de Geofísica de la UNAM.
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1.6 Organización de la Tesis

Para poder cumplir con los objetivos planteados del presente trabajo, se inicia
describiendo en el capítulo dos, las formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann a nivel continuo que son la base de las formulaciones en el espacio de
vectores derivados; en el capítulo tres se desarrolla el marco teórico del espacio de
vectores derivados; para que conjuntando el material del capítulo dos y tres, en el
capítulo cuatro se deriven las ocho formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann en el marco del espacio de vectores derivados, de los cuales cuatro
son formulaciones primales y cuatro son formulaciones duales donde dos corres-
ponden a los algoritmos Finite Element Tearing and Interconnect Dual-Primal
(FETI-DP) y Balancing Domain Decomposition with Constraints (BDDC).

En el capítulo cinco, se muestra como los esquemas FETI-DP y BDDC son
puestos en términos del esquema de descomposición de dominio en el espacio de
vectores derivados desarrollado, además se muestran sus principales semejanzas
y diferencias.

En el capítulo seis, se muestran los detalles de la formulación numérica del
esquema de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados, en
particular se deriva la forma de construir las matrices involucradas en el método
y los detalles de la implementación numérica, así como la implementación de
los operadores virtuales involucrados en el esquema.

En el capítulo siete, se muestra la implementación computacional en el es-
quema Maestro-Esclavo como una forma de codificación orientada a objetos de
los métodos de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados
tanto para generar el código secuencial como el paralelo en el lenguaje de pro-
gramación C++ y algunas consideraciones sobre su desempeño computacional.

En el capítulo ocho, se realiza el análisis de rendimiento para mostrar la
eficiencia de los códigos desarrollados, por una parte para manipular sistemas
simétricos y no simétricos; y por otra ver su escalamiento al usar cientos de
Cores en la ejecución de algunas pruebas en equipos paralelos como es el Cluster
Kanbalam de la UNAM.

Por último, en el capítulo nueve se dan las conclusiones de los logros al-
canzados en el presente trabajo y se esboza lo que se considera pueden ser sus
perspectivas.

En el apéndice A, se muestran varias consideraciones sobre la implementación
de los métodos de descomposición de dominio en el espacio de vectores deriva-
dos, en especial sobre el caso en que la formulación se basa en la creación de
las matrices locales a partir de algún método de discretización local por subdo-
minio como pueden ser los métodos de Elemento Finito, Diferencias Finitas o
Volumen Finito, así como el manejo de ecuaciones vectoriales o escalares por el
sistema desarrollado. Para terminar este apéndice se revisa con detalle el método
de descomposición de dominio de subestructuración y su implementación com-
putacional, ya que este es la base de todos y cada uno de los métodos de des-
composición de dominio tratados en este trabajo.

En el apéndice B, se muestra como hacer una eficiente implementación para
la solución de grandes sistemas de ecuaciones lineales por medio de los méto-
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dos directos e iterativos, así como las estructuras óptimas de las matrices al
codificarse en el lenguaje de programación C++ tanto para su implementación
secuencial como en paralelo.
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2 Formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann a Nivel Continuo

Para poner la metodología desarrollada en una adecuada perspectiva, se inicia
por revisar algunos conceptos elementales sobre las formulaciones mencionadas
en el título de esta sección. También se toman algunas herramientas presentadas
del trabajo “Theory of differential equations in discontinuous picewise-defined
functions” (véase [31]).

El problema que se considera aquí5 es: “Encontrar u ∈ H2 (Ω) , tal que
{

Lu = fΩ, en Ω
u = 0, sobre ∂Ω

” (2.1)

así, bajo las adecuadas condiciones (véase [6]), la existencia y la unicidad de
la solución de este problema está garantizada. Este problema puede también
formularse en espacio de funciones definidas por tramos (véase [31]).

Sin pérdida de generalidad, sea el dominio Ω descompuesto en dos subdo-
minios Ω1 y Ω2, como se muestra en la figura:

Figura 1: Partición del dominio Ω en dos subdominios Ω1 y Ω2.

Supóngase que el operador diferencial L es de segundo orden y se considera
el espacio H2 (Ω1) ⊕ H2 (Ω2) de funciones discontinuas definidas por tramos
(véase [31]). Una función en tal espacio es definida independientemente en
cada uno de los dos subdominios y sus restricciones a Ω1 y Ω2 pertenecen a
H2 (Ω1) y H2 (Ω2) respectivamente. Generalmente la discontinuidad a través
de la interfase Γ tiene un salto no cero de la función misma y de sus derivadas
normales. La notación para el ‘salto’ y el ‘promedio’ a través de Γ esta dado
por

[[u]] ≡ u+ − u− y
·
⌢
u =

1

2
(u+ + u−) , sobre Γ (2.2)

respectivamente.

5 La notación que se usa es la estándar para los espacios de Sobolev (véase [2]).
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Nótese que, el espacio H2 (Ω) es un subespacio de H2 (Ω1) ⊕H2 (Ω2) . En
efecto, sea u ∈ H2 (Ω1) ⊕H2 (Ω2) , entonces u ∈ H2 (Ω) si y sólo si

[[u]] =

[[
∂u

∂n

]]
= 0, sobre Γ. (2.3)

Por lo tanto, una formulación del problema dado en la Ec.(2.1) es: “Buscar
a u ∈ H2 (Ω1) ⊕H2 (Ω2) , tal que





Lu = fΩ, en Ω
[[u]] = 0 y

[[
∂u
∂n

]]
= 0, sobre Γ

u = 0, sobre ∂Ω
”. (2.4)

Se debe observar que, cuando el valor de la solución u es conocida sobre Γ,
entonces u puede ser obtenida en cualquier lugar en Ω por la resolución de dos
problemas Dirichlet con valor en la frontera, uno en cada uno de los subdominios
Ω1 y Ω2 –el título de Dirichlet-Dirichlet para el procedimiento es por el hecho
de resolver este tipo de problemas–.

De manera similar, cuando los valores de la derivada normal ∂u
∂n

son conocidos
sobre Γ, entonces u puede ser obtenida en cualquier lugar en Ω por la resolución
de dos problemas Neumann con valores en la frontera, uno para cada uno de los
subdominios Ω1 y Ω2 –el título de Neumann-Neumann para el procedimiento
es por el hecho de resolver este tipo de problemas–.

Estas observaciones son las bases de los dos enfoques de los métodos de
descomposición de dominio que se consideran en esta sección: Los métodos
Dirichlet-Dirichlet y Neumann-Neumann.

2.1 El Problema no Precondicionado Dirichlet-Dirichlet

Para el problema no precondicionado Dirichlet-Dirichlet, se toma uΓ como la
restricción a Γ de la solución u de la Ec.(2.4), entonces u es la única solución de
los siguientes dos problemas Dirichlet





Lu = fΩ, en Ωα, α = 1, 2
u = uΓ, sobre Γ
u = 0, sobre ∂Ω

. (2.5)

El enfoque Dirichlet-Dirichlet al método de descomposición de dominio con-
siste en buscar para la función uΓ, esencialmente una elección de sucesiones de
funciones de prueba: u0Γ, u

1
Γ, ..., u

n
Γ, ..., hasta que se encuentre la función buscada.

A este respecto, una primera pregunta es: ¿cómo se reconoce cuando la
función de prueba es satisfactoria?. Se sabe que cuando uΓ es la restricción
a Γ de la solución del problema, la solución que es obtenida por la resolución
de los dos problemas con valores en la frontera de la Ec.(2.5) satisfacen las
condiciones de salto indicadas en la Ec.(2.4). Ahora, en el caso del enfoque
Dirichlet-Dirichlet, el salto de la función se nulifica necesariamente, ya que

[[u]] = u+ − u− = uΓ − uΓ = 0 (2.6)
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sin embargo, por lo general la condición
[[
∂u

∂n

]]
= 0 (2.7)

no es satisfecha. La selección de la función de prueba uΓ será satisfactoria, si y
sólo si, la Ec.(2.7) se satisface.

Si se escribe la solución del problema u de la Ec.(2.4) como

u = up + v (2.8)

donde up satisface 



Lup = fΩ, en Ωα, α = 1, 2
up = 0, sobre Γ
up = 0, sobre ∂Ω

(2.9)

y por lo tanto v satisface




Lv = 0, en Ωα, α = 1, 2
v = uΓ, sobre Γ
v = 0, sobre ∂Ω

(2.10)

entonces, la elección de la función de prueba uΓ será satisfactoria, si y sólo si
[[
∂v

∂n

]]
= −

[[
∂up
∂n

]]
(2.11)

desde este punto de vista, la función v ∈ H2 (Ω1) ⊕H2 (Ω2) . Así, se busca una
función tal que





Lv = 0, en Ωα, α = 1, 2

[[v]] = 0,
[[
∂v
∂n

]]
= −

[[
∂up
∂n

]]
, sobre Γ

v = 0, sobre ∂Ω

. (2.12)

Esta condición puede expresarse teniendo en mente el operador de Steklov-
Poincaré6 τ , el cual para cualquier función u definida sobre Γ, se genera otra
función definida sobre Γ, a saber (véase [3])

τ (uΓ) ≡
[[
∂v

∂n

]]
, sobre Γ (2.13)

donde v satisface la Ec.(2.10). Entonces la Ec.(2.12) es equivalente a

τ (uΓ) ≡ −
[[
∂up
∂n

]]
, sobre Γ. (2.14)

6 El operador de Steklov-Poincaré generalmente se define como la ecuación para la traza de
la solución exacta u sobre Γ (véase [49]).
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2.2 El Problema no Precondicionado Neumann-Neumann

Para el caso del problema no precondicionado Neumann-Neumann, se toma a
u como la solución de la Ec.(2.4) y sea qΓ ≡ ∂u

∂n
sobre Γ, entonces u es la única

solución de los siguientes dos problemas Neumann




Lu = fΩ, en Ωα, α = 1, 2
∂u
∂n

= qΓ sobre Γ
u = 0 sobre ∂Ω

. (2.15)

El título del enfoque Neumann-Neumann proviene de el hecho que la Ec.(2.15)
implica resolver un problema Neumann en el subdominio Ω1 y otro problema
Neumann en Ω2. Este enfoque consiste en buscar una función qΓ –independien-
temente del valor de qΓ–, ya que, cualquier solución de la Ec.(2.15) satisface

[[
∂u

∂n

]]
=

(
∂u

∂n

)

+

−
(
∂u

∂n

)

−
= qΓ − qΓ = 0 (2.16)

sin embargo, por lo general, la condición

[[u]] = 0 (2.17)

no es satisfecha. La selección de la función de prueba uΓ será satisfactoria, si y
sólo si, la Ec.(2.17) se satisface.

Si se toma nuevamente una solución u = up + v como en la Ec.(2.8), donde
up ahora satisface 




Lup = fΩ, en Ωα, α = 1, 2
∂up
∂n

= 0, sobre Γ
up = 0, sobre ∂Ω

(2.18)

y por lo tanto v satisface




Lv = 0, en Ωα, α = 1, 2
∂v
∂n

= qΓ, sobre Γ
v = 0, sobre ∂Ω

(2.19)

entonces, la función v ∈ H2 (Ω1) ⊕H2 (Ω2) es caracterizada por




Lv = 0, en Ωα, α = 1, 2
[[v]] = [[up]] ,

[[
∂v
∂n

]]
= 0, sobre Γ

v = 0, sobre ∂Ω
. (2.20)

Para la formulación Neumann-Neumann existe una contraparte –el ope-
rador µ– al operador de Steklov-Poincaré τ , dada cualquier función qΓ, definida
sobre Γ, se define µ (qΓ) , esta será una función definida sobre Γ dada por

µ (qΓ) ≡ [[v]] , sobre Γ (2.21)

aquí, v satisface la Ec.(2.19). Entonces, la Ec.(2.20) es equivalente a

µ (qΓ) ≡ − [[up]] , sobre Γ. (2.22)
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3 Marco Teórico del Espacio de Vectores Deriva-
dos

En el marco de los métodos de descomposición de dominio sin traslape se dis-
tinguen dos categorías (véase [18], [42], [43], [53], [54] y [58]): Los esquemas
duales –como es el caso del método Finite Element Tearing and Interconnect
(FETI) y sus variantes– los cuales usan multiplicadores de Lagrange; y los
esquemas primales –como es el caso del método Balancing Domain Decom-
position (BDD) y sus variantes– que tratan el problema sin el recurso de los
multiplicadores de Lagrange.

En este trabajo se ha derivado un sistema unificador (véase [36] y [38]), el
esquema del espacio de vectores derivados (DVS), este es un esquema primal
similar a la formulación BDD. Donde una significativa diferencia entre nuestro
esquema y BDD es que en la formulación DVS el problema es transformado en
otro definido en el espacio de vectores derivados, el cual es un espacio producto
conteniendo funciones discontinuas, es en este espacio en el cual todo el trabajo
del método es realizado.

Por otro lado, en la formulación BDD, el espacio original de funciones con-
tinuas nunca es abandonado completamente y constantemente se regresa a los
grados de libertad asociados con el espacio de funciones continuas pertenecientes
a las subestructuras, el cual en su formulación juega el rol del espacio producto.

Aunque el marco DVS es un esquema primal, las formulaciones duales pueden
ser acomodadas en él; esta característica permite unificar en este terreno a am-
bos esquemas, duales y primales; en particular a BDDC y FETI-DP. También
el espacio DVS constituye un espacio de Hilbert con respecto al adecuado pro-
ducto interior –el producto interior Euclidiano– y mediante la utilización de
la formulación DVS, se saca provecho de la estructura del espacio de Hilbert
obteniendo de esta manera una gran simplicidad para el algoritmo definido en
el espacio de funciones definidas por tramos y es usado para establecer una
clara correspondencia entre los problemas a nivel continuo y aquellos obtenidos
después de la discretización.

3.1 Discretización del Dominio para los Métodos Duales
y Primales

Dos de los enfoques más comúnmente usados (véase [18], [40], [41], [42], [43], [53],
[54], [55], [57] y [58]) en los métodos de descomposición de dominio son FETI-
DP y BDDC. Ambos, inicializan con la ecuación diferencial parcial y de ella,
los grados de libertad son asociados con las funciones de base usadas. BDDC
es un método directo, i.e. es un método que no hace uso de Multiplicadores de
Lagrange, mientras que FETI-DP trabaja en el espacio producto mediante el
uso de los Multiplicadores de Lagrange.

En los métodos FETI-DP y BDDC, el dominio Ω en el cual se define el
problema, es subdividido en E subdominios ‘sin traslape’ Ωα, α = 1, 2, ..., E, es
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decir

Ωα ∩ Ωβ = ∅ ∀α 
= β y Ω =
E⋃

α=1

Ωα (3.1)

y al conjunto

Γ =
E⋃

α=1

Γα, si Γα = ∂Ωα\∂Ω (3.2)

se le llama la frontera interior del dominio Ω. La notación ∂Ω y ∂Ωα, α =
1, ..., E es tomada de la frontera del dominio Ω y la frontera del subdominio Ωi

respectivamente. Claramente

∂Ω ⊂
E⋃

α=1

∂Ωα y Ω =

(
E⋃

α=1

Ωα

)⋃
Γ. (3.3)

Se denota por H al máximo diámetro Hα = Diam(Ωα) de cada Ωα que
satisface Diam(Ωα) ≤ H para cada α = 1, 2, ..., E, además, cada subdominio
Ωα es descompuesto en un mallado fino Th de K subdominios mediante una
triangulación Ωj de modo que este sea conforme, se denota por h al máximo
diámetro hj = Diam(Ωj) de cada Ωα que satisface Diam(Ωj) ≤ h para cada
j = 1, 2, ...,K de cada α = 1, 2, ..., E.

Para iniciar la discusión, se considera un ejemplo particular, de un conjunto
de veinticinco nodos de una descomposición del dominio Ω ‘sin traslape’, se
asume que la numeración de los nodos es de izquierda a derecha y de arriba
hacía abajo, véase figura (2)

Figura 2: Conjunto de nodos originales

En este caso el conjunto de nodos originales, se particiona usando una malla
gruesa de cuatro subdominios Ωα α = 1, 2, 3, 4, véase figura (3).
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Figura 3: Nodos en una descomposición gruesa de cuatro subdominios

Entonces se tiene un conjunto de nodos y un conjunto de subdominios, los
cuales se enumeran usando un conjunto de índices

N̂ ≡ {1, 2, . . . , 25} y E ≡ {1, 2, 3, 4} (3.4)

respectivamente. Entonces, el conjunto de ‘nodos originales’ correspondiente
a tal descomposición de dominio ‘sin traslape’, en realidad tiene un ‘traslape’,
esto es por que la familia de los cuatros subconjuntos

N̂1 = {1, 2, 3, 6, 7, 8, 11, 12, 13} (3.5)

N̂2 = {3, 4, 5, 8, 9, 10, 13, 14, 15}
N̂3 = {11, 12, 13, 16, 17, 18, 21, 22, 23}
N̂4 = {13, 14, 15, 18, 19, 20, 23, 24, 25}

no son disjuntos. En efecto, por ejemplo

N̂1 ∩ N̂2 = {3, 8, 13} . (3.6)

Con la idea de obtener una ‘verdadera descomposición de dominio sin trasla-
pe’, se reemplaza el conjunto de ‘nodos originales’ por otro conjunto, el conjunto
de los ‘nodos derivados’ en los cuales se satisfaga la condición de que sea una
verdadera descomposición de dominio sin traslapes.

3.2 Una Verdadera Descomposición de Dominio sin Traslapes

A la luz de lo visto en la sección anterior, es ventajoso trabajar con una des-
composición de dominio sin traslape alguno del conjunto de nodos y, para este
fin, se reemplaza el conjunto N̂ de ‘nodos originales’ por otro conjunto de ‘nodos
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derivados’, los cuales son denotados por Xα, donde cada nodo en la frontera
interior Γ se parte en un número que llamaremos la multiplicidad del nodo y es
definida como el número de subdominios que comparten al nodo. Cada nodo
derivado es definido por un par de números: (p,α) , donde p corresponde a un
nodo perteneciente a Ωp, i.e. un ‘nodo derivado’ es el par de números (p, α) tal
que p ∈ N̂α, véase figura (4).

Figura 4: Mitosis de los nodos en la frontera interior

Se denota con X el conjunto total de nodos derivados; nótese que el total
de nodos derivados para el ejemplo de la sección anterior es de 36, mientras el
número de nodos originales es de 25.

Entonces, se define Xα como el conjunto de nodos derivados que puede ser
escrito como

Xα =
{

(p, α) | α ∈ Ê y p ∈ N̂α
}
. (3.7)

Para el ejemplo referido, tomando α sucesivamente como 1, 2, 3 y 4, se tiene
la familia de cuatro subconjuntos,

{
X1,X2,X3,X4

}
(3.8)

la cual es una descomposición de dominio sin traslape véase figura (5), donde el
conjunto X satisface

X =
4⋃

α=1

Xα y Xα ∩Xβ = ∅ cuando α 
= β. (3.9)
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Figura 5: Conjunto de nodos derivados

Por supuesto, la cardinalidad de los subdominio –el número de nodos de
cada uno de los subdominios es 36/4– es igual a 9.

Dada la discusión anterior, y para el desarrollo de una teoría general, sea el
conjunto de nodos-índice y de subdominio-índice original definidos como

N̂ = {1, ..., n} y Ê = {1, ..., E} (3.10)

respectivamente, donde n es el número total de nodos que se obtienen de la ver-
sión discretizada de la ecuación diferencial que se quiere resolver –generalmente,
los nodos de frontera no son incluidos–.

Se define al conjunto de ‘nodos derivados’ por el par de números (p, α) , tal
que p ∈ N̂α. Entonces, el conjunto de todos los nodos derivados, satisface

Xα ≡
{

(p, α) | α ∈ Ê y p ∈ N̂α
}

(3.11)

y para evitar repeticiones, ya que en lo sucesivo se hará uso extensivo de los
nodos derivados, la notación (p, α) se reserva para el par tal que (p, α) ∈ X.

Nótese que la cardinalidad de X es siempre mayor que la cardinalidad de
N̂, excepto en el caso trivial cuando E = 1. En lo que sigue los nodos derivados
serán referidos, simplemente como nodos.

Por otro lado, dado cualquier nodo original, p ∈ N̂ , se define el conjunto
Z (p) ⊂ X, como el conjunto de los nodos derivados de p que puede ser escrito
como (p, α) , para algún 1 ≤ α ≤ E. Además, dado cualquier nodo (p, α) ∈ X,
su multiplicidad es definida por la cardinalidad del conjunto Z (p) ⊂ X y es
denotada como m (p) .

Los nodos derivados son clasificados como ‘nodos internos’ o de ‘frontera
interna’, dependiendo si su multiplicidad es uno o más grande que uno. Los

23



subconjuntos I ⊂ Ω y Γ ⊂ Ω son el conjunto de nodos internos y de frontera
interna respectivamente, que satisfacen la siguiente relación

X = I ∪ Γ y I ∩ Γ = ∅ (3.12)

nótese que para el ejemplo mostrado en la figura 3, la cardinalidad de Γ es 20.
Para cada α = 1, 2, . . . , E, se define

Γα = Γ ∩Xα (3.13)

entonces, la familia de subconjuntos {Γ1,Γ2, . . . ,ΓE} es una partición de Γ, en
el sentido de que

Γ ≡
E⋃

α=1

Γα mientras Γα ∩ Γβ = ∅ cuando α 
= β. (3.14)

En este desarrollo, Γ es descompuesto dentro de dos subconjuntos

π ⊂ Γ ⊂ X y ∆ ⊂ Γ ⊂ X (3.15)

los nodos pertenecientes al primer conjunto π son llamados ‘primales’, mientras
que si estos pertenecen al segundo conjunto ∆ son llamados ‘duales’, donde

∆ ≡ Γ − π

entonces
Γ = π ∪ ∆ mientras π ∩ ∆ = ∅. (3.16)

Además, se define
Π ≡ I ∪ π

en este caso, cada una de las familias de los subconjuntos {I, π,∆} y {Π,∆}
son descomposiciones sin traslape de Ω, es decir,

X = I ∪ π ∪ ∆ mientras que I ∩ π = π ∩ ∆ = ∆ ∩ I = ∅ (3.17)

y
X = Π ∪ ∆ mientras que Π ∩ ∆ = ∅. (3.18)

Nótese que todos los conjuntos considerados hasta ahora son dimensional-
mente finitos. Por lo tanto, cualquier función con valores en los reales7 definida
en cualquier conjunto define unívocamente un vector dimensionalmente finito.

Para el planteamiento de los métodos Dual-Primal, los nodos de la interfase
son clasificados dentro de nodos Primales y Duales. Entonces se define:

• N̂I ⊂ N̂ como el conjunto de nodos interiores.

• N̂Γ ⊂ N̂ como el conjunto de nodos de la interfase.

7 Cuando se consideren sistemas de ecuaciones, como en los problemas de elasticidad, tales
funciones son vectoriales.
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• N̂π ⊂ N̂ como el conjunto de nodos primales.

• N̂∆ ⊂ N̂ como el conjunto de nodos duales.

El conjunto N̂π ⊂ N̂Γ es escogido arbitrariamente y entonces N̂∆ es definido
como N̂∆ ≡ N̂Γ − N̂π. Cada una de las siguientes dos familias de nodos son
disjuntas: {

N̂I , N̂Γ
}

y
{
N̂I , N̂π, N̂∆

}
.

Además, estos conjuntos de nodos satisfacen las siguientes relaciones:

N̂ = N̂I ∪ N̂Γ = N̂I ∪ N̂π ∪ N̂∆ y N̂Γ = N̂π ∪ N̂∆ (3.19)

adicionalmente se define los siguientes conjuntos de X :

• I ≡
{

(p, α) | p ∈ N̂I

}
.

• Γ ≡
{

(p, α) | p ∈ N̂Γ
}
.

• π ≡
{

(p, α) | p ∈ N̂π

}
.

• ∆ ≡
{

(p,α) | p ∈ N̂∆
}
.

En vista de todo lo anterior, la familia de subconjuntos
{
X1, ...,XE

}
es una

descomposición de dominio del conjunto de nodos derivados en donde no se tiene
ningún traslape (véase [36] y [38]), es decir

X =
E⋃

α=1

Xα y Xα ∩Xβ = ∅ cuando α 
= β. (3.20)

3.3 El Problema Original

El esquema DVS puede ser aplicado al sistema matricial que es obtenido des-
pués de la discretización, este procedimiento es independiente del método de
discretización usado –puede ser el método de Elemento Finito, Diferencias
Finitas o cualquier otro–. El procedimiento requiere de algunas suposiciones
que deben de ser satisfechas, las cuales se explican a continuación (véase [36]
y [38]). Tales suposiciones están dadas en términos del sistema matricial y dos
conceptos adicionales: los nodos originales y una familia de subconjuntos de
tales nodos, los cuales están asociados con la partición del dominio.

Para ilustrar como estos conceptos son introducidos, se considera la formu-
lación variacional de la versión discretizada general de un problema de valores
en la frontera, el cual consiste en encontrar û ∈ V, tal que

a (û, v) = (g, v) , ∀v ∈ V (3.21)
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aquí, V es un espacio lineal de dimensión finita de funciones real valuadas8

definidas en cierto dominio espacial Ω, mientras g ∈ V es una función dada.
Sea N̂ = {1, ..., n} el conjunto de índices, el cual es el número de nodos

usados en la discretización, y sea {ϕ1, ..., ϕn} ⊂ V una base de V, tal que para
cada i ∈ N̂, ϕi = 1 en el nodo i y cero en cualquier otro nodo. Entonces, ya que
û ∈ V, entonces

û =
∑⌢

u iϕi (3.22)

aquí,
⌢
u i es el valor de û en el nodo i. Sea

⌢
u y

⌢

f vectores9 ⌢
u ≡

(
⌢
u1, ...,

⌢
un
)

y
⌢

f ≡
(⌢
f 1, ...,

⌢

f n

)
, donde

⌢

f i ≡ (g, ϕi) , i ∈ N̂. (3.23)

La formulación variacional de la Ec.(3.21) es equivalente a

⌢

A
⌢
u =

⌢

f (3.24)

donde la matriz
⌢

A, será referida como la ‘matriz original’ y esta es definida
mediante

⌢

A ≡
(⌢
Aij

)
(3.25)

con
⌢

Aij ≡ ã
(
ϕi, ϕj

)
i, j = 1, ..., n (3.26)

después de que el problema ha sido discretizado –ã
(
ϕi, ϕj

)
son las funciones

base usadas en la discretización–, donde se supone que el dominio Ω ha sido
particionado mediante un conjunto de subdominios no traslapados {Ω1, ...,ΩE};
más precisamente, para cada α = 1, ..., E; Ωα es abierto y

Ωα ∩ Ωβ = ∅ ∀α 
= β y Ω =
E⋃

α=1

Ωα (3.27)

donde Ωα es la clausura estándar del conjunto Ωα.
El conjunto de subdominios-índices es denotado por Ê = {1, ..., E}. Por otro

lado N̂α, α = 1, ...,E, denota a los nodos originales que corresponden a los nodos
pertenecientes a Ωα. Como es usual, los nodos son clasificados en ‘interiores’ y
‘nodos de interfase’; un nodo es interior, si pertenece sólo a la clausura de una
subpartición del dominio, y es un nodo de la interfase cuando pertenece a más
de uno.

Las funciones real valuadas definidas en N̂ = {1, ..., n} constituyen un es-
pacio lineal el cual será denotado por Ŵ y referido como el ‘espacio vectorial

8 La teoría aquí presentada, con ligeras modificaciones, trabaja también en el caso de que
las funciones de V sean vectoriales.

9 Hablando estrictamente estos deberían ser vectores columna, sin embargo, cuando se
incorporan en el texto, se escriben como vectores renglón para ahorrar espacio de escritura.
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original’. Los vectores
⌢
u ∈ Ŵ se escriben como

⌢
u =

(
⌢
u1, ...,

⌢
un

)
, donde

⌢
u i

para i = 1, ..., n, son las componentes de un vector
⌢
u.

Entonces, el ‘problema original’ consiste en “Dada
⌢

f ∈ Ŵ , encontrar a
⌢
u ∈ Ŵ tal que la Ec.(3.24) se satisfaga”.

A lo largo de todo el desarrollo de esta metodología, la matriz original
⌢

A se

asume como no singular –esto define una biyección de Ŵ sobre sí misma–, para
definir las condiciones sobre las cuales el esquema DVS es aplicable para matrices
indefinidas y/o no simétricas (véase [34]), se asume lo siguiente, (axioma): “Sean
los índices i ∈ N̂α y j ∈ N̂β de nodos interiores originales, entonces

⌢

Aij = 0 siempre y cuando α 
= β”. (3.28)

Así, para cada α = 1, ..., E se define el subespacio de vectores Ŵα ⊂ Ŵ ,
el cual es constituido por los vectores que tienen la propiedad que para cada
i /∈ N̂α, esta i-ésima componente se nulifica. Usando esta notación se define el
espacio producto W por

W ≡
E∏

α=1

Ŵα = Ŵ 1 × ...× ŴE. (3.29)

3.4 El Espacio de Vectores Derivado

Usando la notación de la sección anterior, en la cual se definió el ‘problema
original’ dado por la Ec.(3.24), este es un problema formulado en el espacio
vectorial original Ŵ , en el desarrollo que sigue se transforma en un problema
que será reformulado en el espacio W, el cual es un espacio definido sobre las
funciones discontinuas.

Para ello, se entiende por un ‘vector derivado’ una función real-valuada
definida en el conjunto X de nodos derivados10 . El conjunto de vectores deriva-
dos constituyen un espacio lineal, el cual será referido como el ‘espacio de vec-
tores derivados’. De manera análoga para cada subconjunto local de nodos
derivados en el subespacio Xα existe un ‘subespacio local de vectores derivados’
Wα, el cual es definido con la condición de que los vectores de Wα se nulifiquen
en cada nodo derivado que no pertenezca a Xα. Una manera formal de iniciar
esta definición es

u ∈ Wα ⊂ W, si y sólo si u (p, β) = 0 cuando β 
= α. (3.30)

Una importante diferencia entre los subespacios Wα y Ŵα puede se notada
al observar que Wα ⊂ W, mientras que Ŵα �W. En particular

W ≡
E∏

α=1

Ŵα = W 1 ⊕ ...⊕WE (3.31)

10 Para el tratamiento de sistemas de ecuaciones, tales como las involucradas en el
tratamiento de la elasticidad lineal, tales funciones serán vectoriales.

27



en palabras: El espacio W es el producto de subespacios de la familia
{
Ŵ 1, ..., ŴE

}
(3.32)

pero al mismo tiempo es la suma directa de la familia
{
W 1, ...,WE

}
. (3.33)

En vista de la Ec.(3.31) es sencillo establecer una biyección –de hecho, un
isomorfismo– entre el espacio de vectores derivados y el espacio producto. Por
lo tanto, en lo que sigue, se identifica a ambos como uno solo.

Para cada par de vectores11 u ∈ W y w ∈ W , el ‘producto interior Eucli-
diano’ es definido por

u · w =
∑

(p,α)∈X
u (p, α)w (p, α) . (3.34)

Una importante propiedad es que el espacio de vectores derivados W, cons-
tituye un espacio de Hilbert dimensionalmente finito con respecto al producto
interior Euclidiano. Nótese que el producto interior Euclidiano es independiente

de la forma de la matriz original
⌢

A; en particular esta puede ser simétrica, no
simétrica o indefinida.

La inyección natural R : Ŵ →W, de Ŵ sobre W , es definida por la condición
de que, para todo û ∈ Ŵ , se obtenga

(Rû) (p, α) = û (p) , ∀ (p, α) ∈ X. (3.35)

La ‘multiplicidad’, m (p) de cualquier nodo original p ∈ N̂ es caracterizada
por la propiedad (véase [35] y [34]),

E∑

α=1

(Rû) (p, α) = m(p)û (p) . (3.36)

Además, el espacio W puede ser descompuesto en dos subespacios ortogo-
nales complementarios W11 ⊂ W y W12 ⊂W , tal que

W = W11 +W12 y {0} = W11 ∩W12 (3.37)

donde, el subespacio W12 ⊂ W es la inyección natural de Ŵ dentro de W ; i.e.

W12 ≡ RŴ ⊂ W (3.38)

11 En el caso vectorial –que surge en aplicaciones como en la teoría de elasticidad– cuando
se trabajan sistemas de ecuaciones, i.e. cuando u (p, α) es un vector, la Ec(3.34) es reemplazada
por

u ·w =
∑

(p,α)∈X

u (p, α)⊙w (p, α)

donde, u (p, α)⊙ w (p, α) se identifica con el producto interior de vectores involucrados.
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y W11 ⊂ W es el complemento ortogonal con respecto al producto interior
Euclidiano. Además se define la inversa de R : Ŵ → W, cuando ésta es res-
tringida a W12 ⊂W la cual siempre existe y es denotada por R−1 : W12 → Ŵ .

Es costumbre el uso de la notación de suma directa

W = W12 ⊕W12 (3.39)

cuando el par de condiciones de la Ec.(3.37) son satisfechas.
El ‘subespacio de vectores continuos’ es definido como el subespacio

W12 ⊂ W (3.40)

mientras que el ‘subespacio de vectores de promedio cero’ es definido como el
subespacio

W11 ⊂ W. (3.41)

Dos matrices a : W →W y j : W →W son ahora introducidas; ellas son los
operadores proyección con respecto al producto interior Euclidiano sobre W12

y W11 respectivamente. El primero será referido como el ‘operador promedio’ y
el segundo como el ‘operador salto’ respectivamente.

En vista de la Ec.(3.37), cada vector u ∈ W, puede ser escrito de forma única
como la suma de un vector de promedio cero más un vector continuo (vector de
salto cero), es decir

u = u11 + u12 con

{
u11 ≡ ju ∈ W11

u12 ≡ au ∈W12
(3.42)

los vectores ju y au son llamados el ‘salto’ y el ‘promedio’ de u respectivamente.
Los subespacios lineales que se definen a continuación son elegidos conforme

a la nomenclatura estándar. En particular WI ,WΓ,Wπ y W∆ son definidos para
imponer restricciones sobre sus miembros. Los vectores de:

• WI se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo interno.

• WΓ se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo de interfase.

• Wπ se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo primal.

• W∆ se nulifica en cada nodo derivado que no es un nodo dual.

Además

• Wr ≡WI + aWπ +W∆.

• WΠ ≡ WI + aWπ.
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Nótese que, para cada una de las siguientes familias de subespacios

{WI ,WΓ} , {WI ,Wπ,W∆} , {WΠ,W∆} (3.43)

son linealmente independientes. Y también satisfacen

W = WI +WΓ = WI +Wπ +W∆ y Wr = WΠ +W∆ (3.44)

la anterior definición de Wr es apropiada cuando se considera las formulaciones
Dual-Primal. En el presente trabajo sólo se considera la restricción impuesta
por el promedio en los nodos primales –otro ejemplo de restricción es tomar el
salto sobre los nodos primales–. Otros tipos de restricciones requieren cambiar
el término aWπ por arWπ donde ar es la proyección sobre el espacio restringido,
el tipo de restricciones que pueden ser definidas están en función del problema
particular a resolver (véase [29]).

3.5 Discretización Partiendo de la Construcción de la Ma-
triz At

Una característica notable del enfoque DVS es que este inicia con la matriz
que es obtenida después de que el problema se ha discretizado –a partir de una
discretización por algún método como por ejemplo Elemento Finito o Diferencias
Finitas– y para su aplicación no se requiere ninguna información acerca de la
ecuación diferencial parcial de la cual se originó. Por supuesto, tal matriz no
es definida en el espacio de vectores derivados y la teoría provee una fórmula
para derivar la matriz en el espacio de vectores derivados (véase [36]); aquí se
da un procedimiento para definir la matriz At : W → W, la cual es usada para
formular el problema en el espacio de vectores derivados.

Sea la matriz
⌢

A : Ŵ → Ŵ dada por la Ec.(3.24) la cual puede ser escrita
como

⌢

A ≡
(⌢
Apq

)
(3.45)

para cada par (p, q) tal que p ∈ N̂ y q ∈ N̂ , y se define

δαpq ≡
{

1, si p, q ∈ N̂α

0, si p /∈ N̂α ó q /∈ N̂α
, α = 1, ..., E (3.46)

junto con

m(p, q) ≡
N∑

α=1

δαpq (3.47)

y

s(p, q) ≡
{

1, cuando m(p, q) = 0
m(p, q), cuando m(p, q) 
= 0

(3.48)

la función m(p, q) es llamada la ‘multiplicidad’ del par (p, q) . Esto puede verse
de la suposición básica dada por la Ec.(3.28), teniendo que

m(p, q) = 0 ⇒
⌢

Apq = 0. (3.49)
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Definiendo ahora

⌢

A
α

≡
(
⌢

A
α

pq

)
con

⌢

A
α

pq =

⌢

Apqδ
α
pq

s(p, q)
(3.50)

se observa la identidad
⌢

A =
E∑

γ=1

⌢

A
γ

(3.51)

ya que se ha usado una verdadera descomposición del dominio sin traslape.
Además, para cada γ = 1, ..., E, la matriz Aγ : W →W es definida por

Aγ ≡
(
Aγ
(p,α)(q,β)

)
(3.52)

con
Aγ
(p,α)(q,β) ≡ δγαγ

⌢

A
γ

pqδβγ (3.53)

entonces la matriz At : W → W (t de total, no de transpuesta) es dada por

At ≡
E∑

γ=1

Aγ (3.54)

una propiedad fundamental de At es que

(
At
)−1

=
E∑

γ=1

(
Aγ
)−1

(3.55)

ya que las matrices Aγ , con γ = 1, 2, ..., E son independientes entre si –al ser
una verdadera descomposición del dominio, ver sección (3.2)–. Además, otra
propiedad es que

R−1aAR = R−1aAaR =
⌢

A. (3.56)

Nótese que la matriz At puede ser expresada en más de una manera. Algunas
opciones útiles que se usan son (véase [34] y [35]):

At =

(
At

ΠΠ
At

Π∆
At

∆Π
At

∆∆

)
=




At

II
At

Iπ
At

I∆
At

πI
At

ππ
At

π∆
At

∆I
At

∆π
At

∆∆




=




A1 0 · · · 0

0 A2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 AN



. (3.57)
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A la luz de la Ec.(3.55), implica que, si el complemento de Schur local

Sα = Aα

ΓΓ
−Aα

ΓI

(
Aα

II

)−1
Aα

IΓ
(3.58)

de cada Aα existe y es invertible –véase sección (A.7) para la definición y su
implementación del complemento de Schur en general–, entonces, la matriz
‘total del complemento de Schur’, St : Wr →Wr, satisface

St =
E∑

α=1

Sα (3.59)

y
(
St
)−1

=
E∑

α=1

(
Sα
)−1

(3.60)

al ser una verdadera descomposición del dominio –ver sección (3.2)– y porque
se satisfacen las Ecs.(3.54 y 3.55).

Por otro lado, si se define u
′ ≡ R

⌢
u, usando la Ec.(3.56) entonces el problema

original Ec.(3.24), se transforma en uno equivalente a

aAtu
′

= f con ju
′

= 0 (3.61)

una vez que u
′ ∈W es obtenida, se puede recuperar

⌢
u ∈ Ŵ usando

⌢
u = R−1u

′

(3.62)

esta última es correcta cuando u
′

es evaluada exactamente, pero en las aplica-
ciones numéricas, u

′

sólo es una evaluación aproximada, por ello puede generar
“inestabilidades”, en el sentido de que una aproximación a u

′

, independien-
temente de cuan pequeño sea el error, puede no ser continua en cuyo caso
⌢
u = R−1u

′

no esta definida. Por lo tanto es conveniente reemplazar la Ec.(3.62)
por la siguiente versión estable

⌢
u = R−1

(
au

′
)
. (3.63)

Sea ar : W → Wr el operador de proyección ortogonal de W a Wr y nótese
que a = aar, entonces, se define

A ≡ arAtar. (3.64)

Por otro lado, se tiene que

A ≡ arAtar ≡
(

A
ΠΠ

A
Π∆

A
∆Π

A
∆∆

)
(3.65)

=




At

II
At

Iπ
aπ At

I∆
aπAt

πI
aπAt

ππ
aπ aπAt

π∆
At

∆I
At

∆π
aπ At

∆∆



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la notación usada es tal que
{

A
ΠΠ

: WΠ →WΠ, A
Π∆

: W∆ →WΠ

A
∆Π

: WΠ →W∆, A
∆∆

: W∆ →W∆
(3.66)

donde {
AΠΠu=

(
AuΠ

)
Π
, A∆Πu=

(
AuΠ

)
∆

AΠ∆u=
(
Au∆

)
Π
, A∆∆u=

(
Au∆

)
∆

(3.67)

por otro lado, se tiene la inmersión natural en Wr, i.e.

AΠΠ ≡
(

AΠΠ 0
0 0

)
(3.68)

A
Π∆

≡
(

0 AΠ∆
0 0

)

A∆Π ≡
(

0 0
A∆Π 0

)

A
∆∆

≡
(

0 0
0 A∆∆

)
.

Así, el ‘Complemento de Schur Dual-Primal’ está definido por

S = A
∆∆

−A
∆Π

A−1
ΠΠ

A
Π∆

(3.69)

que define al sistema virtual
SuΓ = f

Γ
. (3.70)

Nótese que

A
ΠΠ

=

(
A
II

A
Iπ

A
πI

A
ππ

)
(3.71)

así, se definen a las matrices

Aα

II
, Aα

Iπ
,Aα

I∆
, Aα

πI
,Aα

ππ
, Aα

π∆
, Aα

∆I
, Aα

∆π
y Aα

∆∆
(3.72)

las cuales son locales a cada subdominio. Usando esta metodología se puede

construir cada componente de
⌢

A
α

pqtomando los nodos p y q según correspondan.
Por ejemplo para construir Aα

πI
, en el subdominio Ωα se construye

Aα

πI
=

(
⌢

A
α

pq

)
(3.73)

donde los nodos p ∈ π y q ∈ I y ambos pertenecen al α−ésimo subdominio de
Ω.
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3.6 El Problema General con Restricciones

Recordando lo visto en la sección (3.3) en lo referente a la definición del pro-
blema original Ec.(3.24). Entonces “Un vector û ∈Ŵ es solución del problema
original, si y sólo si, u

′

= Rû ∈W r ⊂ W satisface la expresión

aAu
′

= f y ju
′

= 0 (3.74)

el vector
f ≡

(
Rf̂
)
∈W12 ⊂Wr (3.75)

puede ser escrito como
f ≡ f

Π
+f

∆
(3.76)

con f
Π
∈WΠ y f

∆
∈ W∆”.

Este es el ‘problema Dual-Primal formulado en el espacio de vectores deriva-
dos’; o simplemente, el problema Dual-Primal-DVS. Recordando, que este pro-
blema esta formulado en el espacio Wr del espacio de vectores derivados W, en
el cual las restricciones ya han sido incorporadas. Por lo tanto todos los algo-
ritmos que se desarrollan en las siguientes secciones incluyen tales restricciones;
en particular, aquellos impuestos por el promedio de los nodos primales.

Un vector u
′ ∈ W satisface la Ec.(3.74) si y sólo si, satisface la Ec.(3.61).

Para derivar este resultado se usa la propiedad de que cuando u
′ ∈W y ju

′

= 0,

la siguiente relación se satisface

u
′ ∈Wr y a

(
arAtar

)
u
′

= aAtu
′

. (3.77)

En las discusiones posteriores, la matriz A : Wr → Wr se asume invertible,
en la mayoría de los casos, este hecho se puede garantizar cuando se toman un
número suficientemente grande de nodos primales colocados adecuadamente.

Sea u
′∈ W r una solución de la Ec.(3.74), entonces u

′ ∈ W12 ⊂ W necesa-
riamente, ya que ju

′

= 0 y se puede aplicar la inversa de la proyección natural
obteniendo

û =Ru
′

(3.78)

ya que este problema es formulado en el espacio de vectores derivados; en los
algoritmos que se presentan en este trabajo (véase [36]), todas las operaciones
son realizadas en dicho espacio; en particular, para realizar los cálculos, nunca
se regresa al espacio vectorial original Ŵ , excepto al final cuando se aplica la
Ec.(3.78).
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4 Formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann en el Marco del Espacio de Vectores
Derivados

A nivel continuo, los algoritmos más estudiados son el Neumann-Neumann y el
Dirichlet-Dirichlet (véase [19] y [3]) y estos fueron bosquejados en este trabajo
en el capítulo 2. Durante el desarrollo del esquema del espacio de vectores
derivados (DVS), se muestra una clara correspondencia entre el procedimiento
a nivel continuo, y el procedimiento a nivel discreto (véase [48]). Usando tal
correspondencia el resultado desarrollado puede ser resumido de una forma breve
y efectiva, como sigue:

1. Algoritmos no Precondicionados

• El Algoritmo del Complemento de Schur (la formulación Primal del
problema Dirichlet-Dirichlet), sección (4.1.1).

• La formulación Dual del Problema Neumann-Neumann, sección (4.1.2).

• La formulación Primal del Problema Neumann-Neumann, sección
(4.1.3).

• La segunda formulación Dual del Problema Neumann-Neumann, sec-
ción (4.1.4).

2. Algoritmos Precondicionados

• La Versión DVS del Algoritmo BDDC (la formulación Dirichlet-
Dirichlet precondicionada), sección (4.2.1).

• La Versión DVS del Algoritmo FETI-DP (la formulación Dual pre-
condicionada del problema Neumann-Neumann), sección (4.2.2).

• La formulación Primal Precondicionada del problema Neumann-Neu-
mann, sección (4.2.3).

• La segunda formulación Dual Precondicionada del problema Neumann-
Neumann, sección (4.2.4).

Todos estos algoritmos están formulados en el espacio vectorial sujeto a
restricciones, tal que todos estos son algoritmos con restricciones.

Para la discusión de todo el material de este capítulo se usa la notación de
la sección (3.4), en especial la definición de A en la Ec.(3.65)

A ≡
(

A
ΠΠ

A
Π∆

A
∆Π

A
∆∆

)
(4.1)

y la dada por la Ec.(3.69) para la matriz del complemento de Schur

S = A
∆∆

−A
∆Π

A−1
ΠΠ

A
Π∆

. (4.2)
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4.1 Algoritmos no Precondicionados

Pese a que los algoritmos no precondicionados carecen de utilidad práctica por
su pobre desempeño computacional con respecto a los precondicionados, tienen
una gran utilidad teórica y son el camino más sencillo para generar los algo-
ritmos computacionales de los precondicionados, ya que estos permiten probar
el marco computacional con algoritmos sencillos y luego sólo se precondicionan
para tener el algoritmo final de interés. Se desarrollaron cuatro algoritmos no
precondicionados (véase [36]), los cuales se detallan a continuación.

4.1.1 Algoritmo del Complemento de Schur

Sea u = u
′−A−1

ΠΠ
f
Π
, entonces la Ec.(3.74) del problema general con restricciones

–véase sección (3.6)–
aAu

′

= f y ju
′

= 0 (4.3)

es equivalente a: “Dada f = f
∆
∈ aW∆, encontrar una u∆ ∈ W∆ tal que

aSu∆ = f
∆

y ju∆ = 0” (4.4)

aquí, u = uΠ+u∆, f ≡ f
∆
−A

∆Π
A−1
ΠΠ

f
Π

y uΠ≡A−1ΠΠAΠ∆u∆.

Además, nótese que la matriz del complemento de Schur S : W∆ → W∆ es
invertible cuando A : Wr →Wr (véase [35] y [34]).

En el capítulo anterior se mostró la versión continua del problema Dirichlet-
Dirichlet no precondicionado, de la cual la Ec.(4.4) es su versión discreta. Por
lo tanto este algoritmo pudiera ser llamado ‘el algoritmo Dirichlet-Dirichlet no
precondicionado’. Sin embargo, en lo que sigue, el algoritmo correspondiente a
la Ec.(4.4) será referido como el ‘algoritmo del complemento de Schur’ ya que es
la variante de una de las más simples formas del método de subestructuración
la cual se detalla en la sección (A.7).

4.1.2 Formulación Dual del Problema Neumann-Neumann

Para iniciar este desarrollo, se toma la identidad

aS + jS = S (4.5)

esta última ecuación es clara ya que

a + j = I. (4.6)

Usando las Ecs.(4.4 y 4.5) juntas, implican que

Su∆ = aSu∆ + jSu∆ = f
∆
− λ∆ (4.7)

donde el vector λ∆ es definido por

λ∆ = −jSu∆. (4.8)
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Por lo tanto, λ∆ ∈jW∆. Entonces, el problema de encontrar u∆ ha sido
transformado en uno, en que se debe encontrar ‘el multiplicador de Lagrange
λ∆’, una vez encontrado λ∆ se puede aplicar S−1 a la Ec.(4.7) para obtener

u∆ = S−1
(
f
∆
− λ∆

)
. (4.9)

Además, en la Ec.(4.9), u∆ ∈ aW∆, tal que

jS−1
(
f
∆
− λ∆

)
= 0 (4.10)

entonces, λ∆ ∈W∆ satisface

jS−1λ∆ =jS−1f
∆

junto con aλ∆ = 0 (4.11)

por lo anterior, jSu∆ es la versión discreta de el promedio de la derivada normal
(véase [35] y [34]).

Formulación usando Multiplicadores de Lagrange Para obtener la for-
mulación de los Multiplicadores de Lagrange, se escribe

J(u) = 1
2u · Su− u · f → min

ju = 0

}
(4.12)

tomando la variación en la Ec.(4.12), se obtiene

Su + jλ = f junto con ju = 0 (4.13)

para asegurar la unicidad de λ, se impone la condición de que au = 0, tal que
jλ = λ. Entonces la Ec.(4.13) implica

aSu + jSu + λ = f (4.14)

multiplicando por j y a respectivamente, se obtiene

λ = −jSu y aSu = f (4.15)

entonces la Ec.(4.8) es clara.

4.1.3 Formulación Primal del Problema Neumann-Neumann

Para iniciar este desarrollo, se toma la Ec.(4.4) del algoritmo del complemento
de Schur –véase sección (4.1.1)– y multiplicando la primera igualdad por S−1,
y observando que af

∆
= f

∆
se obtiene

S−1aSu∆ = S−1f
∆

= S−1af
∆

= S−1aS
(
S−1f

∆

)
(4.16)
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de este modo, la Ec.(4.4) puede ser transformada en

S−1aS
(
u∆ − S−1f

∆

)
= 0 y ju∆ = 0 (4.17)

o
aS
(
u∆ − S−1f

∆

)
= 0 y ju∆ = 0. (4.18)

Si se define
v∆ = S−1f

∆
− u∆ (4.19)

entonces la Ec.(4.18) es transformada en

jv∆ = jS−1f
∆

y aSv∆ = 0 (4.20)

la forma iterativa12 de este algoritmo se obtiene al multiplicarlo por S−1

S−1jv∆ = S−1jS−1f
∆

y aSv∆ = 0. (4.21)

Si la solución de la Ec.(4.4) es conocida, entonces v∆ ∈ W∆, definida por la
Ec.(4.19), satisface la Ec.(4.21); a la inversa, si v∆ ∈ W∆ satisface la Ec.(4.21)
entonces

u∆ ≡ S−1f
∆
− v∆ (4.22)

es solución de la Ec.(4.4).
En lo sucesivo, el algoritmo iterativo definido por la Ec.(4.21) será referido

como la ‘formulación libre de multiplicadores de Lagrange del problema no pre-
condicionado Neumann-Neumann’.

4.1.4 Segunda Formulación Dual del Problema Neumann-Neumann

En este caso, se toma como inicio la Ec.(4.11) –véase sección (4.1.2)–. Nótese
que la siguiente identidad se satisface

SjS−1
(
SjS−1

)
= SjS−1 (4.23)

entonces, se multiplica la primera igualdad en la Ec.(4.11) por S, obteniéndose

SjS−1
(
SjS−1

)
λ∆ = SjS−1λ∆ = SjS−1

(
SjS−1

)
f
∆

(4.24)

junto con aλ∆ = 0

o
SjS−1

((
SjS−1

)
f
∆
− λ∆

)
junto con aλ∆ = 0. (4.25)

12 Para que el algoritmo sea iterativo, se necesita que el dominio y contradominio sean el
mismo espacio, que en este caso debe de ser W∆.
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Si se multiplica la primera de estas igualdades por S−1 y se define

µ
∆
≡ SjS−1f

∆
− λ∆ (4.26)

la Ec.(4.25) es transformada en

aµ
∆

= aSjS−1f
∆

y jS−1µ
∆

= 0. (4.27)

Nótese que esta última ecuación es equivalente a la Ec.(4.25) ya que S−1 es no
singular. Si la solución de la Ec.(4.11) es conocida, entonces µ

∆
∈W∆ definida

por la Ec.(4.26) satisface la Ec.(4.27). A la inversa, si µ
∆

∈ W∆ satisface la
Ec.(4.27), entonces

λ∆ ≡ SjS−1f
∆
− µ

∆
(4.28)

es solución de la Ec.(4.11).
Por otro lado, la Ec.(4.27) no define un algoritmo iterativo. Sin embargo, si

se multiplica la Ec.(4.27) por S se obtiene el siguiente algoritmo iterativo

Saµ
∆

= SaSjS−1f
∆

y jS−1µ
∆

= 0 (4.29)

esta última ecuación provee una manera iterativa de aplicar la formulación con
Multiplicadores de Lagrange. La igualdad jS−1µ

∆
= 0 puede ser interpretada

como una restricción; y en efecto, se puede ver que es equivalente a µ
∆
∈ SaW∆.

4.2 Algoritmos Precondicionados

Los algoritmos precondicionados son los que se implementan para resolver los
problemas de interés en Ciencias e Ingenierías, ya que su ejecución en equipos
paralelos –como Clusters– es eficiente y con buenas características de conver-
gencia (véase [39]). Se desarrollaron cuatro algoritmos precondicionados (véase
[36]), los cuales se detallan a continuación.

4.2.1 Versión DVS del Algoritmo BDDC

La versión DVS del algoritmo BDDC –una formulación de este algoritmo se da
en la sección (5.2)– se obtiene cuando el algoritmo de complemento de Schur
es precondicionado por medio de la matriz aS−1. Entonces: “Dada f

∆
∈ aW∆,

encontrar u∆ ∈W∆ tal que

aS−1aSu∆ = aS−1f
∆

y ju∆ = 0”. (4.30)

Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atención:

1. Este es un algoritmo iterativo.

2. La matriz iterada es aS−1aS.

3. La iteración es realizada dentro del subespacio aW∆ ⊂ W∆.
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4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicación lógica

aS−1w = 0 y jw = 0 ⇒ w = 0 (4.31)

es satisfecha, para cualquier w ∈W∆.

5. En particular, es aplicable cuando S es definida.

Las propiedades 1) a 3) están interrelacionadas. La condición ju∆ = 0 es
equivalente a u∆ ∈ aW∆; de este modo, la búsqueda se realiza en el espacio
aW∆. Cuando la matriz aS−1aS es aplicada repetidamente, siempre se termina
en aW∆, ya que para cada w ∈W∆, se obtiene j

(
aS−1aSw

)
= 0.

Para la propiedad 4), cuando ésta se satisface, la Ec.(4.30) implica la Ec.(4.4).
Pare ver esto, nótese que

j
(
aSu∆ − f

∆

)
= 0 (4.32)

y también que la Ec.(4.30) implica

aS−1
(
aSu∆ − f

∆

)
= 0 (4.33)

cuando la implicación de la Ec.(4.31) se satisface, las Ecs.(4.32 y 4.33) juntas
implican que

aSu∆ − f
∆

= 0 (4.34)

como se quería. Esto muestra que la Ec.(4.30) implica la Ec.(4.4), cuando la
Ec.(4.31) se satisface.

Para la propiedad 5), nótese que la condición de la Ec.(4.31) es débil y
requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que la im-
plicación de la Ec.(4.31) es siempre satisfecha cuando S es definida. Asumiendo
que S es definida, entonces para cualquier vector w ∈ W∆ tal que aS−1w = 0 y
jw = 0, se obtiene

w·S−1w = w·jS−1w =
(
jw
)
· S−1w = 0 (4.35)

esto implica que w = 0, ya que S−1 es definida cuando S lo es. Por lo tanto la
propiedad 5) es clara.

4.2.2 Versión DVS del Algoritmo FETI-DP

La versión DVS del algoritmo FETI-DP –una formulación de este algoritmo se
da en la sección (5.1)– se obtiene cuando la formulación con Multiplicadores de
Lagrange del problema no precondicionado Neumann-Neumann de la Ec.(4.11)
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–véase sección (4.1.2)– es precondicionada por medio de la matriz jS. En-
tonces: “Dada f

∆
∈ aW∆, encontrar λ∆ ∈W∆ tal que

jSjS−1λ∆ = jSjS−1f
∆

y aλ∆ = 0” (4.36)

donde
u∆ = aS−1

(
f
∆
− jλ∆

)
. (4.37)

Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atención:

1. Este es un algoritmo iterativo.

2. La matriz iterada es jSjS−1.

3. La iteración es realizada dentro del subespacio jW∆ ⊂ W∆.

4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicación lógica

jSw = 0 y aw = 0 ⇒ w = 0 (4.38)

es satisfecha, para cualquier w ∈W∆.

5. En particular, es aplicable cuando S es positiva definida.

Las propiedades 1) a 3) están interrelacionadas. La condición aλ∆ = 0 es
equivalente a λ∆ ∈ jW∆; de este modo, la búsqueda se realiza en el espacio

jW∆. Cuando la matriz jSjS−1 es aplicada repetidamente, siempre se termina

en jW∆, ya que para cada µ ∈ W∆, se obtiene a
(
jSjS−1µ

)
= 0.

Para la propiedad 4), cuando esta se satisface, la Ec.(4.36) implica la Ec.(4.11).
Pare ver esto, se asume la Ec.(4.36) y nótese que

a
(
jS−1λ∆ − jS−1f

∆

)
= 0 (4.39)

y también que la Ec.(4.36) implica

jS
(
jS−1λ∆ − jS−1f

∆

)
= 0 (4.40)

cuando la implicación de la Ec.(4.38) se satisface, las Ecs.(4.39 y 4.40) juntas
implican que

jS−1λ∆ − jS−1f
∆

= 0 (4.41)

como se quería. Esto muestra que la Ec.(4.36) implica la Ec.(4.11), cuando la
Ec.(4.38) se satisface.

Para la propiedad 5), nótese que la condición de la Ec.(4.38) es débil y
requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que la im-
plicación de la Ec.(4.38) es siempre satisfecha cuando S es definida. Asumiendo
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que S es definida, entonces para cualquier vector µ ∈ W∆ tal que jSµ = 0 y
aµ = 0, se obtiene

µ·Sµ = µ·aSµ =
(
aµ
)
· Su = 0 (4.42)

esto implica que µ = 0, ya que S es definida. Por lo tanto la propiedad 5) es
clara.

4.2.3 Formulación Primal Precondicionada del Problema Neumann-
Neumann

Este algoritmo es la versión precondicionada de la formulación libre de multi-
plicadores de Lagrange del problema no precondicionado Neumann-Neumann.
Este puede derivarse multiplicando la Ec.(4.20) –véase sección (4.1.3)– por el
precondicionador S−1jS. “Entonces el algoritmo consiste en buscar v∆ ∈ W∆,

tal que
S−1jSjv∆ = S−1jSjS−1f

∆
y aSv∆ = 0” (4.43)

donde
u∆ = aS−1

(
f
∆
− jSv∆

)
. (4.44)

Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atención:

1. Este es un algoritmo iterativo.

2. La matriz iterada es S−1jSj.

3. La iteración es realizada dentro del subespacio S−1jW∆ ⊂W∆.

4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicación lógica

jSw = 0 y aw = 0 ⇒ w = 0 (4.45)

es satisfecha, para cualquier w ∈W∆.

5. En particular, es aplicable cuando S es positiva definida.

Las propiedades 1) a 3) están interrelacionadas. La condición aSv∆ = 0 es
equivalente a v∆ ∈ jS−1W∆; de este modo, la búsqueda se realiza en el espacio

jS−1W∆. Cuando la matriz S−1jSj es aplicada repetidamente, siempre se ter-

mina en jS−1W∆, ya que para cada v∆ ∈W∆, se obtiene Sa
(
S−1jSjv∆

)
= 0.

Para la propiedad 4), cuando esta se satisface, la Ec.(4.43) implica la Ec.(4.20).
Pare ver esto, se asume la Ec.(4.43) y se define

w =jv∆ − jS−1f
∆

tal que aw = 0 (4.46)
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además, en vista de la Ec.(4.43) implica

S−1jSw = 0 y por lo tanto jSw = 0 (4.47)

usando la Ec.(4.45) se ve que las Ecs.(4.46 y 4.47) juntas implican que

jv∆ − jS−1f
∆

= w =0 (4.48)

ahora, la Ec.(4.20) es clara y la prueba se completa.
Para la propiedad 5), nótese que la condición de la Ec.(4.45) es débil y

requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que la im-
plicación de la Ec.(4.45) es siempre satisfecha cuando S es definida. Asumiendo
que S es definida, entonces para cualquier vector w ∈ W∆ tal que jSw = 0 y
aw = 0, se obtiene

w·Sw = w·aSw =
(
aw
)
· Sw = 0 (4.49)

esto implica que w = 0, ya que S es definida. Por lo tanto la propiedad 5) es
clara.

4.2.4 Segunda Formulación Dual Precondicionada del Problema Neumann-
Neumann

Este algoritmo es la versión precondicionada de la segunda formulación con mul-
tiplicadores de Lagrange del problema no precondicionado Neumann-Neumann.
Este puede derivarse multiplicando la Ec.(4.27) –véase sección (4.1.4)– por el
precondicionador S−1aS. “Entonces el algoritmo consiste en buscar µ

∆
∈ W∆,

tal que
SaS−1aµ

∆
= SaS−1aSjS−1f

∆
y jS−1µ

∆
= 0” (4.50)

donde
u∆ = aS−1

(
f
∆

+ µ
∆

)
(4.51)

este algoritmo es similar a FETI-DP.
Para este algoritmo, las siguientes propiedades llaman la atención:

1. Este es un algoritmo iterativo.

2. La matriz iterada es SaS−1a.

3. La iteración es realizada dentro del subespacio SaW∆ ⊂W∆.

4. Este algoritmo es aplicable siempre y cuando la matriz del complemento
de Schur S es tal que la implicación lógica

aS−1w = 0 y jw = 0 ⇒ w = 0 (4.52)

es satisfecha, para cualquier w ∈W∆.

5. En particular, es aplicable cuando S es positiva definida.
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Las propiedades 1) a 3) están interrelacionadas. La condición jS−1µ
∆

= 0

es equivalente a µ
∆
∈ SaW∆; de este modo, la búsqueda se realiza en el espacio

SaW∆. Cuando la matriz SaS−1a es aplicada repetidamente, siempre se termina

en SaW∆, ya que para cada µ
∆
∈W∆, se obtiene aS

(
S−1jSjµ

∆

)
= 0.

Para la propiedad 4), cuando esta se satisface, la Ec.(4.50) implica la Ec.(4.27).
Para ver esto, se asume la Ec.(4.50) y se define

η =aµ
∆
− aSjS−1f

∆
tal que jη = 0 (4.53)

además, en vista de la Ec.(4.50) se obtiene

SaS−1η = 0 (4.54)

usando las Ecs.(4.53 y 4.54), juntas implican que

aη − aSjS−1f
∆

= η =0 (4.55)

ahora, la Ec.(4.27) es clara, como se quería probar, además se ve que la Ec.(4.50)
implica la Ec.(4.27), cuando la condición de la Ec.(4.52) se satisface.

Para la propiedad 5), nótese que la condición de la Ec.(4.52) es débil y
requiere que la matriz del complemento de Schur S sea definida, ya que la im-
plicación de la Ec.(4.52) es siempre satisfecha cuando S es definida. Asumiendo
que S es definida, entonces para cualquier vector w ∈ W∆ tal que aS−1w = 0 y
jw = 0, se obtiene

w·S−1w = w·jS−1w =
(
jw
)
· S−1w = 0 (4.56)

esto implica que w = 0, ya que S−1 es definida cuando S lo es. Por lo tanto la
propiedad 5) es clara.

4.3 El Operador de Steklov-Poincaré

El operador de Steklov-Poincaré generalmente se define como la ecuación para la
traza de la solución exacta u sobre Γ del problema dado por la Ec.(2.4), donde el
complemento de Schur –definido en la Ec.(3.70)– es una aproximación discreta
del operador de Steklov-Poincaré (véase [49]). La discusión de este operador
juega un papel importante en el desarrollo de la teoría del espacio de vectores
derivados (véase [48]), para iniciar la discusión, se usa la siguiente definición.

Definición 1 Sea A : Wr → Wr una matriz simétrica y positiva definida. El
‘producto interior de energía’ es definido por

(u,w) ≡ u ·Aw ∀u,w ∈Wr. (4.57)
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El espacio lineal, Wr, es un espacio de Hilbert (dimensionalmente finito)
cuando este es dotado con el producto interior de energía. Usando la notación
de la sección (3.4) y recordando que la matriz A se escribe como

A ≡
(

AΠΠ AΠ∆
A∆Π A∆∆

)
(4.58)

donde la notación usada es tal que
{

A
ΠΠ

: WΠ →WΠ, A
Π∆

: W∆ →WΠ

A
∆Π

: WΠ →W∆, A
∆∆

: W∆ →W∆
(4.59)

además {
AΠΠu=

(
AuΠ

)
Π
, A∆Πu=

(
AuΠ

)
∆

AΠ∆u=
(
Au∆

)
Π
, A∆∆u=

(
Au∆

)
∆

(4.60)

y nótese que se tiene la inmersión natural en Wr, i.e.

AΠΠ ≡
(

AΠΠ 0
0 0

)
(4.61)

A
Π∆

≡
(

0 AΠ∆
0 0

)

A∆Π ≡
(

0 0
A∆Π 0

)

A
∆∆

≡
(

0 0
0 A∆∆

)
.

Ahora, se introducen las siguientes definiciones:

Definición 2 Sea la matriz L definida como

L ≡
(

AΠΠ AΠ∆
0 0

)
(4.62)

y la matriz R definida como

R ≡
(

0 0
A∆Π A∆∆

)
. (4.63)

Además, nótese la siguiente identidad

R = aR + jR (4.64)

implica también que A = AT , así

L+ aR + jR = LT + RTa +RT j. (4.65)
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Definición 3 A la identidad

L+ aR−RT j = LT +RTa− jR (4.66)

la cual se deriva de la Ec.(4.65), la cual será referida como la fórmula Green-
Herrera para matrices.

Nótese que los rangos de L y R son WΠ y W∆, respectivamente, mientras
que los rangos de aR y jR están contenidos en W12 (∆) y W11 (∆) respectiva-
mente. Inclusive más, estos últimos dos rangos son linealmente independientes.
Además, para cualquier función v ∈ Wr se obtiene

(
L+ aR−RT j

)
v = 0 (4.67)

si y sólo si
Lv = 0, aRv = 0 y jv = 0. (4.68)

Esto establece la equivalencia entre las Ec.(4.67) y Ec.(4.68) y se puede usar
el hecho de que los rangos de L y aR son linealmente independientes, junto con
la ecuación (

jv
)
·RT jv =

(
jv
)
·A

∆∆
jv =

(
jv
)
·Ajv = 0 (4.69)

la cual implica que jv = 0. Esto es porque A es positiva definida sobre Wr.

En lo que sigue, se usa la siguiente notación, para cada u ∈Wr, se escribe

·
û ≡ au y [[u]] ≡ ju (4.70)

entonces
·
û ∈ Wr, mientras [[u]] pertenecen a W11 (Γ) ⊂ Wr. La fórmula de

Green-Herrera de la Ec.(4.66) es equivalente a

w · Lu +
·
ŵ · aRu− [[u]] jRw = u · Lw +

·
û · aRw − [[w]] jRu (4.71)

∀u,w ∈ Wr. Ahora, las fórmulas de Green-Herrera que originalmente fueron
introducidas para operadores diferenciales parciales actuando sobre funciones
discontinuas, pueden ser aplicadas a cualquier operador cuando este es lineal.
La Ec.(4.66) por otro lado, es vista como una extensión de este tipo de fórmulas
actuando sobre vectores discontinuos y se tiene interés de comparar la Ec.(4.71)
con las fórmulas de Green-Herrera para operadores diferenciales parciales. Para
hacer esto, se introduce la siguiente notación

[[
R
]]

= −aR y
·
R̂ ≡ −jR (4.72)

haciendo uso de esta notación, la Ec.(4.71) se reescribe como

w · Lu + [[u]]
·
·R̂ w −

·
ŵ ·
[[
R
]]
u = u · Lw + [[w]]

·
·R̂ u−

·
û ·
[[
R
]]
w (4.73)
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∀u,w ∈Wr.
Para el operador diferencial de Laplace actuando sobre funciones disconti-

nuas definidas por tramos que satisfacen condiciones de frontera homogéneas,
la fórmula Green-Herrera queda como

∫

Ω

wLudx+

∫

Γ





[[u]]

·
∂̂w

∂n
−

·
ŵ

[[
∂u

∂n

]]



dx =

∫

Ω

uLwdx+

∫

Γ





[[w]]

·
∂̂u

∂n
−

·
û

[[
∂w

∂n

]]



dx (4.74)

la siguiente correspondencia entre las funcionales bilineales involucradas en am-
bas ecuaciones, comparando con las Ecs. (4.73 y 4.74) se obtiene

∫
Ω
wLudx↔w · Lu

∫
Γ

[[u]]

·
∂̂w
∂n
dx↔ [[u]]

·
·R̂ w

∫
Γ

·
ŵ
[[
∂u
∂n

]]
dx↔

·
ŵ ·
[[
R
]]
u.

(4.75)

Para operadores diferenciales, en particular para el operador de Laplace, el
operador de Steklov-Poincaré asociado con el salto de la derivada normal y de
la funcional bilineal es ∫

Γ

·
ŵ

[[
∂u

∂n

]]
dx (4.76)

a nivel matricial, el operador de Steklov-Poincaré es asociado con la forma bi-
lineal

ẇ ·
[[
R
]]
u = w · aRu,∀u,w ∈Wr (4.77)

o más simplemente, con la matriz aR.

Definición 4 Se define al operador de Steklov-Poincaré como la matriz

aR. (4.78)

En el esquema de vectores derivados (DVS), la versión discreta del operador
de Steklov-Poincaré es aS, por lo tanto, la versión discreta de la Ec.(2.14) es

aSv = aSup junto con jv = 0 (4.79)

la cual puede ponerse en correspondencia con la Ec.(4.4) reemplazando

−
[[
∂up
∂n

]]
↔ f

∆
y v ↔ u∆. (4.80)
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Otra formulación al operador de Steklov-Poincaré, se deriva de la fórmula de
Green-Herrera para el operador elíptico general, simétrico y de segundo orden

∫

Ω

wLudx+

∫

Γ

{
[[u]]

·
̂an · ∇w −

·
ŵ [[an · ∇u]]

}
dx =

∫

Ω

uLwdx+

∫

Γ

{
[[w]]

·
ân · ∇u−

·
û [[an · ∇w]]

}
dx. (4.81)

La correspondencia de la ecuación (4.75) todavía permanece para este caso,
excepto que {

[[an · ∇u]] ↔ −
[[
R
]]
u

·
̂an · ∇w↔ −

·
R̂u

. (4.82)

Correspondencias similares a las dadas por las Ecs. (4.75 y 4.82) pueden
ser establecidas en general –su aplicación incluye a los sistemas gobernantes de
ecuaciones de elasticidad lineal y muchos problemas más–. Nótese que las Ecs.
(4.75 y 4.82) implican una nueva fórmula para el operador Steklov-Poincaré,
i.e., el salto de la derivada normal en el nivel discreto, el cual es diferente a
las interpretaciones estándar que han sido presentadas por muchos autores. La
fórmula (véase [34]) para el operador Steklov-Poincaré es

−
[[
R
]]
u ≡ −jR (4.83)

en particular, esta no contiene el lado derecho de la ecuación para ser resuelta;
ganando con ello, en consistencia teórica. Nótese que la fórmula es aplicable
para cualquier vector (función) independientemente de si está es solución del
problema bajo consideración o no.

Aplicando la fórmula de Green-Herrera al problema transformado dado al
inicio de este capítulo, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5 Sea f =

(
f
Π

f
∆

)
∈Wr = W12

(
Ω
)
, entonces una v ∈Wr satisface

(
L+ aR−RT j

)
v = f (4.84)

si y sólo si, v es solución del el problema transformado.

Demostración. Sea u ∈ Wr una solución del problema transformado y asu-
miendo que v ∈Wr satisface la Ec.(4.84) entonces

(
L+ aR−RT j

)
u =

(
L+ aR

)
u = aAu = f (4.85)

para probar el inverso, se define w = v − u, así se obtiene
(
L+ aR−RT j

)
w = 0 (4.86)
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y usando las Ec.(4.67) y Ec.(4.68), se tiene que v = u+w satisface

Av =
(
L+ aR

)
v =

(
L+ aR

)
u = aAu = f (4.87)

y
jv = ju = 0. (4.88)

Por otro lado, para obtener la versión discreta del operador µ definido en la
Ec.(2.21), primero se escribe la versión discreta de la Ec.(2.19), esta es

jSv = q
Γ

junto con aSv = 0 (4.89)

por lo tanto, se tiene que

aq
Γ

= 0 y jv = jS−1Sv = jS−1jSv = jS−1q
Γ

(4.90)

esto establece la correspondencia de

µ↔ jS−1 (4.91)

la versión discreta de la Ec.(2.22) es

jS−1q
Γ

= −jup junto con aq
Γ

= 0. (4.92)

Otra opción de abordar la versión discreta de la Ec.(2.20) sin hacer uso de la
contraparte del operador de Steklov-Poincaré µ, en el cual, el correspondiente
problema es

jv = −jup y aSv = 0 (4.93)

sin embargo, esta última ecuación no define un algoritmo iterativo, ya que

aSj 
= 0. (4.94)

Una ecuación equivalente a la Ec.(4.93), la cual puede ser aplicada en un
algoritmo iterativo es

S−1jv = −S−1jup y aSv = 0. (4.95)
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5 Los Métodos FETI-DP y BDDC en el Marco
de DVS

En el presente trabajo se ha introducido el método de descomposición de dominio
referido como el espacio de vectores derivados (DVS). Este esquema es capaz
de englobar a los métodos FETI-DP y BDDC ampliamente usados. Nótese que
algunos de los algoritmos desarrollados, corresponden a los métodos FETI-DP
y BDDC, pero simplificando y generalizando a estos métodos.

Para mostrar la correspondencia entre DVS y los métodos FETI-DP y DBBC,
en lo que resta se este capítulo se usa la notación de estos enfoques, para ello se
inicia considerando el problema dado por la ecuación

Lu = f en Ω (5.1)

u = g sobre ∂Ω

en el dominio Ω, el cual es subdividido en E subdominios Ωi, i = 1, 2, ..., E sin
traslape, también conocida como malla gruesa TH , es decir

Ωi ∩ Ωj = ∅ ∀i 
= j y Ω =
E⋃

i=1

Ωi (5.2)

y al conjunto

Γ =
E⋃

i=1

Γi, si Γi = ∂Ωi\∂Ω (5.3)

se llama la frontera interior del dominio Ω. La notación ∂Ω y ∂Ωi, i = 1, ..., E
es tomada de la frontera del dominio Ω y la frontera del subdominio Ωi respec-
tivamente, claramente

∂Ω ⊂
E⋃

i=1

∂Ωi y Ω =

(
E⋃

i=1

Ωi

)⋃
Γ. (5.4)

Para llevar a cabo el complemento de Schur del sistema lineal asociado a la
discretización de la ecuación diferencial parcial, se introduce una reordenación
de la solución u de los nodos, como

uI → nodos interiores

uΓ → nodos sobre la interfase Γ

tal que el sistema lineal asociado Au = f tome la forma
(

AII AIΓ

AΓI AΓΓ

)(
uI
uΓ

)
=

(
fI
fΓ

)
(5.5)

donde las variables asociadas a los nodos interiores han sido reordenadas por
subdominios, obteniendo

AII =




A
(1)
II 0

. . .

0 · · · A
(E)
II


 . (5.6)
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Eliminando las variables asociadas a los nodos interiores uI –véase sección
(A.7)–, se obtiene el complemento de Schur

SuΓ = f̃Γ (5.7)

donde
S = AΓΓ −AΓI (AII)

−1AIΓ (5.8)

y f̃Γ = fΓ −AΓI (AII)
−1

AIΓ. Además, se define Si como el complemento local
de Schur al subdominio Ωi derivado de la matriz A(i), como

Si = A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓI

(
A
(i)
II

)−1
A
(i)
IΓ. (5.9)

5.1 El Método FETI-DP en el Marco de DVS

Tomando como base la metodología de Finite Element Tearing and Intercon-
nect Dual-Primal (FETI-DP) (véase [19] pág. 156) y haciendo las adecuaciones
pertinentes, esta se pondrá en términos del esquema DVS, en esta sección se tra-
bajará con el caso de Multiplicadores de Lagrange redundantes, i.e. Encontrar
u ∈ W tal que

J(u) = 1
2 〈Su, u〉 − 〈f, u〉 → min

Bru = 0

}
(5.10)

donde la matriz Br denota al operador de salto

Br = [B(1)r ,B(2)
r , ..., B(E)r ] (5.11)

tal que los valores de u asociados a más de un subdominio coincidan, es decir

Bru = 0 (5.12)

donde B(i)
r consiste de las columnas de Br atribuidas a la i-ésima componente

del espacio producto W.
El vector de Multiplicadores de Lagrange es denotado por λr. El renglón

de B(i)r relativo al Multiplicador de Lagrange que hace cumplir la continuidad
entre los valores en los nodos de wi ∈ Wi y wj ∈ Wj , en x ∈ ∂Ωi,h ∩ ∂Ωj,h, es
escalado por δ†j(x) y este factor de escala define el correspondiente elemento de

D
(i)
r . Finalmente, se define al operador escalado de salto por

BDr
= (D(1)

r B(1)r ,D(2)
r B(2)r , ...,D(E)

r B(E)
r ). (5.13)

Con la introducción de un vector de Multiplicadores de Lagrange λ para
hacer cumplir las restricciones Bru = 0, se obtiene una formulación punto silla
de la Ec.(5.10): Encontrar (u, λ) ∈W × U tal que

{
Su+BT

r λ = f
Bru = 0

(5.14)
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sustituyendo la expresión para u en la segunda ecuación de Ec.(5.14), entonces

BrS
†BT

r λ = BrS
†f −BrRα (5.15)

y finalmente se obtiene el sistema
{

Frλ−Grα = dr
GT
r λ = e

. (5.16)

La matriz del sistema lineal reducido puede ser escrito como

Fr = BrS
†BT

r (5.17)

donde el precondicionador de FETI esta dado por

M̂r

−1
= BDr

SBT
Dr

=
E∑

i=1

D(i)
r B(i)r S(i)B(i)Tr D(i)

r (5.18)

que define el sistema precondicionado

PrM̂r

−1
PT
r Frλr = PrM̂r

−1
PT
r dr (5.19)

con
Pr = I −QrGr

(
GT
r QrGr

)−1
GT
r (5.20)

donde
Gr = BrR y dr = BrS

†f (5.21)

con la condición inicial λ0 escogida tal que

Grλ0 = e (5.22)

donde e = RTf.

Desarrollando la expresión dada por la Ec.(5.19) y reemplazando M̂r

−1
de

la Ec.(5.18), se obtiene

Pr
(
BDr

SBT
Dr

)
PT
r

(
BrS

†BT
r

)
λr = Pr

(
BDr

SBT
Dr

)
PT
r

(
BrS

†f
)

(5.23)

si se asume que Qr = I, entonces Pr = I, así
(
BDr

SBT
Dr

) (
BrS

†BT
r

)
λr =

(
BDr

SBT
Dr

) (
BrS

†f
)

(5.24)

reemplazando BDr
= DrBr, resulta

DrBrS (DrBr)
T
BrS

†BT
r λr = DrBrS (DrBr)

T
BrS

†f (5.25)

y simplificando, se obtiene

DrBrSB
T
r DrBrS

†BT
r λr = DrBrSB

T
r DrBrS

†f. (5.26)
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Ahora, ya que Br sólo debe satisfacer la restricción Bru = 0, entonces es
posible sustituir con j, definida como j = I − a –véase la Ec.(4.6)–, ésta
también satisface ju = 0. Entonces reemplazando Br por j, se obtiene

DrjSj
TDrjS

†jTλr = DrjSj
TDrjS

†f (5.27)

además, como j = jT (véase [31]), entonces

DrjSjDrjS
†jλr = DrjSjDrjS

†f (5.28)

y en este caso S† = S−1, entonces

DrjSjDrjS
−1jλr = DrjSjDrjS

−1f. (5.29)

Suponiendo que la matriz diagonal Dr es la matriz diagonal igual a la identidad
I, entonces

jSjjS−1jλr = jSjjS−1f (5.30)

por otro lado, jj = j por se idempotente (véase [31]), finalmente se obtiene

jSjS−1jλr = jSjS−1f (5.31)

esta es una formulación equivalente a la formulación del método de FETI pre-
condicionado en términos de DVS –véase la Ec.(4.36)–.

Ahora, se desarrolla la expresión dada por la Ec.(5.19) sin precondicionar

Frλr = dr (5.32)

sustituyendo Fr y dr, entonces

BrS
†BT

r λr = BrS
†f (5.33)

y reemplazando Br por j y S† por S−1, se obtiene

jS−1jλr = jS−1f (5.34)

esta es una formulación equivalente al método de FETI sin precondicionar en
términos del esquema DVS –véase la Ec.(4.36)–.

5.2 El Método BDDC en el Marco de DVS

Tomando como base la metodología (véase [29]) de Balancing Domain Decom-
position (BDD) y haciendo las adecuaciones pertinentes, esta se pondrá en tér-
minos del esquema DVS. Para ello, sea u definida sobre Γi, entonces se define
el complemento local de Schur al subdominio Ωi como

Si = A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓI

(
A
(i)
II

)−1
A
(i)
IΓ (5.35)

y al operador restricción R̄i : Γ → Γi, entonces se obtiene

S =
E∑

i=1

R̄T
i SiR̄i. (5.36)
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Observación 6 Nótese que
Si 
= R̄iSR̄

T
i (5.37)

ya que está última involucra contribuciones de los subdominios vecinos. Sin

embargo, dado u ∈ V
(i)
Γ entonces

uTSiu ≤ uT
(
R̄iSR̄

T
i

)
u (5.38)

ya que S y Si son positivas definidas.

Una primera definición para el método BDD fue inicialmente propuesto para
la ecuación de Poisson por De Roeck y Le Tallec (véase [29]), su idea fue usar
un Schwarz aditivo como precondicionador de la forma

M−1 =
E∑

i=1

RT
i S

−1
i Ri (5.39)

donde Ri : Γ → Γi es un operador de restricción pesado definido como

Ri = D−1
i R̄i (5.40)

donde Si es el complemento de Schur local de la matriz local A(i), además

R̄i : Γ → Γi (5.41)

es el operador discreto de restricción a Γi, y D−1
i es una matriz diagonal definida

como una partición de la unidad sobre Γ, i.e.

N∑

i=1

R̄T
i D

−1
i R̄i = I (5.42)

donde I es la identidad sobre Γ. La partición de la unidad puede ser definida
a través de una función de conteo, la cual para cada subdominio Ωi es definida
como el operador δi : Γi → R tal que

δi (x) = {numero de subdominios que comparten el nodo x ∈ Γi} . (5.43)

Entonces, se define Di = diag {δi} .

El método BDD precondicionado queda en términos de

M−1Su = M−1f (5.44)

sustituyendo S y M−1 –Ecs.(5.8 y 5.39)–, se tiene que
(

E∑

i=1

(
D−1
i R̄i

)T
S−1i D−1

i R̄i

)(
E∑

i=1

R̄T
i SiR̄i

)
u (5.45)

=

(
E∑

i=1

(
D−1
i R̄i

)T
S−1i D−1

i R̄i

)
f
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y finalmente sustituyendo Si, i.e Ec.(5.35), se obtiene

(
E∑

i=1

R̄T
i D

−1
i

(
A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓI

(
A
(i)
II

)−1
A
(i)
IΓ

)−1
D−1
i R̄i

)
(5.46)

(
E∑

i=1

R̄T
i

(
A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓI

(
A
(i)
II

)−1
A
(i)
IΓ

)
R̄i

)
u

=

(
E∑

i=1

R̄T
i D

−1
i

(
A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓI

(
A
(i)
II

)−1
A
(i)
IΓ

)−1
D−1
i R̄i

)
f.

Multiplicando u por
(
A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓI

(
A
(i)
II

)−1
A
(i)
IΓ

)
R̄i se obtienen E vectores

ũi, tales que al aplicar D−1
i R̄i

(∑E
i=1 R̄

T
i ũi
)

es equivalente a aSu. A estos E

vectores resultantes ûi, se aplica
∑E

i R̄
T
i D

−1
i

(
A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓI

(
A
(i)
II

)−1
A
(i)
IΓ

)−1
ûi,

siendo equivalente a aS−1aSu. Que es el lado derecho de la Ec.(4.30).
Haciendo algo similar al lado izquierdo, se obtienen E vectores f̃i = D−1

i R̄f

tales que al multiplicar por
∑E

i R̄
T
i D

−1
i

(
A
(i)
ΓΓ −A

(i)
ΓI

(
A
(i)
II

)−1
A
(i)
IΓ

)−1
f̃i, es

equivalente a aS−1f.
Así, la Ec.(5.46) es equivalente a

aS−1aSu = aS−1f (5.47)

que es la formulación del método BDDC en términos del esquema DVS –véase
Ec.(4.30)–.

5.3 Comparaciones

El enfoque desarrollado del espacio de vectores derivado (DVS) y por lo tanto el
esquema DVS de FETI-DP y BDDC, inician con la matriz que es obtenida des-
pués de que el problema ha sido discretizado y para su aplicación no se requiere
información acerca del sistema de ecuaciones diferenciales parciales del cual la
matriz es originaria. Generalizando, todos los algoritmos que han sido presenta-
dos en este trabajo son igualmente aplicables a matrices simétricas, indefinidas
y no simétricas. Las condiciones específicas requeridas para su aplicación son
detalladas en el capítulo 3 (véase [33]), a través de todo el desarrollo se asume
que el complemento de la matriz de Schur S es no singular.

Como se mencionó antes, para el algoritmo FETI se muestra que la versión
DVS de FETI-DP puede ser obtenida cuando se aplican las adecuadas condi-
ciones a las expresiones generales de FETI-DP. Aunque, esas opciones represen-
ten un caso particular del algoritmo general de FETI-DP, en algún sentido las
elecciones hechas son óptimas ya que las matrices a y j son proyecciones orto-
gonales complementarias (véase [34] y [33]); además de otros ejemplos numéricos
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que se muestran en este trabajo en el capítulo de Análisis y Discusión de Re-
sultados.

Cuando se lleva a cabo la incorporación del método BDDC en el esquema
DVS se encuentran diferencias más sustanciales. Por ejemplo, cuando las inver-
sas del complemento de Schur local existen en el esquema DVS la inversa de St

está dada por
(
St
)−1

=
E∑

α=1

(
Sα
)−1

(5.48)

una relación similar no es satisfecha por el algoritmo BDDC. A saber, la ecuación
íntimamente relacionada es por ejemplo Ec.(5.36)

S =
E∑

α=1

R̄
T

α
S
α
R̄
α

(5.49)

sin embargo
(
S
)−1 
=

E∑

α=1

(
R̄
T

α
S
α
R̄
α

)−1
(5.50)

aquí, la igualdad no se satisface debido a que los rangos de R̄T

α
S
α
R̄
α

y R̄T

β
S
β
R̄
β

no son ajenos, cuando α 
= β. Esta última limitación es debido al hecho que
en BDDC, la formulación no se establece directamente en el espacio producto
y que en su implementación se retorna a los grados de libertad asociados con
los nodos originales, mientras en el esquema DVS uno se olvida completamente
de los nodos originales y se trabaja exclusivamente con los nodos derivados,
es decir, de los nodos que resultan después de que los nodos originales han
sido partidos. Por lo tanto, las fórmulas desarrolladas para el esquema DVS y
sus códigos computacionales se simplifican de manera notable. La unificación
y simplificación lograda de esta manera permite producir Software genérico,
robusto y eficiente.
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6 Formulación Numérica de los Métodos DVS

Partiendo de las formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-Neumann en el
marco del espacio de vectores derivados (DVS) –véase sección (4)–, aquí se
muestran los detalles de la formulación numérica la cual esta íntimamente rela-
cionada con la implementación computacional, tanto en la versión secuencial
como paralela del código (véase [39] y [38]).

La implementación computacional dicta ciertas consideraciones sobre selec-
ción de los algoritmos numéricos, así como, la forma de implementación de
estos. Con la única finalidad de aprovechar sus propiedades computacionales en
la definición de una robusta jerarquía de clases que resuelva de forma eficiente
el problema.

Para ello, se inicia considerando el operador de segundo orden dado por la
ecuación

Lu = f en Ω (6.1)

u = g sobre ∂Ω

en el dominio Ω, el cual es subdividido en E subdominios Ωα, α = 1, 2, ..., E
mediante una descomposición de dominio sin traslape –véase sección (3.2)–.
Para resolver dicho problema, se puede usar cualquiera de los ocho algoritmos
que se han desarrollado, de cada uno de ellos se han dado formulaciones explí-
citas en términos de matrices.

Así, para generar la implementación de cualquiera de los algoritmos desa-
rrollados se necesita generar las matrices locales

Aα

ΠΠ
, Aα

Π∆
, Aα

∆Π
, Aα

∆∆
(6.2)

que están definidas de Wr →Wr, o más explícitamente las matrices

Aα

II
, Aα

Iπ
,Aα

I∆
, Aα

πI
,Aα

ππ
, Aα

π∆
, Aα

∆I
, Aα

∆π
y Aα

∆∆
(6.3)

ello se puede hacer de dos formas, a saber:

• A partir de la matriz que es obtenida después de que el problema se ha
discretizado –a partir de una discretización por el método de Elemento
Finito, Volumen Finito o Diferencias Finitas– y para su aplicación no se
requiere ninguna información acerca de la ecuación diferencial parcial de
la cual se originó.

• A partir la discretización de la ecuación diferencial parcial generada lo-
calmente en cada subdominio por algún método de descomposición de
dominio sin traslapes, como el usado para FETI-DP o BDDC.

En la sección (3.5) se derivo la forma de obtener las matrices locales a partir
de la matriz At : W → W que es obtenida después de que el problema se
ha discretizado y la cual es puesta en el espacio de vectores derivados. En la
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siguiente sección se da la forma de derivar cada una de las matrices locales a
partir la discretización de la ecuación diferencial parcial generada localmente en
cada subdominio; para que en las siguientes secciones, mediante el uso de dichas
matrices se pueda implementar cualquiera de los métodos desarrollados.

6.1 Discretización de los Métodos Partiendo de la Formu-
lación Local

Los métodos de descomposición de dominio –como son FETI-DP y BDDC– y
el esquema DVS puede partir de la discretización local mediante algún método
de discretización como Diferencias Finitas, Volumen Finito o Elemento Finito
—este último es uno de los más usados en los DDM– para construir cada una
de las matrices locales

Aα

II
, Aα

Iπ
,Aα

I∆
, Aα

πI
,Aα

ππ
, Aα

π∆
, Aα

∆I
, Aα

∆π
y Aα

∆∆
(6.4)

para cada Ωα con α = 1, ..., E. Una vez construida las matrices locales, se
procede a definir al complemento de Schur local por subdominio –más detalles
véase sección (A.7)–

Sα
π

= Aα

ππ
−Aα

πI

(
Aα

II

)−1
Aα

Iπ
(6.5)

con él se define

Aα

ΠΠ
=

(
Aα

II
Aα

Iπ

Aα

πI
Aα

ππ

)
(6.6)

que a su vez define

Sα = Aα

∆∆
−Aα

∆Π

(
Aα

ΠΠ

)−1
Aα

Π∆
(6.7)

recordando que




A
ΠΠ

=
E∑

α=1

Aα

ΠΠ
, A

Π∆
=

E∑

α=1

Aα

Π∆

A
∆Π

=
E∑

α=1

Aα

∆Π
, A

∆∆
=

E∑

α=1

Aα

∆∆

(6.8)

S =
E∑

α=1

Sα y
(
S
)−1

=
E∑

α=1

(
Sα
)−1 (6.9)

entonces, finalmente se tienen definidas a S y S−1. Con estas definiciones, ahora
ya es posible implementar cualesquiera de los métodos del esquema del espacio
de vectores derivados.

Nótese que, por la forma de construcción de las matrices, se tienen las si-
guientes propiedades importantes

(
A
ΠΠ

)−1
=

E∑

α=1

(
Aα

ΠΠ

)−1
y

(
A
)−1

=
E∑

α=1

(
Aα
)−1

(6.10)
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esto implica que el cálculo de la inversa de la matriz A
ΠΠ

es exclusivamente a
partir de las inversas locales a cada subdominio.

6.2 Formulación Operacional de los Métodos DVS

Para la resolución de problemas de interés en Ciencias e Ingenierías donde es
necesario resolver, por ejemplo el problema dado por la Ec.(3.74) –más detalles
véase la sección (3.6)– que consiste en buscar una función u

′ ∈ Wr que satisfaga

aAu
′

= f y ju
′

= 0 (6.11)

aquí, el vector f ∈ W12 es un dato del problema y donde el vector u
′

y f esta
formado por (

uΠ
u∆

)
= u

′

y
(

f
Π

f
∆

)
= f (6.12)

que satisfaga –véase sección (4.3) del operador Steklov-Poincaré Ecs.(4.62 y
4.63)– (

L+ aR−RT j
)
u
′

= f. (6.13)

Entonces es necesario transformar el problema Ec.(6.13) en uno que

f
Π

= 0 (6.14)

para ello, se introduce un vector auxiliar

up = A
∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

(6.15)

en el cual
(
up
)
∆

= 0, por lo tanto la Ec.(6.13) toma la forma
(
aR−RT j

)
u∆ = f

∆
− up (6.16)

así, la solución u
′

al problema será u
′

= u∆ − up.
Dado que se necesita expresar el problema en términos del espacio W12

entonces
f
∆2

= af
∆
, y f

∆1

= jf
∆

= 0 (6.17)

(
up
)
∆

= aA
∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

(6.18)

de lo anterior, la expresión dada por la Ec.(6.16), se puede reescribir como
(
aS − Sj

)
u∆ = af

∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

(6.19)

donde

S = A
∆∆

−A
∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
A
Π∆

(6.20)

o más compactamente se escribe como
(
aS − Sj

)
u∆ = f

∆
−
(
up
)
∆
. (6.21)
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Por todo lo anterior, los algoritmos desarrollados quedan escritos de manera
explícita como:

1. Formulacion del Algoritmo del Complemento de Schur (PRI-
MAL#1) –véase ecuación (4.4) en la sección (4.1.1)–:

“Encontrar a u∆ ∈W∆ tal que

aSu∆ = f
∆
−
(
up
)
∆

(6.22)

sujeto a ju∆ = 0”. O en su forma desarrollada

aSu∆ = f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π
. (6.23)

2. Formulación Dual del Problema Neumann-Neumann (DUAL#1)
–véase la ecuación (4.11) de la sección (4.1.2)–:

“Dada f
∆
∈ W∆, buscar a λ ∈W∆ tal que

jS−1λ∆ = jS−1
(
f
∆
−
(
up
)
∆

)
(6.24)

sujeto a aλ∆ = 0”. O en su forma desarrollada

jS−1λ∆ = jS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
. (6.25)

3. Formulación Primal del Problema Neumann-Neumann (PRIMAL#2)
–véase ecuación (4.21) en la sección (4.1.3)–:

“Dada f
∆
∈ W∆, encontrar v∆ ∈ W∆ tal que

S−1jv∆ = S−1jS−1
(
f
∆
−
(
up
)
∆

)
(6.26)

sujeto a aSv∆ = 0”. O en su forma desarrollada

S−1jv∆ = S−1jS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
. (6.27)

4. Formulación Dual del Problema Neumann-Neumann (DUAL#2)
–véase la ecuación (4.29) de la sección (4.1.4)–:

“Dada f
∆
∈ W∆, sea µ

∆
∈ W∆ tal que

Saµ
∆

= SaSjS−1
(
f
∆
−
(
up
)
∆

)
(6.28)

sujeto a jS−1µ
∆

= 0”. O en su forma desarrollada

Saµ
∆

= SaSjS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
. (6.29)
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5. Formulación Precondicionada del Algoritmo BDDC (PRIMAL#1)
–véase la ecuación (4.30) en la sección (4.2.1)–:

“Buscar a u∆ ∈ W∆ tal que

aS−1aSu∆ = aS−1
(
f
∆
−
(
up
)
∆

)
(6.30)

sujeto a ju∆ = 0”. O en su forma desarrollada

aS−1aSu∆ = aS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
. (6.31)

6. Formulación Precondicionada del Algoritmo FETI-DP (DUAL#1)
–véase la ecuación (4.36) en la sección (4.2.2)–:

“Dada f
∆
∈ W∆, sea λ∆ ∈W∆ tal que

jSjS−1λ∆ = jSjS−1
(
f
∆
−
(
up
)
∆

)
(6.32)

sujeto a aλ∆ = 0”. O en su forma desarrollada

jSjS−1λ∆ = jSjS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
(6.33)

donde una vez calculada λ∆ entonces u∆ es obtenida mediante

u∆ = aS−1
(
f
∆
− jλ∆

)
. (6.34)

7. Formulación Primal Precondicionada del Problema Neumann-
Neumann DVS-PRIMAL (PRIMAL#2) –véase la ecuación (4.43) en
la sección (4.2.3)–:

“Dada f
∆
∈ W∆, buscar v ∈ W∆ tal que

S−1jSjv∆ = S−1jSjS−1
(
f
∆
−
(
up
)
∆

)
(6.35)

sujeto a aSv∆ = 0”. O en su forma desarrollada

S−1jSjv∆ = S−1jSjS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
(6.36)

donde una vez calculada v∆ entonces u∆ es obtenida mediante

u∆ = aS−1
(
f
∆
− jSv∆

)
. (6.37)
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8. Formulación Dual Precondicionada del Problema Neumann-Neu-
mann DVS-DUAL (DUAL#2) –véase la ecuación (4.50) en la sección
(4.2.4)–:

“Dada f
∆
∈ W∆, sea µ

∆
∈ W∆ tal que

SaS−1aµ
∆

= SaS−1aSjS−1
(
f
∆
−
(
up
)
∆

)
(6.38)

sujeto a jS−1µ
∆

= 0”. O en su forma desarrollada

SaS−1aµ
∆

= SaS−1aSjS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
(6.39)

donde una vez calculada µ
∆

entonces u∆ es obtenida mediante

u∆ = aS−1
(
f
∆

+ µ
∆

)
. (6.40)

6.3 Implementación Numérica de DVS

La implementación numérica de por ejemplo, el algoritmo DVS-BDDC (PRI-
MAL#1) puesto en su forma operacional, Ec.(6.31) es

aS−1aSu∆ = aS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
(6.41)

en la cual define el sistema lineal virtual a resolver

Mu∆ = b (6.42)

donde

M = aS−1aS y b = aS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
(6.43)

entonces el sistema lineal virtual puede ser implementado mediante el método
de Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES, dependiendo del tipo de
matriz que sea S. Si S es simétrica y definida positiva, entonces S−1 también
será simétrica y definida positiva y por tanto se usaría el método de Gradiente
Conjugado, en caso contrario se usaría el método de GMRES o algún otro.

Nótese que, en los métodos iterativos, la adecuada selección de u0 puede ser
tan costosa –computacionalmente hablando– como encontrar la solución u,
pues tomar una u0 no adecuada, generalmente ocasiona realizar más iteraciones
para converger en el método que tomar u0 = 0.

6.3.1 Implementación para Matrices Simétricas

Suponiendo que S es simétrica y definida positiva, la formulación Mu∆ = b
puede ser implementada como el método de Gradiente Conjugado –véase sec-
ción (B.2.1)– usando el algoritmo dado en la Ec.(B.13) en el cual se usa el
producto interior según corresponda:

62



• aS−1aS será simétrico con respecto al producto interior definido por

〈u,w〉 = u ·w (6.44)

• SjS−1j será simétrico con respecto al producto interior definido por

〈u,w〉 = Su ·w (6.45)

La implementación del algoritmo se inicia tomando u0, una elección común
es tomar a u0 = 0, si este es el caso, entonces

r0 = aS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
, p0 = r0 (6.46)

y la parte iterativa13 queda como:

Para n = 1, 2, ...{
αn =

〈pn,Spn〉
〈pn,SaS−1aSpn〉

un+1 = un + αnpn

rn+1 = rn − αnaS−1aSpn

< Prueba de convergencia >

βn =
〈rn+1,Srn+1〉
〈rn,Srn〉

pn+1 = rn+1 + βnpn

}

(6.47)

6.3.2 Implementación para Matrices no Simétricas e Indefinidas

Suponiendo que S es no simétrica o indefinida, la formulación Mu∆ = b puede
ser implementada como el método de GMRES –véase sección (B.2.2)– usando
el algoritmo dado en la Ec.(6.31), en cual se inicia tomando u0, una elección
común es tomar a u0 = 0, si este es el caso, entonces

r0 = aS−1
(
f
∆
− aA

∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

)
, β0 =

∥∥r0
∥∥ , v1 = r0/β0 (6.48)

y la parte iterativa queda como:

Para n = 1, 2, ...,Mientras βn < τβ0 {
wn+1
0 = aS−1aSvn

Para l = 1 hasta n {
hl,n =

〈
wn+1
l , vl

〉

wn+1
l+1 = wn+1

l − hl,nv
l

}
hn+1,n =

∥∥wn+1
n+1

∥∥
vn+1 = wn+1

n+1/hn+1,n

Calcular yn tal que βn =
∥∥∥β0e1 − Ĥ

n
yy
∥∥∥ es mínima

}

(6.49)

13 En este caso se usa el producto interior definido por 〈u, w〉 = Su ·w.
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donde Ĥ
n

= [hij ]1≤i≤n+1,1≤j≤n y la solución aproximada será un = u0+V
n
yn,

el vector residual será

rn = r0 − aS−1aSV
k
yn = V

n+1

(
β0e1 − Ĥ

n
yn
)
. (6.50)

6.4 Evaluación de los Operadores Virtuales S y S−1

Para implementar cualesquiera de los ocho algoritmos desarrollados, sin impor-
tar si las matrices involucradas son simétricas o no simétricas; y como se mostró
en las implementaciones de los algoritmos en la sección anterior, estos requieren

por un lado, la evaluación de
(
A
ΠΠ

)−1
f
Π

y por otro la evaluación de los ope-

radores virtuales S−1v y Sv, en los tres casos, ninguna de estas matrices es
construida pues resultarían matrices densas con el consiguiente costo computa-
cional de su manejo. Para mostrar como hacer su evaluación óptima, primero
nótese que el sistema lineal virtual A a partir del cual se deriva el esquema DVS,
está definido como

A =

(
A
ΠΠ

A
Π∆

A
∆Π

A
∆∆

)
=




A
II

A
Iπ

A
I∆

A
πI

A
ππ

A
π∆

A
∆I

A
∆π

A
∆∆


 (6.51)

donde

A
ΠΠ

=

(
A
II

A
Iπ

A
πI

A
ππ

)
A
Π∆

=

(
A
I∆

A
π∆

)
(6.52)

A
∆Π

=
(
A
∆I

A
∆π

)

entonces el operador S de los nodos duales queda definido por

S = A
∆∆

−A
∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
A
Π∆

(6.53)

y este es formado por S =
E∑

α=1

Sα, donde Sα esta formada por el complemento

de Schur local

Sα = Aα

∆∆
−Aα

∆Π

(
Aα

ΠΠ

)−1
Aα

Π∆
. (6.54)

En el apéndice A se detallan la forma de realizar todas las operaciones involu-
cradas en los métodos DVS, aquí, bajo el supuesto de que se tienen construidas
las matrices locales Ai

II
, Ai

Iπ
, Ai

I∆
, Ai

ππ
, Ai

π∆
y Ai

∆∆
en cada uno de los subdo-

minios de la partición. Entonces, para resolver
(
A
ΠΠ

)−1
u, donde u ∈ WΠ, se

puede reescribir como

(
wI

wπ

)
=

(
A
II

A
Iπ

A
πI

A
ππ

)−1(
uI
uπ

)
(6.55)
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i.e. se necesita resolver A
ΠΠ

w = u,la cual se expresa como

(
A
II

A
Iπ

A
πI

A
ππ

)(
wI

wπ

)
=

(
uI
uπ

)
(6.56)

entonces, wπ ∈ WΠ es solución de
(
A
ππ

−A
πI

(
A
II

)−1
A
Iπ

)
wπ ≡ S

π
wπ = uπ −A

πI

(
A
II

)−1
uI (6.57)

mientras
wI =

(
A
II

)−1 (
uI −A

Iπ
wπ

)
(6.58)

donde
(
A
II

)−1
=

N∑

i=1

(
Ai

II

)−1
. (6.59)

Por último, para evaluar Sv se aplica el procedimiento similar al detallado
en la sección (A.2) y para evaluar S−1v se aplica el procedimiento detallado en
la sección (A.3).

De las evaluaciones indicadas en esta sección, una gran parte de ellas es
posible realizar en paralelo, y como se mostrará más tarde, la granularidad14

paralela es gruesa, la cual es ideal para implementarse en equipos de cómputo
paralelos como los Clusters, esto se demuestra mediante ejemplos en el capítulo
de Análisis de Rendimiento (véase [36], [39] y [38]).

14 La granularidad de un conjunto de tareas paralelas es la cantidad de trabajo que se puede
hacer de forma independiente de otros cálculos.
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7 Implementación Computacional de DVS

La implementación computacional de los métodos de descomposición de dominio
sin traslape en general (véase [9], [4], [5] y [6]) y de los métodos de descomposi-
ción de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS) en particular (véase
[39] y [38]), en los cuales cada subdominio genera sus matrices locales y el
método que resuelve el sistema global virtual –CGM o GMRES– es tal que
necesita sólo una porción de la información que generan los subdominios, queda
fácilmente estructurado mediante el esquema Maestro-Esclavo, tanto para la
implementación del código secuencial como paralela.

El esquema Maestro-Esclavo parece ser un forma óptima15 de dividir la carga
computacional requerida para solucionar un problema de descomposición de
dominio sin traslapes, en el cual, uno o más subdominios son asignados a un
nodo esclavo, tanto en su implementación secuencial –donde cada nodo esclavo
es un objeto– como en su implementación paralela –donde cada nodo esclavo
esta asignado a un procesador–, en el cual el nodo maestro de forma síncrona
controla las tareas que requiere el esquema DVS, las cuales son llevadas a cabo
por los nodos esclavos, donde la comunicación sólo se da entre el nodo maestro
y cada nodo esclavo –no existiendo comunicación entre los nodos esclavos–,
optimizando así las comunicaciones.

7.1 Esquema Maestro-Esclavo como una Forma de Imple-
mentación

El esquema Maestro-Esclavo permite que en los nodos esclavos se definan uno
o más subdominios –en los cuales se generen y manipulen las matrices lo-
cales de cada subdominio– y que el maestro controle las actividades necesarias
para implementar cualquiera de los métodos desarrollados. En particular la
implementación del método de resolución del sistema lineal virtual Mu∆ = b
esquematizados por los algoritmos descritos en la Ec.(6.47 ó 6.49), donde el nodo
maestro controlará a cada uno de sus nodos esclavos mediante comunicaciones
entre este y los esclavos, pero no entre esclavos, como se muestra en la figura.

Figura 6: Esquema del Maestro-Esclavo

15 El esquema Maestro-Esclavo esta intrínseco a la definición de los métodos de descomposi-
ción de dominio tipo subestructuración, ya que las tareas implementadas por los subdominios
son pensados como procesos esclavos los cuales son controlados por el maestro que implementa
la solución de los nodos de frontera interior (véase [39] y [38]).
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Esta forma de descomponer el problema dentro del esquema Maestro-Esclavo,
permite hacer la implementación del código tanto para la parte secuencial como
su paralelización de manera fácil y eficientemente, donde tomando en cuenta
la implementación en estrella del Cluster o equipo multiCore, el modelo de
paralelismo de MPI y las necesidades propias de comunicación del programa, el
nodo maestro tendrá comunicación sólo con cada nodo esclavo, esto reducirá las
comunicaciones y optimizará el paso de mensajes (véase [17], [15] y [16]).

Además el esquema de paralelización Maestro-Esclavo permite sincronizar
fácilmente por parte del nodo maestro las tareas que realizan en paralelo los
nodos esclavos, éste modelo puede ser explotado de manera eficiente si existe
poca comunicación entre el maestro y los esclavos; y los tiempos consumidos
en realizar las tareas asignadas son mayores que los períodos involucrados en
las comunicaciones para la asignación de dichas tareas. De esta manera se
garantiza que la mayoría de los procesadores estarán siendo usados de forma
eficiente y existirán pocos tiempos muertos, aumentando así la eficiencia global
de la implementación de los métodos de descomposición de dominio en el espacio
de vectores derivados bajo el esquema Maestro-Esclavo.

7.2 Análisis, Diseño y Programación Orientada a Objetos

Desde el inicio del proyecto para la implementación computacional de los méto-
dos de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados se planteó
la necesidad de que el código desarrollado fuera orientado a objetos, que su im-
plementación computacional debería de correr en equipos secuenciales y parale-
los para dominios en dos y tres dimensiones. Por ello se optó por usar el lenguaje
de programación C++ y la paralelización se haría usando la biblioteca de paso
de mensajes MPI.

Dentro de las consideraciones básicas en el análisis orientado a objetos es
que el código debería de correr tanto en equipos secuenciales como en paralelos,
con un mínimo de cambios y que la interdependencia de la parte paralela no
debería afectar la parte secuencial. Para que cualquier cambio en el código de
los métodos desarrollados no requiera grandes cambios en el código paralelo.
Esto se logra mediante la programación orientada a objetos haciendo uso de
clases abstractas16 o contenedores.

Esto permitió desarrollar un código que fuera robusto y flexible, además de
que la escritura, depuración y optimización se hace desde cualquier Notebook y
su ejecución puede ser hecha en cualquier computadora personal o Clusters sin
ningún cambio en el código.

Por ejemplo, en el uso de los métodos numéricos tanto directos como ite-
rativos para resolver sistemas lineales en los cuales la matriz es real –existe
como tal– o es virtual –esta dispersa por los distintos subdominios– se creo

16 En general las clases abstractas que definen comportamientos virtuales pueden no ser
eficientes si son llamadas una gran cantidad de veces durante la ejecución del programa. Para
el caso del esquema DVS, en el cual se usa CGM o GMRES para resolver el sistema lineal
virtual, este sólo se llama una sola vez; y el proceso de solución del sistema lineal asociado
consume la mayoría del tiempo de ejecución, por eso se considera eficiente.
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una jerarquía de clases que implementa mediante herencia a la clase abstracta,
la cual usan los algoritmos que requerían solucionar un sistema lineal, esta
clase abstracta se llama Solvable –véase apéndice B–. La jerarquía17 de clases
mostrada en la figura (7) permite contener a cualquiera de los métodos numéri-
cos de solución de sistemas lineales actuales y cualquier implementación futura
y es independiente de si se usa para generar código secuencial o paralelo.

Figura 7: Jerarquía de clases para la implementación de los métodos de resolu-
ción de sistemas lineales.

Nótese que, en general, el paradigma de programación orientada a objetos
sacrifica algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo de recur-
sos computacionales al momento de la ejecución. Pero en contraste, permite
mayor flexibilidad a la hora adaptar los códigos a nuevas especificaciones. Adi-
cionalmente, disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mantenimiento
y búsqueda de errores dentro del código, además de hacer el código extensible
y reutilizable. Esto tiene especial interés cuando se piensa en la cantidad de
meses invertidos en la programación comparada con los segundos consumidos
en la ejecución del mismo.

7.2.1 Implementación Secuencial en C++

Usando la filosofía del manejo de clases abstractas desde el análisis y durante
el diseño de la implementación computacional de los ocho métodos de descom-
posición de dominio en el espacio de vectores derivados, se pensó en usar una
jerarquía de clases que especializarían a una clase abstracta llamada DPMethod,
la cual permite implementar uno o más de los métodos de descomposición de do-
minio desarrollados; y dada una ecuación o sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales, se usaría el método iterativo –Gradiente Conjugado o el método
Residual Mínimo Generalizado o cualquier otro– dependiendo de que la matriz

17 Las jerarquías de clases de herencia mostradas en las figuras fueron generadas usando
Doxygen documentation (véase [63]) a partir del código fuente en C++.
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global virtual fueran simétrica o no simétrica; su jerarquía de clases se muestra
en la figura (8).

Figura 8: Jerarquía de clases para la implementación secuencial

De esta forma, es posible implementar uno o más de los algoritmos desa-
rrollados de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados sin
realizar cambios en la base del código, permitiendo especializar el código para
alguna necesidad particular sin cargar con código no requerido en la resolución
de un problema específico, pero en caso de evaluar el desempeño de cada uno
de los métodos ante un problema determinado, se pueda realizar sin afectación
del código.

Además de la flexibilidad anteriormente comentada, también se reutiliza
la jerarquía de clases para la resolución de sistemas lineales, permitiendo que
cualquier cambio o refinamiento a estas clases redunde en el desempeño global
del sistema, permitiendo que en un futuros se agreguen y refinen métodos que
manejen con eficiencia la solución de los sistemas lineales asociados al método
de descomposición de dominio DVS.

7.2.2 Implementación Paralela en C++ Usando MPI

Para poder intercomunicar al nodo maestro con cada uno de los nodos esclavos
se usa la interfaz de paso de mensajes –Message Passing Interface (MPI)–, una
biblioteca de comunicación para procesamiento en paralelo. MPI ha sido desa-
rrollado como un estándar para el paso de mensajes y operaciones relacionadas.
Este enfoque es adoptado por usuarios e implementadores de bibliotecas, en
la cual se proveen a los programas de procesamiento en paralelo de portabili-
dad y herramientas necesarias para desarrollar aplicaciones que puedan usar el
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cómputo paralelo de alto desempeño.
El modelo de paso de mensajes posibilita a un conjunto de procesos –que

tienen solo memoria local– la comunicación con otros procesos usando Bus o
red, mediante el envío y recepción de mensajes. El paso de mensajes posibilita
transferir datos de la memoria local de un proceso a la memoria local de cualquier
otro proceso que lo requiera.

En el modelo de paso de mensajes mediante MPI para equipos con uno o
más Cores, los procesos se ejecutan en paralelo, teniendo direcciones de memoria
separada para cada proceso, la comunicación ocurre cuando una porción de la
dirección de memoria de un proceso es copiada mediante el envío de un mensaje
dentro de otro proceso en la memoria local mediante la recepción del mismo.

Las operaciones de envío y recepción de mensajes es cooperativa y ocurre sólo
cuando el primer proceso ejecuta una operación de envío y el segundo proceso
ejecuta una operación de recepción, los argumentos base de estas funciones son:

• Para el que envía, la dirección de los datos a transmitir y el proceso
destino al cual los datos se enviarán.

Send(dir, lg, td, dest, etiq, com)
{dir, lg, td} describe cuántas ocurrencias lg de elementos del tipo

de dato td se transmitirán empezando en la dirección de memoria
dir ; {des, etiq, com} describe el identificador etq de destino des aso-
ciado con la comunicación com.

• Para el que recibe, debe de tener la dirección de memoria donde
se pondrán los datos recibidos, junto con la dirección del proceso del
que los envío.

Recv(dir, mlg, td, fuent, etiq, com, st)
{dir, lg, td} describe cuántas ocurrencias lg de elementos del tipo

de dato td se transmitirán empezando en la dirección de memoria
dir ; {fuent, etiq, com, est} describe el identificador etq de la fuente
fuent asociado con la comunicación com y el estado st.

El conjunto básico de directivas (en este caso sólo se usan estas) en C++ de
MPI son:

MPI::Init Inicializa al MPI
MPI::COMM_WORLD.Get_size Busca el número de procesos existentes
MPI::COMM_WORLD.Get_rank Busca el identificador del proceso
MPI::COMM_WORLD.Send Envía un mensaje
MPI::COMM_WORLD.Recv Recibe un mensaje
MPI::Finalize Termina al MPI

La estructura básica del programa bajo el esquema Maestro-Esclavo codifi-
cada en C++ y usando MPI es:
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main(int argc, char *argv[])
{

MPI::Init(argc,argv);
ME_id = MPI::COMM_WORLD.Get_rank();
MP_np = MPI::COMM_WORLD.Get_size();
if (ME_id == 0) {

// Operaciones del Maestro
} else {

// Operaciones del esclavo con identificador ME_id
}
MPI::Finalize();

}

En este único programa se deberá de codificar todas las tareas necesarias
para el nodo maestro y cada uno de los nodos esclavos, así como las formas de
intercomunicación entre ellos usando como distintivo de los distintos procesos a
la variable ME_id (véase [15] y [16]).

La jerarquía de clases del esquema Maestro-Esclavo en su implementación
paralela permite repartir la carga de varias maneras en uno o más Cores. Reu-
tilizando toda la jerarquía de clases de la implementación secuencial de los
algoritmos DVS y sólo es necesario agregar clase que especializa algunos com-
portamientos que requieren hacer uso de las comunicaciones, mediante la bi-
blioteca de paso de mensajes MPI. La jerarquía de clases es mostrada en la
figura siguiente:

Figura 9: Jerarquía de clases para la implementación paralela rehusando toda
la jerarquía de la implementación secuencial y de resolución de sistemas lineales
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La reutilización de toda la jerarquía de clases generada para la implementa-
ción secuencial permite que el código paralelo soporte una gran cantidad de
cambios sin afectación a la implementación paralela, teniendo así, un código
robusto, flexible, modular y de fácil mantenimiento (véase [17]).

7.3 Alcances y Limitaciones del EsquemaMaestro-Esclavo

El esquema Maestro-Esclavo es eficiente cuando se tiene una carga casi ho-
mogénea en cada nodo esclavo y se manejan una cantidad moderada de ellos.
Un factor limitante en el esquema Maestro-Esclavo, es que el nodo maestro
deberá de atender todas las peticiones hechas por todos y cada uno de los no-
dos esclavos, esto toma especial relevancia cuando todos o casi todos los nodos
esclavos compiten por ser atendidos por el nodo maestro.

Una opción para optimizar el esquema Maestro-Esclavo es contar con un
nodo maestro lo suficientemente poderoso para atender simultáneamente la
mayor cantidad de las tareas síncronas del método de descomposición de do-
minio en el menor tiempo posible. Pero los factores limitantes del esquema
Maestro-Esclavo son de tres tipos, a saber:

1. Los inherentes al método de descomposición de dominio.

2. Los inherentes al propio esquema Maestro-Esclavo.

3. Los inherentes al equipo de cómputo en paralelo en el que se ejecute el
programa.

En el primer caso, en cuanto a los inherentes al método de descomposición
de dominio destacan:

• El método de descomposición de dominio es síncrono, es decir, si un nodo
esclavo acaba la tarea asignada y avisa al nodo maestro, este no podrá
asignarle otra tarea hasta que todos los nodos esclavos concluyan la suya,
y se realicen las operaciones necesarias para asignar las nuevas tareas a
los nodos esclavos.

• El nodo maestro sólo realiza tareas de control y sincronización pero no
conoce o realiza cálculos relacionados con los sistemas lineales locales a
cada uno de los subdominios que están asignados a los nodos esclavos.

• Por lo anterior, el esquema Maestro-Esclavo no es eficiente si sólo se usan
dos procesos o Cores –uno para el nodo maestro y otro para el nodo
esclavo–, por otro lado, cuando se realiza el análisis de rendimiento en P
Cores, hay que tomar en cuenta que los únicos nodos que manipulan los
sistemas lineales asociados al método de descomposición de dominio son los
esclavos (P − 1) y el nodo maestro sólo realiza el control y sincronización
de las tareas del los métodos DVS.
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En el segundo caso, en cuanto a los inherentes al propio esquema Maestro-
Esclavo destacan:

• El nodo maestro deberá distribuir las tareas a los nodos esclavos acorde
al número de subdominios existentes en la descomposición y la malla fina
de cada subdominio, de tal forma que cada nodo esclavo tenga una carga
computacional equivalente a los demás nodos esclavos.

• En el caso de una carga homogénea en cada subdominio, si se usan P Cores
en el equipo paralelo y la descomposición del dominio tiene E subdomin-
ios, tal que (P − 1) ∤ E, esa descomposición de dominio no es adecuada
para trabajar en dicha cantidad de Cores. En este caso, el número de
procesadores P que se usen para tener buen balance de cargas es conocido
a priori cuando el dominio Ω se descompone en n×m –n×m× o– sub-
dominios homogéneos, entonces se generarán E = n∗m –E = n∗m∗o–
subdominios Ωα, teniendo un buen balanceo de cargas si (P − 1) | E.

• Pese al buen balanceo de la carga en los nodos esclavos, es común que,
un gran número de nodos esclavos envíen simultáneamente datos al nodo
maestro saturando su canal de comunicación; y este en algún momento
tendrá que tratar atender las múltiples comunicaciones, degradando su
rendimiento al aumentar el número de nodos esclavos involucrados en la
descomposición.

En el caso de generar desbalance de la carga en los nodos esclavos o una
saturación de comunicaciones en el nodo maestro, se propicia a que algunos
procesadores terminen antes que otros, generando tiempos muertos de ejecución
en dichos Cores; propiciando una notoria degradación en la eficiencia global en
el procesamiento, es por esto que, en algunos casos al aumentar el número de
procesadores no se aprecia una disminución sustancial del tiempo de ejecución
y en casos extremos puede ocasionar un aumento en el tiempo.

En el tercer caso, en cuanto a los inherentes al equipo de cómputo en paralelo
en el que se ejecute el programa destacan:

• El programa se diseño para correr en cualquier cantidad de procesos o
Cores y no hay límite establecido en cuanto al número de subdominios
que soporta el programa, pero el equipo en el que se ejecute tiene un
número predeterminado de Cores y cada uno de ellos tiene asignado una
cantidad limitada de RAM, es por ello que, las dimensiones del problema
que es posible correr en un equipo paralelo dado esta determinado por
estas limitantes.

• En los equipos paralelos, el cuello de botella en cuanto a la eficiencia global
de la ejecución, lo presentan las comunicaciones, entre más comunicaciones
necesite el programa, es imperante el contar con una infraestructura que
permita la mejor velocidad de comunicaciones entre el nodo maestro y los
nodos esclavos; además de que esta cuente con la menor latencia posible
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en las comunicaciones. Por otro lado, el acceso al disco duro es mínimo
y no representa un costo significativo en las comunicaciones totales de la
ejecución.

Para ejemplificar lo discutido anteriormente, se considera como modelo mate-
mático el problema de valor en la frontera (BVP) asociado con la ecuación de
Poisson, con condiciones de frontera Dirichlet, definido en Ω como:

−∇2u = fΩ en Ω (7.1)

u = g∂Ω en ∂Ω

este ejemplo, gobierna los modelos de muchos sistemas de la ingeniería y de la
ciencia, entre ellos el flujo de agua subterránea a través de un acuífero isotrópico,
homogéneo bajo condiciones de equilibrio y es muy usado en múltiples ramas
de la física, por ejemplo, gobierna la ecuación de la conducción de calor en un
sólido bajo condiciones de equilibrio.

En particular se considera el problema con Ω definido en:

Ω = [−1,−1] × [1, 1] (7.2)

donde
fΩ = 2n2π2 sin(nπx) ∗ sin(nπy) y g∂Ω = 0 (7.3)

cuya solución es
u(x, y) = sin(nπx) ∗ sin(nπy) (7.4)

Por ejemplo para n = 4, la solución es u(x, y) = sin(4πx)∗sin(4πy), cuya gráfica
se muestra a continuación:

Figura 10: Solución a la ecuación de Poisson para n=4.
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Para las pruebas de rendimiento18 en las cuales se evalúa el desempeño de
los programas realizados se usa n = 100, pero es posible hacerlo con n ∈ N
grande.

Supóngase que se desea resolver el dominio Ω usando 1024 × 1024 nodos
–1, 048, 576 grados de libertad– mediante el algoritmo precondicionado PRI-
MAL#2 , de manera inmediata surgen las siguientes preguntas: ¿cuáles son las
posibles descomposiciones posibles? y ¿en cuántos procesadores se pueden re-
solver cada descomposición?. Para este ejemplo en particular, sin hacer la tabla
exhaustiva, se tiene:

Partición Subdominios Procesadores
2x2 y 512x512 4 2,3,5
4x4 y 256x256 16 2,3,5,9,17
8x8 y 128x128 64 2,3,5,9,17,33,65
16x16 y 64x64 256 2,3,5,9,17,33,65,129,257
32x32 y 32x32 1024 2,3,5,9,17,33,65,129,..,1025
64x64 y 16x16 4096 2,3,5,9,17,33,65,129,...,4097
128x128 y 8x8 16384 2,3,5,9,17,33,65,129,...,16385
256x256 y 4x4 65536 2,3,5,9,17,33,65,129,...,65537
512x512 y 2x2 262144 2,3,5,9,17,33,65,129,...,262145

De esta tabla es posible seleccionar las descomposiciones que se adecuen a
las necesidades particulares del equipo paralelo con que se cuente, para evaluar
el tiempo de ejecución de este ejemplo se usó la PC Antipolis Intel Xeon a
2.33 GHtz de 64 bits con 8 Cores y 32 GB de RAM, obteniendo los siguientes
resultados para una tolerancia de 10−6 usando norma infinita en todos los casos
(tiempo en segundos):

1 C o r e 2 C o r e s 3 C o r e s 4 C o re s 5 C o r e s 6 C o re s 7 C o r e s 8 C o re s

P a r t i c i ó n T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o

2 x 2 y 5 1 2 x 5 1 2 16465 10659 7207 7105 4641
4 x 4 y 2 5 6 x 2 5 6 2251 5063 2252 2103 1643 1233 1068 947
8 x 8 y 1 2 8 x 1 2 8 855 885 482 395 314 311 283 272
1 6 x 1 6 y 6 4 x 6 4 321 348 190 149 121 125 118 117
3 2 x 3 2 y 3 2 x 3 2 26 39 26 24 23 21 21 21
6 4 x 6 4 y 1 6 x 1 6 205 595 485 477 481 461 469 469
1 2 8 x 1 2 8 y 8 x 8 1026 5453 5352 5431 5633 5843 5843 5903
2 5 6 x 2 5 6 y 4 x 4 8544 26167 25892 25902 25939 25950 25969 26003
5 1 2 x 5 1 2 y 2 x 2 34845 64230 63293 63308 63389 63475 63502 63693

18 En todos los ejemplos del presente trabajo no se realiza una análisis de comunicación
de forma independiente al tiempo de cálculo, ya que los Clusters a los que se obtuvo acceso
carecen de herramientas que permitan realizar dicho análisis, pero si se realizaron algunas
pruebas con XMPI (véase [64]) y Vampir (véase [65]) para algunos ejemplos representativos
en los cuales se muestra que se tiene granularidad gruesa (véase [39]).
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De estos resultados, se desprende que:

1. Dependiendo del tamaño de la malla gruesa –número de subdominios a
trabajar– y de la malla fina, es siempre posible encontrar una descom-
posición de dominio –32× 32 y 32× 32– en que el tiempo de cálculo sea
mínimo:

• Al usar un solo Core (programa secuencial 26 seg.).

• Al usar múltiples Cores interconectados mediante MPI (6 Cores en
21 seg.).

2. Es notorio el efecto que genera el mal balanceo de carga19 , el cual se
refleja en que no disminuye el tiempo de ejecución al aumentar el número
de procesadores y en algunos casos el tiempo aumenta conforme se agregan
más Cores.

En contraste con los 110 segundos en que se resolvió el mismo problema
usando los métodos de Elemento Finito y Diferencias Finitas, usando en ambos
casos Factorización Cholesky para resolver el sistema lineal asociado.

7.4 Afectación del Rendimiento al Refinar la Descomposi-
ción

Una parte fundamental al trabajar con problemas reales usando una descomposi-
ción fina es conocer a priori que factores afectan el rendimiento de la aplicación
ante las posibles elecciones en la descomposición de dominio, la afectación se da
por:

1. En el caso de contar con un gran número de subdominios que estén asig-
nados a distintos nodos esclavos, la afectación se da por la saturación del
nodo maestro con una gran cantidad de comunicaciones simultáneas por
parte de los nodos esclavos que el nodo maestro deberá de atender y la ve-
locidad de comunicación del canal usado para ello. Esto es especialmente
importante en la implementación paralela en la cual la interconexión del
equipo paralelo se hace mediante un canal de comunicación lento u ocu-
pado por otros procesos.

2. En el caso de realizar una descomposición muy fina en cada subdominio,
la afectación del rendimiento se da al aumentar el número de nodos in-
volucrados en el complemento de Schur local Si, ya que esto significa, por
un lado generar matrices locales más grandes

Aα

II
, Aα

Iπ
, Aα

I∆
, Aα

πI
, Aα

ππ
, Aα

π∆
, Aα

∆I
, Aα

∆π
y Aα

∆∆
(7.5)

19 Por ejemplo, al usar una descomposición gruesa de 64×64 = 4096 subdominios repartidos
en 3, 5, 6, 7 nodos esclavos.
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además de resolver el sistema y =
(
Ai

II

)−1
x de alguna forma. Si el

número de nodos interiores en el subdominio es grande entonces solucionar
el complemento de Schur local será costoso computacionalmente.

Para el primer caso, el uso de algunos cientos o miles de subdominios no
afectan de manera considerable el desempeño del Esquema Maestro-Esclavo si
la red es relativamente rápida (de un Gigabit por segundo o más), y como los
avances en las comunicaciones son vertiginosos, en un corto tiempo se tendrá
acceso a redes de mayor velocidad reduciendo el efecto de manipular un gran
número de subdominios simultáneamente.

Para el segundo caso, al resolver el complemento de Schur local, se puede
emplear diversos métodos de solución, la selección del método más adecuado
al problema en particular depende por un lado de las capacidades computa-
cionales del equipo donde se implemente la ejecución y las características propias
de los sistemas lineales asociados al problema. Así, para solucionar el sistema

y =
(
Ai

II

)−1
x correspondiente al complemento de Schur local Si se puede usar

por ejemplo: Factorización LU, Factorización Cholesky, Gradiente Conjugado
o alguna variante de GMRES, pero deberá de usarse aquel método que pro-
porcione la mayor velocidad en el cálculo o que consuma la menor cantidad
de memoria –ambas condicionantes son mutuamente excluyentes–, por ello
la decisión de que método usar deberá de tomarse al momento de tener que
resolver un problema particular en un equipo dado y básicamente el condicio-
nante es el tamaño del la matriz Ai

II
versus el método numérico usado para

resolver el sistema lineal asociado –todas esas opciones están implementadas
en el código y pueden seleccionarse conforme sean requeridos en la ejecución,
mediante directivas de compilación–

Por lo visto en el ejemplo anterior, si el problema involucra una gran canti-
dad de nodos interiores y el equipo –secuencial o paralelo– en el que se im-
plantará la ejecución del programa tiene una cantidad de memoria reducida, es
recomendable en los procesos locales a los subdominios usar métodos iterativos
–Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES–, estos consume una can-
tidad de memoria pequeña comparada con los métodos directos –Factorización
LU o Cholesky– pero requieren una gran cantidad de iteraciones para obtener
la misma precisión que los directos.

Hay que tomar en cuenta que al aumentar el número de subdominios en
una descomposición particular, se garantiza que las matrices a generar y cal-
cular sean cada vez más pequeñas y fáciles de manejar. Pero hay un límite al
aumento del número de subdominio y disminución del tamaño de las matrices
a generar por subdominio; y esto se refleja en una pérdida de eficiencia en el
tiempo de ejecución, esto es generado por la gran cantidad de subdominios que
es necesario crear y manejar por el nodo maestro, incrementando sustancial-
mente las comunicaciones y por otro lado, cada subdominio manejará cada vez
matrices más pequeñas con el consecuente aumento de los tiempos muertos, al
invertir mucho más tiempo en comunicaciones que en cálculos.
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Para mitigar los factores limitantes inherente al propio esquema Maestro-
Esclavo, es posible implementar algunas operaciones del nodo maestro en parale-
lo, usando uno o más Cores distintos a los asignados a los nodos esclavos. Para
la parte inherente al método de descomposición de dominio, la parte medular
la da el balanceo de cargas. Es decir, cada nodo esclavo debe tener una carga
de trabajo equivalente al resto de los nodos.

Tomando en cuenta lo discutido, para un problema particular y la descom-
posición del dominio Ω en la implementación paralela, hay que tomar en cuenta
lo siguiente:

• Buscar que la descomposición de malla gruesa y su asociada malla fina, en
la que cada nodo esclavo –asociado a un procesador– tenga una carga
casi homogénea con respecto a los demás nodos esclavos, .i.e. buscar
que en su conjunto, todos los subdominios Ωα de la malla gruesa y su
descomposición fina de cada uno de ellos, que estén asignados a cada
nodo esclavo sean computacionalmente equivalentes.

• Elegir el método numérico local a cada subdominio para garantizar el
uso de la menor cantidad de memoria posible y/o la mayor velocidad de
ejecución versus la precisión global esperada del método de descomposición
de dominio.

• Elegir de las distintas descomposiciones balanceadas del dominio Ω y
las diferentes opciones de los métodos numéricos usados localmente en
cada subdominio, aquella que presente el mejor rendimiento computa-
cional acorde al equipo paralelo en el cual se implemente la solución del
problema.

Nótese que el esquema Maestro-Esclavo paralelo lanza P procesos –uno para
el nodo maestro y P − 1 para los nodos esclavos–, estos en principio corren en
un solo procesador pero pueden ser lanzados en múltiples procesadores usando
una directiva de ejecución, de esta manera es posible que en una sola máquina
se programe, depure y sea puesto a punto el código usando mallas relativamente
pequeñas –del orden de miles o millones de nodos– y cuando este listo para
producción se puede mandar a cualquier equipo paralelo sin cambio alguno en
el código.

7.5 Opciones para Soportar una Descomposición Fina del
Dominio

Supóngase ahora que se necesita resolver el problema de una descomposición
fina del dominio Ω, sin pérdida de generalidad, se puede suponer por ejemplo,
que se usa una malla de 8192 × 8192 nodos, este tipo de problemas es común
y surgen cotidianamente en la resolución de sistemas reales y las opciones para
implantarlo en un equipo paralelo son viables, existen y son actualmente usa-
das. Aquí las opciones de partición del dominio son muchas y variadas, y la
variante seleccionada dependerá fuertemente de las características del equipo de
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cómputo paralelo del que se disponga. Si se supone que una descomposición de
100×100 nodos en un subdominio consume 1 GB de RAM y que el consumo de
memoria crece linealmente con el número de nodos, entonces algunas posibles
descomposiciones son:

Procesadores Descomposición Nodos Subdominio RAM Mínimo
5 2 × 2 y 4096 × 4096 4096 × 4096 ≈40.0 GB

257 16 × 16 y 512 × 512 512 × 512 ≈5.0 GB
1025 32 × 32 y 256 × 256 256 × 256 ≈2.5 GB
4097 64 × 64 y 128 × 128 128 × 128 ≈1.2 GB

Nótese que para las primeras particiones, el consumo de RAM es excesivo y
en las últimas particiones la cantidad de procesadores en paralelo necesarios es
grande –pero ya de uso común en nuestros días–. Como en general, contar
con equipos paralelos de ese tamaño es en extremo difícil, ¿es posible resolver
este tipo de problemas con una cantidad de procesadores fijo menor al sugerido
y donde cada uno de ellos tiene solo memoria suficiente para soportar uno o más
subdominios?, la respuesta es si.

Primero, nótese que al considerar una descomposición fina del tipo 64×64 y
128×128 se requiere aproximadamente 1.2 GB de RAM por Core, si además se
supone que sólo se tienen unos cuantos procesadores con poca memoria –por
ejemplo 2 GB–, entonces no es posible tener en memoria de manera conjunta
a las matrices generadas por el método.

Una de las grandes ventajas de los métodos de descomposición de domino
es que los subdominios son en principio independientes entre si y que sólo están
acoplados a través de la solución en la interfase de los subdominios que es des-
conocida.

Como sólo se requiere tener en memoria la información de la frontera inte-
rior, es posible bajar a disco duro todas las matrices y datos complementarios
generados en cada subdominio –que consumen el 99% de la memoria del objeto
RectSub–, que no se requieran en ese instante para la operación del esquema
Maestro-Esclavo.

Recuperando del disco duro solamente los datos del subdominio a usarse en
ese momento –ya que el proceso realizado por el nodo maestro es secuencial–
y manteniéndolos en memoria por el tiempo mínimo necesario. Así, es posi-
ble resolver un problema de una descomposición fina, usando una cantidad de
procesadores fija y con una cantidad de memoria reducida por procesador.

En un caso extremo, la implementación para resolver un dominio Ω descom-
puesto en un número de nodos grande es posible implementarla usando sólo dos
procesos en un procesador, uno para el proceso maestro y otro para el proceso
esclavo, en donde el proceso esclavo construiría las matrices necesarias por cada
subdominio y las guardaría en disco duro, recuperándolas conforme el proceso
del nodo maestro lo requiera. Nótese que la descomposición del domino Ω estará
sujeta a que cada subdominio Ωi sea soportado en memoria conjuntamente con
los procesos Maestro y Esclavo.

De esta forma es posible resolver un problema de gran envergadura usando
recursos computacionales limitados, sacrificando velocidad de procesamiento en
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aras de poder resolver el problema. Está es una de las grandes ventajas de
los métodos de descomposición de dominio con respecto a los otros métodos de
discretización tipo Diferencias Finitas y Elemento Finito.

El ejemplo anterior da una buena idea de las limitantes que existen en la
resolución de problemas con dominios que tienen una descomposición fina y
pone de manifiesto las características mínimas necesarias del equipo paralelo
para soportar dicha implantación.

7.6 Otras Opciones de Paralelización

En la actualidad, casi todos los equipos de cómputo usados en estaciones de
trabajo y Clusters cuentan con dos o más Cores, en ellos siempre es posible usar
MPI para intercambiar mensajes entre procesos corriendo en el mismo equipo
de cómputo, pero no es un proceso tan eficiente como se puede querer. En
estas arquitecturas llamadas de memoria compartida es mejor usar OpenMP o
cualquiera de sus variantes para trabajar en paralelo. Por otro lado es ya común
contar con las cada vez más omnipresentes tarjetas NVIDIA, con los cada vez
más numerosos Cores CUDA –que una sola tarjeta NVIDIA TESLA puede
tener del orden de cientos de ellos– y que en un futuro serán cada vez más
numerosos.

Para lograr obtener la mayor eficiencia posible de estos tres niveles de parale-
lización, se están implementando procesos híbridos (véase [61] y [62]), en donde
la intercomunicación de equipos con memoria compartida se realiza mediante
MPI y la intercomunicación entre Cores que comparten la misma memoria se
realiza con OpenMP, además las operaciones matriciales se le encargan a los
numerosos Cores CUDA de las tarjetas NVIDIA.

Los métodos de descomposición de dominio sin traslape y en particular el es-
quema DVS con sus ocho algoritmos, pueden hacer uso de esta forma integradora
de paralelismo. Para ello, la interconexión de equipos de memoria compartida
se realizaría mediante MPI y en cada equipo de memoria compartida se mani-
pularían uno o más subdominios mediante OpenMP –ya que cada subdominio
es independiente de los demás– y la manipulación de matrices y operaciones
entre matrices y vectores que requiere cada subdominio se realizarían en las
tarjetas NVIDIA mediante los numerosos Cores CUDA sin salir a la RAM de
la computadora.

Para integrar esta forma de paralelismo en los códigos, es necesario hacer
cambios mínimos20 al mismo, ya que sólo es necesario reimplementar los com-
portamientos locales que requieren otro tipo de paralelismo, ya que la jerarquía
de clases del código desarrollado permite especializar los comportamientos que
implementan las comunicaciones, esto queda de manifiesto al reutilizar toda
la jerarquía de clases de la implementación secuencial en la implementación
paralela como se aprecia en la figura (9).

20 Ya se tiene una versión operacional del código en los cuales se han realizado algunas prue-
bas de rendimiento, pero los resultados son limitados por la complejidad de la programación de
las tarjetas NVIDIA y la falta de herramientas y bibliotecas de código abierto que optimicen
y depuren las implementaciones.
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Además, el esquema Maestro-Esclavo sólo requiere enviar un vector a cada
subdominio en cada paso de la iteración del sistema lineal virtual –mediante
el paso de mensajes usando MPI– el cual se coloca en la RAM de la memoria
compartida, después este es copiado21 a la RAM de la tarjeta NVIDIA según el
subdominio que se este trabajando –se controla usando OpenMP–, aquí los
múltiples Cores CUDA sin salir de su RAM local efectuarían las operaciones
de multiplicación de matriz vector necesarias para regresar un único vector a la
RAM de la memoria compartida y de ahí se enviaría por MPI al nodo maestro,
concluyendo la iteración.

Permitiendo así, tener una creciente eficiencia de paralelización que opti-
mizan en gran medida los recursos computacionales, ya que todas las matrices
y vectores se generarían en la RAM de la tarjeta NVIDIA, véase figura (11).

Figura 11: La intercomunicación de equipos con memoria compartida se rea-
liza mediante MPI y la intercomunicación entre Cores que comparten la misma
memoria se realiza con OpenMP, además las operaciones matriciales se le en-
cargan a los numerosos Cores CUDA de las tarjetas NVIDIA.

De esta manera es posible adaptar el código para todos y cada uno de los
métodos desarrollados, de forma tal que sea reutilizable y que pueda usarse en
problemas en los que el número de grados de libertad sea grande, permitiendo
hacer uso de equipos de cómputo cada vez más asequibles y de menor costo, pero
con una creciente eficiencia computacional que podrán competir en un futuro
con los grandes equipos de cómputo de alto desempeño.

21 En tránsito de datos entre la RAM de la computadora y la RAM de los CUDAs, no es tan
rápido como se requiere. Esto genera una baja de rendimiento considerable, que en ciertos
problemas como los no lineales y con coeficientes variables es notorio.
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8 Análisis y Discusión de Resultados

La uniformidad de las fórmulas presentadas en la sección (6.2) para los métodos
de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS), nos han
permitido implementar de forma eficiente dichos algoritmos en múltiples equipos
secuenciales y paralelos, aprovechando el hecho que los algoritmos derivados
son capaces de obtener la solución global por la resolución de problemas locales
exclusivamente.

El grupo de ocho algoritmos desarrollados –de los cuales cuatro son precondi-
cionados– a los que nos referiremos como los algoritmos DVS (véase [36], [38]),
operan exclusivamente sobre los nodos primales y duales en la frontera interior
y estos se implementan eficientemente mediante el uso de métodos ite-rativos –
CGM para el caso simétrico o GMRES para el caso no simétrico– para resolver
el sistema algebraico virtual asociado.

En esta sección, se mostrará –mediante los resultados de algunos experi-
mentos numéricos conspicuos en Ciencias de la Tierra e Ingeniería– la eficiencia
del esquema DVS (véase [39]), para ello; primero, se muestra el rendimiento en
problemas simétrico y no simétricos –en dos y tres dimensiones–; segundo,
se muestra el rendimiento en problemas indefinidos; tercero, se muestra el
rendimiento en problemas de Advección-Difusión; después, se muestra el análi-
sis de rendimiento en equipos paralelos hasta con 1024 Cores y por último se
muestra lo que se consideran como criterios integrales para evaluar métodos de
descomposición de dominio sin traslape y en especial al esquema DVS.

Para los experimentos numéricos reportados en esta sección, sólo se muestran
los resultados de los cuatro métodos precondicionados del esquema DVS; en
donde el dominio Ω fue discretizado usando una malla estructurada uniforme.
Y en todos los casos, se tomaron como nodos primales a los vértices de los
subdominios de la partición gruesa en dos dimensiones y a las aristas de los
subdominios de la partición gruesa para tres dimensiones. Además, la tolerancia
usada para concluir los métodos iterativos de resolución de sistemas lineal virtual
asociado es en norma infinita.

8.1 Análisis de Rendimiento para Problemas Simétricos y
no Simétricos

Para realizar el análisis de rendimiento, se usa la ecuación elíptica

−a∇2u + b · ∇u + cu = f (8.1)

con condiciones de frontera Dirichlet cero, donde a, c > 0 son constantes, mien-
tras que b es un vector constante de dimensión n. El dominio Ω ⊂ Rn fue
tomado con n = 2, 3 donde Ω es el cuadrado o cubo unitario según corresponda.

Las matrices generadas fueron obtenidas por discretización local en ambos
casos –en dos y tres dimensiones– del problema con valores en la frontera
descrito anteriormente, donde a = 1. La elección b = (1, 1) y b = (1, 1, 1) con
c = 0 generan matrices no simétricas, escogiendo c = 1 y b = 0 se obtienen
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matrices simétricas las cuales son usadas con propósitos de comparación. En
todos los ejemplos se usa una tolerancia de 1e− 6.

Problemas en Dos Dimensiones En la primera tabla se muestra la des-
composición usada, los grados de libertad asociados al sistema y el número de
vértices primales usados:

Ejemplo Partición Subdominios Grados Libertad Primales
1 2 × 2 y 2 × 2 4 9 1
2 4 × 4 y 4 × 4 16 225 9
3 6 × 6 y 6 × 6 36 1225 25
4 8 × 8 y 8 × 8 64 3969 49
5 10 × 10 y 10 × 10 100 9801 81
6 12 × 12 y 12 × 12 144 20449 121
7 14 × 14 y 14 × 14 196 38025 169
8 16 × 16 y 16 × 16 256 65025 225
9 18 × 18 y 18 × 18 324 104329 289
10 20 × 20 y 20 × 20 400 159201 361
11 22 × 22 y 22 × 22 484 233289 441
12 24 × 24 y 24 × 24 576 330625 529
13 26 × 26 y 26 × 26 676 455625 625
14 28 × 29 y 28 × 28 784 613089 729
15 30 × 30 y 30 × 30 900 808201 841

En la segunda tabla se muestra el número de iteraciones requeridas para
satisfacer la tolerancia solicitada al método CGM para el caso simétrico:

Ejemplo PRIMAL#1 PRIMAL#1 DUAL#1 DUAL#2
1 2 1 2 1
2 7 7 6 5
3 9 9 7 6
4 10 10 9 7
5 11 11 10 8
6 12 11 13 9
7 12 12 13 12
8 13 12 14 12
9 13 13 15 13
10 13 13 15 14
11 13 14 15 16
12 14 14 15 15
13 14 14 15 15
14 14 14 15 15
15 15 14 15 15
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En la tercer tabla se muestra el número de iteraciones requeridas para sa-
tisfacer la tolerancia solicitada al método GMRES para el caso no simétrico:

Ejemplo PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#2
1 2 1 2 1
2 8 6 6 6
3 10 8 8 8
4 12 10 9 9
5 13 12 9 10
6 14 12 10 10
7 15 13 11 11
8 15 14 11 11
9 16 14 11 12
10 16 15 12 12
11 17 16 12 12
12 17 16 12 13
13 17 16 13 13
14 18 17 13 13
15 18 17 13 13

Cuando la eficiencia de los algoritmos para matrices simétricas y no simétri-
cas son comparadas, se observa que el número de iteraciones son del mismo orden
y comparables con los resultados para este mismo tipo de problemas (véase [34]).

Problemas en Tres Dimensiones En la primera tabla se muestra la des-
composición usada, los grados de libertad asociados al sistema y el número de
vértices primales usados:

Ejemplo Partición Subdominios Grados Libertad Primales

1 2 × 2 × 2 y 2 × 2 × 2 8 27 7
2 3 × 3 × 3 y 3 × 3 × 3 27 512 80
3 4 × 4 × 4 y 4 × 4 × 4 64 3375 351
4 5 × 5 × 5 y 5 × 5 × 5 125 13824 1024
5 6 × 6 × 6 y 6 × 6 × 6 216 42875 2375
6 7 × 7 × 7 y 7 × 7 × 7 343 110592 4752
7 8 × 8 × 8 y 8 × 8 × 8 512 250047 8575
8 9 × 9 × 9 y 9 × 9 × 9 729 512000 14336
9 10 × 10 × 10 y 10 × 10 × 10 1000 970299 22599

En la segunda tabla se muestra el número de iteraciones requeridas para
satisfacer la tolerancia solicitada al método CGM para el caso simétrico:
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Ejemplo PRIMAL#1 PRIMAL#1 DUAL#1 DUAL#2
1 2 2 2 2
2 4 4 3 3
3 5 5 4 3
4 6 5 4 3
5 6 6 4 4
6 7 6 4 4
7 8 7 5 6
8 8 8 7 7
9 8 8 8 8

En la tercer tabla se muestra el número de iteraciones requeridas para sa-
tisfacer la tolerancia solicitada al método GMRES para el caso no simétrico:

Ejemplo PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#2
1 3 2 2 2
2 6 4 4 4
3 7 6 5 5
4 8 7 5 5
5 10 7 6 6
6 11 8 6 6
7 11 9 7 7
8 12 10 8 8
9 13 11 9 9

Cuando la eficiencia de los algoritmos para matrices simétricas y no simétri-
cas son comparadas, se observa que el número de iteraciones son del mismo orden
y comparables con los resultados para este mismo tipo de problemas (véase [34]).

De estos resultados, se puede concluir que los métodos de descomposición
de dominio en el espacio de vectores derivados desarrollados tanto para tratar
problemas simétricos y no simétricos en experimentos numéricos en dos y tres di-
mensiones presentan una eficiencia del mismo orden (véase [34] y [19]). Además,
el desarrollo de los códigos se simplifica, al poder tratar con problemas simétricos
y no simétricos en un mismo código.

8.2 Análisis de Rendimiento para Problemas Indefinidos

Para los problemas indefinidos, como es en el caso de la ecuación de Helmholtz,
interesa encontrar una malla –lo más gruesa posible– en la cual el problema
sea soluble sin obtener un error considerable para valores grandes de k, que
normalmente generan inestabilidad numérica en los métodos de discretización,
las cuales siempre se eliminan al refinar adecuadamente la malla, la ecuación
utilizada es:

−∆u− k2u = f (8.2)
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en este caso, la discretización se realizo mediante el método de Diferencias Fini-
tas centradas, los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con
una tolerancia de 10−6, con fines de ejemplificación, aquí mostramos los resul-
tados para k = 10.

Para el primer ejemplo, la ecuación utilizada es en 2D; (x, y) ∈ [−1, 1] ×
[−1, 1], donde u(x, y) = 0 sobre ∂Ω, los resultados obtenidos para las distintas
descomposiciones de dominio, se muestran en la siguiente tabla:

P a r t i c i ó n G r a d o s d e L ib e r t a d P r im a le s P R IM A L # 1 P R IM A L # 2 D U A L # 1 D U A L # 2

6×6 y 6×6 1225 25 8 8 8 7
1 0×1 0 y 1 0×1 0 9801 81 16 13 16 13
1 4×1 4 y 1 4×1 4 38025 169 18 15 18 15
1 8×1 8 y 1 8×1 8 104329 289 21 16 20 16
2 2×2 2 y 2 2×2 2 233289 441 20 17 21 16
2 6×2 6 y 2 6×2 6 455625 625 21 17 20 17
3 0×3 0 y 3 0×3 0 808201 841 26 18 21 17

Para el segundo ejemplo, la ecuación utilizada es en 3D; (x, y, z) ∈ [−1, 1]×
[−1, 1]× [−1, 1], donde u(x, y, z) = 0 sobre ∂Ω, los resultados obtenidos para las
distintas descomposiciones de dominio, se muestran en la siguiente tabla:

P a r t i c i ó n G r a d o s d e L ib e r t a d P r im a le s P R IM A L # 1 P R IM A L # 2 D U A L # 1 D U A L # 2

2×2×2 y 2×2×2 27 7 1 1 1 1
3×3×3 y 3×3×3 512 80 4 4 4 3
4×4×4 y 4×4×4 3375 351 5 4 4 3
5×5×5 y 5×5×5 13824 1024 6 6 5 5
6×6×6 y 6×6×6 42875 2375 7 7 6 5
7×7×7 y 7×7×7 110592 4752 7 7 6 5
8×8×8 y 8×8×8 250047 8575 8 8 6 5
9×9×9 y 9×9×9 512000 14336 8 8 6 6

1 0×1 0×1 0 y 1 0×1 0×1 0 970299 22599 9 6 6 6

De los resultados mostrados en esta sección, se puede concluir que el esquema
de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados para problemas
indefinidos presenta buenos resultados para distintos valores de k sin mostrar
significativas inestabilidades numéricas en mallas burdas.

Además, haciendo los ajustes pertinentes al esquema de discretización de
diferencias finitas –sin hacer cambio alguno al esquema DVS–, es posible
resolver la ecuación de Helmholtz tal que no se introduzca error de truncamiento,
consecuentemente se puede calcular la solución numérica exacta para la ecuación
de Helmholtz para cualquier número de onda sin usar una malla fina (véase [60]).
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8.3 Análisis de Rendimiento para Problemas de Advección-
Difusión

En el caso de los problemas de Advección-Difusión interesa encontrar una malla
–lo más gruesa posible– en la cual el problema sea soluble sin obtener un error
considerable al usar valores de viscosidad pequeños que normalmente generan
inestabilidad numérica en los métodos de discretización, las cuales siempre se
eliminan al refinar adecuadamente la malla.

Para el primer ejemplo, la ecuación utilizada es:

−ν∆u + b · ∇u = 0 (8.3)

en (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1], donde

u(x, y) =

{
0, (x, y) ∈ ξ1
1, (x, y) ∈ ξ2

(8.4)

y b = (1, 3), como se muestra en la figura:

Figura 12: Dominio del problema

Figura 13: Solución del problema para ν = 0.01

En este caso, la discretización se realizo mediante el método de Diferencias
Finitas centradas y en la estabilización se usa el método de Difusión Artificial
(véase [44]). Los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con
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una tolerancia de 10−6, en una malla global de 512 × 512 (261,121 grados de
libertad), para distintos valores de la viscosidad ν (véase [29]). Los resultados
obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio usando el método
BDDC22 versus los algoritmos DVS, se muestran en la siguiente tabla:

Partición ν B D D C P R IM A L # 1 P R IM A L # 2 D U A L # 1 D U A L # 2

8×8 y 64×64 0.01 12 12 11 11 11
8×8 y 64×64 0.001 9 8 8 8 7
8×8 y 64×64 0.0001 9 7 7 7 7
8×8 y 64×64 0.00001 9 7 7 7 7

16×16 y 32×32 0.01 20 19 17 17 18
16×16 y 32×32 0.001 17 14 13 14 13
16×16 y 32×32 0.0001 15 13 13 13 13
16×16 y 32×32 0.00001 16 13 13 13 13
32×32 y 16×16 0.01 33 33 29 29 31
32×32 y 16×16 0.001 30 26 25 25 25
32×32 y 16×16 0.0001 28 25 25 25 25
32×32 y 16×16 0.00001 29 25 25 25 26
64×64 y 8×8 0.01 52 53 53 52 59
64×64 y 8×8 0.001 53 46 46 46 47
64×64 y 8×8 0.0001 53 45 45 47 47
64×64 y 8×8 0.00001 54 45 45 47 48

Además se muestra el residual relativo de decaimiento para la malla gruesa
16 × 16 y varias mallas finas en las cuales se ve que la mejor convergencia se
obtiene cuando la malla fina se incrementa y la convergencia es lenta cuando el
subdominio tiene una pequeña cantidad de grados de libertad.

Figura 14: Residual relativo para la malla local de 16×16,en este caso b = (1, 3)
y ν = 0.00001 que corresponde a un valor de Pe = 3.16e+ 5.

22 Ejemplo realizado conjuntamente con Alberto Rosas Medina (véase [44]).
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Para el segundo ejemplo, la ecuación a trabajar es

−ν∆u+ b · ∇u + cu = 0 (8.5)

en (x, y) ∈ [−1, 1] × [0 − 1, 1], donde

u(x, y) = 1





y = −1, 0 < x ≤ 1
y = 1, 0 < x ≤ 1
x = 1, −1 ≤ y ≤ 1

u(x, y) = 0, en cualquier otro caso (8.6)

el coeficiente advectivo esta dado por b = (y,−x) , el valor de c = 10−4.

En este caso, la discretización se realizo mediante el método de Diferencias
Finitas centradas y en la estabilización se usa el método de Difusión Artificial
(véase [44]). Los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con
una tolerancia de 10−6, en una malla global de 32×32 (961 grados de libertad),
para distintos valores de la viscosidad ν (véase [50]), cuya solución es mostrada
en la gráfica:

Figura 15: Solución del problema para ν = 0.01

Los resultados obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio u-
sando el método FETI23 versus los algoritmos DVS, se muestran en la siguiente
tabla:

23 Ejemplo realizado conjuntamente con Alberto Rosas Medina (véase [44]).
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Partición ν F E T I -D P P R IM A L # 1 D U A L # 1 P R IM A L # 2 D U A L # 2

4 × 4 y 8 × 8 1 11 9 8 8 8
4 × 4 y 8 × 8 0.01 12 11 8 10 9
4 × 4 y 8 × 8 0.001 23 20 16 20 16
4 × 4 y 8 × 8 0.0001 45 24 19 24 18
4 × 4 y 8 × 8 0.00001 69 24 19 24 18
8 × 8 y 4 × 4 1 10 9 8 8 8
8 × 8 y 4 × 4 0.01 11 16 9 10 13
8 × 8 y 4 × 4 0.001 27 24 21 24 22
8 × 8 y 4 × 4 0.0001 68 32 25 30 26
8 × 8 y 4 × 4 0.00001 111 33 24 29 27

16 × 16 y 2 × 2 1 9 8 6 6 6
16 × 16 y 2 × 2 0.01 16 26 8 9 21
16 × 16 y 2 × 2 0.001 63 47 23 28 41
16 × 16 y 2 × 2 0.0001 176 48 29 34 42
16 × 16 y 2 × 2 0.00001 200 48 30 34 42

Para el tercer ejemplo, la ecuación a trabajar es

−ν∆u+ b · ∇u + cu = 0 (8.7)

en (x, y) ∈ [−1, 1] × [−1, 1], donde

u(x, y) = 1

{
x = −1, −1 < y ≤ 1
y = 1, −1 ≤ x ≤ 1

u(x, y) = 0, y = −1,−1 ≤ x ≤ 1

u(x, y) =
1 + y

2
, x = 1,−1 ≤ y ≤ 1 (8.8)

el coeficiente advectivo esta dado por b =
(
1+y
2 , 0

)
, el valor de c = 10−4.

En este caso, la discretización se realizo mediante el método de Diferencias
Finitas centradas y en la estabilización se usa el método de Difusión Artificial
(véase [44]), Los ejemplos se resolvieron mediante el método de GMRES con
una to-lerancia de 10−6 en la norma infinita en una malla global de 32×32 (961
grados de libertad), para distintos valores de la viscosidad ν (véase [50]) , cuya
solución es mostrada en la gráfica:
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Figura 16: Solución del problema para ν = 0.01

Los resultados obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio u-
sando el método FETI-DP24 versus los algoritmos DVS, se muestran en la sigui-
ente tabla:

Partición ν F E T I -D P P R IM A L # 1 D U A L # 1 P R IM A L # 2 D U A L # 2

4 × 4 y 8 × 8 1 13 10 10 8 8
4 × 4 y 8 × 8 0.01 13 11 10 8 7
4 × 4 y 8 × 8 0.001 9 8 9 6 6
4 × 4 y 8 × 8 0.0001 10 10 10 4 4
4 × 4 y 8 × 8 0.00001 11 9 10 3 4
4 × 4 y 8 × 8 0.000001 11 9 9 2 3
8 × 8 y 4 × 4 1 44 9 9 8 8
8 × 8 y 4 × 4 0.01 34 15 14 10 10
8 × 8 y 4 × 4 0.001 16 15 15 10 10
8 × 8 y 4 × 4 0.0001 16 27 28 9 9
8 × 8 y 4 × 4 0.00001 16 32 32 8 8
8 × 8 y 4 × 4 0.000001 16 25 25 6 5

16 × 16 y 2 × 2 1 159 8 8 6 5
16 × 16 y 2 × 2 0.01 98 22 21 9 8
16 × 16 y 2 × 2 0.001 38 37 37 18 18
16 × 16 y 2 × 2 0.0001 33 48 48 23 22
16 × 16 y 2 × 2 0.00001 46 42 41 20 20
16 × 16 y 2 × 2 0.000001 51 37 36 15 15

De los resultados mostrados en esta sección, se puede concluir que el esquema
de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados para problemas
de Advección-Difusión presenta una eficiencia del mismo orden y en algunos
casos mejoran la mostrada por los métodos FETI y BDD (véase [29] y [50]).

24 Ejemplo realizado conjuntamente con Alberto Rosas Medina (véase [44]).
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8.4 Análisis de Rendimiento para Sistemas de Ecuaciones

En esta sección se muestra como usar el esquema DVS para resolver problemas
con condiciones de frontera Dirichlet donde los desplazamientos son cero sobre
la frontera del cuerpo elástico que ocupa el dominio Ω del espacio físico, donde
sobre cada subdominio Ωi que forma la partición gruesa del dominio Ω es re-
suelto el problema local usando el Método de Elemento Finito (FEM), usando
funciones lineales como base.

En el caso de sistemas de ecuaciones, se resolvió25 un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales en tres dimensiones que corresponde a la ecuación de
elasticidad lineal

(λ + µ)∇∇ · u+ µ∆u = f
Ω
, en Ω (8.9)

la cual es sujeta a las condiciones de frontera Dirichlet

u = 0, en ∂Ω (8.10)

el dominio Ω para los experimentos numéricos es un cubo unitario homogéneo
isotrópico lineal elástico. En todos nuestros experimentos los nodos primales
fueron localizados en las aristas de los subdominios de la partición gruesa, lo
cual es suficiente para que la matriz At no sea singular.

Considerando λ y µ iguales a uno, La solución analítica de este problema se
escribe como

u = (sinπx sinπy sinπz, sinπx sinπy sinπz) . (8.11)

En este caso el operador es simétrico y positivo definido, por ello se usa
el método iterativo de Gradiente Conjugado para resolver el sistema lineal de
ecuaciones que se genera en el esquema DVS, con una tolerancia de 10−7 (véase
[45]). Los resultados obtenidos para las distintas descomposiciones de dominio
usando el cluster Olintlali se muestran en la siguiente tabla:

Partición S u b d o m in io s D O F P R IM A L # 1 D U A L # 1 P R IM A L # 2 D U A L # 2

5×5×5 y 5×5×5 125 41472 8 7 9 9
6×6×6 y 6×6×6 216 128625 8 8 10 10
7×7×7 y 7×7×7 343 331776 8 8 11 11
8×8×8 y 8×8×8 512 750141 8 8 12 12

Nótese que, el código desarrollado y usado para problemas escalares que
originalmente se desarrollo para resolver una sola ecuación usando en la dis-
cretización al método de Diferencias Finitas, fue extendido para resolver pro-
blemas con el método de Elemento Finito para resolver sistemas de ecuaciones.

25 Ejemplo realizado conjuntamente con Iván Contreras Trejo (véase [45]).
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8.5 Análisis de Rendimiento en Equipos Paralelos

Para conocer el análisis de rendimiento en equipos paralelos de los métodos de-
sarrollados de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados, se
realizaron varias pruebas con la finalidad de conocer la eficiencia y escalabilidad
de los códigos y por ende de los métodos en distintos equipos paralelos a los que
se tuvo acceso, estos incluyen equipos con 8, 22, 104 y 1024 Cores.

Primeramente, es menester fundamental el encontrar la mejor descomposi-
ción de dominio para el problema a trabajar al usar la implementación secuencial
y paralela acorde al equipo del que se disponga en aras de obtener la más alta
eficiencia posible, después cuando el caso lo permite, se muestran las distintas
métricas utilizables y sus limitaciones al aplicarlas en problemas de descomposi-
ciones finas; por último se muestra la escalabilidad del esquema DVS usando
hasta 1024 Cores.

8.5.1 Selección Óptima de una Descomposición del Dominio

Para comenzar con la selección óptima de la descomposición del dominio Ω, se
toma el problema dado por la Ec.(7.1) como caso particular de la Ec.(8.1) en
dos dimensiones con una descomposición fina de 1024×1024 nodos –1, 048, 576
grados de libertad– del dominio Ω, donde por ejemplo se toma sin pérdida de
generalidad el algoritmo PRIMAL#1, calculado los tiempos de ejecución en los
cuales se usa de uno a ocho Cores de la PC Antipolis y probando las diferentes
descomposiciones26 del dominio –que van desde 2×2 y 512×512 hasta 512×512
y 2 × 2– se muestran en la siguiente tabla:

1 C o r e 2 C o r e s 3 C o r e s 4 C o re s 5 C o r e s 6 C o re s 7 C o r e s 8 C o re s

P a r t i c i ó n T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o T ie m p o

2 x 2 y 5 1 2 x 5 1 2 16465 10659 7207 7105 4641
4 x 4 y 2 5 6 x 2 5 6 2251 5063 2252 2103 1643 1233 1068 947
8 x 8 y 1 2 8 x 1 2 8 855 885 482 395 314 311 283 272
1 6 x 1 6 y 6 4 x 6 4 321 348 190 149 121 125 118 117
3 2 x 3 2 y 3 2 x 3 2 26 39 26 24 23 21 21 21
6 4 x 6 4 y 1 6 x 1 6 205 595 485 477 481 461 469 469
1 2 8 x 1 2 8 y 8 x 8 1026 5453 5352 5431 5633 5843 5843 5903
2 5 6 x 2 5 6 y 4 x 4 8544 26167 25892 25902 25939 25950 25969 26003
5 1 2 x 5 1 2 y 2 x 2 34845 64230 63293 63308 63389 63475 63502 63693

Por ejemplo, suponiendo que se quiere resolver una descomposición de 2×2 y
512×512 y usar la menor cantidad de Cores posible, entonces se tienen algunas

26 Para las corridas secuenciales usando métodos de descomposición de dominio, el mejor
tiempo de ejecución se obtuvo en una descomposición de 32×32 y 32×32 en 26 segundos –el
tiempo de ejecución para el programa secuencial de elemento finito que resuelve el sistema
lineal algebraico asociado mediante factorización Cholesky fue de 111 segundos–. Para las
corridas en paralelo se obtuvo el mejor tiempo de ejecución en una descomposición de 32× 32
y 32× 32 con un tiempo de 21 segundos usando 6 Cores –uno para el maestro y 5 para los
esclavos–.
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opciones para mantener un buen balanceo de cargas –en este caso se tienen 4
subdominios– usando 3 ó 5 Cores:

Figura 17: Métricas para la descomposición 2 × 2 y 512 × 512

• Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 2 Cores para los nodos
esclavos –dos subdominios por Core–, entonces el factor de aceleración27

es
S(3) = T (1)/T (3) = 16465/7207 = 2.28,

la eficiencia es

E(3) = T (1)/ (3 ∗ T (3)) = 16465/(3 ∗ 7207) = 0.761,

y la fracción serial es

F (3) =

1
S(3) − 1

3

1 − 1
3

= 0.158.

27 El factor de aceleración S es tal que 1 ≤ S(n) ≤ n, la eficiencia E es tal que 1/n ≤ E(n) ≤
1 y la fracción serial F es tal que 0 ≤ F (n) ≤ 1.

Se considera que en el caso ideal, el factor de aceleración debería aumentar linealmente
al aumentar el número de procesadores S(p) ≃ p; por su parte la eficiencia debería de ser
cercana a la unidad cuando el hardware se está usando de forma eficiente y en caso contrario
se desaprovecha este; por último la fracción serial debería tender a cero y cualquier aumento
indica una sobrecarga en los procesos de comunicación.
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• Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 4 Cores para los nodos
esclavos –un subdominio por Core–, entonces el factor de aceleración es

S(5) = T (1)/T (5) = 16465/4641 = 3.548,

la eficiencia es

E(5) = T (1)/ (5 ∗ T (5)) = 16465/(5 ∗ 4641) = 0.709

y la fracción serial es

F (5) =

1
S(5) − 1

5

1 − 1
5

= 0.102.

En otro ejemplo, suponiendo que se quiere resolver una descomposición de
32× 32 y 32× 32 y usar la menor cantidad de Cores posible, entonces se tienen
algunas opciones para mantener un buen balanceo de cargas –en este caso se
tienen 1024 subdominios– usando 3 ó 5 Cores:

Figura 18: Métricas para la descomposición 32 × 32 y 32 × 32

• Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 2 Cores para los nodos
esclavos –512 subdominios por Core–, entonces el factor de aceleración
es

S(3) = T (1)/T (3) = 26/26 = 1,
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la eficiencia es

E(3) = T (1)/ (3 ∗ T (3)) = 26/(3 ∗ 26) = 0.333

y la fracción serial es

F (3) =

1
S(3) − 1

3

1 − 1
3

= 1.

• Si se desea usar 1 Core para el nodo maestro y 4 Cores para los nodos
esclavos –256 subdominios por Core–, entonces el factor de aceleración
es

S(5) = T (1)/T (5) = 26/23 = 1.130,

la eficiencia es

E(5) = T (1)/ (5 ∗ T (5)) = 26/(5 ∗ 23) = 0.377,

y la fracción serial es

F (5) =

1
S(5) − 1

5

1 − 1
5

= 0.856.

Nótese que la descomposición usada en el primer ejemplo dista mucho de
ser la óptima28 , ya que la descomposición de 32 × 32 y 32 × 32 usada en el
segundo ejemplo genera el mejor tiempo de ejecución tanto en secuencial como en
paralelo, pero las métricas no reflejan esta mejora, aunque el tiempo de ejecución
es mínimo. Por ello es necesario siempre hacer corridas de prueba buscando
la descomposición que presente el menor tiempo de ejecución posible para el
equipo paralelo con el que se cuente. Estas pruebas dependen fuertemente de
la capacidad computacional de cada Core y de la red usada para interconectar
los Cores que forman parte del equipo paralelo.

Observación 7 Nótese que esta forma de medir la eficiencia, el factor de ace-
leración y la fracción serial tiene un detalle fino, ya que el tiempo de ejecución
tomado en un procesador –para este caso es de 16465 segundos en la descom-
posición 2× 2 y 512× 512– dista mucho de ser el mejor tiempo posible para el
problema global de 1024 nodos –26 segundos–. Esto puede ser una limitante
para obtener valores adecuados en las métricas; y medir la eficiencia al usar
equipo paralelo cuando se trabaja con la resolución de dominios en los cuales se
realiza una descomposición fina; particularmente cuando las descomposiciones
son adecuadas para cientos de Cores, pues las pruebas en un Core o en pocos
Cores no son posibles de realizar por el consumo excesivo de recursos computa-
cionales y por que no son conmensurables con las corridas secuenciales.

28 En la descomposición de 2 × 2 y 512 × 512 el tiempo de ejecución secuencial es 16,465
seg., en paralelo usando 3 Cores es de 7,207 seg. y en 5 Cores es de 4,641 seg. Mientras que
para la descomposición de 32× 32 y 32× 32, el tiempo de ejecución secuencial es de 26 seg.,
en paralelo usando 3 Cores es de 26 seg. y en 5 Cores es de 23 seg.
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Además, de los datos de las corridas mostradas en la tabla, es notorio el
efecto del mal balanceo de carga, nótese que:

• Para la malla de 32×32 y 32×32 el mejor tiempo de ejecución se obtiene en
6 Cores –21 segundos– y al aumentar el número de Cores en la corrida,
no hay disminución del tiempo de cálculo.

• Para la malla de 512×512 y 2×2 el aumento en el número de procesadores
sólo incide en un aumento en el tiempo de ejecución.

• En particular, para la malla de 2 × 2 y 512 × 512 al usar 3 Cores –sólo
dos son usados realmente para el cálculo ya que el tercer Core se usa para
la asignación de tareas y el control de los nodos esclavos– el factor de
aceleración 2.28 es el esperado para el esquema Maestro-Esclavo.

8.5.2 Análisis de Rendimiento Usando Métricas

En esta sección se muestra mediante particiones relativamente pequeñas del
dominio, el uso de las métricas –aceleración, eficiencias y fracción serial–
en las cuales es posible obtener una alta eficiencia computacional cuando se
proporciona una descomposición del dominio adecuada para el equipo paralelo
con el que se cuente.

Haciendo uso del Cluster Pohualli de 104 Cores, a continuación se presentan
varias tablas en las cuales se muestran las métricas para diferentes descomposi-
ciones del dominio Ω.

1) Para una descomposición de 4 × 4 y 150 × 150 –360, 000 grados de
libertad– se obtiene

Cores Tiempo Aceleración Eficiencia Frac. Ser.
1 267
3 146 1.82 0.60 0.32
5 85 3.14 0.62 0.14
9 56 4.76 0.52 0.11
17 33 8.09 0.47 0.06

2) Para una descomposición de 4 × 4 y 200 × 200 –640, 000 grados de
libertad– se obtiene

Cores Tiempo Aceleración Eficiencia Frac. Ser.
1 1082
3 391 2.76 0.92 0.04
5 216 5.0 1.00 0.00
9 146 7.41 0.82 0.02
17 82 13.19 0.77 0.01

3) Para una descomposición de 4 × 4 y 250 × 250 –1, 000, 000 grados de
libertad– se obtiene
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Cores Tiempo Aceleración Eficiencia Frac. Ser.
1 2628
3 946 2.77 0.92 0.039
5 539 4.87 0.97 0.006
9 329 7.98 0.88 0.015
17 184 14.20 0.83 0.012

4) Para una descomposición de 4 × 4 y 300 × 300 –1, 440, 000 grados de
libertad– se obtiene

Cores Tiempo Aceleración Eficiencia Frac. Ser.
1 5295
3 2538 2.08 0.69 0.218
5 1391 3.80 0.76 0.078
9 804 6.58 0.73 0.045
17 441 12.00 0.70 0.025

De estas tablas se desprende que seleccionando la descomposición adecuada
se pueden tener excelentes resultados en la eficiencia como es el caso de la des-
composición 4×4 y 200×200. Además se muestra una gama de otras eficiencias
según el número de procesadores usado y la descomposión seleccionada. Nótese
que en todos los casos la fracción serial disminuye sustancialmente con el au-
mento del número de procesadores.

Otros ejemplos interesantes en los cuales se muestra el efecto de mandar
descomposiciones no adecuadas y que se reflejan en una baja eficiencia com-
putacional sin importar el aumento del número de procesadores, pero en todos
los casos el tiempo de ejecución siempre disminuye:

i) Para una descomposición de 8 × 8 y 250 × 250 –4, 000, 000 grados de
libertad– en el Cluster Kanbalam se obtiene

Cores Tiempo Aceleración Eficiencia Frac. Ser.
1 11366
3 5541 2.05 0.68 0.23
5 3011 3.77 0.75 0.08
9 1855 6.12 0.68 0.05
17 1031 11.02 0.64 0.03
33 595 19.10 0.57 0.02
65 375 30.30 0.46 0.01

ii) Para una descomposición de 10 × 9 y 250 × 250 –5, 625, 000 grados de
libertad– en el Cluster Pohualli se obtiene

Cores Tiempo Aceleración Eficiencia Frac. Ser.
1 19387
6 4777 4.05 0.67 0.09
11 2702 7.17 0.65 0.05
46 801 24.20 0.52 0.02
91 509 38.08 0.41 0.01
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De todos estos ejemplos se desprende que buscando la adecuada descomposi-
ción es posible encontrar eficiencias altas para el esquema DVS, pero siempre se
tiene que tener en cuenta el buscar el menor tiempo de ejecución –véase sección
anterior– antes que una alta eficiencia con un mayor tiempo de ejecución.

Por otro lado, pese a que Kanbalam es más eficiente29 que los otros Clus-
ters a los que se tuvo acceso –en particular Pohualli–, es posible encontrar
una descomposición del dominio que mejore el tiempo de ejecución, aún en
equipos con recursos inferiores, para ello es necesario aprovechar las caracterís-
ticas propias del Hardware del Cluster haciendo una adecuada selección de la
descomposición del dominio. Para mostrar esto, se toma una descomposición
de 32 × 32 y 150 × 150 –23, 040, 000 grados de libertad– en ambos Clusters
con los siguientes resultados:

Cores Pohualli Kanbalam
16 9158 seg ND
32 5178 seg 5937 seg
64 3647 seg 4326 seg
100 2661 seg
128 2818 seg

Como se muestra en la tabla, en todos los casos el Cluster Pohualli usando
como máximo 100 Cores obtiene un tiempo de cálculo inferior al que requiere
Kanbalam usando a lo más los 128 Cores.

Haciendo uso de las métricas de aceleración y eficiencia relativa30 se tiene
que para el Cluster Kanbalam S32128 = 5937/2818 = 2.10 donde lo esperado
sería S32128 = 32/128 = 4.00, para el caso de la eficiencia E32128 = (32/128) ∗
(5937/2818) = 0.52.

En el caso del Cluster Pohualli se tiene que S16100 = 9158/2661 = 3.44 donde
lo esperado sería S16100 = 16/100 = 6.35, para el caso de la eficiencia E16100 =
(16/100) ∗ (9158/2661) = 0.55.

Haciendo uso del mismo número de Cores base para Pohualli que para Kan-
balam, se tiene que S32100 = 5178/2661 = 1.94 donde lo esperado sería S16100 =
32/100 = 3.12, para el caso de la eficiencia E16100 = (32/100)∗(5178/2661) = 0.62;

De todo lo anterior, se desprende que el Cluster Pohualli obtiene valores
de una aceleración y eficiencias relativas ligeramente mejores que el Cluster
Kanbalam, pero esto no se refleja en la disminución de casi 6% del tiempo de
ejecución y del uso de 28 Cores menos.

29 El Cluster Kanbalam esta formado de procesadores AMD Opteron a 2.6 GHtz de 64 bits,
cada 4 Cores con 8 GB de RAM interconectados con un switch de 10 Gbps de baja latencia.

El Cluster Pohualli esta formado de procesadores Intel Xeon a 2.33 GHtz de 64 bits, cada
8 Cores cuentan con 32 GB de RAM interconectados con un switch de 1 Gbps.

30 Aceleración relativa es Sp
′

p =
Tp′

Tp
para p ≥ p′, en la cual se espera que Sp

′

p ≃ p

p′
y

eficiencia relativa es Ep
′

p = p′

p
Sp

′

p = p′

p

Tp′

Tp
.
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Además, el costo computacional31 Cp = P ∗ Tp, que para el caso del cluster
Kanbalam es C128 = 360, 704 y en Pohualli es C100 = 266, 100 que representa
una disminución de 27%; además de un factor muy importante, el Cluster Po-
hualli tuvo un costo monetario mucho menor con respecto del Cluster Kanbalam.

8.5.3 Escalabilidad del Esquema DVS

Por último, se realizaron pruebas32 con el Cluster Kanbalam, mediante una
petición especial para tener acceso a los 1024 Cores del Cluster, a la cual el
Comité Técnico del mismo dio acceso después de concluir un reparación mayor
del equipo que obligo a apagar el Cluster, este acceso sólo se dio por unas horas
y de forma exclusiva, lo cual agradezco enormemente, ya que el Cluster tiene
una gran demanda dentro y fuera de la UNAM.

Las pruebas realizadas se hicieron usando desde 32 hasta 1024 Cores, para
las descomposiciones de 31×33 y 150×150 –23, 017, 500 grados de libertad–,
31× 33 y 200× 200 –40, 920, 000 grados de libertad– y 31× 33 y 250× 250 –
63, 937, 500 grados de libertad– se obtienen los siguientes tiempos de ejecución.

Cores
Subdominio 32 64 128 256 512 1024

31 × 33 y 150 × 150 7315 s 4016 s 2619 s 1941 s 1541 s 1298 s
31 × 33 y 200 × 200 ND 16037 s. 4916 s 3166 s 2688 s 2295 s
31 × 33 y 250 × 250 ND ND 26587 s 8716 s 6388 s ND

En donde si usamos las métricas de aceleración y eficiencia relativas obte-
nemos los siguientes resultados

Subdominio Aceleración
Aceleración

esperada
Eficiencia

31 × 33 y 150 × 150 S321024 = 5.6 S321024 = 32 E321024 = 0.2
31 × 33 y 200 × 200 S641024 = 5.9 S321024 = 8 E641024 = 0.7
31 × 33 y 250 × 250 S1281024 = 4.1 S321024 = 4 E1281024 = 1.0

De esta última tabla –E1281024 = 1.0 para la descomposición 31 × 33 y 250 ×
250–, se desprende que los algoritmos desarrollados son altamente escalables
en equipos paralelos, ya que es posible obtener una alta eficiencia al encontrar
descomposiciones adecuadas al Hardware. Y que pueden usarse para resolver
problemas que involucren una gran cantidad de grados de libertad.

31 El costo o trabajo de resolver un problema en paralelo es el producto del tiempo de cálculo
en paralelo Tp por el número de procesadores usado P y se representa por Cp = P ∗ Tp.

32 No todas las pruebas que se plantearon fueron posibles de realizar, en algunos casos la
limitante fue las características físicas de los equipos computacionales, en otros es el acceso
limitado y de corta duración –para el uso de 256, 512 y 1024 Cores en el Cluster Kanbalam
sólo se dispuso de unas cuantas horas de cómputo y en las cuales, varios Cores del Clus-
ter presentaron fallas de hardware por lo que algunas corridas no se concluyeron de forma
satisfactoria–.
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8.6 Criterios Integrales para Evaluar el Esquema DVS

En el desarrollo e implementación numérica de los distintos métodos de des-
composición de dominio, es necesario medir de alguna forma la eficiencia de los
diversos métodos entre sí, algunos criterios comúnmente usados son:

1. Dado un dominio Ω y una descomposición fija, usar el número de itera-
ciones como criterio de eficiencia.

2. Dado un dominio Ω y haciendo refinamientos de la partición, usar el
número de iteraciones como criterio de eficiencia.

3. Dado un dominio Ω y una descomposición del mismo, buscar aquella par-
tición en la que el tiempo de ejecución sea mínimo al variar las particiones
posibles.

En principio, estas formas de medir la eficiencia de los diversos métodos no
deberían de ser excluyentes entre sí, por el contrario, juntas dan un criterio
robusto de la eficiencia de un método de descomposición de dominio para un
problema en particular implementado en un equipo de cómputo en las cuales
ciertas descomposiciones son posibles –ya sea por limitaciones fenomenológicas
o por cuestiones computacionales–.

Para mostrar las implicaciones de las distintas formas de medir la eficiencia,
se hace un análisis de las diversas opciones para cada uno de los casos.

1.- Dado un dominio Ω y una descomposición fija, usar el número
de iteraciones como criterio de eficiencia En este caso, se usa la Ec.(8.1)
como simétrica, tomando una descomposición del dominio Ω en tres dimensiones
en la cual se toma una malla gruesa10×10×10 que genera 10, 000 subdominios
y en la que cada subdominio es descompuesto en 10 × 10 × 10 elementos, los
grados de libertad asociados al sistema son 970, 299, donde el número de vértices
primales usados es de 22, 599. Obteniendo los siguientes resultados:

PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#2
Iteraciones: 8 8 8 8

Aquí, lo único que se observa, es que todos los métodos obtienen la misma
eficiencia global en cuanto al número de iteraciones, pero nada dice de los tiem-
pos involucrados en la ejecución. Si ahora se toma en cuenta los tiempos de
ejecución en un procesador se obtiene:

PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#2
Tiempo: 1,380s 1,387s 1,490s 1,520s

Y si se usan varios procesadores de un Cluster –en este ejemplo se usó el
Cluster Pohualli– se obtiene:

101



Cores PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#2
3 966s 965s 930s 953s
11 184s 186s 175s 181s
101 28s 29s 27s 27s

Esta forma integral de medir la eficiencia, da una idea más realista de la
eficiencia de los métodos, pero nuevamente hay que tomar en cuenta que los
tiempos de ejecución dependen directamente de la arquitectura de cómputo en
la que se realicen las pruebas, en especial del balanceo de la carga de trabajo,
de la infraestructura de red que interconecten los nodos del Cluster y si estos
son Cores virtuales o reales.

2.- Dado un dominio Ω y haciendo refinamientos de la partición, usar
el número de iteraciones como criterio de eficiencia En este caso, se
usa la Ec.(8.1) como simétrica, se toma una descomposición del dominio Ω en
dos dimensiones, en la primer tabla se muestra la descomposición usada, el
número de subdominios, los grados de libertad asociados al sistema y el número
de vértices primales usados:

Ejemplo Partición Subdominios Grados Libertad Primales
1 22 × 22 y 22 × 22 484 233,289 441
2 24 × 24 y 24 × 24 576 330,625 529
3 26 × 26 y 26 × 26 676 455,625 625
4 28 × 29 y 28 × 28 784 613,089 729
5 30 × 30 y 30 × 30 900 808,201 841

En la segunda tabla se muestra el número de iteraciones requeridas para
alcanzar la tolerancia solicitada al método:

Ejemplo PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#2
1 13 14 15 16
2 14 14 15 15
3 14 14 15 15
4 14 14 15 15
5 15 14 15 15

En la siguiente tabla se muestra el tiempo de ejecución en un procesador
para concluir las iteraciones:

Ejemplo PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#2
1 8s 7s 14s 27s
2 13s 13s 21s 40s
3 19s 19s 33s 61s
4 25s 27s 44s 85s
5 36s 38s 61s 116s

En la última tabla se muestra el tiempo de ejecución en 4 procesadores para
concluir las iteraciones:
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Ejemplo PRIMAL#1 PRIMAL#2 DUAL#1 DUAL#2
1 2.9s 2.95s 2.93s 2.99s
2 4.80s 4.89s 4.81s 4.85s
3 7.2s 7.4s 7.3s 7.4s
4 8.92s 8.95s 8.91s 8.93s
5 13.02s 13.05s 13.02s 13.3s

.

Nuevamente, esta forma integral de medir la eficiencia, da una idea más
realista de la eficiencia de los métodos, pero nuevamente hay que tomar en
cuenta que los tiempos de ejecución dependen directamente de la arquitectura
de cómputo en la que se realicen las pruebas, en especial del balanceo de la
carga de trabajo, de la infraestructura de red que interconecten los nodos del
Cluster y si estos son Cores virtuales o reales.

3.- Dado un dominio Ω y una descomposición del mismo, buscar aque-
lla partición en la que el tiempo de ejecución sea mínimo al variar las
particiones posibles Por último, supóngase que deseo resolver la Ec.(7.1)
con un dominio Ω mediante una discretización de 1024×1024 nodos (1, 048, 576
grados de libertad) mediante el algoritmo NN-NP-PRIMAL#1 dado por la
Ec.(4.21), de manera inmediata surgen las siguientes preguntas: ¿cuáles son
las posibles descomposiciones validas? y ¿en cuántos procesadores se pueden
resolver cada descomposición?. Para este ejemplo en particular, sin hacer la
tabla exhaustiva, se tiene

Partición Subdominios Procesadores
2x2 y 512x512 4 2,3,5
4x4 y 256x256 16 2,3,5,9,17
8x8 y 128x128 64 2,3,5,9,17,33,65
16x16 y 64x64 256 2,3,5,9,17,33,65,129,257
32x32 y 32x32 1024 2,3,5,9,17,33,65,129,..,1025
64x64 y 16x16 4096 2,3,5,9,17,33,65,129,...,4097
128x128 y 8x8 16384 2,3,5,9,17,33,65,129,...,16385
256x256 y 4x4 65536 2,3,5,9,17,33,65,129,...,65537
512x512 y 2x2 262144 2,3,5,9,17,33,65,129,...,262145

De esta tabla es posible seleccionar las descomposiciones que se adecuen a las
características del equipo paralelo con que se cuente, para evaluar el tiempo de
ejecución de este ejemplo use la PC Antipolis, obteniendo resultados mostrados
en la tabla de la sección (8.5.1).

De estos resultados, se desprende que, dependiendo del tamaño de la malla
gruesa –número de subdominios a trabajar– y de la malla fina, es siempre
posible encontrar una descomposición de dominio en que el tiempo de cálculo
sea mínimo, tanto al usar un solo Core –programa secuencial 26 segundos–,
como al usar múltiples Cores interconectados mediante la biblioteca de paso de
mensajes MPI –el tiempo mínimo se obtuvo usando 6 Cores en 21 segundos–,
pero es también notorio el efecto que genera el mal balanceo de carga, el cual
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se refleja en que no disminuye el tiempo de ejecución al aumentar el número de
procesadores y en algunos casos el tiempo aumenta conforme se agregan más
Cores.

Nótese que conforme la partición en los subdominios se hace más fina, se in-
crementa notablemente el tiempo de cálculo necesario para resolver los sistemas
lineales asociados a los subdominios, en particular en la resolución del sistema

lineal asociado a
(
A
ΠΠ

)−1
, si el número de nodos por subdominio es grande

puede que exceda la cantidad de memoria que tiene a su disposición el Core y
por el contrario, un número pequeño de nodos generarían una infrautilización
del poder computacional de los nodos esclavos.

Por otro lado, el refinamiento de la malla gruesa, involucra un aumento
considerable del número de objetos subdominio en los nodos esclavos, con los
que el nodo maestro tendrá comunicación, incrementando la granularidad de las
comunicaciones, con la consecuente degradación en la eficiencia.

De todo lo anterior se pueden hacer algunas observaciones impor-
tantes Para una evaluación objetiva e integra de la eficiencia de los diversos
métodos de descomposición de dominio –en particular de los desarrollados– y
su implementación computacional en una arquitectura de cómputo particular,
es necesario tomar en cuanta los siguientes factores:

• Número de iteraciones para una descomposición dada.

• Número de iteraciones para diferentes particiones de una descomposición
dada.

• Elección de la partición que genere el menor tiempo de ejecución para un
problema en una arquitectura de cómputo específica.

Estas formas de medir la eficiencias en su conjunto, dan una idea realista
de la eficiencia de los métodos, pero hay que tomar en cuenta que los tiempos
de ejecución dependen directamente de la arquitectura de cómputo en la que
se realicen las pruebas, en especial del balanceo de la carga de trabajo, de la
infraestructura de red que interconecten los nodos del Cluster y si estos son
Cores virtuales o reales.
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9 Conclusiones y Trabajo Futuro

Los modelos matemáticos (véase [37] y [10]) de muchos sistemas de interés, in-
cluyendo una gran cantidad de sistemas importantes de Ciencias de la Tierra e
Ingeniería, conducen a una gran variedad de ecuaciones diferenciales parciales
cuyos métodos de solución están basados en el procesamiento de sistemas al-
gebraicos de gran escala. Además, la increíble expansión experimentada por
el Hardware y Software computacional existente, ha hecho posible el efectivo
tratamiento de problemas de un cada vez mayor incremento de diversidad y
complejidad que poseen las aplicaciones Científicas y de Ingeniería.

El cómputo en paralelo destaca entre las nuevas herramientas computa-
cionales y para hacer uso efectivo de los equipos de cómputo de alto desempeño
más avanzados disponibles actualmente, el Software que aproveche al máximo
el equipo paralelo es requerido. Los métodos de descomposición de dominio han
sido desarrollados precisamente para hacer un efectivo tratamiento de ecuaciones
diferenciales parciales en paralelo.

Idealmente, el objetivo principal en la investigación de los métodos de des-
composición de dominio es producir algoritmos capaces de obtener la solución
global por la resolución de problemas locales exclusivamente, pero hasta ahora,
esto solo ha sido una inspiración, que es, un fuerte deseo para lograr dichas
propiedades y por eso lo llamamos el paradigma DDM. En la anterior década,
los algoritmos competitivos de descomposición de dominio desarrollados han
sido los métodos precondicionados sin traslape y necesariamente incorporan
restricciones, los cuales poseen un reto adicional para el paradigma DDM.

En el presente trabajo introducimos un grupo de ocho algoritmos, de los
cuales, cuatro son precondicionados, a los que nos referiremos como los algorit-
mos DVS (véase [36], [38]), los cuales satisfacen el paradigma DDM. De ellos se
derivan los eficientes y bien conocidos algoritmos BDDC y FETI-DP, los cuales
fueron incorporados en un nuevo marco de trabajo; el método de descomposición
de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS).

Así, para poner en perspectiva nuestros desarrollos, el presente trabajo se
inicio con una revisión de las formulaciones Dirichlet-Dirichlet y Neumann-
Neumann a nivel continuo, para después dar paso a la derivación del método de
descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados y se muestra como
este esquema es puesto dentro de las formulaciones continuas, completando así
el modelo matemático del esquema DVS.

Con el modelo matemático del esquema DVS derivado, se procede ha pre-
sentar la formulación numérica –que esta estrechamente ligada a la imple-
mentación computacional– y detallar las características de la implementación
computacional tanto en su forma secuencial como paralela; y mediante ejem-
plos numéricos, se realiza el análisis y discusión de resultados (véase [39]) para
algunos problemas emblemáticos que generan sistemas algebraicos simétricos,
no simétricos e indefinidos. Finalmente, en la presente sección se dan las con-
clusiones de los logros alcanzados en esta tesis y se esboza lo que se considera
pueden ser sus perspectivas.
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9.1 Conclusiones

La formulación del método de descomposición de dominio en espacio de vectores
derivados (véase [36], [38]), es un esquema que involucra 8 algoritmos, este es
un marco unificador de dos de las formulaciones algebraicas más comúnmente
usados en los métodos de descomposición de dominio sin traslapes, estos son:
Finite Element Tearing and Interconnect Dual-Primal (FETI-DP) y Balancing
Domain Decomposition by Constraints (BDDC) (véase [18], [42], [43], [53], [54],
[55], [57] y [58]).

Un breve y efectivo resumen de los ocho métodos de descomposición de
dominio sin traslape en el espacio de vectores derivados, de los cuales cuatro
son formulaciones primales y los otros cuatro son formulaciones duales, es dado
a continuación:

1. Las formulaciones no precondicionadas son:

• Formulación Dirichlet-Dirichlet
{
aSu∆ = f

∆
y ju∆ = 0, (PRIMAL#1) (9.1)

• Formulación Neumann-Neumann




jS−1λ∆ =jS−1f
∆

y aλ∆ = 0, (DUAL#1)

S−1jv∆ = S−1jS−1f
∆

y aSv∆ = 0, (PRIMAL#2)

Saµ
∆

= SaSjS−1f
∆

y jS−1µ
∆

= 0, (DUAL#2)
(9.2)

2. Las formulaciones precondicionadas son:

• Formulación Dirichlet-Dirichlet DVS BDDC

aS−1aSu∆ = aS−1f
∆

y ju∆ = 0, (PRIMAL#1) (9.3)

• Formulación Neumann-Neumann DVS FETI-DP

jSjS−1λ∆ = jSjS−1f
∆

y aλ∆ = 0, (DUAL#1)

donde u∆ = aS−1
(
f
∆
− jλ∆

) (9.4)

• Formulación Neumann-Neumann DVS-PRIMAL

S−1jSjv∆ = S−1jSjS−1f
∆

y aSv∆ = 0, (PRIMAL#2)

donde u∆ = aS−1
(
f
∆
− jSv∆

) (9.5)

• Formulación Neumann-Neumann DVS-DUAL

SaS−1aµ
∆

= SaS−1aSjS−1f
∆

y jS−1µ
∆

= 0,(DUAL#2)

donde u∆ = aS−1
(
f
∆

+ µ
∆

)

(9.6)
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El paradigma DVS, constituido por 8 algoritmos con características simi-
lares, a los cuales nos hemos referido como los algoritmos DVS. Donde cada uno
de los algoritmos precondicionados posee las siguientes conspicuas característi-
cas:

• Las formulaciones Dual y Primal de dos de los métodos comúnmente usa-
dos –FETI-DP y BDDC– han sido derivadas de una manera unificada.
El esquema desarrollado incluye formulaciones algebraicas para matrices
simétricas, no simétricas e indefinidas –i.e. no positivas y no negativas
definidas–. Además se detallan las condiciones que tales matrices deben
de satisfacer para que los algoritmos generales sean aplicables.

• El esquema DVS permite aplicar técnicas de descomposición de dominio
directamente al sistema de matrices que son obtenidas después de que la
ecuación diferencial o sistema de tales ecuaciones han sido discretizadas.
La aplicación de tales procedimientos no requieren del conocimiento acerca
de la ecuación diferencial que originó las matrices.

• Los algoritmos tienen una aplicabilidad general, ya que ellos pueden ser
aplicables a problemas de valor en la frontera asociados a una sola ecuación
diferencial o a sistemas de ecuaciones.

• Para cada uno de los algoritmos, se han desarrollado formulaciones explí-
citas en términos de matrices; ellos están dados en las Ecs.(4.4, 4.21, 4.30,
4.43, 4.11, 4.29, 4.36 y 4.50).

• Tales formulaciones permiten desarrollar códigos que satisfacen el para-
digma DDM, i.e. en el cual la solución del problema global es obtenida
exclusivamente por resolución de problemas locales.

• Son precondicionados y con restricciones. En el caso de matrices no
simétricas, la eficiencia numérica de los algoritmos precondicionados están
en el mismo orden como los algoritmos de descomposición de dominio del
estado del arte (véase [34] y [35]).

Además, hay varias propiedades numéricas y computacionales de los algo-
ritmos DVS que destacan, entre las más importantes se tienen:

• El código es independiente de la geometría.

• El código que se obtiene es robusto, ya que con ligeras modificaciones es
aplicado a problemas en dos y tres dimensiones; además soportan matrices
simétricas, no simétricas e indefinidas

• El mismo código puede ser aplicado a una sola ecuación elíptica y a sis-
temas de ecuaciones de elasticidad lineal, con cambios mínimos en com-
portamientos específicos.

• Los algoritmos desarrollados son paralelizables y escalables con una alta
eficiencia computacional.
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• El código soporta diferentes métodos de solución de sistemas lineales –
directos e iterativos– en los subdominios.

• El algoritmo global es débilmente acoplado a los subdominios.

• El desarrollo del código orientado a objetos simplifica la programación,
permitiendo que ha partir de la implementación secuencial se genere la
implementación paralela con un mínimo de cambios, con la consecuente
facilidad de expansión y mantenimiento del código.

• Los códigos desarrollados fueron aplicados para resolver diversos pro-
blemas con valores en la frontera que existen en el modelado de ciertos
fenómenos geofísicos, tales como el transporte de solutos en fluidos libres
como en fluidos en medios porosos. También presentamos resultados para
problemas de elasticidad estática, de este modo ilustramos la aplicación
de los algoritmos desarrollados a sistemas de ecuaciones diferenciales.

Por otro lado, las formulaciones FETI-DP y BDDC son óptimas en el sen-
tido de que el número de condicionamiento κ de estos problemas de interfases
convergen asintóticamente como (véase [27], [46] y [47])

κ = O
(
1 + log2 (H/h)

)
(9.7)

–los términos H y h son tomados según definiciones de la sección (3.1)– nues-
tras formulaciones de los algoritmos DVS FETI-DP y DVS BDDC en el espacio
de vectores derivados muestran un desempeño similar cuando usan el mismo
conjunto de restricciones primales.

Estas propiedades hacen de los algoritmos DVS muy adecuados como he-
rramientas usadas en la construcción de Software masivamente paralelizables,
necesario para ser usada en la programación de las computadoras paralelas de
alto desempeño disponibles actualmente33 .

9.2 Trabajo Futuro

De los algoritmos desarrollados, dos hasta donde se tiene conocimiento son to-
talmente diferentes a cualquiera de los reportados anteriormente y deben ser
motivo de investigaciones futuras, además de que los métodos que se mostraron
hasta ahora sólo se ha aplicado a problemas elípticos escalares y se inicia a pro-
blemas vectoriales, pero es posible aplicarlos a problemas parabólicos escalares
y vectoriales tanto lineales como no lineales, por ello el trabajo futuro puede ser
esbozado como:

• Hacer una investigación sobre nuestros métodos no reportados en la lite-
ratura.

33 Una versión de los códigos desarrollados de los algoritmos DVS está en linea en la página
WEB http://www.mmc.geofisica.unam.mx/acl/DVS/
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• Aplicar los métodos desarrollados y ampliar el código para soportar:

1. Problemas elípticos con condiciones de frontera tipo Robin.

2. Problemas parabólicos escalares y vectoriales.

3. Problemas elípticos y parabólicos no lineales.

• Implementar un mecanismo computacional que permita definir ecuaciones
o sistemas de ecuaciones, sus parámetros y condiciones de frontera para
que el código sea independiente de ellas.

En cuanto a la implementación computacional de los métodos desarrollados,
la paralelización se realiza mediante el paso de mensajes usando la biblioteca
MPI en C++ para interconectar cada uno de los Cores del Cluster. Pero es
posible usar eficientemente la interconexión de memoria compartida de los ac-
tuales equipos de cómputo mediante OpenMP y además usar los cada vez más
numerosos Cores CUDA –que una sola tarjeta NVIDIA TESLA puede tener
del orden de cientos ellos–.

Los métodos de descomposición de dominio sin traslape y en particular el
esquema DVS implementado con sus ocho algoritmos, pueden hacer uso de esta
forma integradora de paralelismo. Para ello, la interconexión de los equipos de
memoria compartida, se realizaría mediante MPI y en cada equipo de memoria
compartida se manipularían uno o más subdominios mediante OpenMP –al
ser cada subdominio independiente de los demás– y la manipulación de ma-
trices y operaciones entre matrices y vectores que requiere cada subdominio se
realizarían en las tarjetas NVIDIA mediante los numerosos Cores CUDA.

Donde la integración de esta forma de paralelismo en el código, es un paso
natural, que involucra hacer cambios mínimos al código, al ser necesario sólo
cambiar los comportamientos locales que requieren otro tipo de paralelismo al
implementado actualmente, ya que la jerarquía de clases del código desarrollado
permite especializar los comportamientos que implementan las comunicaciones
y esto queda de manifiesto al reutilizar toda la jerarquía de clases de la imple-
mentación secuencial en la paralela.

Esto permitiría tener códigos reutilizables en distintas arquitecturas de cóm-
puto paralelo, además de hacer uso de equipos de cómputo cada vez más ase-
quibles y de menor costo, pero con una creciente eficiencia computacional que
pueden competir con los grandes equipos de cómputo de alto desempeño.
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A Consideraciones Sobre la Formulación Numérica
y su Implementación Computacional

Para realizar la implementación de cada uno de los métodos desarrollados de
descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados (DVS) –véase
sección (6.2)–, es necesario trabajar con los operadores a, j, S y S−1, así como
realizar las operaciones involucradas entre ellos.

Normalmente los operadores S y S−1 no se construyen –son operadores
virtuales– porque su implementación generaría matrices densas, las cuales con-
sumen mucha memoria y hacen ineficiente su implementación computacional.
En vez de eso, sólo se realizan las operaciones que involucra la definición del
operador, por ejemplo SuΓ

SuΓ =

(
A
∆∆

−A
∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
A
Π∆

)
uΓ (A.1)

en donde, para su evaluación sólo involucra la operación de multiplicación
matriz-vector y resta de vectores, haciendo la evaluación computacional efi-
ciente.

En el presente apéndice se desarrollan las operaciones que se requieren para
implementar a cada uno los operadores involucrados en los métodos desarrolla-
dos y que matrices en cada caso son necesarias de construir, siempre teniendo
en cuenta el hacer lo más eficiente posible su implementación y evaluación en
equipos de cómputo de alto desempeño.

A.1 Matrices Virtuales y Susceptibles de Construir

La gran mayoría de las matrices usadas en los métodos de descomposición de
dominio son operadores virtuales, por ejemplo el operador S, que es definido
como

S = A
∆∆

−A
∆Π

(
A
ΠΠ

)−1
A
Π∆

(A.2)

y es formado por

S =
E∑

α=1

Sα (A.3)

donde Sα a su vez está constituida por el complemento de Schur local al sub-
dominio Ωα

Sα = Aα

∆∆
−Aα

∆Π

(
Aα

ΠΠ

)−1
Aα

Π∆
(A.4)

pero, de nuevo, las matrices locales Sα y
(
Aα

ΠΠ

)−1
no se construyen ya que

Aα

ΠΠ
uΠ = Sα

π
uΠ donde Sα

π
es definido como

Sα
π

= Aα

ππ
−Aα

πI

(
Aα

II

)−1
Aα

Iπ
. (A.5)
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Entonces, las matrices susceptibles de ser construidas en cada subdominio
Ωα son

Aα

II
, Aα

Iπ
,Aα

I∆
, Aα

πI
,Aα

ππ
, Aα

π∆
, Aα

∆I
, Aα

∆π
y Aα

∆∆
(A.6)

pero Aα

Iπ
=
(
Aα

πI

)T
, Aα

I∆
=
(
Aα

∆I

)T
y Aα

π∆
=
(
Aα

∆π

)T
, así, las únicas matri-

ces susceptibles de construir son

Aα

II
, Aα

Iπ
, Aα

I∆
, Aα

ππ
, Aα

π∆
y Aα

∆∆
(A.7)

donde todas ellas son locales a cada subdominio Ωα, con una estructura acorde
al tipo de discretización discutida en las secciones (3.5 y 6.1) y en este apéndice.

Por lo anterior, nótese que el operador S−1 tampoco se construye, para
evaluar S−1uΓ se usa el procedimiento indicado en la sección (A.3).

Otros operadores como son las matrices a y j pueden ser o no construidos,
pero es necesario recordar que j = I−a, así que, en principio j no sería necesario
construir, por otro lado los operadores a y j sólo existen en el nodo maestro
–donde se controla a los nodos duales y primales y no en los subdominios–;
y estas matrices en caso de ser construidas serán dispersas, con pocos valores
por renglón –según el número de subdominios que compartan a cada uno de
los nodos de la frontera interior– y están sujetas al tipo de triangulación usada
en la descomposición de la malla gruesa del dominio.

A.2 Evaluación de laMatriz S con Nodos Primales Definidos

En todos los casos donde aparece el operador S, ya que, sólo interesa la eva-
luación de SyΓ, i.e. vΓ = SyΓ, entonces se reescribe al operador S en términos
de sus componentes por subdominio

uΓ =

[
E∑

α=1

Sα

]
yΓ (A.8)

para evaluar, el vector yΓ se descompone en los subvectores yΓα correspondientes
a cada subdominio Ωα. Así, para evaluar ũΓα = SαyΓ

α se usa el hecho de que

Sα = Aα

∆∆
−Aα

∆Π

(
Aα

ΠΠ

)−1
Aα

Π∆
(A.9)

en donde, se tiene que evaluar

ũΓ
α =

(
Aα

∆∆
−Aα

∆Π

(
Aα

ΠΠ

)−1
Aα

Π∆

)
yΓ

α (A.10)

estas evaluaciones en cada subdominio Ωα pueden realizarse en paralelo.
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Para evaluar de forma eficiente esta expresión, se realizan las siguientes ope-
raciones equivalentes

x1 = Aα

∆∆
yΓ

α (A.11)

x2 =

(
Aα

∆Π

(
Aα

ΠΠ

)−1
Aα

Π∆

)
yΓ

α

ũΓ
α = x1 − x2

la primera y tercera expresión no tienen ningún problema en su evaluación, para
la segunda expresión se tiene que hacer

x3 = Aα

Π∆
yΓ

α (A.12)

con este resultado intermedio se debe calcular

x4 =
(
Aα

ΠΠ

)−1
x3 (A.13)

pero como no se cuenta con
(
Aα

ΠΠ

)−1
ya que seria una matriz densa, entonces

se multiplica la expresión por Aα

ΠΠ
obteniendo

Aα

ΠΠ
x4 = Aα

ΠΠ

(
Aα

ΠΠ

)−1
x3 (A.14)

al simplificar, se obtiene
Aα

ΠΠ
x4 = x3. (A.15)

Esta última expresión puede ser resuelta usando Gradiente Conjugado o
alguna variante de GMRES. Una vez obtenido x4, se puede calcular

x2 = Aα

∆Π
x4 (A.16)

así
ũΓ

α = x1 − x2 (A.17)

completando la secuencia de operaciones necesaria para obtener ũΓα = SαyΓα.

Observación 8 En el caso de la expresión dada por la Ec.(A.15) al aplicar un
método iterativo, sólo interesará realizar el producto Aα

ΠΠ
xΠ, o más precisamente

Si
π
xπ, donde

Si
π

=

(
Ai

ππ
−Ai

πI

(
Ai

II

)−1
Ai

Iπ

)
(A.18)

entonces si se llama xπ
i al vector correspondiente al subdominio i, se tiene

ũπ
i =

(
Ai

ππ
−Ai

πI

(
Ai

II

)−1
Ai

Iπ

)
xπ

i (A.19)
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para evaluar de forma eficiente esta expresión, se realizan las siguientes opera-
ciones equivalentes

u1 = Ai

ππ
xi (A.20)

u2 =

(
Ai

πI

(
Ai

II

)−1
Ai

Iπ

)
xi

ũΓ
i = u1 − u2

la primera y tercera expresión no tienen ningún problema en su evaluación, para
la segunda expresión se tiene que hacer

u3 = Ai

Iπ
xi (A.21)

con este resultado intermedio se debe calcular

u3 =
(
Ai

II

)−1
u4 (A.22)

pero como no se cuenta con
(
Ai

II

)−1
, entonces se multiplica la expresión por

Ai

II
obteniendo

Ai

II
u3 = Ai

II

(
Ai

II

)−1
u4 (A.23)

al simplificar, se obtiene
Ai

II
u4 = u3. (A.24)

Esta última expresión puede ser resuelta usando métodos directos –Facto-
rización LU o Cholesky– o iterativos –Gradiente Conjugado o alguna variante
de GMRES– cada una de estas opciones tiene ventajas y desventajas desde
el punto de vista computacional –como el consumo de memoria adicional o el
aumento de tiempo de ejecución por las operaciones involucradas en cada caso–
que deben ser evaluadas al momento de implementar el código para un problema
particular. Una vez obtenido u4, se puede calcular

u2 = Ai

πI
u4 (A.25)

así
ũΓ

i = u1 − u2 (A.26)

completando la secuencia de operaciones necesaria para obtener Si
π
xi.

A.3 Evaluación de laMatriz S−1 con Nodos Primales Definidos

En los algoritmos desarrollados interviene el cálculo de S−1, dado que la matriz
S no se construye, entonces la matriz S−1 tampoco se construye. En lugar
de ello, se procede de la siguiente manera: Se asume que en las operaciones
anteriores al producto de S−1, se ha obtenido un vector. Supóngase que es vΓ,
entonces para hacer

uΓ = S−1vΓ (A.27)
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se procede a multiplicar por S a la ecuación anterior

SuΓ = SS−1vΓ (A.28)

obteniendo
SuΓ = vΓ (A.29)

es decir, usando algún proceso iterativo –como CGM, GMRES– se resuelve el
sistema anterior, de tal forma que en cada iteración de uΓi se procede como se
indicó en la sección del cálculo de S, resolviendo SuΓ = vΓ mediante iteraciones
de uΓi+1 = SuΓ

i.

A.4 Cálculo de los Nodos Interiores

La evaluación de

uΠ = −
(
A
ΠΠ

)−1
A
Π∆

u∆ (A.30)

involucra de nuevo cálculos locales de la expresión

uI
α = −

(
Aα

ΠΠ

)−1
Aα

Π∆
uΓ

α (A.31)

aquí otra vez está involucrado
(
Aα

ΠΠ

)−1
, por ello se debe usar el siguiente

procedimiento para evaluar de forma eficiente esta expresión, realizando las
operaciones equivalentes

x4 = Aα

Π∆
uΓ

α (A.32)

uI
α =

(
Aα

ΠΠ

)−1
x4

multiplicando por Aα

ΠΠ
la última expresión, se obtiene

Aα

ΠΠ
uI

α = Aα

ΠΠ

(
Aα

ΠΠ

)−1
x4 (A.33)

simplificando, se obtiene
Aα

ΠΠ
uI

α = x4 (A.34)

esta última expresión puede ser resuelta usando métodos directos –como Fac-
torización LU o Cholesky– o mediante métodos iterativos –como Gradiente
Conjugado o alguna variante de GMRES– como se indica en la observación
(8).

A.5 Descomposición de Schur sin Nodos Primales

En el caso de que en la descomposición no se usen nodos primales, la matriz
virtual global A queda como
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A =




A1
II

0 · · · 0 A1
I∆

0 A2
II

· · · 0 A2
I∆

0 0
. . . 0

...
0 0 · · · AE

II
AE

I∆

A1
∆I

A2
∆I

· · · AE

∆I
A
∆∆




(A.35)

de donde Ax = b se implementa como

A

(
xI
x∆

)
=

(
bI
b∆

)
(A.36)

i.e.
(

E∑

α=1

(
Aα

∆∆
−Aα

∆I

(
Aα

II

)−1
Aα

I∆

))
x∆ = b∆ −

E∑

α=1

(
Aα

∆I

(
Aα

II

)−1
bαI

)

(A.37)
una vez encontrado x∆, se encuentra xI mediante

xαI =
(
Aα

II

)−1 (
bαI −Aα

I∆
xα∆

)
. (A.38)

A.6 DVS para Ecuaciones Escalares y Vectoriales

Con el fin de ejemplificación, se supone una ecuación escalar en dos dimensiones
definida en un dominio Ω, mediante una descomposición en subdominios usando
una malla estructurada cartesiana como se muestra en la figura:

Figura 19: Dominio Ω descompuesto en una partición gruesa de 3 × 3 y cada
subdominio Ωi en una partición fina de 6 × 5.

En este caso, sería una descomposición del dominio Ω en 3 × 3 y 6 × 5 , la
malla gruesa seria descompuesta en 3 × 3 = 9 subdominios Ωα y donde cada
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uno de ellos tiene una partición fina de 6×5 i.e. 42 = (6 + 1)∗ (5 + 1) grados de
libertad por subdominio. En el caso vectorial, en el cual cada grado de libertad
contiene C componentes, el número de grados de libertad total será igual a
((6 + 1) ∗ (5 + 1) ∗ C) . Por ejemplo, en el caso de C = 3 se tienen 126 grados
de libertad por subdominio (véase [45]).

EDP Vectoriales en Dos y Tres Dimensiones En el caso de una ecuación
vectorial en dos –tres– dimensiones, si el dominio Ω es descompuesto en una
malla estructurada cartesiana, donde la partición gruesa de n×m –ó n×m×o–
subdominios Ωα y donde cada uno es descompuesto en una partición fina de
r×s –ó r×s× t–, en el cual cada grado de libertad contiene C componentes,
el número de grados de libertad por subdominio es (r + 1) ∗ (s+ 1) ∗ C –ó
(r + 1) ∗ (s+ 1) ∗ (t+ 1) ∗ C–.

A partir de la formulación de los métodos desarrollados, se generan las ma-
trices locales en cada subdominio, de esta forma se obtiene la descomposición
fina del dominio, generándose de manera virtual el sistema lineal definido por
el método DVS que se este implementando.

La implementación computacional que se desarrolló tiene una jerarquía de
clases en donde la clase DPMethod realiza la partición gruesa del dominio usan-
do la clase Interchange y controla la partición de cada subdominio mediante
un objeto de la clase de RectSub generando la partición fina del dominio. La
resolución de los nodos de la frontera interior se hace mediante el método de
CGM o alguna variante de GMRES.

El método de descomposición de dominio en el espacio de vectores derivados
se implementó realizando las siguientes tareas:

A) La clase DPMethod genera la descomposición gruesa del dominio
mediante la agregación de un objeto de la clase Interchange, se
supone que se tiene particionado en n × m –ó n × m × o– sub-
dominios.

B) Con esa geometría se construyen los objetos de RectSub –uno
por cada subdominio Ωα–, donde cada subdominio es particionado
en r × s –ó r × s× t– subdominios y se regresan las coordenadas
de los nodos de frontera del subdominio correspondiente a la clase
DPMethod.

C) Con estas coordenadas, la clase DPMethod conoce a los nodos de
la frontera interior –son estos los que resuelve el método de descom-
posición de dominio–. Las coordenadas de los nodos de la frontera
interior se dan a conocer a los objetos RectSub, transmitiendo sólo
aquellos que están en su subdominio.

D) Después de conocer los nodos de la frontera interior, cada objeto
RectSub calcula las matrices locales sin realizar comunicación alguna.
Al terminar de calcular las matrices se avisa a la clase DPMethod de
la finalización de los cálculos.
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E) Mediante la comunicación de vectores del tamaño del número de
nodos de la frontera interior entre la clase DPMethod y los objetos
RectSub, se prepara todo lo necesario para empezar el método de
CGM o GMRES y resolver el sistema lineal virtual.

F) Para aplicar el método de CGM o GMRES, en cada iteración
se transmite un vector del tamaño del número de nodos de la fron-
tera interior para que en cada objeto se realicen las operaciones
pertinentes y resolver así el sistema algebraico asociado, esta co-
municación se realiza de ida y vuelta entre la clase DPMethod y
los objetos RectSub tantas veces como iteraciones haga el método.
Resolviendo con esto los nodos de la frontera interior uΓi.

G) Al término de las iteraciones, se pasa la solución uΓi de los no-
dos de la frontera interior que pertenecen a cada subdominio dentro
de cada objeto RectSub para que se resuelvan los nodos locales al

subdominio uπ
α = −

(
Aα

ΠΠ

)−1
Aα

Π∆
uΓ

α, sin realizar comunicación
alguna en el proceso, al concluir se avisa a la clase DDM de ello.

I) La clase DPMethod mediante un último mensaje avisa que se
concluya el programa, terminado así el esquema Maestro-Esclavo.

Análisis de Comunicaciones Para hacer un análisis de las comunica-
ciones en una ecuación vectorial con C componentes, entre el nodo principal y
los nodos esclavos en el método DVS es necesario conocer qué se trasmite y su
tamaño, es por ello que en la medida de lo posible se detallan las comunica-
ciones existentes –hay que hacer mención que entre los nodos esclavos no hay
comunicación alguna–.

Tomando la descripción del algoritmo detallado anteriormente, en donde se
supuso una partición del dominio Ω con una malla estructurada cartesiana en
n ×m –ó n ×m × o en tres dimensiones– para la malla gruesa y r × s –ó
r×s× t– para la malla fina, las comunicaciones correspondientes a cada inciso
son:

A) El nodo maestro transmite 2 coordenadas en dos –en tres— di-
mensiones correspondientes a la delimitación del subdominio.

B) 2 ∗ (r + 1) ∗ (s + 1) ∗ C –ó 2 ∗ (r + 1) ∗ (s + 1) ∗ (t + 1) ∗ C–
coordenadas transmite cada subdominio al nodo maestro.

C) A lo más n∗m∗2∗(r+1)∗(s+1)∗C –ó n∗m∗o∗2∗(r+1)∗(s+1)∗
(t+1) ∗C– coordenadas son las de los nodos de la frontera interior,
y sólo aquellas correspondientes a cada subdominio son trasmitidas
por el nodo maestro a los subdominios en los esclavos siendo estas a
lo más 2 ∗ (n ∗m) ∗ (r ∗ s) ∗ C –ó 2 ∗ (n ∗m ∗ o) ∗ (r ∗ s ∗ t) ∗ C–
coordenadas.

D) Sólo se envía un aviso de la conclusión del cálculo de las matrices.

117



E) A lo más 2 ∗ (r+ 1) ∗ (s+ 1) ∗C –ó 2 ∗ (r+ 1) ∗ (s+ 1) ∗ (t+ 1) ∗
C– coordenadas son transmitidas a los subdominios en los nodos
esclavos desde el nodo maestro y los nodos esclavos transmiten al
nodo maestro esa misma cantidad información.

F) A lo más 2 ∗ (r + 1) ∗ (s + 1) ∗ C –ó 2 ∗ (r + 1) ∗ (s + 1) ∗
(t+ 1) ∗C– coordenadas son transmitidas a los subdominios en los
nodos esclavos y estos retornan un número igual al nodo maestro
por iteración del método de CGM o alguna variante de GMRES.

G) A lo más 2∗(r+1)∗(s+1)∗C –ó 2∗(r+1)∗(s+1)∗(t+1)∗C–
valores de la solución de la frontera interior son transmitidas a los
subdominios en los nodos esclavos desde el nodo maestro y cada
objeto transmite un único aviso de terminación.

I) El nodo maestro manda un aviso a cada subdominio en los nodos
esclavos para concluir con el esquema.

En todos los casos, la transmisión se realiza mediante paso de arreglos de
enteros y números de punto flotante que varían de longitud pero siempre son
cantidades pequeñas de estos y se transmiten en forma de bloque, por ello las
comunicaciones son eficientes.

EDP Escalares como un Caso Particular de EDP Vectoriales En el
caso de trabajar con ecuaciones escalares en dos o tres dimensiones con una
malla estructurada cartesiana, en vez de ecuaciones vectoriales, todo el análisis
anterior continua siendo válido y sólo es necesario tomar el número de compo-
nentes C igual a uno, manteniéndose la estructura del código intacta.

Esto le da robustez al código, pues permite trabajar con problemas escalares
y vectoriales con un pequeño cambio en la estructura del programa, permitiendo
resolver una gama más grande de problemas.

Tamaño de las Matrices Locales. Ahora, si se supone que el dominio Ω ⊂
R3 es descompuesto con una malla estructurada cartesiana en una partición
gruesa de n×m×o subdominios Ωα y cada subdominio Ωα es descompuesto en
una partición fina de r×s×t, con número de componentes igual a C, entonces el
número de grados de libertad por subdominio es (r + 1)∗(s+ 1)∗(t+ 1)∗C. En
la cual se usa un ordenamiento estándar en la numeración de los nodos dentro
de cada subdominio

El número de nodos interiores es

NI = (r − 1) ∗ (s− 1) ∗ (t− 1) (A.39)

el número de nodos primales, suponiendo que se usa restricción en los vértices
es

Nπ = (n− 1) ∗ (m− 1) ∗ (o− 1) (A.40)

y el número de nodos duales es a lo más

N∆ = 2 ∗ [((r − 1) + (s− 1)) ∗ (t− 1)] (A.41)
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entonces se tiene que el tamaño y la estructura de cada una de las matrices
locales

Ai

II
, Ai

Iπ
,Ai

I∆
, Ai

πI
,Ai

ππ
, Ai

π∆
, Ai

∆I
, Ai

∆π
y Ai

∆∆

generadas por la descomposición fina del subdominio será:

• Ai

II
es una matriz cuadrada de NI×NI nodos, con una estructura bandada

• Ai

Iπ
es una matriz rectangular de NI × Nπ nodos, con una estructura

dispersa

• Ai

πI
es una matriz rectangular de Nπ × NI nodos, con una estructura

dispersa y transpuesta de Ai

Iπ

• Ai

I∆
es una matriz rectangular de NI × N∆ nodos, con una estructura

dispersa

• Ai

∆I
es una matriz rectangular de N∆ × NI nodos, con una estructura

dispersa y transpuesta de Ai

I∆

• Ai

π∆
es una matriz rectangular de Nπ × N∆ nodos, con una estructura

dispersa

• Ai

∆π
es una matriz rectangular de Nπ × N∆ nodos, con una estructura

dispersa y transpuesta de Ai

π∆

• Ai

ππ
es una matriz cuadrada de Nπ ×Nπ nodos, con una estructura ban-

dada

• Ai

∆∆
es una matriz cuadrada de N∆ × N∆ nodos, con una estructura

bandada

Para información sobre la estructura de las matrices bandadas véase la sec-
ción (B.3.1) y para matrices dispersas véase la sección (B.3.2).

A.7 Método de Descomposición de Dominio de Subestruc-
turación

La solución numérica por los esquemas tradicionales de discretización tipo Ele-
mento Finito y Diferencias Finitas generan una discretización del problema, la
cual es usada para generar un sistema de ecuaciones algebraicos Au = b. Este
sistema algebraico en general es de gran tamaño para problemas reales.

En esta sección y sin pérdida de generalidad se considerarán problemas con
valor en la frontera (VBVP) de la forma

Lu = f en Ω (A.42)

u = g sobre ∂Ω
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donde
Lu = −∇ · a · ∇u+ cu (A.43)

con a una matriz positiva definida, simétrica y c ≥ 0, como un caso particular
del operador elíptico de orden 2 y para ejemplificar se toma un dominio Ω ⊂ R2

con fronteras poligonales, es decir, Ω es un conjunto abierto acotado y conexo
tal que su frontera ∂Ω es la unión de un número finito de polígonos.

Si multiplico a la ecuación −∇ · a · ∇u + cu = fΩ por v ∈ V = H1
0 (Ω), se

obtiene
−v
(
∇ · a · ∇u+ cu

)
= vfΩ (A.44)

aplicando el teorema de Green se obtiene
∫

Ω

(
∇v · a · ∇u+ cuv

)
dx =

∫

Ω

vfΩdx. (A.45)

Definiendo el operador bilineal

a (u, v) =

∫

Ω

(
∇v · a · ∇u + cuv

)
dx (A.46)

y la funcional lineal

l(v) = 〈f, v〉 =

∫

Ω

vfΩdx (A.47)

entonces se puede reescribir el problema en forma variacional, haciendo uso de
la forma bilineal a (·, ·) y la funcional lineal l (·).

Donde las funciones lineales definidas por tramos en Ωe en este caso serán
polinomios de orden uno en cada variable de forma separada y cuya restricción
de φi a Ωe es φ(e)i . Para simplificar los cálculos en esta etapa, se supone que la

matriz a = a

(
1 0
0 1

)
, entonces se tiene que la integral del lado izquierdo de

la Ec.(A.45) queda escrita como
∫

Ω

(
a∇φi · ∇φj + cφiφj

)
dxdy =

∫

Ω

fΩφjdxdy (A.48)

donde

Kij =

∫

Ω

(
a∇φi · ∇φj + cφiφj

)
dxdy (A.49)

=
E∑

e=1

∫

Ωe

(
a∇φ(e)i · ∇φ(e)j + cφ

(e)
i φ

(e)
j

)
dxdy

=
E∑

e=1

∫

Ωe

(
a

[
∂φ

(e)
i

∂x

∂φ
(e)
j

∂x
+
∂φ

(e)
i

∂y

∂φ
(e)
j

∂y

]
+ cφ

(e)
i φ

(e)
j

)
dxdy
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y el lado derecho como

Fj =

∫

Ω

fΩφjdxdy (A.50)

=
E∑

e=1

∫

Ωe

fΩφ
(e)
j dxdy.

Se considera el problema dado por la Ec.(A.42) en el dominio Ω, el cual es
subdividido en E subdominios Ωi, i = 1, 2, ..., E sin traslape, también conocida
como malla gruesa TH , es decir

Ωi ∩ Ωj = ∅ ∀i 
= j y Ω =
E⋃

i=1

Ωi, (A.51)

y al conjunto

Γ =
E⋃

i=1

Γi, si Γi = ∂Ωi\∂Ω (A.52)

lo llamo la frontera interior del dominio Ω.

Un ejemplo de un dominio Ω y su descomposición en subdominios Ωi y
cada Ωi a su vez descompuesto en Ωe subdominios. Sin pérdida de generalidad
se toma g = 0 en ∂Ω, nótese que siempre es posible poner el problema de
la Ec.(A.42) como uno con condiciones de frontera Dirichlet que se nulifiquen
mediante la adecuada manipulación del término del lado derecho de la ecuación.

Primeramente sea D ⊂ H1
0 (Ω) un espacio lineal de funciones de dimensión

finita N, en el cual esté definido un producto interior denotado para cada u, v ∈
D por

u · v = 〈u, v〉 . (A.53)

Considerando la existencia de los subconjuntos linealmente independientes

B ⊂ D̃,BI ⊂ D̃I ,BΓ ⊂ D̃Γ

BΓ ⊂ D̃Γ,BΓJ ⊂ D̃Γ1,BΓM ⊂ D̃Γ2
(A.54)

los cuales satisfacen

B = BI ∪ BΓ y B̄Γ = BΓJ ∪ BΓM (A.55)

el espacio generado por cada uno de los subconjuntos BΓ y B̄Γ es D̃Γ, sin em-
bargo, nótese la propiedad de que los miembros de BΓ tienen soporte local.

Se definen las bases

BI =
{
w1I , ..., w

N̄I

I

}
,BΓM =

{
w1M , ..., wN̄Γ

M

}
y BΓJ =

{
w1J , ..., w

N̄Γ

J

}
(A.56)

de las funcionales lineales φi en Ω.
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Entonces definiendo para toda δ = 1, ...,K, la matriz de Nδ ×Nδ

Aδ

II
≡
[〈
wi
I , w

j
I

〉]
(A.57)

que sólo esta definida en cada subespacio (subdominio Ωδ). Entonces, la matriz
virtual A

II
es dada por la matriz diagonal de la forma

A
II

≡




A1
II

A2
II

. . .
AE

II




(A.58)

donde el resto de la matriz fuera de la diagonal en bloques es cero.
De forma similar se define

Aδ

IΓ
≡
[〈
wi
I , w

α
Γ

〉]
, Aδ

ΓI
≡
[〈
wα
Γ , w

i
I

〉]
(A.59)

y
Aδ

ΓΓ
≡ [〈wα

Γ , w
α
Γ〉] (A.60)

para toda δ = 1, ..., E, obsérvese que como B̄Γ = BΓJ ∪ BΓM entonces

Aδ

ΓΓ
= [〈wα

Γ , w
α
Γ〉] =

[〈
wα
ΓJ , w

α
ΓJ

〉]
+
[〈
wα
ΓM , w

α
ΓM

〉]
(A.61)

también que Aδ

IΓ
=
(
Aδ

ΓI

)T
. Entonces las matrices virtuales A

ΓI
, A

IΓ
y A

ΓΓ

quedarán definidas como

A
IΓ

≡




A1
IΓ

A2
IΓ
...

AE

IΓ




(A.62)

A
ΓI

≡
[
A1
ΓI

A2
ΓI

· · · AE

ΓI

]
(A.63)

y

A
ΓΓ

≡
[

E∑

i=1

Ai

ΓΓ

]
(A.64)

donde
[∑E

i=1A
i

ΓΓ

]
es construida sumando las Ai

ΓΓ
según el orden de los nodos

globales versus los nodos locales.
También se considera al vector u ≡ (u1, .., uE) el cual se escribe como u =

(uI , uΓ) donde uI = (u1, ...,NI
) y uΓ = (u1, ...,NΓ

) .
Así, el sistema virtual

A
II
uI +A

IΓ
uΓ = bI (A.65)

A
ΓI
uI +A

ΓΓ
uΓ = bΓ
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quedando expresado como



A1
II

. . .
AE

II







uI1
...

uIE


 +




A1
IΓ
...

AE

IΓ







uΓ1
...

uΓE


 =




bI1
...

bIE





 A1

ΓI
· · · AE

ΓI







uI1
...

uIE


 +


 AΓΓ







uΓ1
...

uΓE


 =




bΓ1
...

bΓE




o más compactamente como Au = b, nótese que las matrices Ai

ΓΓ
, Ai

ΓI
, Ai

IΓ
y

Ai

II
son matrices bandadas.

Si ahora despejo uI de la primera ecuación del sistema dado por la Ec.(A.65),
se obtiene

uI =
(
A
II

)−1 (
bI −A

IΓ
uΓ
)

(A.66)

si sustituyo uI en la segunda ecuación del sistema dado por la Ec.(A.65) entonces
se obtiene

(
A
ΓΓ

−A
ΓI

(
A
II

)−1
A
IΓ

)
uΓ = bΓ −A

ΓI

(
A
II

)−1
bI (A.67)

en la cual los nodos interiores no figuran en la ecuación y todo queda en función
de los nodos de la frontera interior uΓ.

A la matriz formada por A
ΓΓ

−A
ΓI

(
A
II

)−1
A
IΓ

se le conoce como el com-
plemento de Schur global y se le denota como

S = A
ΓΓ

−A
ΓI

(
A
II

)−1
A
IΓ
. (A.68)

En este caso, como estoy planteando todo en términos de subdominios Ωi,
con i = 1, ..., E, entonces las matrices Ai

ΓΓ
, Ai

ΓI
, Ai

IΓ
y Ai

II
quedan definidas de

manera local, así que se procede a definir el complemento de Schur local como

S
i

= Ai

ΓΓ
−Ai

ΓI

(
Ai

II

)−1
Ai

IΓ
(A.69)

de forma adicional se define

bi = bΓi −Ai

ΓI

(
Ai

II

)−1
bI i. (A.70)

El sistema dado por la Ec.(A.67) se escribe como

SuΓ = b (A.71)
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y queda definido de manera virtual a partir de
[

E∑

i=1

S
i

]
uΓ =

[
E∑

i=1

bi

]
(A.72)

donde
[∑E

i=1 Si

]
y
[∑E

i=1 bi

]
podrían ser construida sumando las Si y bi res-

pectivamente según el orden de los nodos globales versus los nodos locales.
El sistema lineal virtual obtenido de la Ec.(A.71) se resuelve –dependiendo

de si es o no simétrico– eficientemente usando el método de Gradiente Conju-
gado o alguna variante de GMRES, para ello no es necesario construir la matriz
S con las contribuciones de cada Si correspondientes al subdominio i, lo que
se hace es pasar a cada subdominio el vector uΓi correspondiente a la i-ésima
iteración del método iterativo usado, para que en cada subdominio se evalué
ũΓ

i = S
i
uΓi localmente y con el resultado se forma el vector ũΓ =

∑E
i=1 ũΓi

y se continué con los demás pasos del método. Esto es ideal para una im-
plementación en paralelo del método de Gradiente Conjugado o variante de
GMRES.

Una vez resuelto el sistema de la Ec.(A.72) en el que se ha encontrado la
solución para los nodos de la frontera interior uΓ, entonces debo resolver local-
mente los uI i correspondientes a los nodos interiores para cada subespacio Ωi,
para esto empleo

uI i =
(
Ai

II

)−1 (
bI i −Ai

IΓ
uΓi

)
(A.73)

para cada i = 1, 2, ..., E, quedando así resuelto el problema Au = b tanto en los
nodos interiores uI i como en los de la frontera interior uΓi correspondientes a
cada subespacio Ωi.

Observación 9 Nótese que normalmente las matrices locales S
i
y
(
Ai

II

)−1
no

se construyen, ya que estas serian matrices densas y su construcción es computa-
cionalmente costosa, y como sólo interesa el producto SyΓ, o más precisamente[∑E

i=1 Si

]
yΓ, entonces si llamo yΓi al vector correspondiente al subdominio i,

entonces se obtiene

ũΓ
i =

(
Ai

ΓΓ
−Ai

ΓI

(
Ai

II

)−1
Ai

IΓ

)
yΓi. (A.74)

Para evaluar de forma eficiente esta expresión, se realizan las siguientes
operaciones equivalentes

x1 = Ai

ΓΓ
yΓi (A.75)

x2 =

(
Ai

ΓI

(
Ai

II

)−1
Ai

IΓ

)
yΓi

ũΓ
i = x1 − x2
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la primera y tercera expresión no tienen ningún problema en su evaluación, para
la segunda expresión se debe evaluar

x3 = Ai

IΓ
yΓi (A.76)

con este resultado intermedio se debe calcular

x4 =
(
Ai

II

)−1
x3 (A.77)

pero como no se cuenta con
(
Ai

II

)−1
, entonces multiplico la expresión por Ai

II

obteniendo

Ai

II
x4 = Ai

II

(
Ai

II

)−1
x3 (A.78)

al simplificar, se obtiene
Ai

II
x4 = x3. (A.79)

Esta última expresión puede ser resuelta usando Factorización LU, Gradiente
Conjugado o alguna variante de GMRES –cada una de estas opciones tiene
ventajas y desventajas computacionales que deben ser evaluadas al momento de
implementar el código para un problema particular–. Una vez obtenido x4, se
puede calcular

x2 = Ai

ΓI
x4 (A.80)

así
ũΓ

i = x1 − x2 (A.81)

completando la secuencia de operaciones necesarias para obtener S
i
yΓi.

Observación 10 En el caso del cálculo de

bi = bΓi −Ai

ΓI

(
Ai

II

)−1
bI i (A.82)

algo análogo al comentario anterior deberá de hacerse, ya que de nuevo está in-

volucrado
(
Ai

II

)−1
, por ello se debe usar el siguiente procedimiento para evaluar

de forma eficiente esta expresión, realizando las operaciones equivalentes

y1 =
(
Ai

II

)−1
bI i (A.83)

multiplicando por Ai

II
a la última expresión, se obtiene

Ai

II
y1 = Ai

II

(
Ai

II

)−1
bI i (A.84)

simplificando, se obtiene (
Ai

II

)
y1 = bI i (A.85)
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donde esta última expresión puede ser resuelta usando Factorización LU, Gra-
diente Conjugado o alguna variante de GMRES, luego se hace

y2 = Ai

ΓI
y1 (A.86)

y para finalizar el cálculo, se obtiene

bi = bΓi − y2. (A.87)

Observación 11 En la evaluación de

uI i =
(
Ai

II

)−1 (
bI i −Ai

IΓ
uΓi

)
(A.88)

esta de nuevo involucrado
(
Ai

II

)−1
, por ello debo de usar el siguiente proce-

dimiento para evaluar de forma eficiente esta expresión, realizando las opera-
ciones equivalentes

x4 = bI i −Ai

IΓ
uΓi (A.89)

uI i =
(
Ai

II

)−1
x4

multiplicando por Ai

II
a la última expresión, se obtiene

Ai

II
uI i = Ai

II

(
Ai

II

)−1
x4 (A.90)

simplificando, se obtiene
Ai

II
uI i = x4 (A.91)

esta última expresión puede ser resuelta usando Factorización LU, Cholesky,
Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES.

Como se indico en las últimas observaciones, para resolver el sistema Ai

II
x =

b se puede usar Factorización LU, Factorización Cholesky, Gradiente Conjugado,
alguna variante de GMRES o cualquier otro método para resolver sistemas li-
neales, pero deberá de usarse aquel que proporcione la mayor velocidad en el
cálculo o que consuma la menor cantidad de memoria –ambas condicionantes
son mutuamente excluyentes–, por ello la decisión de que método usar deberá
de tomarse al momento de tener que resolver un problema particular en un
equipo dado y básicamente el condicionante es el tamaño de la matriz Ai

II
.

Para usar el método de Factorización LU, se deberá primeramente de fac-
torizar la matriz bandada Ai

II
en una matriz LU , la cual es bandada pero

incrementa el tamaño de la banda a más del doble, pero esta operación sólo se
deberá de realizar una vez en cada subdominio, y para solucionar los diversos
sistemas lineales Ai

II
x = b sólo será necesario evaluar los sistemas

Ly = b (A.92)

Ux = y

126



en donde y es un vector auxiliar. Esto proporciona una manera eficiente de eva-
luar el sistema lineal pero el consumo en memoria para un problema particular
puede ser excesivo.

Por ello, si el problema involucra una gran cantidad de nodos interiores y el
equipo en el que se implantará la ejecución del programa tiene una cantidad de
memoria limitada, es recomendable usar el método de Gradiente Conjugado o
alguna variante de GMRES, este consume una cantidad de memoria adicional
pequeña, pero puede consumir muchas iteraciones con el consecuente aumento
de tiempo de cómputo para alcanzar la precisión de la Factorización LU.

De esta forma, es posible adaptar el código para tomar en cuenta desde la
implementación al equipo de cómputo al que se tenga acceso y poder sacar el
máximo provecho al método de Subestructuración en la resolución de problemas
elípticos de gran envergadura.

El número de condicionamiento del complemento de Schur sin precondi-
cionamiento puede ser estimado, para ello:

Definición 12 Introduzco una norma-L2 equivalente sobre Γ mediante

∥∥uΓ
∥∥2
Γ

=
E∑

i=1

∥∥uΓ
∥∥2
L2(∂Ωi)

. (A.93)

Teorema 13 Sea uΓ la traza de funciones de elemento finito en V h sobre
Γ, asumo que los coeficientes de la ecuación diferencial parcial ρi = 1, i =
1, 2, ..., E, y que la malla fina Th y la malla gruesa TH sea cuasi-uniforme. En-
tonces existen dos constantes positivas c y C, independientes de h y H, tal que

cH
∥∥uΓ
∥∥2
Γ
≤ s(uΓ, uΓ) ≤ Ch−1

∥∥uΓ
∥∥2
Γ

(A.94)

de este modo

κ = cond(S) ≤ C

Hh
. (A.95)

Por analogía al método de subestructuración desarrollado anteriormente,
dado un sistema lineal Mx = f que proviene de la discretización de algún
método tipo Diferencias Finitas, Elemento Finito o Volumen Finito, siempre es
posible reacomodarlo como (véase [7])

(
A B
C D

)(
u
v

)
=

(
a
b

)
(A.96)

con M =

(
A B
C D

)
, x =

(
u
v

)
y f =

(
a
b

)
, en la cual la matriz A sea

invertible, entonces (
D − CA−1B

)
v = b−CA−1a (A.97)

y donde
u = A−1

(
a−Bv

)
. (A.98)
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Así, he transformado el sistema Mx = f, en otro equivalente

Nv = g (A.99)

pero con un menor número de grados de libertad, donde

N =
(
D −CA−1B

)
, g = b−CA−1a (A.100)

a esta descomposición matricial se le conoce como la descomposición de Schur.
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B Consideraciones Sobre la Implementación de
Métodos de Solución de Grandes Sistemas de
Ecuaciones Lineales

Los modelos matemáticos de muchos sistemas en Ciencia e Ingeniería y en par-
ticular una gran cantidad de sistemas continuos geofísicos requieren el proce-
samiento de sistemas algebraicos de gran escala. Es este trabajo se muestra
como proceder para transformar un problema de ecuaciones diferenciales par-
ciales en un sistema algebraico virtual de ecuaciones lineales; y así, poder hallar
la solución a dicho problema al resolver el sistema lineal asociado al esquema
DVS. La solución de este sistema virtual, involucra la solución acoplada de mu-
chos sistemas lineales locales –uno por cada subdominio–, cada uno de estos
sistemas lineales puede ser expresado en la forma matricial siguiente

Au = f (B.1)

donde la matriz A es de tamaño n × n y generalmente bandada, cuyo tamaño
de banda es b.

Los métodos de resolución del sistema algebraico de ecuaciones Au = f se
clasifican en dos grandes grupos (véase [14]): los métodos directos y los métodos
iterativos. En los métodos directos la solución u se obtiene en un número fijo
de pasos y sólo están sujetos a los errores de redondeo. En los métodos itera-
tivos, se realizan iteraciones para aproximarse a la solución u aprovechando las
características propias de la matriz A, tratando de usar un menor número de
pasos que en un método directo (véase [10], [11], [12] y [14]).

Por lo general, es conveniente usar librerías34 para implementar de forma
eficiente a los vectores, matrices –bandadas y dispersas– y resolver los sistemas
lineales locales asociados al método DVS, pero se decidió35 hacer una jerarquía
de clases propia, que implementa los algoritmos necesarios para este trabajo,
los cuales corren en cualquier equipo de cómputo que tenga un compilador de
C++ y la librería de paso de mensajes MPI; y en caso de querer usar librerías
para la manipulación de sistemas lineales, sólo es necesario especializar las clases
desarrolladas con las implementaciones particulares de estas; y así, ocultar el
uso de dichas librerías sin afectar al resto del código. Siendo sencillo, adaptar
el código para usar una o más librerías o versiones de estas, según sea necesario
para correr el programa en un equipo de cómputo particular.

34 Algunas de las librerías más usadas para resolver sistemas lineales usando matrices ban-
dadas y dispersar son PETCs, HYPRE, ATLAS, LAPACK++, LAPACK, EISPACK, LIN-
PACK, BLAS, entre muchas otras alternativas, tanto para implementaciones secuenciales
como paralelas y más recientemente para hacer uso de los procesadores CUDA en las GPU de
nVidia.

35 La variedad de librerías y las diferentes versiones que existen –muchas de ellas, difieren en
la forma de programar entre versiones sucesivas– y pueden usarse es grande, pero cada una de
ellas requiere de una implementación especifica en el programa y una configuración particular
del equipo. Esto restringe al código desarrollado a una plataforma y versión particular de la
librería seleccionada.
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Así, para poder operar con los diversos métodos numéricos directos o ite-
rativos que resuelven sistemas lineales reales y virtuales, se implemento una
jerarquía de clases, la cual se muestra a continuación:

Figura 20: Jerarquía de clases para la resolución de sistemas lineales

Esta jerarquía permite que los métodos DVS le soliciten a la clase abstracta
Solvable36 que resuelva un determinado sistema lineal sin importar el método
numérico subyacente –directos o iterativos–, si la matriz es real –existe como
tal– o es virtual –esta dispersa en los distintos procesadores del Cluster– y
es reutilizable tanto en la implementación secuencial como paralela. La clase
Solvable tiene la siguiente estructura:

class Solvable
{

private:
int iter;

public:
virtual int getIter(void)=0;
virtual void solve(double *x, double *y)=0;

};

B.1 Métodos Directos

En los métodos directos (véase [10] y [13]), la solución u se obtiene en un número
fijo de pasos y sólo están sujetos a errores de redondeo. Entre los métodos más
importantes se puede considerar: Factorización LU –para matrices simétricas
y no simétricas– y Factorización Cholesky –para matrices simétricas–. En

36 En general los comportamientos virtuales de las clases abstractas, pueden no ser eficientes
si son llamadas una gran cantidad de veces durante la ejecución del programa. Para el caso
del esquema DVS, en el cual se usa CGM o GMRES para resolver el sistema lineal virtual,
este sólo se llama una sola vez; y el proceso de solución del sistema lineal asociado consume
la mayoría del tiempo de ejecución, por eso se considera eficiente.
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todos los casos la matriz original A es modificada y en caso de usar la Facto-
rización LU el tamaño de la banda b crece a 2b+ 1 si la factorización se realiza
en la misma matriz.

B.1.1 Factorización LU

Sea U una matriz triangular superior obtenida de A por eliminación bandada.
Entonces U = L−1A, donde L es una matriz triangular inferior con unos en la
diagonal. Las entradas de L−1 pueden obtenerse de los coeficientes L

ij
y pueden

ser almacenados estrictamente en las entradas de la diagonal inferior de A ya
que estas ya fueron eliminadas. Esto proporciona una Factorización LU de A
en la misma matriz A ahorrando espacio de memoria, donde el ancho de banda
cambia de b a 2b+ 1.

En el algoritmo de Factorización LU, se toma como datos de entrada del
sistema Au = f , a la matriz A, la cual será factorizada en la misma matriz,
esta contendrá a las matrices L y U producto de la factorización, quedando el
método numérico esquemáticamente como:

Aii = 1, para i = 1, ..., N
Para J = 1, 2, ..., N {

Para i = 1, 2, ..., j

Aij = Aij −
i−1∑

k=1

AikAkj

Para i = j + 1, j + 2, ..., N

Aij = 1
Ajj

(
Aij −

j−1∑

k=1

AikAkj

)

}

(B.2)

El problema original Au = f se escribe como LUu = f , donde la búsqueda de
la solución u se reduce a la solución sucesiva de los sistemas lineales triangulares

Ly = f y Uu = y. (B.3)

i,.e.

Ly = f ⇔




y1 = f1/l11

yi = 1
Aii


fi −

i−1∑

j=1

Aiiyi


 para toda i = 1, ..., n

(B.4)

y

Uu = y ⇔




xn = yn/unn

xi = 1
Aii


yi −

n∑

j=i+1

Aijxj


 para toda i = n− 1, ..., 1

.(B.5)
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La descomposición LU requiere N3/3 operaciones aritméticas para la matriz
llena, pero sólo Nb2 operaciones aritméticas para la matriz con un ancho de
banda de b siendo esto más económico computacionalmente.

Implementación LU Orientada a Objetos en C++ En este caso se de-
sarrollo una jerarquía de clases para poder operar con matrices bandadas y
dispersas, llamada BandSolve la cual se muestra a continuación:

class BandSolve: public Solvable
{

private:
double **AK;

protect:
factorLU(void);

public:
BanSolve(int n, double **A);
BanSolve(int n, Matriz *A);
void solve(double *x, double *y);
void convertBand(void);
int getIter(void);

};

B.1.2 Factorización Cholesky

Cuando la matriz es simétrica y definida positiva, se obtiene la descomposición
LU de la matriz A = LDU = LDLT donde D = diag(U) es la diagonal con
entradas positivas.

En el algoritmo de Factorización Cholesky, se toma como datos de entrada
del sistema Au = f , a la matriz A, la cual será factorizada en la misma matriz
y contendrá a las matrices L y LT producto de la factorización, quedando el
método numérico esquemáticamente como:

para i = 1, 2, ..., n y j = i + 1, ..., n

Aii =

√√√√
(
Aii −

i−1∑

k=1

A2ik

)

Aji =

(
Aji −

i−1∑

k=1

AjkAik

)
/Aii

(B.6)

El problema original Au = f se escribe como LLTu = b, donde la búsqueda
de la solución u se reduce a la solución sucesiva de los sistemas lineales triangu-
lares

Ly = f y LTu = y (B.7)

usando la formulación equivalente dada por las Ec.(B.4) y (B.5) para la descom-
posición LU.
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La mayor ventaja de esta descomposición es que, en el caso en que es aplica-
ble, el costo de cómputo es sustancialmente reducido, ya que requiere de N3/6
multiplicaciones y N3/6 sumas.

Implementación Cholesky Orientada a Objetos en C++ En este caso
se desarrollo una jerarquía de clases para poder operar con matrices bandadas
y dispersas, llamada BandCholesky la cual se muestra a continuación:

class BandCholesky: public Solvable
{

private:
double **AK;

protect:
factorLU(void);

public:
BanCholesky(int n, double **A);
BanCholesky(int n, Matriz *A);
void solve(double *x, double *y);
void convertBand(void);
int getIter(void);

};

B.2 Métodos Iterativos

En los métodos iterativos, se realizan iteraciones para aproximarse a la solución
u aprovechando las características propias de la matriz A, tratando de usar un
menor número de pasos que en un método directo (véase [10] y [13]).

En los métodos iterativos tales como Jacobi, Gauss-Seidel y de Relajación
Sucesiva (SOR) en el cual se resuelve el sistema lineal

Au = f (B.8)

comienza con una aproximación inicial u0 a la solución u y genera una sucesión
de vectores

{
uk
}∞
k=1

que converge a u. Los métodos iterativos traen consigo
un proceso que convierte el sistema Au = f en otro equivalente mediante la
iteración de punto fijo de la forma u = Tu + c para alguna matriz fija T y un
vector c. Luego de seleccionar el vector inicial u0 la sucesión de los vectores de
la solución aproximada se genera calculando

uk = Tuk−1 + c ∀k = 1, 2, 3, ... (B.9)

La convergencia a la solución la garantiza el siguiente teorema (véase [14]).

Teorema 14 Si
∥∥T
∥∥ < 1, entonces el sistema lineal u = Tu+c tiene una solu-

ción única u∗ y las iteraciones uk definidas por la fórmula uk = Tuk−1+c ∀k =
1, 2, 3, ... convergen hacia la solución exacta u∗ para cualquier aproximación ini-
cial u0.
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Nótese que, mientras menor sea la norma de la matriz T , más rápida es la
convergencia, en el caso cuando

∥∥T
∥∥ es menor que uno, pero cercano a uno, la

convergencia es lenta y el número de iteraciones necesario para disminuir el error
depende significativamente del error inicial. En este caso, es deseable proponer
al vector inicial u0 de forma tal que sea mínimo el error inicial. Sin embargo,
la elección de dicho vector no tiene importancia si la

∥∥T
∥∥ es pequeña, ya que la

convergencia es rápida.
Como es conocido, la velocidad de convergencia de los métodos iterativos

dependen de las propiedades espectrales de la matriz de coeficientes del sistema
de ecuaciones, cuando el operador diferencial L de la ecuación del problema a
resolver es auto-adjunto se obtiene una matriz simétrica y positivo definida y el
número de condicionamiento de la matriz A, es por definición

cond(A) =
λmax
λmin

≥ 1 (B.10)

donde λmax y λmin es el máximo y mínimo de los eigen-valores de la matriz
A. Si el número de condicionamiento es cercano a 1 los métodos numéricos
al solucionar el problema convergerá en pocas iteraciones, en caso contrario se
requerirán muchas iteraciones.

Frecuentemente al usar el método de Elemento Finito, Diferencias Finitas,
entre otros, se tiene una velocidad de convergencia de O

(
1
h2

)
y en el caso de

métodos de descomposición de dominio sin precondicionar se tiene una velocidad
de convergencia de O

(
1
h

)
, donde h es la máxima distancia de separación entre

nodos continuos de la partición, es decir, que poseen una pobre velocidad de
convergencia cuando h → 0 (véase [8], [9], [10] y [14]).

Los métodos Jacobi, Gauss-Seidel y de Relajación Sucesiva (SOR) son usual-
mente menos eficientes que los métodos discutidos en el resto de esta sección
basados en el espacio de Krylov (véase [51] y [13]). Estos métodos minimizan,
en la k-ésima iteración alguna medida de error sobre el espacio afín x0 + Kk,
donde x0 es la iteración inicial y Kk es el k-ésimo subespacio de Krylov

Kk = Generado
{
r0,Ar0, ..., A

k−1r0
}

para k ≥ 1. (B.11)

El residual es r = b−Ax, tal
{
rk
}
k≥0 denota la sucesión de residuales

rk = b−Axk. (B.12)

Entre los métodos más usados definidos en el espacio de Krylov para el tipo
de problemas tratados en el presente trabajo se puede considerar: Método de
Gradiente Conjugado –para matrices simétricas– y GMRES –para matrices
no simétricas–.

B.2.1 Método de Gradiente Conjugado

Si la matriz generada por la discretización es simétrica –A = AT– y definida
positiva –uTAu > 0 para todo u 
= 0–, entonces es aplicable el método de Gra-
diente Conjugado –Conjugate Gradient Method (CGM)–. La idea básica en
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que descansa el método del Gradiente Conjugado consiste en construir una base
de vectores ortogonales espacio de Krylov Kn

(
A, vn

)
y utilizarla para realizar

la búsqueda de la solución en forma lo más eficiente posible.
Tal forma de proceder generalmente no sería aconsejable porqué la construc-

ción de una base ortogonal utilizando el procedimiento de Gramm-Schmidt re-
quiere, al seleccionar cada nuevo elemento de la base, asegurar su ortogonalidad
con respecto a cada uno de los vectores construidos previamente. La gran ven-
taja del método de Gradiente Conjugado radica en que cuando se utiliza este
procedimiento, basta con asegurar la ortogonalidad de un nuevo miembro con
respecto al último que se ha construido, para que automáticamente esta condi-
ción se cumpla con respecto a todos los anteriores.

En el algoritmo de Gradiente Conjugado, se toma a la matriz A como
simétrica y positiva definida, y como datos de entrada del sistema Au = f,

el vector de búsqueda inicial u0 y se calcula r0 = f − Au0, p0 = r0, quedando
el método numérico esquemáticamente como:

αn =
〈pn,pn〉
〈pn,Apn〉

un+1 = un + αnpn

rn+1 = rn − αnApn

Prueba de convergencia

βn =
〈rn+1,rn+1〉
〈rn,rn〉

pn+1 = rn+1 + βnpn

n = n+ 1

(B.13)

donde 〈·, ·〉 = (·, ·) será el producto interior adecuado al sistema lineal en par-
ticular, la solución aproximada será un+1 y el vector residual será rn+1.

En la implementación numérica y computacional del método es necesario
realizar la menor cantidad de operaciones posibles por iteración, en particular
en Apn, una manera de hacerlo queda esquemáticamente como:

Dado el vector de búsqueda inicial u, calcula r = f −Au, p = r y µ = r · r.

Para n = 1, 2, ...,Mientras (µ < ε) {
v = Ap
α = µ

p·v
u = u + αp
r = r − αv
µ′ = r · r
β = µ′

µ

p = r + βp
µ = µ′

}

La solución aproximada será u y el vector residual será r.

Si se denota con {λi, Vi}Ni=1 las eigen-soluciones de A, i.e. AVi = λiVi,
i = 0, 1, 2, ..., N. Ya que la matriz A es simétrica, los eigen-valores son reales y
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se pueden ordenar λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λN . Se define el número de condición por
Cond(A) = λN/λ1 y la norma de la energía asociada a A por ‖u‖2A = u · Au
entonces

∥∥u− uk
∥∥
A
≤
∥∥u− u0

∥∥
A




1 −
√
Cond(A)

1 +
√
Cond(A)



2k

. (B.14)

El siguiente teorema da idea del espectro de convergencia del sistema Au = b
para el método de Gradiente Conjugado.

Teorema 15 Sea κ = cond(A) = λmax
λmin

≥ 1, entonces el método de Gradiente
Conjugado satisface la A−norma del error dado por

‖en‖
‖e0‖ ≤ 2[(√

κ+1√
κ−1

)n
+
(√

κ+1√
κ−1

)−n] ≤ 2

(√
κ− 1√
κ + 1

)n
(B.15)

donde em = u− um del sistema Au = b.

Nótese que para κ grande se tiene que
√
κ− 1√
κ+ 1

≃ 1 − 2√
κ

(B.16)

tal que

‖en‖A ≃
∥∥e0
∥∥
A

exp

(
−2

n√
κ

)
(B.17)

de lo anterior se puede esperar un espectro de convergencia del orden de O(
√
κ)

iteraciones (véase [14] y [51]).

Definición 16 Un método iterativo para la solución de un sistema lineal es lla-
mado óptimo, si la razón de convergencia a la solución exacta es independiente
del tamaño del sistema lineal.

Definición 17 Un método para la solución del sistema lineal generado por
métodos de descomposición de dominio es llamado escalable, si la razón de con-
vergencia no se deteriora cuando el número de subdominios crece.

La gran ventaja de los métodos de descomposición de dominio precondi-
cionados entre los que destacan a FETI-DP y BDDC y por ende DVS es que
estos métodos pueden ser óptimos y escalables según el tipo de precondicionador
a priori que se use en ellos.
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Consideraciones sobre la Matriz y el producto punto en el CGM Es
común al trabajar en métodos de descomposición de dominio que se requieran
usar más de un producto interior 〈·, ·〉 en distintas implementaciones del mismo
algoritmo de Gradiente Conjugado. Por ello se diseña el algoritmo para soportar
en forma de parámetro el objeto que implemente el producto punto.

class DotProd
{

public:
virtual double dot(double *x, double *y)=0;

};

En este caso, al usar el esquema DVS la matriz con la que trabajara el
método de Gradiente Conjugado puede estar definida como tal o ser virtual; en
el caso más general, puede estar en un procesador o en múltiples procesadores,
por ello, en el diseño del algoritmo se decidió implementar un objeto el cual
pueda realizar la multiplicación de la matriz por el vector, sin importar el tipo
de matriz –real o virtual–.

class MultOp
{

public:
virtual void multOp(double *x, double *y)=0;
virtual int getSize(void)=0;

};

Así, se diseña un solo método de Gradiente Conjugado robusto y flexible que
soporta diferentes productos interiores y trabaja con matrices reales o virtuales,
adaptándose sin ningún cambio a diversas necesidades de implementación tanto
secuencial como paralela.

Implementación CGM Orientada a Objetos en C++ Dado el sistema
lineal Au = f , donde A sea una matriz real o virtual. La entrada al método será
una elección de u0 como condición inicial, ε > 0 como la tolerancia del método,
N como el número máximo de iteraciones además de un objeto para realizar la
multiplicación de la matriz por un vector y otro objeto para el producto interior,
el algoritmo del método de Gradiente Conjugado orientado a objetos en C++
queda como:

class CGM: public Solvable
{

protect:
MultOp *A;
DotProd *dotP;
double norm(double *x);

public:
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CGM(MulOp &A, DotProd &dotP, double eps);
void solve(double *x, double *y);
int getIter(void);

};

B.2.2 Método Residual Mínimo Generalizado

Si la matriz generada por la discretización es no simétrica, entonces una opción,
es el método Residual Mínimo Generalizado –Generalized Minimum Residual
Method (GMRES)–, este representa una formulación iterativa común satisfa-
ciendo una condición de optimización. La idea básica detrás del método se basa
en construir una base ortonormal

{
v1, v2, ..., vn

}
(B.18)

para el espacio de Krylov Kn

(
A, vn

)
. Para hacer vn+1 ortogonal a Kn

(
A, vn

)
,

es necesario usar todos los vectores previamente construidos
{
vn+1j

}n
j=1

–en
la práctica sólo se guardan algunos vectores anteriores– en los cálculos. Y el
algoritmo se basa en una modificación del método de Gram-Schmidt para la
generación de una base ortonormal. Sea V

n
=
[
v1, v2, ..., vn

]
la cual denota la

matriz conteniendo vj en la j-ésima columna, para j = 1, 2, ..., n, y sea H
n

=
[hi,j ] , 1 ≤ i, j ≤ n, donde las entradas de H

n
no especificadas en el algoritmo

son cero. Entonces, H
n

es una matriz superior de Hessenberg. i.e. hij = 0 para
j < i− 1, y

AV
n

= V
n
H

n
+ hn+1,n

[
0, ..., 0, vn+1

]
(B.19)

H
n

= HT

n
AV

n
.

En el algoritmo del método Residual Mínimo Generalizado, la matriz A es
tomada como no simétrica, y como datos de entrada del sistema

Au = f (B.20)

el vector de búsqueda inicial u0 y se calcula r0 = f − Au0, β0 =
∥∥r0
∥∥ , v1 =

r0/β0, quedando el método esquemáticamente como:

Para n = 1, 2, ...,Mientras βn < τβ0 {
wn+1
0 = Avn

Para l = 1 hasta n {
hl,n =

〈
wn+1
l , vl

〉

wn+1
l+1 = wn+1

l − hl,nv
l

}
hn+1,n =

∥∥wn+1
n+1

∥∥
vn+1 = wn+1

n+1/hn+1,n

Calcular yn tal que βn =
∥∥∥β0e1 − Ĥ

n
yn
∥∥∥ es mínima

}

(B.21)
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donde Ĥ
n

= [hij ]1≤i≤n+1,1≤j≤n, la solución aproximada será un = u0 + V
n
yn,

y el vector residual será

rn = r0 −AV
n
yn = V

n+1

(
β0e1 − Ĥ

n
yn
)
. (B.22)

Teorema 18 Sea uk la iteración generada después de k iteraciones de GMRES,
con residual rk. Si la matriz A es diagonalizable, i.e. A = V ΛV −1 donde Λ es
una matriz diagonal de eigen-valores de A, y V es la matriz cuyas columnas son
los eigen-vectores, entonces

∥∥rk
∥∥

‖r0‖ ≤ κ (V ) min
pκ∈Πκ,pk(0)=1

max |pκ (λj)|
λj

(B.23)

donde κ (V ) =
‖V ‖
‖V−1‖ es el número de condicionamiento de V .

Consideraciones sobre la Matriz en el GMRES En este caso al usar DVS
la matriz con la que trabajara el método GMRES puede estar definida como
tal o ser virtual, o en el caso más general, puede estar en un procesador o en
múltiples procesadores, por ello en el diseño del algoritmo se decidió implementar
un objeto el cual pueda realizar la multiplicación de la matriz por el vector, sin
importar el tipo de matriz –real o virtual–.

class MultOp
{

public:
virtual void multOp(double *x, double *y)=0;
virtual int getSize(void)=0;

};

Así, se diseña un sólo método de GMRES robusto y flexible que trabaje con
matrices reales o virtuales, adaptándose sin ningún cambio a diversas necesi-
dades de implementación tanto secuencial como paralela.

Implementación GMRES Orientada a Objetos en C++ Dado el sis-
tema lineal Au = f , donde A sea una matriz real o virtual. La entrada al
método será una elección de u0 como condición inicial, ε > 0 como la tolerancia
del método, N como el número máximo de iteraciones y k el número de vectores
a guardar además de un objeto para realizar la multiplicación de la matriz por
un vector, el algoritmo del método de GMRES orientado a objetos en C++
queda como:

class DQGMRES: public Solvable
{

protect:
MultOp *A;
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public:
DQGMRES(MulOp &A, int k);
void solve(double *x, double *y);
int getIter(void);

};

B.3 Estructura Óptima de las Matrices en su Implementación
Computacional

Una parte fundamental de la implementación computacional de los métodos
numéricos de resolución de sistemas algebraicos, es utilizar una forma óptima
de almacenar, recuperar y operar las matrices, tal que, facilite los cálculos que
involucra la resolución de grandes sistemas de ecuaciones lineales cuya imple-
mentación puede ser secuencial o paralela (véase [13]).

El sistema lineal puede ser expresado en la forma matricial Au = f , donde la
matriz A –que puede ser real o virtual– es de tamaño n×n con banda b, pero
el número total de datos almacenados en ella es a los más n∗b números de doble
precisión, en el caso de ser simétrica la matriz, el número de datos almacenados
es menor a (n ∗ b)/2. Además si el problema que la originó es de coeficientes
constantes el número de valores almacenados se reduce drásticamente a sólo el
tamaño de la banda b.

En el caso de que el método para la resolución del sistema lineal a usar
sea del tipo Factorización LU o Cholesky, la estructura de la matriz cambia,
ampliándose el tamaño de la banda de b a 2∗ b+1 en la factorización, en el caso
de usar métodos iterativos tipo CGM o GMRES la matriz se mantiene intacta
con una banda b.

Para la resolución del sistema lineal virtual asociada a los métodos de des-
composición de dominio, la operación básica que se realiza de manera reiterada,
es la multiplicación de una matriz por un vector v = Cu, la cual es necesario
realizar de la forma más eficiente posible.

Un factor determinante en la implementación computacional, para que esta
resulte eficiente, es la forma de almacenar, recuperar y realizar las operaciones
que involucren matrices y vectores, de tal forma que la multiplicación se realice
en la menor cantidad de operaciones y que los valores necesarios para realizar
dichas operaciones queden en la medida de lo posible contiguos para ser alma-
cenados en el Cache37 del procesador.

37 Nótese que la velocidad de acceso a la memoria principal (RAM) es relativamente lenta
con respecto al Cache, este generalmente está dividido en sub-Caches L1 –de menor tamaño y
el más rápido–, L2 y hasta L3 –el más lento y de mayor tamaño– los cuales son de tamaño
muy reducido con respecto a la RAM.

Por ello, cada vez que las unidades funcionales de la Unidad de Aritmética y Lógica requieren
un conjunto de datos para implementar una determinada operación en los registros, solicitan
los datos primeramente a los Caches, estos consumen diversa cantidad de ciclos de reloj para
entregar el dato si lo tienen –pero siempre el tiempo es menor que solicitarle el dato a la
memoria principal–; en caso de no tenerlo, se solicitan a la RAM para ser cargados a los
caches y poder implementar la operación solicitada.
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Dado que la multiplicación de una matriz C por un vector u, dejando el
resultado en v se realiza mediante el algoritmo

for (i=0; i<ren; i++)
{

s = 0.0;
for (j=0; j < col; j++)
{

s += C[i][j]*u[j];
}
v[i] = s;

}

Para lograr una eficiente implementación del algoritmo anterior, es necesario
que el gran volumen de datos desplazados de la memoria al Cache y viceversa
sea mínimo. Por ello, los datos se deben agrupar para que la operación más
usada –en este caso multiplicación matriz por vector– se realice con la menor
solicitud de datos a la memoria principal, si los datos usados –renglón de la
matriz– se ponen contiguos minimizará los accesos a la memoria principal, pues
es más probable que estos estarán contiguos en el Cache al momento de realizar
la multiplicación.

Por ejemplo, en el caso de matrices bandadas de tamaño de banda b, el
algoritmo anterior se simplifica a

for (i=0; i<ren; i++)
{

s= 0.0;
for (k=0; k < ban; k++)
{

if ((Ind[k] + i) >= 0 && (Ind[k]+i) < ren)
s += Dat[i][k]*u[Ind[k]+i];

}
v[i]=s;

}

Si, la solicitud de memoria para Dat[i] se hace de tal forma que los datos del
renglón estén continuos –son b números de punto flotante–, esto minimizará
los accesos a la memoria principal en cada una de las operaciones involucradas
en el producto, como se explica en las siguientes secciones.

B.3.1 Matrices Bandadas

En el caso de las matrices bandadas de banda b –sin pérdida de generalidad y
para propósitos de ejemplificación se supone pentadiagonal– típicamente tiene
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la siguiente forma

A =




a1 b1 c1
d2 a2 b2 c2

d3 a3 b3 c3
d4 a4 b4 c4

e5 d5 a5 b5 c5
e6 d6 a6 b6

e7 d7 a7 b7
e8 d8 a8 b8

e9 d9 a9




(B.24)

la cual puede ser almacenada usando el algoritmo (véase [13]) Compressed Dia-
gonal Storage (CDS), optimizado para ser usado en C++, para su almace-
namiento y posterior recuperación. Para este ejemplo en particular, se hará uso
de un vector de índices

Ind = [−5,−1, 0,+1,+5] (B.25)

y los datos serán almacenados usando la estructura

Dat =




0 0 a1 b1 c1
0 d2 a2 b2 c2
0 d3 a3 b3 c3
0 d4 a4 b4 c4
e5 d5 a5 b5 c5
e6 d6 a6 b6 0
e7 d7 a7 b7 0
e8 d8 a8 b8 0
e9 d9 a9 0 0




(B.26)

de tal forma que la matriz A puede ser reconstruida de forma eficiente. Para
obtener el valor Ai,j , calculo ind = j − i, si el valor ind esta en la lista de
índices Ind –supóngase en la columna k–, entonces Ai,j = Datik, en otro caso
Ai,j = 0.

Casos Particulares de la Matriz Bandada A Básicamente dos casos par-
ticulares surgen en el tratamiento de ecuaciones diferenciales parciales: El primer
caso es cuando el operador diferencial parcial es simétrico y el otro, en el que
los coeficientes del operador sean constantes.

Para el primer caso, al ser la matriz simétrica, sólo es necesario almacenar
la parte con índices mayores o iguales a cero, de tal forma que se buscara el
índice que satisfaga ind = |j − i| , reduciendo el tamaño de la banda a b/2 en la
matriz A.

Para el segundo caso, al tener coeficientes constantes el operador diferencial,
los valores de los renglones dentro de cada columna de la matriz son iguales, y
sólo es necesario almacenarlos una sola vez, reduciendo drásticamente el tamaño
de la matriz de datos.
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Implementación de Matrices Bandadas Orientada a Objetos en C++
Una forma de implementar la matriz bandada A de banda b en C++ es mediante:

// Creacion
double **Dat;
Dat = new double*[ren];
for (i = 0; i < ren; i++) Dat[i] = new double[b];
int *Ind;
Ind = new int[b];
// Inicializacion
for (i = 0; i < ren; i++)

for (j = 0; j < b; j++) Dat[i][j] = 0.0;
for (i = 0; i < b; i++) Ind[i] = 0;

B.3.2 Matrices Dispersas

Las matrices dispersas de a lo más b valores distintos por renglón –sin pérdida
de generalidad y para propósitos de ejemplificación se supone b = 3– que surgen
en métodos de descomposición de dominio para almacenar algunas matrices,
típicamente tienen la siguiente forma

A =




a1 b1 c1
a2 b2 c2

a3 b3 c3
a4 b4

a5 b5 c5
a6 b6 c6

a7 b7 c7
a8 b8 c8

a9 b9




(B.27)

la cual puede ser almacenada usando el algoritmo (véase [13]) Jagged Diago-
nal Storage (JDC), optimizado para ser usado en C++. Para este ejemplo en
particular, se hará uso de una matriz de índices

Ind =




1 6 9
2 5 8
5 8 9
1 4 0
3 6 9
1 2 3
7 8 9
4 7 8
7 8 0




(B.28)
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y los datos serán almacenados usando la estructura

Dat =




a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3
a4 b4 0
a5 b5 c5
a6 b6 c6
a7 b7 c7
a8 b8 c8
a9 b9 0




(B.29)

de tal forma que la matriz A puede ser reconstruida de forma eficiente. Para
obtener el obtener el valor Ai,j , busco el valor j en la lista de índices Ind dentro
del renglón i, si lo encuentro en la posición k, entonces Ai,j = Datik, en otro
caso Ai,j = 0.

Casos Particulares de la Matriz Dispersa A Si la matriz A, que al ser
almacenada, se observa que existen a lo más r diferentes renglones con valores
distintos de los n con que cuenta la matriz y si r << n, entonces es posible sólo
guardar los r renglones distintos y llevar un arreglo que contenga la referencia
al renglón almacenado.

Implementación de Matrices Dispersas Orientada a Objetos en C++
Una forma de implementar la matriz bandada A de banda b en C++ es mediante:

// Creación
double **Dat;
Dat = new double*[ren];
for (i = 0; i < ren; i++) Dat[i] = new double[b];
int **Ind;
Ind = new int*[ren];
for (i = 0; i < ren; i++) Ind[i] = new int[b];
// Inicialización
for (i = 0; i < ren; i++)

for (j = 0; j < b; j++) Dat[i][j] = 0.0, Ind[i][j] = -1;

B.3.3 Multiplicación Matriz-Vector

Los métodos de descomposición de dominio requieren por un lado la resolución
de al menos un sistema lineal y por el otro lado requieren realizar la operación
de multiplicación de matriz por vector, i.e. Cu de la forma más eficiente posible,
por ello los datos se almacenan de tal forma que la multiplicación se realice en
la menor cantidad de operaciones.

Dado que la multiplicación de una matriz C por un vector u, dejando el
resultado en v se realiza mediante el algoritmo:
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for (i=0; i<ren; i++)
{

s = 0.0;
for (j=0; j < col; j++)
{

s += C[i][j]*u[j];
}
v[i] = s;

}

En el caso de matrices bandadas, se simplifica a:

for (i=0; i<ren; i++)
{

s= 0.0;
for (k=0; k < ban; k++)
{

if ((Ind[k] + i) >= 0 && (Ind[k]+i) < ren)
s += Dat[i][k]*u[Ind[k]+i];

}
v[i]=s;

}

De forma similar, en el caso de matrices dispersas, se simplifica a:

for (i=0; i<ren; i++)
{

s = 0.0, k = 0
while (Ind[i][k] != -1)
{

s += Dat[i][k]*u[Ind[i][k]];
k++;
if (k >= b) break;

}
v[i] = s;

}

De esta forma, al tomar en cuenta la operación de multiplicación de una
matriz por un vector, donde el renglón de la matriz involucrado en la multipli-
cación queda generalmente en una región contigua del Cache, se hace óptima la
operación de multiplicación de matriz por vector.
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