Indice

1 Implementacién Computacional de DVS 2
1.1 Esquema Maestro-Esclavo como una Forma de Implementaciéon . 2
1.2 Analisis, Disenio y Programacién Orientada a Objetos . . . . . . 3

1.2.1 Implementacién Secuencial en C+4+ . . . . .. ... ... 4

1.2.2 Implementacién Paralela en C++ Usando MPI . . . . . . 5

1.3 Alcances y Limitaciones del Esquema Maestro-Esclavo . . . . . . 7
1.4 Afectacion del Rendimiento al Refinar la Descomposicién 9

2 Bibliografia 12



1 Implementacién Computacional de DVS

La implementaciéon computacional de los métodos de descomposiciéon de do-
minio sin traslape en general (véase [8]) y de los métodos de descomposicién de
dominio en el espacio de vectores derivados (DVS) en particular, en los cuales
cada subdominio genera sus matrices locales y el método que resuelve el sis-
tema global virtual —CGM o GMRES— es tal que necesita sélo una porcién
de la informacién que generan los subdominios, queda facilmente estructurado
mediante el esquema Maestro-Esclavo, tanto para la implementacién del cédigo
secuencial como paralela.

El esquema Maestro-Esclavo es una forma éptima’ de dividir la de la carga
computacional requerida para solucionar un problema de descomposiciéon de
dominio sin traslapes, en el cual uno o mds subdominio son asignados a un
nodo esclavo, tanto en su implementacién secuencial —donde cada nodo esclavo
es un objeto— como en su implementacién paralela —donde cada nodo esclavo
esta asignado a un procesador—, en el cual el nodo maestro de forma sincrona
controla las tareas que requiere el esquema DVS, las cuales son llevadas a cabo
por los nodos esclavos, donde la comunicacién sélo se da entre el nodo maestro
y cada nodo esclavo —no existiendo comunicacién entre los nodos esclavos—,
optimizando asi las comunicaciones.

1.1 Esquema Maestro-Esclavo como una Forma de Imple-
mentacién

El esquema Maestro-Esclavo permite que en los nodos esclavos se definan uno
o més subdominios —en los cuales se generen y manipulen las matrices lo-
cales de cada subdominio— y que el maestro controle las actividades necesarias
para implementar cualquiera de los métodos desarrollados. En particular la
implementacién del método de resolucién del sistema lineal virtual Mu, = b
esquematizados por los algoritmos descritos en la Ec.(?? 6 ??), donde el nodo
maestro controlard a cada uno de sus nodos esclavos mediante comunicaciones
entre este y los esclavos, pero no entre esclavos, como se muestra en la figura.

Esclavol Esclavo 2 Esclavo 3 Esclavo n

Figura 1: Esquema del Maestro-Esclavo

1E] esquema Maestro-Esclavo esta intrinseco a la definicién de los métodos de descomposi-
cién de dominio tipo subestructuracién, ya que las tareas implementadas por los subdominios
son pensados como procesos esclavos los cuales son controlados por el maestro que implementa
la solucién de los nodos de frontera interior.



Esta forma de descomponer el problema dentro del esquema Maestro-Esclavo,
permite hacer la implementacién del cédigo tanto para la parte secuencial como
su paralelizacién de manera fécil y eficientemente, donde tomando en cuenta
la implementacién en estrella del Cluster o equipo multiCore, el modelo de
paralelismo de MPI y las necesidades propias de comunicacién del programa, el
nodo maestro tendrd comunicacién sélo con cada nodo esclavo, esto reducira las
comunicaciones y optimizars el paso de mensajes (véase [16], [14] y [15]).

Ademss el esquema de paralelizacién Maestro-Esclavo permite sincronizar
facilmente por parte del nodo maestro las tareas que realizan en paralelo los
nodos esclavos, éste modelo puede ser explotado de manera eficiente si existe
poca comunicacién entre el maestro y los esclavos; y los tiempos consumidos
en realizar las tareas asignadas son mayores que los periodos involucrados en
las comunicaciones para la asignacién de dichas tareas. De esta manera se
garantiza que la mayorfa de los procesadores estardn siendo usados de forma
eficiente y existirdn pocos tiempos muertos, aumentando asf la eficiencia global
de la implementacién de los métodos de descomposicién de dominio en el espacio
de vectores derivados bajo el esquema Maestro-Esclavo.

1.2 Analisis, Diseno y Programacion Orientada a Objetos

Desde el inicio del proyecto para la implementaciéon computacional de los méto-
dos de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados se planteé
la necesidad de que el cédigo desarrollado fuera orientado a objetos, que su im-
plementacién computacional deberfa de correr en equipos secuenciales y parale-
los para dominios en dos y tres dimensiones. Por ello se opté por usar el lenguaje
de programacién C++ y la paralelizacion se haria usando la biblioteca de paso
de mensajes MPL.

Dentro de las consideraciones bésicas en el andlisis orientado a objetos es
que el cédigo deberfa de correr tanto en equipos secuenciales como en paralelos,
con un minimo de cambios y que la interdependencia de la parte paralela no
deberia afectar la parte secuencial. Para que cualquier cambio en el cédigo de
los métodos desarrollados no requiera grandes cambios en el cédigo paralelo.
Esto se logra mediante la programacién orientada a objetos haciendo uso de
clases abstractas® o contenedores.

Esto permitié desarrollar un cédigo que fuera robusto y flexible, ademds de
que la escritura, depuracién y optimizacion se hace desde cualquier Notebook y
su ejecucién puede ser hecha en cualquier computadora personal o Clusters sin
ningin cambio en el cédigo.

Por ejemplo, en el uso de los métodos numéricos tanto directos como ite-
rativos para resolver sistemas lineales en los cuales la matriz es real —existe
como tal— o es virtual —esta dispersa por los distintos subdominios— se creo

2En general las clases abstractas que definen comportamientos virtuales pueden no ser
eficientes si son llamadas una gran cantidad de veces durante la ejecucién del programa. Para
el caso del esquema DVS, en el cual se usa CGM o GMRES para resolver el sistema lineal
virtual, este s6lo se llama una sola vez; y el proceso de solucién del sistema lineal asociado
consume la mayoria del tiempo de ejecucién, por eso se considera eficiente.



una jerarquia de clases que implementa mediante herencia a la clase abstracta,
el cual usan los algoritmos que requerian solucionar un sistema lineal, esta
clase abstracta se llama Solvable —véase apéndice ?7?—. La jerarquia® de clases
mostrada en la figura (2) permite contener a cualquiera de los métodos numéri-
cos de solucién de sistemas lineales actuales y cualquier implementacién futura
y es independiente de si se usa para generar cédigo secuencial o paralelo.

DotProd

MultBandSym
IDQGMRES

DQGMRES
BandCholesky
BandSolve

Solvable

Figura 2: Jerarquia de clases para la implementacién de los métodos de resolu-
cién de sistemas lineales.

Notese que, en general, el paradigma de programacion orientada a objetos
sacrifica algo de eficiencia computacional por requerir mayor manejo de recur-
sos computacionales al momento de la ejecucién. Pero en contraste, permite
mayor flexibilidad a la hora adaptar los cédigos a nuevas especificaciones. Adi-
cionalmente, disminuye notoriamente el tiempo invertido en el mantenimiento
y busqueda de errores dentro del cédigo, ademds de hacer el cédigo extensible
y reutilizable. Esto tiene especial interés cuando se piensa en la cantidad de
meses invertidos en la programacién comparada con los segundos consumidos
en la ejecucién del mismo.

1.2.1 Implementacién Secuencial en C++

Usando la filosofia del manejo de clases abstractas desde el andlisis y durante
el diseno de la implementacién computacional de los ocho métodos de descom-
posicién de dominio en el espacio de vectores derivados, se pensé en usar una
jerarquia de clases que especializarian a una clase abstracta llamada DPMethod,
la cual permite implementar uno o mds de los ocho métodos de descomposi-
cién de dominio desarrollados y dependiendo del la ecuacién diferencial parcial
a resolver, se usaria el método iterativo —Gradiente Conjugado o el método
Residual Minimo Generalizado o cualquier otro— dependiendo de que la matriz

3Las jerarquias de clases de herencia mostradas en las figuras fueron generadas usando
Doxygen documentation (véase [58]) a partir del cédigo fuente en C++.



global virtual fueran simétrica o no simétrica; su jerarquia de clases se muestra
en la figura (3).
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Figura 3: Jerarquia de clases para la implementacién secuencial

De esta forma, es posible implementar uno o més de los algoritmos desa-
rrollados de descomposicién de dominio en el espacio de vectores derivados sin
realizar cambios en la base del cédigo, permitiendo especializar el cédigo para
alguna necesidad particular sin cargar con cédigo no requerido en la resolucién
de un problema especifico, pero en caso necesario de evaluar el desempeno de
cada uno de los métodos ante un problema determinado se pueda realizar sin
afectacion del cédigo.

Ademads de la flexibilidad anteriormente comentada, también se reutiliza
la jerarquia de clases para la resolucién de sistemas lineales, permitiendo que
cualquier cambio o refinamiento a estas clases redunde en el desempeno global
del sistema, permitiendo que en un futuros se agreguen y refinen métodos que
manejen con eficiencia la solucién del sistema lineal global virtual asociado al
método de descomposicién de dominio.

1.2.2 Implementacién Paralela en C++ Usando MPI

Para poder intercomunicar al nodo maestro con cada uno de los nodos esclavos
se usa la interfaz de paso de mensajes —Message Passing Interface (MPI)—, una
biblioteca de comunicacién para procesamiento en paralelo. MPI ha sido desa-
rrollado como un estandar para el paso de mensajes y operaciones relacionadas.
Este enfoque es adoptado por usuarios e implementadores de bibliotecas, en
la cual se proveen a los programas de procesamiento en paralelo de portabili-
dad y herramientas necesarias para desarrollar aplicaciones que puedan usar el



cémputo paralelo de alto desempeno.

El modelo de paso de mensajes posibilita a un conjunto de procesos —que
tienen solo memoria local— la comunicacién con otros procesos usando Bus o
red, mediante el envio y recepcién de mensajes. El paso de mensajes posibilita
transferir datos de la memoria local de un proceso a la memoria local de cualquier
otro proceso que lo requiera.

En el modelo de paso de mensajes mediante MPI para equipos con uno o
mas Cores, los procesos se ejecutan en paralelo, teniendo direcciones de memoria
separada para cada proceso, la comunicacién ocurre cuando una porcién de la
direccién de memoria de un proceso es copiada mediante el envio de un mensaje
dentro de otro proceso en la memoria local mediante la recepcién del mismo.

La jerarquia de clases del esquema Maestro-Esclavo en su implementacion
paralela permite repartir la carga de varias maneras en uno o mas Cores. Reu-
tilizando toda la jerarquia de clases de la implementacién secuencial de los
algoritmos DVS y sélo es necesario agregar clase que especializa algunos com-
portamientos que requieren hacer uso de las comunicaciones, mediante la bi-
blioteca de paso de mensajes MPI. La jerarquia de clases es mostrada en la
figura siguiente:
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DotProd

Solvable

Multop

BandCholesky

] PLM1 I‘—{ PLM1MPI |

Figura 4: Jerarquia de clases para la implementacién paralela rehusando toda
la jerarquia de la implementacién secuencial y de resolucién de sistemas lineales

La reutilizacién de toda la jerarquia de clases generada para la implementa-
cién secuencial permite que el cédigo paralelo soporte una gran cantidad de
cambios sin afectacién a la implementaciéon paralela, teniendo asi, un cédigo
robusto, flexible, modular y de facil mantenimiento (véase [16]).



1.3 Alcances y Limitaciones del Esquema Maestro-Esclavo

El esquema Maestro-Esclavo es eficiente cuando se tiene una carga homogénea
en cada nodo esclavo y se manejan una cantidad moderada de ellos. Un factor
limitante en el esquema Maestro-Esclavo, es que el nodo maestro debera de aten-
der todas las peticiones hechas por todos y cada uno de los nodos esclavos, esto
toma especial relevancia cuando todos o casi todos los nodos esclavos compiten
por ser atendidos por el nodo maestro.

Una opcién para optimizar el esquema Maestro-Esclavo es contar con un
nodo maestro lo suficientemente poderoso para atender simultdneamente la
mayor cantidad de las tareas sincronas del método de descomposicién de do-
minio en el menor tiempo posible. Pero los factores limitantes del esquema
Maestro-Esclavo son de tres tipos, a saber:

e 1. Los inherentes al método de descomposicién de dominio
2. Los inherentes al propio esquema Maestro-Esclavo

3. Los inherentes al equipo de cémputo en paralelo en el que se ejecute
el programa

En el primer caso, en cuanto a los inherentes al método de descomposicién
de dominio destacan:

e El método de descomposicién de dominio es sincrono, es decir, si un nodo
esclavo acaba la tarea asignada y avisa al nodo maestro, este no podrd
asignarle otra tarea hasta que todos los nodos esclavos concluyan la suya,
y se realicen las operaciones necesarias para asignar las nuevas tareas a
los nodos esclavos.

e El nodo maestro sélo realiza tareas de control y sincronizacién pero no
conoce o realiza cédlculos relacionados con los sistemas lineales locales a
cada uno de los subdominios que estdn asignados a los nodos esclavos.

e Por lo anterior, el esquema Maestro-Esclavo no es eficiente si sélo se usan
dos procesos o Cores —uno para el nodo maestro y otro para el nodo
esclavo—, por otro lado, cuando se realiza el andlisis de rendimiento en P
Cores, hay que tomar en cuenta que los tnicos nodos que manipulan los
sistemas lineales asociados al método de descomposicién de dominio son los
esclavos (P — 1) y el nodo maestro sélo realiza el control y sincronizacién
de las tareas del los métodos DVS.

En el segundo caso, en cuanto a los inherentes al propio esquema Maestro-
Esclavo destacan:

e El nodo maestro deberd distribuir las tareas a los nodos esclavos acorde
al nimero de subdominios existentes en la descomposicién y la malla fina
de cada subdominio, de tal forma que cada nodo esclavo tenga una carga
computacional equivalente a los deméas nodos esclavos.



e En el caso de una carga homogénea en cada subdominio, si se usan P Cores
en el equipo paralelo y la descomposicién del dominio tiene E subdomin-
ios, tal que (P — 1) 1 E, esa descomposicién de dominio no es adecuada
para trabajar en dicha cantidad de Cores. En este caso, el nimero de
procesadores P que se usen para tener buen balance de cargas es conocido
a priori cuando el dominio €2 se descompone en n X m —n X m X o— sub-
dominios homogéneos, entonces se generarén £ = nxm —FE =nxm*o—
subdominios €, teniendo un buen balanceo de cargas si (P — 1) | E.

e Pese al buen balanceo de la carga en los nodos esclavos, es comtin que,
un gran nimero de nodos esclavos envien simultdneamente datos al nodo
maestro saturando su canal de comunicacién; y este en algiin momento
tendrda que tratar atender las multiples comunicaciones, degradando su
rendimiento al aumentar el nimero de nodos esclavos involucrados en la
descomposicién.

En el caso de generar desbalance de la carga en los nodos esclavos o una
saturacién de comunicaciones en el nodo maestro, se propicia a que algunos
procesadores terminen antes que otros, generando tiempos muertos de ejecucion
en dichos Cores; propiciando una notoria degradacién en la eficiencia global en
el procesamiento, es por esto que, en algunos casos al aumentar el nimero de
procesadores no se aprecia una disminucién sustancial del tiempo de ejecucién
y en casos extremos puede ocasionar un aumento en el tiempo.

En el tercer caso, en cuanto a los inherentes al equipo de cémputo en paralelo
en el que se ejecute el programa destacan:

e El programa se diseno para correr en cualquier cantidad de procesos o
Cores y no hay limite establecido en cuanto al nimero de subdominios
que soporta el programa, pero el equipo en el que se ejecute tiene un
nimero predeterminado de Cores y cada uno de ellos tiene asignado una
cantidad limitada de RAM, es por ello que, las dimensiones del problema
que es posible correr en un equipo paralelo dado esta determinado por
estas limitantes.

e En los equipos paralelos, el cuello de botella en cuanto a la eficiencia global
de la ejecucidn, lo presentan las comunicaciones, entre mas comunicaciones
necesite el programa, es imperante el contar con una infraestructura que
permita la mejor velocidad de comunicaciones entre el nodo maestro y los
nodos esclavos; ademds de que esta cuente con la menor latencia posible
en las comunicaciones. Por otro lado, el acceso al disco duro es minimo
y no representa un costo significativo en las comunicaciones totales de la
ejecucion.



1.4 Afectacion del Rendimiento al Refinar la Descomposi-
cién

Una parte fundamental al trabajar con problemas reales usando una descomposi-

cién fina es conocer a priori que factores afectan el rendimiento de la aplicacién

ante las posibles elecciones en la descomposicién de dominio, la afectacion se da
por:

e En el caso de contar con un gran nimero de subdominios que estén asigna-
dos a distintos nodos esclavos, la afectacién se da por la saturacién al nodo
maestro con una gran cantidad de comunicaciones simultdneas por parte
de los nodos esclavos que el nodo maestro deberd de atender y la velocidad
de comunicacion del canal usado para ello. Esto es especialmente impor-
tante en la implementacién paralela en la cual la interconexién del equipo
paralelo se hace mediante un canal de comunicacién lento u ocupado por
otros procesos.

e En el caso de realizar una descomposiciéon muy fina en cada subdominio,
la afectacién del rendimiento se da al aumentar el nimero de nodos in-
volucrados en el complemento de Schur local S*, ya que esto significa, por
un lado generar matrices locales mds grandes
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ademds de resolver el sistema y = <A31> z de alguna forma. Si el
nimero de nodos interiores en el subdominio es grande entonces solucionar
el complemento de Schur local seré costoso computacionalmente.

Para el primer caso, el uso de algunos cientos o miles de subdominios no
afectan de manera considerable el desempeno del Esquema Maestro-Esclavo si
la red es relativamente rapida (de un Gigabit por segundo o més), y como los
avances en las comunicaciones son vertiginosos, en un corto tiempo se tendréd
acceso a redes de mayor velocidad reduciendo el efecto de manipular un gran
numero de subdominios simultdneamente.

Para el segundo caso, al resolver el complemento de Schur local, se puede
emplear diversos métodos de solucién, la seleccién del método mds adecuado
al problema en particular depende por un lado de las capacidades computa-
cionales del equipo donde se implemente la ejecucién y las caracteristicas propias
de los sistemas lineales asociados al problema. Asi, para solucionar el sistema

N ,
Y= ( é}) x correspondiente al complemento de Schur local S* se puede usar

por ejemplo: Factorizacién LU, Factorizacion Cholesky, Gradiente Conjugado
o alguna variante de GMRES, pero debera de usarse aquel método que pro-
porcione la mayor velocidad en el célculo o que consuma la menor cantidad de
memoria —ambas condicionantes son mutuamente excluyentes—, por ello la de-
cision de que método usar deberd de tomarse al momento de tener que resolver
un problema particular en un equipo dado y bésicamente el condicionante es



el tamano del la matriz AZI ; versus el método numérico usado para resolver el
sistema lineal asociado.

Por lo visto en el ejemplo anterior, si el problema involucra una gran canti-
dad de nodos interiores y el equipo —secuencial o paralelo— en el que se im-
plantard la ejecucién del programa tiene una cantidad de memoria reducida, es
recomendable en los procesos locales a los subdominios usar métodos iterativos
—Gradiente Conjugado o alguna variante de GMRES—, estos consume una can-
tidad de memoria pequena comparada con los métodos directos —Factorizacién
LU o Cholesky— pero requieren una gran cantidad de iteraciones para obtener
la misma precisién que los directos.

Hay que tomar en cuenta que al aumentar el nimero de subdominios en
una descomposicién particular, se garantiza que las matrices a generar y cal-
cular sean cada vez mds pequefias y faciles de manejar. Pero hay un limite al
aumento del nimero de subdominio y disminucién del tamano de las matrices
a generar por subdominio; y esto se refleja en una pérdida de eficiencia en el
tiempo de ejecucion, este cuello de botella es generado por la gran cantidad
de subdominios que es necesario crear y manejar por el nodo maestro, incre-
mentando sustancialmente las comunicaciones y por otro lado, cada subdominio
manejard cada vez matrices mds pequenas con el consecuente aumento de los
tiempos muertos al invertir mucho més en comunicaciones que en el cdlculo.

Para mitigar los factores limitantes inherente al propio esquema Maestro-
Esclavo, es posible implementar algunas operaciones del nodo maestro en parale-
lo, usando uno o m&s Cores distintos a los asignados a los nodos esclavos. Para
la parte inherente al método de descomposicién de dominio, la parte medular
la da el balanceo de cargas. Es decir, cada nodo esclavo debe tener una carga
de trabajo equivalente al resto de los nodos.

Tomando en cuenta lo discutido, para una problema particular y la descom-
posicién del dominio 2 en la implementacién paralela, hay que tomar en cuenta
lo siguiente:

e Buscar que la descomposicién de malla gruesa y su asociada malla fina, en
la que cada nodo esclavo —asociado a un procesador— tenga una carga
homogénea con respecto a los deméds nodos esclavos, .i.e. buscar que en su
conjunto, todos los subdominios €2, de la malla gruesa y su descomposicién
fina de cada uno de ellos, que estén asignados a cada nodo esclavo sean
computacionalmente equivalentes.

e Elegir el método numérico local a cada subdominio para garantizar el
uso de la menor cantidad de memoria posible y/o la mayor velocidad de
ejecucion versus la precisién global esperada del método de descomposicién
de dominio.

e Elegir de las distintas descomposiciones balanceadas del dominio 2 y
las diferentes opciones de los métodos numéricos usados localmente en
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cada subdominio, aquella que presente el mejor rendimiento computa-
cional acorde al equipo paralelo en el cual se implemente la solucién del
problema.

Notemos que el esquema Maestro-Esclavo —secuencial o paralelo— lanza P
objetos o procesos —uno para el nodo maestro y P—1 para los nodos esclavos—
, estos en principio corren en un solo procesador pero pueden ser lanzados en
multiples procesadore usando una directiva de ejecucién, de esta manera es
posible que en una sola méquina se programe, depure y sea puesto a punto el
c6digo usando mallas relativamente pequenas —del orden de miles o millones
de nodos— y cuando este listo para produccién se puede mandar a cualquier
equipo paralelo sin cambio alguno en el cédigo.
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