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Prefacio

Un modelo ampliamente utilizado para el transporte difusivo de con-
taminantes se obtiene haciendo uso de la ecuacién diferencial parcial de
Adveccion-Difusidn, el cual es un es un modelo de gran importancia para el
hombre, por ello, en el presente trabajo se estudia ésta.

En la solucion numérica de ecuaciones diferenciales parciales para el caso
de Adveccién-Difusion surgen los problemas cuando hay adveccién domi-
nante, estos problemas se manifiestan como oscilaciones alrededor de la solu-
cién exacta. En este trabajo la significancia del Numero de Péclet se hace
notar al comparar la solucién exacta y la numérica del modelo, ya que es un
pardmetro eficaz en la solucién numérica. La solucidén numérica se obiene uti-
lizando los métodos de Diferencias Finitas (FD) y Elemento Finito (FEM)
[6]. Para eliminar los problemas de este fenémeno de transporte, se utilizan
las herramientas de Diferencias Finitas, upwind y Scharfetter-Gummel,
y se concluye con Elemento Finito estabilizado con el cual se hace uso de

estos dos métodos a fin de encontrar la mejor solucién numérica al problema.
La estructura del presente trabajo estd dada de la siguiente manera:

En el capitulo 1 estd dada la Introduccién, en la cual se muestra la impor-
tancia de los modelos matematicos en sistemas de interés para el
hombre, asi también se plantea el modelo a trabajar en esta tesis, y
se da referencia de algunos trabajos especializados en el mismo mo-
delo a estudiar.

En el capitulo 2, La Formulacién de los Modelos de Sistemas Conti-

nuos, se presenta de manera general las bases para los modelos de
sistemas continuos.



En el capitulo 3, Modelacién del Transporte en Fluidos Libres, aqu{
se presenta la ecuacién diferencial parcial que modela el transporte
de solutos {contaminates), en fluidos libres, en base a esta ecuacion

se plantea el modelo que se analizard en esta tesis.

En el capftulo 4, Métodos de Solucidn, se plantea la solucion analitica

de nuestro problema y se muestra la soluciéon numérica por los mé-
todos FD y FEM.

En el capitulo 5, Niimero de Péclet, se da la definicién del Niimero de

Péclet y se enuncia lo significante que es en la solucién numérica del
problema.

En el capitulo 6, Comportamiento de los Métodos Numéricos, se mues-
tran los problemas que ocwren en la solucion numérica hallada utili-
zando las ecuaciones lineales en diferencias para los dos métodos FD
y FEM enrelacion con el Nimero de Péclet. Como primera instancia,
se presenta el método upwind para evitar los problemas hallados con
FDy FEM, y poriltimo se hace uso del método Scharfetter-Gummel

(SG), con el cual la solucién numérica es nodalmente exacta.

En el capitulo 7, Elemento Finito Estabilizado, se emplea la técnica usada

con FD y se demuestra la covergencia para los métodos upwind
y Scharfetter-Gummel.

Ademss de los capitulos descritos, se concluye con algunos comentarios
finales que estén en el capitulo 8. De igual forma se integran dos apéndices,
en el apéndice A estd dado el cédigo de los programas utilizando el método
de diferencias finitas, en el B se dan resultados matematicos usados en la
demostracion que viene en el capitulo 7.
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1. Introduccién

La necesidad de entender su entorno y anticiparse a los acontecimientos,
tiene raices muy profundas en el ser humano. El hombre siempre ha tratado
de entender a la naturaleza y de predecirla ya que de ella dependia su su-
pervivencia. Con el paso del tiempo, el medio més efectivo para predecir el
comportamiento de la naturaleza es el método cientifico. En la actualidad,
cuando deseamos predecir el comportamiento de un sistema, los conocimien-
tos cientificos y tecnolégicos se integran en modelos matemdticos, algunos
de los cuales se convierten en programas de cémputo que son ejecutados por
computadoras.

En términocs generales, los sistemas que son importantes para los seres hu-
manos pertenecen al 4mbito fisico, biolégico y social. En este trabajo nuestra
atencién se centra en un sistema que pertenece al dmbito fisico. Para la
prediccién cientifica se adopta un método muy general: la modelacidn. La
cual consiste en utilizar modelos de los sistemas de interés. Aqui, se entiende
por modelo a un sustituto del sistema original, de cuyo comportamiento es
posible derivar el del sistema de interés. Es importante notar que aunque
la. mayor parte de sistemas en ciencias e ingenierfa son sistemas ffsicos, no
son susceptibles de ser modelados por la mecdnica cudntica. Esto es por que
dichos sistemas pertenecen a la fisica macroscopica, mientras la Mecénica
Cuéntica proporciona una metodologia apropiada para el estudio de la fisica
micToscopica.

Los fundamentos de la fisica macroscdpica los proporciona la “Teoria
de los medios continuos”. En este trabajo y con base en esta teoria, en el
capftulo 2 se introduce la formulacién de los modelos matemadticos de los
sistemas continuos. La base para la construccién de los modelos, tiene su
fundamento en la teoria general de los sistemas continuos y estd constituida
por ecuaciones de balance que son aplicables a cualquier sistema continuo de
ecuaciones independiente de su naturaleza. A partir de la ecuacién de balance
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global se derivan las ecuaciones de balance local, las cuales constituyen por

si mismas los modelos bésicos de los sistemas continuos.

Consideraremos como sistema a tratar el fendmeno de transporte. El feno-
meno de transporte tiene lugar cuando una sustancia estd disuelta en otra,
por ejemplo, como cuando una sal o un contaminante estdn disueltas en
agua. Entonces se le llama soluto a la sustancia disuelta y solvente al medio
en que se encuentra aquella. Al movimiento de la sustancia disuelta se le
llama transporte. Cuando se estudia el transporte, es habitual llamar a la
masa del soluto por unidad de volumen del solvente, concentracién. En esa
clase de estudios la concentracién es funcién tanto de la posicién como del
tiempo y se denotard por c(x,1).

Cuando la sustancia est4 disuelta en el medio, ella es arrastrada por el
movimiento de éste, es decir; si consideramos que el fluido estd en movimiento
entonces tendré cierta velocidad v(z,t) # 0, la cual es la velocidad a la que
pasa la partfcula X por la posicién z al tiempo t, que es de gran interés para
poder formular el modelo de transporte. Existen casos en los cuales el fluido
estd en reposo, en este caso la velocidad de las particulas es cero; es decir,
y(z,t) = 0. Cabe mencionar que existen 2 tipos de transporte, transporte en
fluidos libres y transporte en medios poroscs. En este trabajo se considera
solo el fenémeno de transporte en fluidos libres.

Al considerar este fendmeno como sistema, se prosigue a plantear de ma-
nera general su modelo matematico, para ello hacemos uso de las condiciones
de balance local y pedimos que nuestro modelo sea un modelo completo, este
tema que serd visto con mayor detalle en el capitulo 3. Como se mencioné
anteriormente cuando se estudia el transporte se considera a la concentracién
del soluto. Existen procesos que tienen lugar en el fenémeno de transporte de
solutos, es decir; procesos que intervienen de manera directa en el aumento o

disminucién de la concentracién del soluto del sistema en estudio (adveccidn,



difusién, procesos no conservativos). Dichos procesos se plantean en la seccion
(3.1.1).

Una vez que se ha planteado el modelo del fen6meno de transporte e iden-
tificado los procesos que intervienen de manera directa en él, 1o més légico es
pensar en hallar su solucién, ya sea de manera analftica y/o numérica. Este
andlisis serd visto en el capitulo (4). El problema de transporte cuando la
velocidad del fluido no es grande se resuelve numéricamente en forma satis-
factoria casi por cualquier método. Sin embargo el problema de transporte
dominado por adveccién tiene considerable dificultad. Para abordarlo se han
desarrollado diversos métodos, entre los que destacan el Stream-Upwind de
Hughes [10] y el Eulerian Lagrangian Localized Adjoint Method desarrolla-
do por el grupo ELLAM formado por Celia, M. A. (Princenton), Ewing,
R E. (TAMU), Herrera, I. (UNAM) y Russell. T.F. (Colorado, Denver). Los
articulos originales son [1] y [4]. Una descripcién reciente del estado actual
de estos desarrollos est4 en [8].

En este trabajo se estudian dos métodos numéricos para hallar la solucién
del problema de transporte difusivo de contaminantes (caso unidimensional),
ellos son el Método de Elemento Finito (FEM) y el Método de Diferencias
Finitas (FD). Estos métodos serdn vistos en el capitulo 6. Con las ecua-
ciones lineales en diferencias, considerando el Nimero local de Péclet, se
mostrard los problemas que se presentan en la solucién numeérica cuando se
trata con velocidades elevadas. Algunas dificultades desaparecerdn con Dife-
rencias Finitas (FD), y en este trabajo maostraremos como la estabilidad de
este método se relaciona con el numero de Péclet. El Numero de Péclet es
un pardmetro eficaz en la solucién numérica de la ecuacion de transporte
adem4s de medir la importancia relativa de la adveccion.

Una vez que desaparece la dificultad utilizando Diferencias Finitas (FD)
empleamos la misma técnica con el Método de Elemento Finito tema que

serd visto en el capftulo 7. En el capitulo 8 sc dan los comentarios finales de
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este trabajo, en el cual se da solucién al problema de Transporte de Solutos

en Fluidos Libres mostrando la importancia del mimero de Péclet.

Para hallar la solucién numérica se realizaron 3 programas de cémputo
utilizando el Método de Diferencias Finitas. El programa 1 muestra los pro-
blemas de oscilaciones para valores del Nimero de Péclet mayores que uno;
en el programa 2, se introduce una variante del Metodo de Diferencias Fini-
tas con el cual se nota un efecto de eliminacién de oscilaciones, y por dltimo
con el programa 3 se obtiene una solucién la cual es nodalmente exacta y
€s una mejor aproximacién a la solucién analitica del problema. El paquete
de cémputo utilizado para obtener la solucién en la forma numérica fue oc-
tave el cual trabaja bajo ambiente Linux, (corre sin modificacién alguna en
MATLAB), el codigo de los programas estd detallado en el apéndice A.



2. Formulacién de los Modelos de Sistemas
Continuos

Muchos sistemas de la Ingenierfa y de las Ciencias Aplicadas, se estudian
con la mecdnica de los medios continuos, ver [12|. Entre los sistemas que
requieren de la aplicacién de la teorfa del continuo para realizar la predi-
ccién de su comportamiento, estdn las estructuras, los suelos, los depdsitos
de recursos naturales, como el petréleo o el agua subterrdnea, la atmoésfera,
por mencionar algunas.

La hipétesis principal de la teoria de los sistemas continuos, es que los
cuerpos llenan todo el espacio que ocupan, y en cada punto del espacio fisi-
¢o hay una y sélo una partfcula Asi definimos como sistema continuo a un
conjunto de particulas, de manera mds general, tal conjunto es un subcon-
junto del espacio Euclidiano tridimensional. Un cuerpo es un subconjunto de
particulas que en cualquier instante dado ocupa un dominio, (en el sentido
matemdtico), del espacio fisico; es decir del espacio Euclidiano tridimensio-
nal. Denotaremos por B(t) a la regién ocupada por el cuerpo B, en el tiempo
t. Sea X € B, una particula y p(X,t) el vector de la posicién z, que ocupa,
en el espacio fisico, dicha particula en el instante ¢.

8 B

plX.t)

Figura 1: Representacién del movimiento de particulas de un cuerpo B, para
un tiempo dado.
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Dicho lo anterior, en este capitulo se plantea de manera general las bases

necesarias para obtener los modelos de los sistemas continuos.

2.1. Propiedades Intensivas y Extensivas

De acuerdo a lo anterior, enunciaremos propiedades, las cuales son fun-
ciones de gran importancia para poder plantear de manera general los mo-
delos de sistemas continuos. En nuestro caso para el modelo de transporte
de solutos.

2.1.1. Propiedades Intensivas

Estudiaremos funciones definidas, para cada tiempo, en cada una de las
particulas de un sistema continuo. A tales funciones se les llama propiedades
intensivas. Las propiedades intensivas pueden ser funciones escalares o fun-
ciones vectoriales, la concentracién de cierta sustancia al tiempo ¢, la ve-
locidad, son ejemplos de funciones escalar y vectorial respectivamente, que
dependen de la particula X y del tiempo ¢.

2.1.2. Propiedades Extensivas

A diferencia delo anterior aquf consideramos funciones que a cada. cuerpo,
B de un sistema continuo y, a cada tiempo ¢ le asocia un nimero real o un
vector de R®. Algunos ejemplos son el volumen del fluido, masa de un soluto,
etc. A una funcién de este tipo E(B,t), se le lama propiedad eztensiva y se

denota por
E(B,t)= /¢(z,t) dx (2.1)

B(t)

donde ¥(z,t), es una propiedad intensive; es decir, es una funcién definida
en la posicién z, de la particula X al tiempo t. De lo anterior concluimos

que se establece una relacién biunivoca entre las propiedades eztensivas y las
it ensivas.
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2.2. Balance de Propiedades Extensivas e Intensivas

Los modelos matematicos de los sistemas continuos estan constituidos por
balances de propiedades extensivas, por ejemplo: los modelos de transporte
de solutos (los contaminantes transportados por corrientes superficiales o
subterrdneas, son un caso particular de estos procesos de transporte). Estos
modelos se construyen haciendo el balance de la masa del soluto que hay en
cualquier parte del espacio fisico.

Para realizar tales balances es necesario, identificar las causas por las
que las propiedades extensivas pueden cambiar, es decir, sabemos que una
propiedad extensiva estd definida en un cuerpo B para cada tiempo ¢, en-
tonces las causas por las que puede cambiar, se debe solamente a dos motivos
que son los siguientes:

I} Por produccién en el interior del cuerpo.
II) Por importacién (es decir, transporte) a través de la frontera.
Esto conduce a expresar el balance de masas, de manera general como
dE(Bt) " "
@ - / glz, t)dr + / gz, t)dx + / gs(z,t)dz (2.2)
B(t) 3B(t) ()
donde g(z,t) es la generacién en el interior del cuerpo, tal que el signo co-
rresponde a la propiedad extensiva, por unidad de volumen por unidad de
tiempo. En la ecuacién (2.2) se ha tomado en cuenta la posibilidad de que
haya produccién concentrada en la superficie £(t), la cual estd dada por la
dltima integral, donde gx(z, t) es la produccién por unidad de 4rea. Por otra
parte, g(z,t) es lo que se importa, o transporta, hacia el interior del cuerpo
B(t),a través de la frontera, dB(t), del cuerpo, o dicho de otra manera es
el flujo de la propiedad extensiva a través de la frontera del cuerpo, por
unidad de 4rea por unidad de tiempo. En la ecuacién (2.2) g(z,t) puede ser
expresado como
qlz,t) =z(z 1) - nlz,t) (2.3)

12



en donde hemos utilizado la normal exterior a la frontera, dB(t), y un campo
vectorial para cada tiempo ¢, como n(x,t) y z(x,t) respectivamente. Susti-
tuyendo la igualdad (2.3) en la ecuacién (2.2) obtenemos
dE(B " '
Jdt_z = / glz, t)dz + / z(z,t) -nlz, t)dz + / gx(z,t)dz  (24)
B(Y) 3

B(1) z(t)

la cual se le conoce con el nombre de Ecuacién de Balance Global. ver

[6]
2.2.1. Condiciones de Balance Local

Los modelos de los sistemas continuos, estan constituidos por las Ecua-
ciones de Balance correspondientes a una coleccién de propiedades exten-
sivas. Sin embargo, las propiedades extensivas no se utilizan directamente
en la formulacién del modelo, en su lugar se usan las propiedades inten-
sivas asocladas a cada una de ellas, ya que como se menciono, existe una
relacién biunfvoca entre las propiedades extensivas e intensivas. Lo anterior
es posible porque las Fcuaciones de Balance Global son equivalentes a las
llamadas Condiciones de Balance Local, las cuales se expresan en términos
de las propiedades intensivas correspondientes.

Las Condiciones de Balance Local son de dos clases: “Las Ecuaciones
diferenciales de Balance Local” y las “Condiciones de Salto”. Las primeras
son ecuaciones diferenciales parciales, que se deben satisfacer en cada punto
del espacio ocupado por el sistema. continuo, las segundas son ecuaciones
algebraicas que las discontinuidades deben satisfacer en donde ocurren; es
decir en cada punto de ¥. Se entiende por "discontinuidad de salto”, una
en que el limite por ambos lados de X(t) existe, pero son diferentes. Cabe
mencionar aqui que el presente trabajo estd enfocado solamente en modelos
de sistemas donde no existen discontinuidades, es decir, ge(z,t) = 0.

Una vez establecidas las ecuaciones diferenciales e incorporada la informa-

cién cientifica y tecnoldgica necesaria para completar el modelo, el problema
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matemético de desarrollar el modelo y derivar sus predicciones se transforma

en uno correspondiente a la Teorfa de Ecuaciones Diferenciales Parciales y
sus Métodos Numeéricos.

Teorema 1 Considere un sistema continuo, ademds se supone que Y(z,t) es
continua y con primera derivada continua en B(t). Entonces, la “Ecuacion de
Balance Global”(2.4), se satisface para todo cuerpo B(t) del sistema continuo,
5i y solo si, se cumple las siguientes condiciones:
1) La ecuacion diferencial
o

GtV @) =Vz+g (2.5)

vale en todo punto x € R3, de la regién ocupada por el sistema
it) la ecuacion
Wu—-25)-1] =g (2.6)
vale para todo punto g € ¥.

La ecuacién (2.5), se le lama “Ecuacién Diferencial de Balance Lo-

cal” y la ecuacién (2.6), “Condicién de salto” respectivamente, ver [5].

Los modelos més generales de los sistemas se refieren a situaciones dindmi-
cas; es decir, aquéllas en que las propiedades intensivas cambian con el tiem-
po. Sin embargo, los estados estacionarios de los sistemas continuos son de
gran interés. Al hablar de estado estacionario se entiende que las propiedades
intensivas no cambian con respecto al tiempo. En este caso, %f =0, de aquf
que para los estados estacionarios la Ecuacién Diferencial de Balance Local
(2.5) se reduce a

V- (w)=V-z+g (2.7)

que se satisface en cada punto z € R3, de la regién ocupada por el sistema.

Consideremos el caso en el cual tanto la velocidad v(z, t), de las particulas

como el campo vectorial £(z,t), son distintos de cero, entonces la ecuacién
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(2.7) es conocida como la Ecuacién de Adveccién-Difusién que es de gran
importancia en el transporte de solutos, tema que serd tratado con mayor
detalle en capitulos posteriores. Los términos v(z,1) y 7(z,t) son los respon-

sables de la Adveccién y Difusién respectivamente.
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3. Modelacién del Transporte en Fluidos Li-
bres

En el presente capitulo se plantea el modelo de transporte de solutos en flu-
idos libres, para ello utilizaremos la relacién que existe entre la propiedad
extenswa y la intensiva, y una vez ilustrada estd relacién hacemos uso del
Teorema 1 para obtener de manera directa la ecuacién que gobierna. el trans-
porte de solutos y expresar la correspondiente ecuacién de salto considerando
la. continuidad del cuerpo. En la seccién 3.1, se describen los procescs que
intervienen en el transporte de solutos, se utiliza la “ley de fick” ya que es el
modelo mas sencillo y ampliamente utilizado para la difusién molecular en
fluidos libres. De igual forma hacemos uso de la isotropfa de las particulas
para el planteamiento de la ecuacién de transporte, y pedimos que nuestro
modelo sea completo, esto serd visto en la seccién 3.2. Por ultimo en la se-
ccién 3.3 se expresa el modelo para el caso unidimensional. El Transporte
Difusivo de Contaminates es un caso particular del transporte en fluidos
libres. '

Al hablar de fluidos libres se supone que el fluido ocupa todo el espacio
fisico que lo contiene, los modelos que se utilizan para predecir el transporte
de solutos se construye con base en una sola propiedad eztensiva: la masa
del soluto; es decir, E(B,t) = M,(t). La propiedad intenstva asociada a la
masa del soluto es la concentracion del soluto, c¢(xt), asf la masa del soluto
M;(t), estd dada por la siguiente expresién

M(t) = / olz, ) dz. (3.1)

B(t)
La concentracién de un soluto se define como la masa del soluto por unidad
de volumen del fluido. Notemos que la concentracion del soluto es al mismo
tiempo igual a la masa por unidad de volumen del espacio fisico, puesto que

los volimenes del fluido y del espacio fisico en el cual est4 contenido son
iguales.
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Una vez establecida la relacién entre la masa del soluto y su concen-
tracién para el transporte de solutos en un fluido libre, el siguiente objetivo
es plantear la ecuacién diferencial que gobierna el transporte de solutos en
fluidos libres, y su condicién de salto correspondiente, para ello notemos que
la propiedad intensiva, asociada a la masa del soluto, M,(t), es la concen-
tracién, c(z,t); es decir, ¥(z,t) = c(z,t), en vista de las ecuaciones (2.5)
y (2.6) el transporte de un soluto en un fluido libre estd gobernado por la
ecuacién diferencial

E‘f+v-(xc)=v-zs+gs (3.2)
YV z € B(t), y por la condicién de salto

le(y —yg) — 73] -2 =0. (3.3)

Yz € B(t),se utilizo el hecho que no existen fuentes concentradas, es decir,
gx(z,t) = 0. En la ecuacién (3.2) g, es la masa del soluto que se genera o
se destruye el interior del cuerpo B(t) por unidad de volumen por unidad de
tiempo.

En el caso més general de transporte puede haber generacién de masa
en el interior, por ejernplo la cual puede ser debido a reacciones quimicas
que sinteticen el soluto o a decaimiento radiocativo. Por otra parte, £, es un
campo vectorial con la propiedad de que en cualquier punto de la frontera,
O0B(t), de un cuerpo, el flujo de masa de un soluto (masa por unidad de drea
por unidad de tiempo) que entra o sale a través de la frontera es igual a -1,
donde g es la normal exterior a la frontera. Aqui podemos decir entra o sale,

dependiendo de que el signo sea positivo o negativo, respectivamente.

3.1. Transporte de Solutos

En esta seccién presentamos de manera general los procesos que intervienen
directamente en el transporte de solutos. Existen dos clases de modelos de
transporte de sustancias disueltas en un fluido: transporte de solutos en

fluidos libres y transporte en fluidos en medios porosos; es decir, fluidos
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cuyo movimiento estd restringido al espacio disponible en un medio poroso.

Aunque nuestro estudio se limitard al andlisis de transporte en fluidos libres.

Para poder aplicar los modelos es necesario conocer la velocidad de las
particulas del fluido, ¥(z,t), como funcién de la posicién z y del tiempo ¢.
Sin embargo, para aplicar los modelos de transporte de solutos no es indis-
pensable calcular la velocidad del fluido utilizando los modelos de flujo v,
en muchos casos, tampoco es préactico. Por ejemplo, si queremos modelar el
transporte de contaminantes, algunos casos particulares son: en un rfo, en
las aguas subterrdneas que se utilizan para abastecer alguna comunidad o
en la atmésfera; lo mas frecuente es que los datos correspondientes a las ve-
locidades del fluido sean obtenidcs de estaciones de observacién, establecidas
con este propdsito.

3.1.1. Procesos del Transporte

Es importante sefialar que es posible distinguir 3 tipos de procesos; ad-

veccion, difusién, y no conservativo que tiene lugar en el transporte de solutos.

Definicién 2 Adveccion.

Se dice que hay adveccion siempre que la velocidad de las particulas del
fluido es diferente de cero u# 0. Este fendmeno se debe a que la sustancia
disuelta es arrastrada por el fluido en su movimiento. Siempre que el fluido
no estd en reposo, hay adveccién (o transporte).

Definicién 3 Difusion.

Decimos que hay difusion en un fluido siempre que a nivel microscépico
podemos observar que las partfculas se mueven. A su movimiento se le llama
mouvimiento broumiano y tiene cardcter aleatorio. Cuando una sustancia estd
disuelta en un fluido, ella es arrastrada por el movimiento browniano y su
concentracién tiende a igualarse en todos los puntos del espacio. El hecho

de que un fluido esté en reposo desde un punto de vista macroscdpico, no
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stgnifica que las particulas microscdpicas que lo conforman no se muevan,
pues ellas estdn en agitacion constante.

Definicién 4 Procesos no conservativos.

De manera general, son aquellos que alteran la conservacion de la masa.
Sus origenes son diversos, mencionaremos dos de ellos de mayor importan-
cia, como son el decaimiento radioactivo del soluto y la interaccion quimica

del soluto con otras sustancias presentes en el sistema que se modela.

Decaimiento Radioactivo:

El modelo m4s sencillo y ampliamente usado para el decaimiento radioac-
tivo, corresponde a tomar g como una funcién Lineal de la concentracién del
soluto, ¢(g,t); es decir, g,(z,t) = —Xc(x, t), tal que A es un escalar positivo.
Considerando gs(z,t) de esta forma se obtiene resultados muy satisfactorios
para predecir el fenomeno de decaimiento radioactivo. Una forma muy sen-
cilla de expresar el decaimiento radioactivo es considerar un fluido en reposo;
es decir, ¥(z,t) = 0 y suponiendo que no hay difusién £, = 0 entonces la
ecuacion (3.2) se reduce a

t
365;’ - (34)
la solucién analftica de esta ecuacién es
c(z,t) = cola)e™. (3:5)

Donde ¢y(z) es la concentracion inicial, la solucién nos ilustra que pasado
cierto tiempo la concentracion del soluto en la posicién x al tiempo t dismi-
nuye. Claro ejemplo de Decaimiento Radioactivo.

Interaccion Quimica:

Un caso particular de éste proceso, es cuando hay varias sustancias di-
sueltas que reaccionan para sintetizar la masa del soluto cuyo transporte
se modela; es decir, transferencia de masa de una sustancia a otra a escala
molecular. Dando lugar a una contribucién de gs # 0.
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En los fluidos libres, ya sea cuando se encuentra en reposo o en movimiento
siempre estd presente el proceso de difusién que es debido a la agitacién
molecular y que, por lo mismo, se le conoce como difusidn molecular, es
importante hacer notar que existen modelos de sistemas en los cuales no se
le incluye debido a que su magnitud es tan pequena que los resultados no
se ven afectados; es decir la difusidn molecular, en mayor o menor magnitud
siempre existe.

El modelo més sencillo, y ampliamente utilizado, para. la difusién molecu-
lar es la llamada “ley de Fick”. La cual modela a £, como una funcién lineal
del gradiente de la concentracién del soluto, Ve. Notemos que tanto £, como
el gradiente de la concentracién, son cantidades vectoriales tridimensionales.
Es decir, T, se escribe como

r,=D- Ve (3.6)

Aquf hemos usado la transformacién lineal mas general, tal que un vector
tridimensional se puede escribir como el producto de una matriz cuadrada
de 3x3 por otro vector, en la igualdad anterior la matriz D es el tensor
de difusion molecular. En fluidos libres la difusién, en casos habituales, es
isotrdépica; es decir el tensor de difusién molecular es un miltiplo de la matriz
identidad. Entonces

D=D] (3.7)

donde D es un coeficiente escalar positivo, se le lama coeficiente de difusion.
La magnitud numérica del coeficiente de difusién indica la facilidad para la
transferencia de masa; es decir, a mayor magnitud mayor transferencia de
masa. Considerando la “ley de Fick” para la difusién molecular y usando la

hip6tesis para el caso isotrépico (sin preferencia de direccién) de las particu-
las, la ecuacién (3.2) se convierte en
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g—j + V- (xc) = V- (DVc) +g, (3.8)

Vz € B(t) y con la condicién de salto
[elx—¥y) — DVd-n=0 (3.9)

para todo z € .

3.2. Modelos Completos

Una vez que se han planteado las ecuaciones que gobiernan el transporte de
solutos por fluidos libres y mencionado los procesos que intervienen de ma-
nera directa en este fenémeno, necesitamos que nuestro modelo sea completo.
Decimos que el modelo de un sistema es completo si define un problema bien
planteado. Un problema de valores iniciales y condiciones de frontera es bien
planteado si cumple que:

i) Existe una y sélo una solucién vy,

ii) Esta depende de manera continua de las condiciones iniciales y de fron-
tera del problema.

Es decir, un modelo completo es aquél en el cual se incorporan condi-
ciones iniciales y de frontera que definen conjuntamente con las ecuaciones
diferenciales un problema bien planteado.

3.2.1. Condiciones Iniciales y de Frontera

En esta subseccién se enuncian de manera general las condiciones iniciales
y de frontera que son esenciales para definir un problema bien planteado de
ecuaciones diferenciales.
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1 Condiciones Iniciales

ez, 0) = col) (3.10)
la cual expresa el valor de la funcién al tiempo inicial ¢ = 0.
2 Condiciones de Frontera

a) Condiciones tipo Dirichlet

c(z,t) = f(z) (3.11)
especifica los valores que la funcién ¢(z,t) toma en la frontera 8B(t).

b) Condiciones tipo Neumann
Ve(z,t) n = glx) (3.12)

aquf se conoce el valor de 1a derivada de la funcién ¢(z, t) con respecto
a la normal 2 a lo largo de la frontera 0B(t).

¢) Condiciones tipo Robin
a(z)dz,t) +b(z)Velz, 1) -n = v(z) (3.13)

V z € 9B(t), estd condicién es una combinacién de las dos anteriores.

3.3. Planteamiento del Problema de Transporte a Es-
tudiar

En esta seccién se hace el planteamiento del problema de transporte en
el cual se centra el andlisis de este trabajo. Dada la ecuacién diferencial que
gobierna el transporte de solutos en fluidos libres

% + V. {yc)=V-(DVec)+gs (3.14)
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con condiciones de frontera tipo Dirichlet. Consideremos el caso en el cual ¥
es un funcién constante; es decir, independiente de la posicién y del tiempo,
entonces la ecuacién de arriba se convierte en

%%—1V-c:DV-V0+gs (3.15)

para su estudio, consideremos el caso en que la concentracién es independi-
ente del tiempo (caso estacionario); es decir, %f = 0. Supondremos que hay
conservacion; es decir, no hay procesos no conservativos lo cual implica que
gs =0.

Utilizando las hipétesis dadas, la ecuacién se reduce a
-DV%+yV-c=0 (3.16)

la cual es conocida como ecuacién de Adveccién-Difusion caso estacionario. Al
considerar este caso estacionario con la derivada de segundo orden, podemos

decir que esta ecuacidén diferencial es una ecuacién tipo eliptica.

Para hacer nuestro anslisis, consideraremos el caso unidimensional definido

sobre el dominio [0, 1].
e Jc

—D@ + Va

=0 ' (3.17)
vz elo1]

El plantear el problema de manera unidimensional nos favorece ya que se
tiene un mejor control de las situaciones que puedan ocurrir en su andlisis.

Por ello trabajaremos con el problema de transporte caso unidimensional



4. Meétodos de Solucion

En este capitulo obtenemos la solucién de la ecuacién de transporte para
fluidos libres utilizando el Método Andlitico y se plantea de manera general

el esquema para el Método de Diferencias Finitas y Elemento Finito para

hallar la solucién numérica.
Para obtener la solucién y hacer nuestro andlisis daremos condiciones de
frontera tipo Dirichlet, ¢(0) =0y ¢(1) = 1 a la ecuacién

—D—+v_—=0 (4.1)
T z
vz e|0,1].
4.1. Solucién Analitica
La ecuacién caracteristica ver [2], asociada a la ecuacién (4.1) es
r(=Dr+v)=0 (4.2)
cuyas rafces son 1 =0y 7o =, por lo tanto la solucién es
A b
c(z) = ¢y + cpeD” (4.3)
utilizando las condiciones de frontera tenemos

c¢(0) = ci+e=0 (4.4)

(1) = c1+ced =1

resolviendo para c; y ¢z se obtiene la solucién que es

evz/D -1

o(z) =51

(4.5)

¥V z € [0,1], funcién que nos indica el grado de concentraccién de cierta
particula en la posicién z.
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4.1.1. Anélisis de la Solucién

Tomando en cuenta que la solucién anterior queda en términos de v y D;
es decir, del coeficiente correspondiente a la adveccién y difusion respectiva-

mente. Consideremos tres casos para su andlisis:

I Sea & = 1; es decir, la velocidad de las particulas es igual a la capacidad

que tienen para difundirse en el medio, entonces la solucién se convierte

en -1
& —
de) = e—1

¥ z € [0, 1], cuya gréfica se ilustra a continuacién en la Figura (2).

(4.6)

1
€k

08t

06t

04F

021

Figura 2: Solucién analitica del problema (4.5) con el término advectivo igual
al difusivo, v = D, caso L.
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06F

04r
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Figura 3: Solucién analitica del problema (4.5 ) considerando una difusién
mayor con respecto a la velocidad de las particulas, v <« D, caso I

11 Sea $ < 1; es decir, caso en el cual la difusién de las partfculas es
mucho mayor que su velocidad con la cual se mueven. Consideremos

y = -5, entonces sustituyendo en la solucién tenemos

e¥r —1

e¥ —1

oz) =

como ¥ < 1, en la solucién existe una indeterminacién cuando y es
cero, para evitar esta indeterminacion se usa la Regla de L Hopital,

derivando el numerador y el denominador de la solucién obtenemos

ze¥*

lim = lim 2e¥®" ) = g
y—0 e¥ y—0

¥ z € [0, 1], entonces la solucién aproximada es
c(z) ~x (4.7)
la cual es una linea recta interpolando los valores de la frontera, ver
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figura (3); que es la solucién del problema

8% _
92

Il Sea 5 > 1, caso inverso al anterior; es decir, aqui las particulas se
mueven a una velocidad mucho mayor con la cual se difunden, entonces

los. términos exponenciales alcanzan valores grandes, asf la solucién

(4.5) se aproxima a

evz/D e
c(z) = ev/D € 502, (4.8)
1 T
G
08¢
08
04r
021
% 5 0.6 DI7 o8 09 1
o X

Figura 4: Solucién analitica del problema (4.5) con una velocidad mayor que
la difusién, v > D, caso IIL.

Notese que el exponente es grande y negativo, por lo tanto la funcién
anterior estd muy cercana a cero en una vecindad del cero, y muy

cercana a uno en una vecindad muy pequena alrededor del uno; de
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tal forma que la solucién alcanza el valor 1 con un comportamiento
exponencial.

El anslisis anterior es de gran importancia ya que nos ilustra el compor-
tamiento de la solucién para diferentes valores del cociente de v y D; es decir,
la razén de la velocidad de las particulas con su capacidad para difundirse en
el medio. Este cociente es de gran importancia ya que estd relacionado con
el nimero de Péclet y sera tratado con mayor detalle en el comportamiento

de la solucién obtenida de manera numérica en el capitulo 6.

4.2. Planteamiento de los Métodos a Considerar en la
Solucién Numérica

Las técnicas numéricas aplicadas mds frecuentemente, tienen en comiin la
bisqueda de una solucién aproximada de las variables principales, en puntos
discretos tanto del espacio (nodos) y el tiempo. Utilizando las técnicas de dis-
cretizacién e interpolacién, las ecuaciones diferenciales pueden sustituirse por
sistemas de ecuaciones algebraicas, cuyas incégnitas son los valores nodales
de las variables principales.

La escala de la discretizacién determina la resolucién y, junto con la téc-
nica de interpolacién elegida, la fiabilidad de la solucién resultante, una dis-
cretizacién demasiado fina da lugar a un ndmero excesivamente grande de
incognitas. Por otra parte, la estabilidad del proceso de resolucién numéri-
ca puede restringir la libre eleccién de la escala de discretizacién espacial o
temporal.

Los Métodos numéricos se diferencian en la forma de obtener las ecua-
ciones algebraicas:

4.2.1. Diferencias Finitas

Este método consiste en una aproximacién de derivadas parciales por

expresiones algebraicas envolviendo los valores de la variable dependiente
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en un limitado nimero de puntos seleccionados, las aproximaciones a las
derivadas se obtienen a través de las series de Taylor truncadas; es decir, se
discretiza el dominio espacial en una malla cuadrangular, donde las inc6gnitas
son el valor de la funcién buscada en los nodos. La ecuacién diferencial es
aproximada en los puntos seleccionados usando interpolacién polinomial.

Para discretizar la ecuacion de transporte (4.1), se considera una particién
uniforme de tamafo h para aproximar las derivadas tanto de primer orden
como de segundo.

a) Aproximacién a la primera derivada, diferencias centrales

9c(z) _ G TGy 2
o = oh + O(k") (4.9)

b) Aproximacién a la segunda derivada, diferencias centrales

FPe(z) G -2+ 2
el = + O(I2). (4.10)

Las aproximaciones anteriores tienen un término O(h?), llamado "error
local de truncamiento”de la aproximacion, el cual es el residuo en la expansién
en series de Taylor. Su analisis es importante, pues da informacién sobre el
orden del error de la aproximacién, que estd definido por la potencia de h.

Sustituyendo las aproximaciones (4.9) y (4.10) en la ecuacién (4.1) te-

nemos
Ciy1 — 2Ci +Ci) Citl — Ci1
+ v
h? 2h
Vi=12..,F -1, esta discretizacién nos da un sistema de ecuaciones

-D

=0 (4.11)

algebraicas el cual debe ser resuelto para asi obtener el valor de la funcién
en los nodos.

Cabe serialar que el método de diferencias finitas tiene otras variantes,
tales como diferencias finitas hacfa atrds o hacia adelante. Aqui se usaron

diferencias finitas centrales, las cuales son maés precisas.
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Cuando aproximamos la ecuacién (4.1), por expresiones algebraicas, lo
que generamos es un sistema de ecuaciones con igual mimero de ecuaciones
que de incégnitas.

El plantear nuestra ecuacién por el método de diferencias finitas, nos
permite resolver para valores de concentracién en cada punto de interés de
la malla. Si ademds los valores en la frontera del intervalo que se considera
son datos del problema, este caso es conocido como condiciones de frontera

tipo Dirichlet.

Si expresamos la ecuacién (4.11) como un sistema de ecuaciones de la
forma

Ac=1h
tenemos que
ap b 0 0
c2 a by )
1 o . . . . . a; = 2D,
A== . .. . . . , con b;=—D +
= p2 3
0 c=—D— %‘,
cg-2 ap-2 bp_2
0 . L. 0 Cp_1 Qg1
siendo el miembro de la derecha
0
0
b=
1 x
RT T 2R

Estas £ — 1 ecuaciones lineales se ven complementadas con las condiciones
de frontera

C():O, CEZI.

Para calcular la solucién numérica,
T
c= ( ¢, - -, CE ) )
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es necesario resolver el sistema tridiagonal, obteniendo los valores de concen-
tracién en cada punto de interés de la malla.

4.2.2. Elemento Finito

Este método hace una subdivisién del dominio en pequefios elementos
de geometrfa sencilla. En nuestro caso es dividir el dominio [0, 1], en el cual
estd definida la ecuacién diferencial; las variables principales se determinan
en cada elemento mediante funciones de interpolacién, siendo las incégnitas
los valores nodales. En este trabajo consideramos funciones lineales ¢(z) y
se hace uso del Método Galerkin de Elemento Finito, en el cual las funciones
base y las de peso son las mismas, ver [6].

A continuacién se muestra la solucién utilizando el Método Galerkin de
Elemento Finito.

Consideremos la ecuacién de transporte
~Dc"(z) +ve(z) =0 (4.12)

V z €]0,1], tal que ¢{0) =0y ¢(1) = 1. Aqui hemos hecho un cambio en la
notacién, los super-indices, prima y biprima denotan la primera y segunda
derivada con respecto a z.

Utilizaremos elementos lineales por tramos, esto es, funciones qu(a:), j=

1,2, .., E — 1 que representa un conjunto de funciones base, ver figura (5).

Definimos la funcién é(z) aproximando a ¢(z) como una combinacién de

las funciones ¢;
E
éz) = ) es#5(2) (4.13)
J=
donde las constantes {Cj}jE:O son las que tenemos que encontrar; la funcién
&(x), debe satisfacer las condiciones de frontera, ¢;(z) =05 =1,2,.., E~1

enz =0y z =1, es decir, son funciones que se desvanecen en la frontera.
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Figura 5: Esquema que representa las funciones lineales base para la cons-
truccién de la funcién aproximada é(z), asociadas con los nodos internos y
de frontera..

Como primer paso multiplicamos la ecuacién (4.12) por las funciones de
peso ¢;(z),i=1,2,...., E—1, tal que ¢;(z) € C*[0, 1], por el método Galerkin
ver [6], sabemos que estas funciones son las mismas que las funciones base,

el producto resultante lo integramos sobre el dominio [0, 1], es decir

/ [—Dc"(z) +vc’(z)} ¢(x)de =0,
0

donde 7 = 1,2,..,E — 1, desarrollando el producto en el integrando

obtenemos .

/ [—Dc” (@)¢i(z) + VC'(z)dn-(r)] dz = 0.
0
Aplicando la integracién por partes inicamente para el primer sumando

en la integral, para lo cual hacemos uso de la siguiente igualdad

i

(c'(z),()) = ¢ (2)$i(x) + $i(z)c (2),
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sustituyendo ésta igualdad en la integral anterior obtenemos

' 1

| Pé @) - D @)6s@)) + v€ (2)o(a)ds = 0.
0

Utilizando el teorema fundamental del calculo para integrales, la ecuacion

anterior se reduce a
/ Dé (2)d(x) + v¢' (2)y(a)dz = D(C (2)4(x))
0

donde el lado derecho de la ecuacién anterior es igual a cero, ya que las ¢;(z)

son idénticamente cero en la frontera. Por lo tanto tenemos que
1
/ D (2)(z) + vé (€)(z)dz = 0. (4.14)
0
La integral anterior la podemos denotar como

1

aedie) = [ DE@@) +ve @i (415)

0

tal que a(-,-) es una forma bilineal, ver [7].

Sustituyendo la funcién aproximada (4.13) en la ecuacién (4.14) obte-
nemos

1
/ Dé (z)¢y(z) + v& (z)¢;(z)dw =
0

/

utilizando la linealidad de la integral, la ecuacién anterior se reduce a

D (f Cj¢;-(x)¢1(x)> +v (f cj¢;(z)¢i(x)ﬂ dz =0

=0 =0

1.

,-_icj / [D6;()6(@) + véj(@)i()] dz = 0.

0
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Considerando que el soporte de las funciones ¢;(z) es [zi—1, Ti+1] y tomando

1 fija, la ecuacion anterior se reduce a

13- Ii-{_—) Ti+1
Dlens [ diiddate [(6)dotom [ ddide| +
i, i %
i Tit1 Tit1
v |ciot / ¢;_1¢idx+ci/ ¢;¢idz+ci+1/¢;+1¢idx =0  (4.16)
iy Ti Iy

entonces, para i fija el soporte de la funcién ¢;(z) se intercepta con el soporte
de las funciones ¢;,,(z) y ¢;_1(z), obteniendose las integrales anteriores.
Consideremos una particién uniforme en €l intervalo [0, 1], tal que zi=z;_1+h
para i = 1,2, ...,F, y notando que ¢;(z) =1 paraz;, <z <y d)}(x) =
—}1 para 7; <z < ;4,3 =1,2,...E — 1, entonces haciendo los calculos
necesarios la ecuacién (4.16), se reduce a

D 1
E(—Q—1+2Ci—0i+1)+—2V(Ci+1 —¢i1)=0. (4.17)

Vi=1,2,...F — 1, tal que las condiciones de frontera son las siguientes
=0 cg=1.

Notemos que la ecuacién anterior genera un sistema de ecuaciones 4 c=p
con igual nimero de incognitas que ecuaciones.

Un punto muy importante a mencionar es el error de convergencia para
elemento finito donde el orden de convergencia del error es O(K**), tal que
n es el grado de los polinomios de la base; para este caso son polinomios
lineales por lo tanto el error es de orden O(h?), ver [6]

Si la ecuacion anterior la multiplicamos por ,—t y reordenamos las variables,

obtenemos ( ) ) ( )
Cipl — 26+ Ci Citl — Cim1
= 418

h Yo 0 (4.18)

lo cual nos da el mismo sistema de ecuaciones lineales que fue hallado con
Diferencias Finitas. El andlisis de estos dos métodos serd visto con mayor
detalle en el capitulo 6.

-D
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5. Numero de Péclet

En este capitulo se introduce el nimero de Péclet el cual es de gran impor-
tancia en la solucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
para problemas de Adveccion-Difusion, en donde existen dificultades cuando
se presenta casos de adveccién dominante. Abordaremos el nimero de Péclet
de manera global y local; es decir, global nos estamos refiriendo a un analisis
de el dominio (longitud total), donde estd definida la ecuacién y local a la for-
ma de como se comporta la solucién a partir del tamarfio de cada subintervalo
de la particién del dominio.

5.1. Numero de Péclet Global y Local

Dada una ecuacion diferencial parcial podemos obtener su solucién numé-
rica, ya sea por el Método de Diferencias Finitas (FD) o por el Método
de Elemento Finito (FEM). Fundamentalmente ambos métodos utilizan el
concepto de discretizacion para aproximar a la soludén exacta de la ecuacién

diferencial parcial, en que un dominio continuo es separado en un nimero de
subdreas adyacentes.

Consideremos una ecuacién diferencial de la siguiente forma (caso unidi-
mensional)
~(De) () + (ve) (z) + (ye)(z) = f(z) (5.1)
tal que z € [0,1] y ¢(0) =0; ¢(1) = 1.

La ecuacién anterior es usada para describir procesos de adveccién, di-
fusién y adsorcién (o reaccién) de cierta cantidad, en nuestro caso concen-
tracién del soluto, ¢(z). Consideremos para este caso D, v y <y funciones
independientes de z. El término —(Dc') es el responsable de la difusién,

(vc)' para la adveccién (o transporte) y e para la adsorcién (si v > 0).

Una vez definidos los términos de la ecuacién de transporte caso Advectivo-

Difusivo, enunciamos las siguientes definiciones las cuales son de importancia
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para el andlisis de la solucién numérica de la ecuacién (5.1).

Definicion 5 Numero Global de Péclet
El nimero Global de Péclet se define como

v
Peg, =D L
donde L es el tamarnio del dominio.

El nimero de Péclet mide la dominancia del término advectivo sobre el
difusivo.

De manera analoga podemos definir el nimero local de Péclet

Definicién 6 Numero Local de Péclet
El nimero local de Péclet se define como

_ Ll ‘
Pe=ooh (5.3)

donde h es el tamario del subintervalo de la particion del dominio.

Para nuestros propésitos se considera una particién uniforme.

5.2, Importancia del Niimero de Péclet

Como se enuncié anteriormente, el mimero de Péclet se define a partir del
término advectivo, difusivo y longitud del intervalo a analizar.

Laimportancia del nimero de Péclet, radica esencialmente en que a través
de &, se puede hacer un anélisis de la relacién que existe entre los términos
advectivo y difusivo. Para analizar la solucién numérica obtenida por los
métodos de diferencias finitas o elemento finito, y la solucién obtenida de
manera analitica de la ecuacién diferencial parcial, se necesita tener en cuenta
la. magnitud de los términos advectivo y difusivo ya que las dificultades que

se presentan en la solucién del problema de transporte estd en funcién de la
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relacién entre ellos, y dado que el nimero de Péclet estd definido a partir de
estos, es de gran importancia analizarlo para eliminar tales dificultades.

Los métodos numéricos para hallar la solucién de la ecuacién se basan
fundamentalmente en discretizar el domino, de aqui que el nimero local de
Péclet esté involucrado, es decir, al obtener la solucién de nuestro problema;
nuestro interés estd enfocado en saber cual es la mejor aproximacién numérica
a la solucién analitica, y con la relacién que existe entre los métodos numéri-
cos y el nimero de Péclet, esto se vuelve més facil. Para ello analizaremos el

nimero de Péclet de manera local, el cual también depende de h.
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6. Comportamiento de los Métodos Numéri-
cos

En el presente capitulo se analiza el comportamiento de los métodos numeéri-
cos en la solucién de la ecuacién de transporte (4.12), para ello se utilizan las
ecuaciones lineales en diferencias con las cuales se muestran lo problemas en
la solucién numérica hallada con los métodos Galerkin de Elemento Finito
y Diferencias Finitas. Se analiza la relacién con el Método de Diferencias
Finitas y se proponen otros métodos de aproximacién, dadas las variantes
que ofrece las Diferencias Finitas se utiliza una de ellas para resolver los

problemas que se enfrentan los 2 métodos mencionados.

6.1. Elemento Finito

Con el método de Elemento Finito se obtuvo el siguiente sistema de ecua-

ciones algebraicas aproximando a la ecuacion (4.12)

D 1 .
n (—cio1+2¢ — g1) + 5V(Ci+l —c)=0Vi=1.,E-1

si multiplicamos esta ecuacién por -%, se tiene

2 IRLON )=0
(—cic1+2¢i — ¢ 9D Ci+1 — Ci—1) =\,
agrupando términos semejantes, tenemos

b Y 2 (1) e =0 (6.1)
oD Ciy1 + 2¢ — 2D+ Ci—1 = U. .

Ahora, utilizando la definicién del nimero local de Péclet, la ecuacién
anterior se convierte en

(Pe — 1) Ciy1 + 26 — (]Pe + 1) ¢ci-1 =0 (62)
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la cual es una ecuacién lineal en diferencias de orden 2, ver [7], con coefi-

cientes constastes, cuya solucién es de la forma
G = A1} + Azph (6.3)

donde A, y A, son constantes y p; p, son las dos raices de la ecuacién
caracteristica, ver [7]. Entonces nuestro problema se transforma en uno de

ecuaciones lineales en diferencias de orden 2 de la forma siguiente
(P. —1)p* +2p— (Pe+1) =0. (6.4)

el cual se resuelve hallando las raices a la ecuacién anterior

14P.
M2 = { 1_1P‘

e imponiendo las condiciones de frontera en z = 0 y z = 1 obtenemos

Aypl + Agp) =0

o
ApP + Agpf =1,

CE

al resolver para A; y A,, se encuentra que

Yy AQ = _A]_.

Por lo tanto, la solucién a la ecuacién (6.2) es

1+P,\* 1+P\°
ci:l_(i_—TP’) /l_<l~—]P’) (6.5)

vi=0,1,2,..,E.

El comportamiento de la solucién serd visto. en la siguiente seccién.
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6.1.1. Andlisis de la Solucién Considerando el Numero de Péclet

Nétese que la solucién (6.5) de la ecuacién (6.2) queda en términos del
nimero local de Péclet, entonces para analizar el comportamiento de la solu-
cién tenemos que considerarlo. Para ello se analizard el caso cuando P, > 1,
notemos que en el numerador aparece una potencia con base negativa y para
ciertos valores de i, el cociente cambia de signo, lo cual ocasiona oscilaciones
de la solucién aproximada con respecto a la solucién analitica.

CO [

05

051

0.75 0.8 0.85

Figura 6: Solucién en diferencias finitas centradas del problema de Adveccién-
Difusién dada por la ecuacién (4.12), para diferentes valores del nimero local
de Péclet. Linea (A), P, = 2.63; linea (B), P, = 1.28; linea (C), P, = 0.63, -
linea (D) solucién analitica.

La figura (6), muestra las oscilaciones que ocurren cuando el nimero
local de Péclet es mayor que uno dada por la solucién (6.5). Los valores de
los términos advectivo y difusivo son los siguientes v= 110.5, D = 1.052, y
el tamano del elemento de la particién es, h = 0.05, h = 0.025, h = 0.0125

respectivamente. El programa de cémputo con el cual se muestra esta solucion
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se encuentra en el programa 1 detallado en el apéndice A.

El remedio més simple para prevenir oscilaciones consiste en hacer una
eleccién suficientemente pequefa para el tamano de h y de esta forma el
nimero de Péclet es menor que uno, P, < 1, a primera instancia esto parece
resolvernos el problema de las oscilaciones. Sin embargo frecuentemente esta
eleccién resulta impractica, ya que como sabemos el nimero local de Péclet
depende de los términos advectivo y difusivo de la ecuacion, y para ciertos
valores de estos, si se considera una eleccién de h pequena, resulta que P, > 1,
una estrategia que resulta infactible.

6.2. Diferencias Finitas

Al principio de este capitulo se obtuvo la solucién por el método de elemento
finito y como vimos existen problemas en la solucién cuando el mimero local
de Péclet es mayor que uno. En esta seccién se analizard primeramente el
comportamiento para la solucién por el método de diferencias finitas cen-
tradas y posteriormente se tomard en cuenta alguna variante de éste método
para evitar los problemas hallados con elemento finito. De la seccién 4.2.1 se
obtuvo la aproximacién algebraica por el méodo de diferencias finitas cen-
tradas de la ecuacion (4.12) la cual es
_pS— 2]:21 +¢iog " Vc-i+12—hci—1

=0, Vi=1,2,.E—1 (6.6

se observé que es el mismo sistema de ecuaciones hallado con elemento finito.
Entonces, dado que el esquema de diferencias finitas centradas y elemento
finito es el mismo, la solucién (6.5), obtenida por elemento finito es la mis-
ma que para diferencias finitas, la figura (6), muestra el problema de las
oscilaciones para los dos métodos.

La relacién que existe entre diferencias finitas y elemento finito puede ser
provechosamente empleada para trazar un remedio para las oscilaciones en
la solucién (6.5), cuando el nimero de Péclet es mayor que 1.
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La observacién importante aqui, es que la inestabilidad en la solucion
por diferencias finitas es debido al hecho que el esquema de discretizacién es
centrado, un posible remedio consiste en aproximar la primera derivada para
diferencias finitas por un lado, conforme a la direccién del campo de trans-
porte. Precisando, usamos la diferencia hacia atrds si el término advectivo,

v, es positivo y la diferencia hacia adelante en otro caso.

6.2.1. FEsquema Upwind

En esta seccién se hard la aproximacién a la primera derivada de la

ecuacién (4.12), con el esquema de diferencias finitas hacia atrds que se

define como
C’(T) _ Ci — Ci-1
’ h
y se hace una comparacién entre los esquemas upwind y centrado.

+ O(h) (6.7)

El esquema resultante cuando v> 0 es

. _2 - i
_Dcl+1 h(:l-!—cg 1+VGL hcz L (6.8)

Vi = 1,2,..., E — 1, esta discretizacién lateral de la primera derivada, es
llamada diferenciacién upwind (en contraflujo), pero por el aumento de esta-
bilidad del método, el precio a ser pagado es una perdida de exactitud ya que
la. diferencia finita upwind introduce un error de discretizacién local de orden

O(R) y no de O(h?) como ocurre en el caso de diferencias finitas centradas.

Para hacer uso de la nueva aproximacién notemos la siguiente relacién
para la diferencia upwind

=G Gn— G heipn—2¢+64
R 2k 2 h2 ’ (6.9)

es decir, la diferencia finita upwind puede ser interpretada como la suma
de una diferencia finita centrada aproximando la primera derivada y de un

término proporcional a la discretizacion de la derivada de segundo orden.
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Entonces, sustituyendo la relacién anterior en la ecuacién (6.8) obte-
nemos

Citl — 2¢; +¢in) Cirl—Ci—1 heogl — 26 ey
_D b _
h? * V( oh 2 h? ) 0

agrupando términos semejantes tenemos

B\ cipr — 26 + ci 1 — G
_<D+V—>c‘“ Gfeim | Gl —Giol_ g (6.10)

2 h? 2h

Vi =1,2,.. E— 1, reordenando y considerando el nimero local de Péclet
obtenemos

h\ cit1 — 26 +¢i- i1 — Cie
—D( V>Q+1 CL+011+C4+1 Gl _ g

1490 b2 MY

Vi = 1,2,..FE — 1. Sea Dy = D(1 + IP.), entonces la ecuacién (6.10) se
convierte en

Cit1 ~ 2¢; + Ci_1 Citl = Ci-1
D Yo
Vi=1,2,..F —1. Asf, la ecuacién diferencial (4.12) ha sido remplazada con
un término de perturbacién

-D -0 (6.11)

—Dic’(z) +ve (z) =0, (6.12)

usando diferencias finitas para aproximar a ¢ (z) y ¢ (z). La perturbacién

" h .
—DPec () = —V?c (z) (6.13)
es lamada difusién artificial.

La comparacién entre las discretizaciones centrada y upwind del problema

(4.12) se muestra en la figura 7.
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0sr

Figura 7: Solucién en diferencias finitas de la ecuacion (4.12), ( con D=1/100,
v=1). Usando diferencia finita centrada y IP. = 2.5, linea (A); considerando
la difusién artificial, lineas (B) y (C), P = 2.5 y 0.625, respectivamente. Se
consideraron particiones de tamafio h =0.05, para las soluciones (A) y (B);
h = 0.0125 para (C). Nétese el efecto de eliminacién de oscilaciones para P
grande en la difusién artificial. Linea (D) denota la solucién exacta.

La figura 7, muestra la solucién con diferencias finitas, en la cual se no-
ta un efecto de eliminacién de las oscilaciones cuando el nimero de Péclet
es grande P, = 2.5 utilizando la difusién artificial, inversamente nétese la
perdida de exactitud en la linea C, para valores pequenos Pe = 0.625.

Como se mencioné se pierde exactitud por el orden de error de trun-
camiento. El programa de cémputo con el cual se obtuvo la solucién es el

programa 2 que se encuentra en el apéndice A.

De lo anterior podemos concluir que al obtener la solucién numérica de
la ecuacion

—Dyc'(z) + vc'(z) =0
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aumentamos la estabilidad de la aproximacién, aunque tengamos una perdida
de exactitud.

La Difusion Artificial introducida, fue usando el hecho, que el término co-
rrespondiente a la adveccién, v es positivo, situacion que hace que la solucién

numérica sea estable pero se pierde exactitud, ya que el error de discretizacién
es de orden O(h).

6.2.2. Esquema Scharfetter-Gummel

Teniendo en cuenta esta situacion, en esta seccién se hace una nueva
aproximacion a la primera derivada para evitar que el error de discretizacién
sea de orden O(h). Consideremos una aproximacién a la primera derivada
de la ecuacién (4.12) como una combinacién de la diferencia finita centrada
y la diferencia finita upwind de la siguiente forma

a@):a—xf”gx%*+xg7f* (6.14)

tal que A > 0, usando la relacién (6.9) tenemos que

: Citl — Ci-] Cir1—Ciy hcir —2ci 4+ ¢
= (1=\) A _r
¢@)=0-N=7"—+ 2h 2 2 )

cancelando términos la ecuacién anterior se reduce a

) Cit1~ Gi1 hegy —2¢+ ¢y
=TT '

Entonces haciendo la discretizacién correspondiente en la ecuacién (4.12)
obtenemos

- Y =0

_ch+1—2ci+ci_1+v Gyl — G-l hciy1l —2¢+ G
2h 2 h?

si agrupamos los términos semejantes, la ecuacién anterior se reduce a

D (1 N )\V_h) Cit1 — 26+ ¢io1 IS Baklc S5 QY (6.15)

2D h? 2h
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Sea Dy, = D (1+ %), un término de perturbacién introducido, en-
tonces tenemos

—Dypc (z) 4+ ve' (z) =0 (6.16)

que es la ecuacién (4.12) con una difusion artificial dependiente del pard-
metro A. Una buena eleccién de A para este esquema hace que se obtenga
una mejor exactitud, tal que el error de discretizacién es de orden O(h?) ver
[9]. la eleccién de A serd visto con mayor detalle en la siguiente seccion.
Obtenidos estos dos esquemas, la eleccién de utilizar alguno de los dos

es libre y dependers del problema a tratar; es decir, si queremos exactitud o
estabilidad.

El introducir la difusién artificial, como su nombre lo indica, sélo es un
término artificial que depende de manera directa del mimero local de Péclet
y éste a su vez estd dado en términos de h, por lo tanto, dependiendo de los
pardmetros y considerando una particién suficientemente grande, la difusion
artificial puede ser tan pequefia, que se puede despreciar. De aqui que es
importante la escala de discretizacién para obtener la mejor aproximacién a
la solucién.

6.2.3. Difusién Artificial

Una vez introducida la difusion artificial, podemos hacer un andlisis de
ella; es decir, considerando el esquema upwind, de manera més general pode-
mos recurrir al esquema centrado considerado en la ecuacién (6.6) con la
siguiente difusién

Dy = D(1+ ¢(P.)) (6.17)

donde ¢ es una funcién conveniente que tiene como argumento el nimero
local de Péclet tal que satisface

lim $(P.) = 0. (6.18)

B, =0+
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Nétese que cuando ¢(IP.) = 0 se recupera el método de diferencias finitas
centrada (6.6); es decir, si #$(P.) = 0 entonces D), = D, mientras que si
#(P,) = P, se obtiene el esquema de diferencia finita upwind (6.11); de igual
forma podemos recuperar el esquema (6.16) haciendo ¢(P.) = AP, con A > 0.

Una vez obtenido el esquema (6.16), queremos hallar A de tal fprma que
el resultado que se obtenga de manera numérica sea igual al resultado de la

solucién exacta; es decir,
en(t) = o =), (6.19)
entonces para que nuestra solucién numérica sea igual al resultado de la

solucién exacta en los nodos, haremos uso del siguiente Teorema 7.

Teorema 7 Dada una ecuacién diferencial parcial
—(De) (z) + (ve) () + (yo)(z) = f(z)

definida sobre un dominio [a,b], si f(z) es una funcidn continua por partes
sobre el dominio de particion, [a,b], entonces el esquema Scharfetter- Gummel
da una solucion ci€ la cual es nodalmente ezacta; es decir; c5¢(z;) = o(z;)

para cada x; independiente del valor de h.
Para obtener A, usamos el siguiente resultado; sea
o(t)=t— 1+ B(2) (6.20)

tal que B(t) es la funcién de Bernoulli, ver (7], definida como B(t) = w4
¥Vt #0y B(0) = 1, nétese que usamos ¢ como variable. Sustituyendo P, =t
en la ecuacién (6.20) obtenemos

9P,
ePe 1’

¢(]Pe) =P -1+

con el objetivo de hallar ), igualamos la funcién anterior con el término

correspondiente a la difusidn artificial dependiente del pardmetro A de la
ecuaci6n (6.16), esto es



despejando A obtenemos

A:l—%che—mej. (6.21)
Por lo tanto se ha encontrado el valor de A tal que nos da el esquema de
diferencia finita exponencial apropiado, el cual también es conocido como el
Meétodo Scharfetter-Gummel (SG).
Para el caso de estudio, f(z) = 0, del Teorema, (7), sabemos que ¢5%(z;) =
cfz;) para cada z; independiente del valor de h, y por consiguiente también
del nimero local de Péclet. Esto se muestra en la figura (8).

1 T a
Ceo
05} 1e
| B
A
0
0.9 0% 1

X

Figura 8: Comparacién de la solucién numérica del problema de Adveccién-
Difusién con (D = 5&]), linea C solucién utilizando la difusién artificial
(upwind), linea B solucién considerando la difusién 6ptima (SG), y linea
A es la solucién analitica. Se utlizo el caso de P, = 1.25.

La figura 8 muestra la comparacién entre el método upwind y el método

Scharfetter-Gummel, donde se puede notar una mejor aproximacién utilizan-
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do el método Scharfetter-Gummel. Los valores del término advectivo y difu-
sivosonv=1y D = géb-_; el tamano de h es 0.0125. Para hallar esta solucién

se hizo el programa de cémputo nimero 3 que estd detallado en el apéndice
A

Denotemos a ¢°(t), ¢F(t), $°°(t), como las funciones apropiadas para
el esquema de diferencias finitas centrada, upwind y Scharfetter-Gummel -
respectivamente. Notemos que la funcién d)sc(t) correspondiente al esquema
Scharfetter- Gummel se aproxima a la funcién (bUP(t) upwind cuando t — co;
es decir,

. SGrN 12 _ ~
ng&d) )= ngliot 1+ e t (6.22)
0 equivalentemente
6%t = ¢ (2). (6.23)

Mientras que el orden del error de ¢ ¢(t) es iguala O(h?), el de pUF(¢) es
O(h), si P, — 0; ver [9], es decir, el error de discretizacion para la funcién
Scharfetter-Gummel es de segundo orden de exactitud con respecto a h y
para el método upwind es de orden uno. Por esta razén ést;cx es una difusién
éptima.

El nuevo numero local de Péclet asociado con el esquema (6.11) es definido
como v P
v e
PPt ———
¢ 2Dy (1 + ¢(Pe))
en donde para los esquemas upwind y Scharfetter-Gummel (SG) el nimero
local de Péclet, P% < 1, para cualquier valor de h.

(6.24)

Con estos dos esquemas de diferencias finitas se ha eliminado el pro-
blema que surgié con elemento finito para las oscilaciones alrededor de la
solucién analitica del problema de transporte, ecuacion (4.1). Con el esquema
Scharfetter-Gummel hemos encontrado una difusién dptima que nos permite

que la solucién numeérica sea més precisa.
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Considerando que la solucién es estable y tomando en cuenta los dos
esquemas, upwind y Scharfetter-Gummel (SG); en el siguiente capitulo se
plantea la solucién de la ecuacién (4.1) con el método de elemento finito para
lo cual se considerardn funciones de grado uno y dos. Esto serd visto con

mayor detalle en el siguiente capitulo.
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7. Elemento Finito Estabilizado

La Difusién Artificial introducida en la seccién 6.3 para Diferencias Finitas,
la emplearemos en el Método Galerkin de Elemento Finito, es decir, se hace
un desarrollo semejante al de la seccién 4.22 wsando la difusion artificial
para obtener la solucién con éste término de estabilidad. Para concluir esta
técnica de diferencias finitas, se demostrard que al usar la difusidn obtenida
con los esquemas upwind y Scharfetter-Gummel (SG), la solucién hallada
con Elemento Finito converge para funciones base de grado k = 1 y 2. En
la demostracién se usardn ecuaciones que se encuentran contenidas en el
apéndice B.

7.1. Andlisis de la Difusién Artificial

Consideremos nuestro problema de Adveccién-Difusion dado por la ecua-
cion
—Dc"(z) +ve'(z) =0 V2 €[0,1];

regresando al anslisis de la difusidn artificial introducida para diferencias

finitas en la seccién (6.3), tenemos la ecuacién de la siguiente forma
D8 (@) +v¢ () = 0
sustituyendo Dy, = D(1 4 ¢(PP.)), obtenemos la ecuacién
(D + D(Be))c (z) + ve (z) =0 (7.1)

utilizando el desarrollo hecho para hallar 1a solucién por Elemento Finito de
la seccién (6.1), Pag. 36, se tiene

/ D+ Do(B.)| < (z) +vE ()] di(2)do =
0

[ [Pé@60) + vé @hte) + DR @] de =0 (72)
0
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Considerando la ecuacién anterior como suma de 2 integrales obtenemos
L 1
[ Dé(@igita) +vé @o)dz+ [ DoaIE (2)éi(ade =0
0 0
donde

[ Do(ec (@16 s (7.3
0

es lamado el término de estabilizacion para Elemento Finito.

Para analizar el comportamiento de la solucién numérica de elemento
finito con el término de estabilizacién, se utilizard la ecuacién lineal en dife-
rencias, ecuacién (6.1), hallada con Elemento Finito en la seccién (6.1), a la
cual se le sustituird el término difusivo por la difusidn artificial hallada con
Diferencias Finitas, esto es, dada la siguiente ecuacién

op - )enTeaTgpt i) e T

hacemos una sutitucién; sea D), = D entonces la ecuacién anterior se con-
vierte en

vh vh
(m - 1> Cip t 26— (2—'1 + 1> G-1=0 (7.4)

sustituyendo el valor de Dy, = D[1 + ¢(P,)] tenemos

(Bmam 1) =~ (asary ) =

reagrupando los coeficientes del primer y tercer sumando se obtiene

vh 1 vh 1
(e ) o 2 (Spmram 1) =0 @9

sustituyendo el mimero local de Péclet, entonces la ecuacién anterior se reduce
a

(M—Iz:(lf)] - 1> civt + 26 — (UTH;TE)] + 1> ci-1 =0 (7.6)
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la cual, como se vio en el capitulo (6), es una ecuacién lineal en diferencias

de orden 2 con coeficientes constantes de la siguiente forma

cuyas raices son

P
pro= { [1+qi(rPe)]

y cuya solucién es

1+ I—E‘p— ‘ 1+ I—P"'— E
c=1— 2 [é(®e)] 1— Z o) (7.7)
1= e 1= e

vi=0,1,2,...,E
De la ecuacién anterior se analizardn tres casos para la funcién que de-

pende del mimero local de Péclet, estos casos se explican a continuacién

1 Si ¢(P,) = 0, entonces evaluando en la solucién (7.7), se tiene

c=1- ESAY P e :
P 1-P, 1-P,
Vvi=0,1,2,..., E, quees la solucién que fue hallada con elemento finito

en donde existen problemas de oscilaciones para un nimero de Péclet
mayor a uno.

2 Si ¢(P.) = P, al considerar estd igualdad se hace uso de la difusién
artificial upwind, sustituyendo en la solucién (7.7), ésta se convierte en

B \* 2 _\F
o = 1_(@) /1_(M) _
= B o
1 -1 -1
L2p. \ ¢ 12P. \ B
1 - [ T T A
1 1
14P, 1+P.
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por lo tanto _
1—(1+2P)
Ci = E
1—(1+42P.)
¥i=0,1,2,..,E.

Para analizar su comportamiento, notemos de la ecuacién (4.17) del méto-
do de elemento finito que al sustituir el término difusivo por la difusién ar-
tificial, obtenemos la misma. solucién que fue hallada con diferencias finitas
usando el esquema. upwind, por lo tanto el comportamiento para elemento

finito usando el esquema upwind es estable para diferentes valores del nimero
de Péclet.

3 Si ¢(Pe) = Pe— 1+, caso en el cual se utiliza la difusidn dptima que
fue hallada con el esquema Scharfetter-Gummel, entonces al sustituir
en la solucién (7.7) se obtiene

P 7 P E
1 1
X + 1+P‘_1+e—2%’?__1 /1 + 1+P. —1+e—2%f"_—1
¢ = 1— P -
s —— - ———
1 L+Pe —1+—i— 1 L4P —1+——

haciendo los cdlculos de los términos que aparecen en la ecuacién an-
terior obtenemos que '
1— (&%)’
1— (e2P)F

utilizando la definicién del nimero local de Péclet se obtiene

Ci =

evhi/D -1
G= hE/D _q (7.9)

Vi=0,1,2,..., E, que es lamisma solucién que fue hallada con el méto-
do analitico; s6lo que aqui estd evaluada en los nodos de la particién.

Por lo tanto con la difusién dptima se ha encontrado una solucién numeéri-
ca la cual es nodalmente exacta utilizando el Método de Elemento Finito.
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7.2. Convergencia de la Solucién Numérica

Para demostrar la convergencia del Método de Elemento Finito con fun-
ciones base de grado k = 1,2; usaremos el resultado del Método Galerkin que
indica que existe estabilidad; para ello consideremos la funcién aproximada
de la siguiente forma

donde cg(z) una funcién en la cual los valores en la frontera del dominio son
esenciales para la construccién de una solucién aproximada é(z) y que debe
satisfacer las condiciones de frontera impuestas sobre ¢(z). Es decir

cp(z) =(1~z)cg+zcg conz€0,1]

es una linea recta que interpola los datos de frontera, ahora el espacio de

funciones es de grado k > 1; despejando la funcién aproximada tenemos

E-1
; ¢d;(z) = &) — cr ().
Sea
E-1
cy = ; ¢id,(x) (7.10)

el problema modificado es encontrar cy tal que cy pertenece a un espacio de
polinomios de grado £ > 1. Sea X} un espacio de polinomios de dimensién
finita.

Considerando la forma bilineal (4.15), tenemos que encontrar cy, para

ello vermnos como es a(cy, ¢;(x)), que se expresa como
alcn, ¢i(z)) = a(é(w) — cr(), ¢il=)), (7.11)
usando la linealidad de a(-, ), obtenemos
alen, 4,(z)) = a(é(z), ¢(x)) — alcr(z), ¢:(z)),
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teniendo en cuenta que &(z) es la soluciéon aproximada y usando la ecuacién
{4.14) se tiene que

alcn, ¢y(z)) = —a(cr(z), ¢,(z)) (7.12)

sustituyendo cg(z) = z, se desarrolla la forma bilineal de el término derecho
obteniendo
l.
—a(z, ¢y(x)) = — / Dz ¢y(z) + vz ¢,(z)dz =
0
1-
—/ v, (z)dz (7.13)
0
para todo ¢;(z) que pertenece al espacio de polinomios X/ de grado k > 1.
Aqui hemos usado el hecho que ¢,(z) = 0 en la frontera, entonces tenemos

que
1

alcw, ¢,(z)) = —/V(,bi(a:)da:. (7.14)
0
Considerando el Método Galerkin, nuestro problema se resume diciendo que

debemos hallar c’}, € XF, tal que

an(chdn(a) = = [ vonla)ds, (7.15)
0
donde
an(c, $;(2)) = alc, §;(z) + ble, ¢;(2)) (7.16)
tal que
= / Dé (z )+ ve (z)¢;(v)d
0

que es la forma bilineal (4.14), del capitulo 4 y

b(c, 6(x) = D(P.) / ¢ (2)éi(z)dz

0
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Definicién 8 El espacio de Sobolev H™(0, 1), m=1,2,... consiste de todas las

funciones ¢ € L*(0,1) tal que ‘f—i:f’ existe para cada ¢, tal que o] < m.

Sea HL(0,1) = {¢ € I2(0,1) - ¢ € LX(0,1), $(0) = ¢(1) = o} , ahora por
el método Galerkin, existe estabilidad ver [7], entonces el término correspon-
diente a la velocidad v, puede tener cualquier valor numérico, en este caso lo

tomaremos idénticamente cero, esto es v= 0. Entonces

1

an ($(a), 9(x)) = /'ch'(xw( Jdz + D(P / 8(2)¢ (2)dz (7.17)
o ‘ 0
= (D+DY(P.) [ ¢'@)6 (x)dw = Do,
0/ {0,1)

V¢ € H'(0,1), donde se usa la norma

(46 = ([ \df@)}zdmf , (7.9

nétese que % =1 +¢(P)) >1.

Para probar la convergencia de la solucién numérica ¢ con respecto a la
solucién exacta cp, consideremos a cf; dependiente de h; es decir, queremos

demostrar que % tiende a cy cuando h tiende a cero.
Teorema 9 Sik =1 entonces

e — C’Il-f|1-11(0,1) < ChG(ch) (7.19)
donde C' es una constante conveniente e independiente de h y de ¢y, y

Glew) = |CH|H1(0’1) + |Cz-1|,.,z(0|l) para el método upwind
o= |CH|H2(0,1) para el método SG.

Ademds si k = 2 el método SG da el error estimado mejorado

h 2
lCH _CHlHl(O,l) < Ch ('CH'Hl(O-l) + ‘CH|H3(0J)> '
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Demostraciéon.
Para el caso k= 1.
De la expresién (7.14) tenemos que

1
a(cH, ¢p) = - /Wf)hdl
0

y por comparacién con la relacion (7.16) se tiene que

an (e — cy, dn) = b(cu, dn) - (7.20)
Denotemos por
Ey=cy - C'Il-lh (7.21)

el error de discretizacién. El espacio H'(0,1) lo dotamos con la norma

ote) o= [ |6 (x)lzda:)é , (.22

D | En 5 0.0y= an(En, En). (7.23)

y donde

Considerando el interpolante, ver (corolario, apéndice B), de la solucién cy
y usando la linealidad de an(:,-) tenemos

an (B, E) = ap (En,cy — ey + ay (B, Mkey — cfy) (7.24)
considerando la igualdad (7.20), con ¢, = Mfcy — cf; obtenemos
Dy | En \%—I’(O,I): an (En, ch — H'fch) +b(cn, ey — c',f,)
desarrollando el lado derecho de la igualdad anterior tenemos

an (En, i — Uicy) + b (cy, Uiy — ) =

1 1
/Dh.Eh_ (CH - HIICH) +VE (CH - Hh_CH d”L+D() ]:" / HhCH - C'II‘I)/ dx
0 0



usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la constante de Poincaré; ecua-
ciones (8.4) y (8.5) del apéndice B, se tiene

2 .
DlllEhIHl(Oyl) < Dh|Eh,|H1(0‘1) ! (CH - HﬁCH)'Hl(Ovl) +

1

1
vl Gy 1Enl 1 o |(ca — HﬁcH)'Hl(O,l) + Dg(P.) /CH (Mrey —cfy) dz.
0
Sea My = D+ Cp|v| entonces

Dn lEhlzyl(o,n < My (|Eh|H1(o,1) | (CH - Hﬁc”) IHl(o,l)) + (7.25)
1
Do) [ & (Miew - ) a
0
nétese que si k = 1, corresponde al esquema de elemento finito lineal por
tramos y ¢(P,) = ¢°¢ (SG difusion 6ptima) la cantidad de la integral es
identicamente cero si ¢ = [fcy; ya que la solucién exacta es igual a la

aproximada en los nodos. Entonces la desigualdad anterior se convierte en

2 , :
Di|Brffony < Ma (1Bl [(en = Tl5ca) sny)
despejando |Ex[41 1), tenemos

M,
|Eh|H‘(0,1) < F: |(CH - Hﬁc””m(o‘l)

y como Dy > D, entonces considerando la constante M, se tiene

M

<1 + C-p%D (et = Ther) |y, < <1 + C”B) (e = Twem)sony

entonces
v

|E’1|H1(0,1) < <1 T CPB) ‘(CH - HﬁcH)'Hl(oyl) )

ahora, utilizando el nimero global de Péclet y la interpolacion estimada
obtenemos

|Enl oy < Ch (’1 + 2P, ,Cp) sl 20 1)
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por lo tanto hemos demostrado que el error estd acotado, es decir, ¢l tiende
a cy cuando h tiende a cero utilizando polinomios de grado k& = 1, més la
difusion ertificial 6ptima del esquema (SG).

Para el caso en el cual se utilizar4 el esquema upwind, partiremos de la
desigualdad (7.25) la cual puede ser manipulada, para ello consideremos la
igualdad (7.21), la desigualdad de Cauchy ecuacién (8.5) del apéndice B, y
la desigualdad del triangulo, entones se tiene que para la integral del lado
derecho de (7.25)

L L
/ Cy (HﬁcH — (eyg — Eh))l dz = / Cy (Hﬁc,, —cy+ Eh)' dz =
) 0
1 1
/ C'H (HZCH - CH)’ + CIHEhldI < / }CIH (HﬁcH — CH)I’ + ‘CIHEh’\ dx
0 0
usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz ecuacién (8.5) del apéndice B, el
término derecho de la desigualdad anterior

/

k
|CH|H1(0,1) iHth - CHiHl(O,l) + |CH|H1(0,1) |E/1\H1(0,1)

’

cy Hth—cH ‘-{-\cHEh ‘cb: <

= |CH|H‘(O,1) (‘HﬁcH - CH|H1(0)1) + |EI1|H’(O,1)>

sustituyendo en (7.25) tenemos
Dy |Eh|HI 01 = |E’1|H‘ 0,1) (Mh | (en — Micn) |Hl(0,l)> +

|Eh|Hl(0,1) (D¢(Pc) |CH|H1(0,1)> + Do (Pe) |CH|Hl(n,x) |(CH - HﬁCH)|H1(011)

usando la interpolacién estimada, ecuacion (8.6) del apéndice B, la desigual-
dad anterior se convierte en

2
Dh.|Eh\Hl 1 = \Eh‘Hx 0,1) (Njh.chk |CII|Hk+1(0‘I)> +
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|Ekln o) <D¢(Pe) |CH|H1(0,1)> +CDA(Pe) lets o, h* lelgensioy s
entonces aplicando la desigualdad de Young, ver (apéndice B), sea

Dy

— >0
4

E =

a = |Enlgiy

MhChk\CH\HW(o,l) : Dd’(Pe)\CH\Hl(o,L),

O_
Il

entonces tenemos

2
(MhChk |CH|H"+1(0,1)>
+

D
2 h 2
Dh \Eh|Hl(0,1) S 7 |Eh'|Hl(0,l) + Dh

2
<D¢(Pe) |CH|H1(0,1)> k
D + CD(Pe) el yi g ) P letil s o,1)

sumando términos iguales y elevando al cuadrado los términos dentro del

paréntesis obtenemos

Dy, 2 M} 2
o |Eh|H‘(0y1) s F:C%Qk |CH|2H~+1(0,1) + D_,d) (Pe) |CH|H1(0,1)+

CDG(Pe) el o1y h* les prigopy

de aqui se sigue que

2 M 2 2, 2k 2 D : 2 2
| En on< D 2C°h enlgraory + Dn 20" (Pe) leal gy +

D
2—o(P) |CH|H1(0,1)Chk ler] oy -

Dh
M\ M\ 2
Mu\" (M
Dy, D

Como Dy > D entonces
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y usando la definicién del nimero de global Péclet entonces la desigualdad
anterior se convierte en

2 5 2
IEh|1-11(0,1) < 202 p2k (1 + 2]}”%0,,) |C[-[|ilk+l(0'1) +
2¢(]Pe) IcHlHl(O,l) Chk chIH"‘H(O‘]) + 2(/5(]}»0)2 IcHliﬂ(O,l) .
Consideremos una constante M > 0 tal que

2 2%k 2
|Eh|[-[l((),1) < M l:h |C[—{|Hk+1(0,1)+

; 2
O(Pe) lesi oy len s o) + $(Pe) ler i o | 5
si pVF = 55h; es decir, ¢"F = P, entonces tenemos que

v

2 2k 2
|Eth1(0,1) < M [h |CH|H"+‘(0,1) + 2th+1 |CH|Hl(0,1) |CH|H"+1(O,1) +

VAT 2
(35) #lenlio
factorizando ~% del lado derecho y considerando una constante C tal que C
= Max{M, M (5“'5), M (-}‘))2} tenemos que

2 2|1 2k-2 2
'Eh|Hl(O,1) S Ch l:h ‘CH|H"“(O,1) +

k-1 2
R en| oy le | grar o,y + |CH\HI(O,1)}
el cual muestra que usando elementos finito lineales; es decir, £ = 1, més la

difusién artificial upwind obtenemos la convergencia lineal estimada (7.19).

Consideremos €l caso en que ¢ = qbsc, asumiendo que para alguna h suficien-
temente pequena ¢SG < KhR?, para alguna constante K positiva; entonces
tenemos

2 : 2
|Eh|Hl(0,1) <M [h% ‘cHlH"+‘(0‘1)+

o 2 2
¢° leal o,y 2 Il o, + (659 |CH|H‘(0,1)]
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usando que ¢SG estd acotada, entonces

2 S
\Erlino1) < M R len i o+

2
K |CH|H1(0,1) h**? |CH|Hk+1(o,1) + K2h4|CH|H1(o,1)

factorizando h? y para una constante C' tenemos

2 — 2
|Enl o) < Ch* [h%k Y lenlbenon

k-2 2
et oy b len|gen o,y + 1cH o

lo cual muestra que usando elementos finitos cuadraticos; es decir, k = 2, més
la difusién artificial 6ptima obtenemos la convergencia estimada de segundo
orden.

Asi, la técnica hallada con Diferencias Finitas para evitar los problemas
de oscilaciones en la solucién numérica de la ecuacién Adveccién-difusion,
se pudo emplear en el Método de Elemento Finito considerando polinomios
de grado k = 1 y k = 2, ademds se demostré que existe convergencia de la
solucién aproximada a la solucién exacta cuando el tamano de la particién

tiende a cero para los dos esquemas upwind y Scharfetter-Gummel.
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8. Comentarios Finales
Los comentarios a este trabajo son los siguientes.

@ Uno de los problemas que enfrenta el hombre hoy en dia es la Conta-
minacién del Medio Ambiente. Una, forma. de hallar solucién a estos pro-
blemas es haciendo uso de las herramientas matematicas para obtener

un modelo que describa el transporte advectivo-difusivo de contami-
nantes.

@ La formulacion de los Sistemas Continuocs es una herramienta poderosa
para plantear los modelos de sistemas que son de gran interés para
el hombre ya que de esta forma se hace uso correcto de los recursos

naturales y se prevé desastres en el Medio Ambiente.

@ El plantear el modelo matemadtico del Transporte Difusivo de Contami-
nantes nos conduce a tener una ecuacion diferencial parcial que gobier-
na. este fenémeno. Como sabemos el modelo que gobierna el transporte
depende de los términos advectivo y difusivo, la dificultad que se en-
contré fue que al obtener la solucién numérica utilizando ecuaciones
lineales en diferencias para los métodos FEM y DF ocurrian oscila-
ciones de la solucién y esto fue consecuencia de un nimero local de
Péclet mayor que uno.

Dadas las variantes que ofrece el Método de Diferencias Finitas se uti-
liza una de ellas para evitar las oscilaciones; como primera instancia
se considera el método upwind con el cual se introduce una difusidn
artificial y esto ocasiona que la solucién numérica del pro-blema origi-
nal obtenga estabilidad, pero el precio que sec paga es una perdidad de
exactitud ya que el método upwrnd introduce un errvor de discretizacién
de orden O(h).

Debido a ello consideramos una combinacion entre diferencias finitas

centradas y diferencias hacia atnis aproximando la primera derivada y
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hacemos uso de un resultado para que la solucidén numérica sea exacta-
mente igual al valor de la solucién analitica evaluada en los nodos, este
esquema obtenido es conocido como el Método Scharfetter-Gummel.
Con ello decimos que hemos obtenido una difusién 6ptima y ademas

con este esquema el orden del error de discretizacién es O(h?).

El tener una difusién éptima y saber que el esquema propuesto disfruta
de estabilidad y un error de convergencia suficientemente bueno, nos
llev6 a implementarlo al Método de Elemento Finito considerando fun-
ciones de grado 1y 2, para ello se demostré que existe convergencia de
la solucién numérica tanto para el método upwind como para esquema
hallado con el Método Scharfetter-Gummel.

Por lo tanto, podemos decir que para la solucién numérica del problema
de transporte de solutos en fluidos libres hemos hallado una técnica para
evitar las oscilaciones que ocurren cuando existen velocidades altas, sin

importar que tan grande pueda ser el nimero local de Péclet.
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9. Apéndice A

A continuacién se detalla el c6digo de cada uno de los programas en los cuales
se ilustra la importancia del ndmero de Péclet en la solucién numérica de la
ecuacion que gobierna el transporte de solutos en fuidos libres.

El programa 1 muestra los problemas de oscilaciones para valores del
Numero de Péclet mayores que uno

Nota: en todos los programas el resultado se da en términos se U’s,

considere

a=U Vvi=12..,E-1

9.1. Programa 1

Este programa resuelve la ecuacion de transporte, la solucion es obtenida
por el Método de Diferencias Finitas centradas, ilustrando las oscilaciones
que ocurren para diferentes valores del Numero de Péclet.

Consideremos la ecuacién:

~Dc'(z)+ve(z)=0 Vz €lo,L]

con condiciones de frontera ¢{0) =0y ¢(L) = 1.
En este programa se hacen 3 particiones del dominio 20, 40 y 80 elementos,
para asi mostrar tres soluciones al problema considerando el nimero local de

Péclet. El valor de los términos advectivo y difusivo estdn dados en los datos
iniciales del programa.

Programa

%DATOS INICIALES

L=1 % Longitud del intervalo

E=21 % Numero de Nodos

n =F-1 % Nimero de elementos

h=L/n % Tamano del elemento ( particién uniforme)
D=1.0520 % Término Difusivo
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V=110.67 % Término Advectivo
ul=0 % valor en la frontera inicial
ukF=1 % valor de u en la frontera final
Pe=(V/(2*D))*h % Numero local de Péclet
% CACULO DE LA MATRIZ A Y EL VECTOR b QUE RE-
PRESENTA EL SISTEMA DE ECUACIONES
A=zeros(E-2);
b=zeros([E-2,1]);
A(11) = (2*D)*1/h"2;
A(1,2)=(-D + 0.5*(V*h))*1/h"2,
for i=2:E-3,

A(i,i-1)=(-D-0.5*(V*h))*1/h~2;

Ai) = (2*D)*1/h"2;

A(i,i+1)=(-D + 0.5%(V*h))*1/h~2;

b(i,1)= (1/h°2 +V/(2*h))*ul;

end

% Entradas peniltimas de la matriz A y vector b
A(E-2 E-3)=(-D-0.5*(V*h))*(1/h"2);
A(E-2,E-2) = (2*D)*(1/h"2);
b(E-2,1)= (D/h~2-V/(2*h))*uF;
% Matriz inversa
C=inv(A);
% Valores de u s interiores
u=C*b;
%U totales
U1=[0;u;1];
% Particién del intervalo [0,L],para E=21
x1=zeros([E,1]);
for r=1:E,
x1(r,1)=(r-1)*h;
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end
clear A;
clear b;
clear C;
clear y;
clear E;
clear Pe;

clear h;

E=41 % Numero de nodos
n=F-1 % Numero de elementos
h=L/n % Tamafio del elemento ( particién uniforme)
Pe=(V/(2*D))*h % Numero de Péclet
% CALCULO DE LA MATRIZ A Y EL VECTOR b QUE RE-
PRESENTA EL SISTEMA DE ECUACIONES

A=zeros(E-2);
b=zeros([E-2,1]);
A(L,1) = (2*D)*1/h"2,
A(12)=(-D + 0.5%(V*h))*1/h~2,

for i=2:E-3,

A(i,i-1)=(-D-0.5%(V*h))*¥1 /h 2,

AG) = (2D)*1/h~2;
A(i,i+1)=(-D + 0.5%(V*h))*1/h"2;
b(i,1)= (1/h"2 +V/(2*h))*ul;

end

% Entradas pemiltimas de la matriz A y vector b
A(E-2,E-3)=(-D-0.5%(V*h))*1/h"~2;
A(E-2,E-2) = (2*D)*1/h"2;
b(E-2,1)= (D/h~2-V/(2%h))*uF,
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% Matriz inversa
C=inv(A);
% Valores de u’s interiores
u=C*b;
% U totales
U2=[05u;1];
% Particion del intervalo [0,1], para E=41
x2=zeros(|[E,1]);
for r=1:E,
x2(r,1)=(r-1)*h;
end
clear A;
clear b;
clear C;
clear u;
clear E;
clear Pe;
clear h;
E=81 % Niimero de nodos
n =E-1 % Numero de elementos
h=L/n % Tamano del elemento ( particién uniforme)
Pe=(V/(2*D))*h % Numero de Péclet
% CALCULO DE LA MATRIZ A Y EL VECTOR b QUE RE-
PRESENTA EL SISTEMA DE ECUACIONES
A =zeros(E-2);
b=zeros([E-2,1]);
A(1,1)=(2*D)*1/h"2;
A(1,2)=(-D + 0.5%(V¥h))*1/h~2,
for i=2:E-3,
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A(ii-1)=(-D-0.5* (V*h))*1 /h~2;
Ali) = (2*D)*1/h"2;
Afi,i+1)=(-D + 0.5%(V*h))*1/h"2;
b(i,1)= (1/h~2 +V/(2*h))*ul;
end
% Entradas peniltimas de la matriz A y vector b
A(E-2,E-3)=(-D-0.5*(V*h))*1/h"2;
A(E-2,E-2)= (2*D)*1/h"2;
b(E-2,1)= (D/h~2-V/(2*h))*uF;
% Matriz inversa
C=inv(A);
% Valores de u’s interiores
u=C*b;
% U totales
U3=[0u;1};
% Particion del intervalo [0,L], para E=81
x3=zeros([E,1]);
for r=1:E,
x3(r,1)=(r-1)*h;
end
% Calculo de Ul interpolado
Ull=zeros(E,1);
for j=1:E,
for 1=1:21,
if x3(3,1) >= x1(i,1) & x3(j,1)<= x1(i+1,1)
U11(,1)= ((3(,1)-x1(i+1,1))/(x1(i,1)x1(i+1,1)))*U1(i,1) +
((x3(3,1)-%x1(1,1))/(x1 (i+1.1)-x 1(1,1)))* UL (i+1,1) ;
break;

end
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% Célculo de U2 interpolado
U22=zeros(E,1);
for j=1:E,
for i=1:41,
if x3(j,1) >= x2(i,1) & x3(j,1)<= x2(i+1,1)

U22(3,1)=((x3(j,1)-x2(i+1,1)) /(x2(i,1)-x2(1+1,1)))*U2(i,1) +
((x3(5,1)-x2(1,1)) /(x2(i+1,1)-x2(1,1)))*U2(i+1,1) ;
break;
end
end
end

% Solucién exacta,
Y=(exp((V/D)*x3) -1)/(exp(V/D)-1);
% Gréafica (observacién de las oscilaciones para diferentes niimeros de
Péclet)
plot(x3,Y,-’x3,U11,-' x3,U22,-.." x3,U3, .-

La gréafica de la solucién para diferentes niimeros de Péclet viene dada en

la siguiente pag.
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Figura 9: Solucion en diferencias finitas centradas del problema. de Adveccion-
Difusién para diferentes valores del nimero de local de Péclet. Linea (A),
P, = 2.63; linea (B), P. = 1.28; linea (C), P. = 0.63, linea (D) es la solucién
analftica.



9.2. Programa 2

Este programa resuelve la ecuacién de transporte Advectivo-Difusivo, a la

cual se le ha introducido la. Difusion Artificial (da). Consideremos la ecuacién

—Dhnc (z) + ve (z) =0

con condiciones de frontera ¢(0) =0y ¢(L) = 1. El término de perturbacién
es

Dy =D(1+P)

en el programa Dp = da. En el programa 2 se introduce una variante del
Metodo de Diferencias Finitas con el cual se nota un efecto de eliminacién
de oscilaciones, es decir se nota la estabilidad para el método upwind con
respecto a la no estabilidad para diferencias finitas centradas.

En este programa, primero se hace una comparacién entre diferencias
finitas centradas y el método upwind, para una particién con 20 elementos.
Despues se da la solucién para una particién de 80 elementos sélo para el
método upwind. Los valores de los términos advectivo y djfusivo vienen en

el programa.

Programa

% DATOS INICIALES

L=1 % Longitud del intervalo

E=21 % Numero de Nodos

n=E-1 % Numero de elementos

h=L/n % tamafio del elemento ( particién uniforme)
D=1/100 % Término Difusivo

V=1 % Término Advectivo

ul=0 % Valor en la frontera inicial
uF=1 % Valor de u en la frontera final
Pe=(V/(2*D))*h % Numero de local Péclet
da=D*(1+Pe) % Difusién Artificial
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% CALCULO DE LA MATRIZ A Y EL VECTOR b PARA
DIFERENCIAS FINITAS CENTRADAS
A=zeros(E-2);
b=zeros([E-2,1]);
A(1,1)=(2*D)*1/h"2;
A(1,2)=(-D + 0.5*(V*h))*1/h"2;
b(1,1)=(D/h~2 +V/(2*h))*ul;
for i=2:E-3,
A(i,i-1)=(-D-0.5%(V*h))*1/h "2,
A(iQ) = (2*D)*1/h"2;
A(,i+1)=(-D + 0.5%(V*h))*1/h"2;
b(i,1)= (1/h"~2 +V/(2*h))*ul;
end
% Entradas peniiltimas de la matriz y vector total
A(E-2,E-3)=(-D-0.5%(V*h)}*1/h"~2;
A(E2,E2) = (2*D)*1/h"2;
b(E-2,1)= (D/h~2-V/(2*h))*uF;
% Matriz inversa
C=inv(A);
% Valores de u’s interiores
u=C*b
% U totales
Ul=[0;u;1];
% Particién del intervalo [0,L]
x1=zeros([E,1]);
for r=1:E,
x1(r,1)=(r-1)*h;
end
clear A ;
clear C
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clear b ;
clear u
% CALCULO DE LA MATRIZ A Y EL VECTOR b PARA EL
METODO UPWIND
A=zeros(E-2);
b=zercs([E-2,1));
A(L,1) = (2*da)*1/h"2;
A(1,2)=(-da + 0.5*(V*h))*1/h"2;
for i=2:E-3,
A(i,i-1)=(-da-0.5%(V*h))*1/h"2;
A(i) = (2*da)*1/h~2;
A(i,i4+1)=(-da + 0.5*%(V*h))*1/h"2;
b(i,1)= (da/h~2 +V/(2*h))*ul,
end
% Entradas pentltimas de la matriz y vector total
A(E-2,E-3)=(-da-0.5*(V*h))*1/h"2;
A(E-2,E-2) = (2*da)*1/h"2;
b(E-2,1)= (da/h~2-V/(2*h))*uF;
% Matriz inversa
C=inv(A);
% Valores de u’s interiores
u=C*b;
% U totales
U2=[0;u;1l;
% Particion del intervalo [0,1]
x2=zeros(|E,1]);

for r=1:E,
x2(1,1)=(r-1)*h;
end
clear A :
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clear C ;

clear b ;

clear u ;

clear K ;

clear h ;

E=81 % Nimero de nodos

n =E-1 % Numero de elementos

h=L/n % Tamaifio del elemento ( particién uniforme)
Pe=(V/(2*D))*h % Nimero de Péclet

% CALCULO DE LAS ENTRADAS DE LA MATRIZ A Y EL
VECTOR b CON EL METODO UPWIN PARA UNA PARTI-
CION DE 80 ELEMENTOS

A=zeros(E-2);
b=zeros([E-2,1]);
A(1,1) = (2*%da)*1/h~2;
A(1,2)=(-da + 0.5%(V*h))*1/h"2;
for i=2:F-3,
A(ii-1)=(-da-0.5* (V*h))*1/h"2;
A(ii) = (2¥da)*1/h~2;
AQHD)=(-da + 0.5%V*h))*1/h"2;
b(i,1)= (da/h~2 +V/(2*h))*ul;
end
% Entradas peniltimas de la matriz y vector total
A(E-2,E-3)=(-da-0.5*(V*h))*1/h"2;
A(E-2,E-2) = (2*da)*1/h"2;
b(E-2,1)= (da/h~2-V/(2*h))*uF;
% Matriz inversa.
C=inv(A);
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% Valores de u’s interiores
u=C*Db;

% U totales
U3=[0;u;1};

% Particién del intervalo [0,L)
x3=zeros([E,1]);

for r=1:E,
x3(r,1)=(r-1)*h;
end

% Célculo de Ul interpolado
Ull=zeros(E,1);
for j=1.E,
for i=1:21,
if x3(j,1) >= x1(1,1) & x3(j,1)<= x1(i+1,1)
U11(,1)=((3(3,1)x1(+1,1) ) /(x1(3,1)x1(i+1,1)))*U1(G, 1) +
((x3(3,1)-x1(3,1))/(x1(i+1,1)-x1(i,1)))*U1(i+1,1) ;
break; :
end
end
end
% Célculo de U22 interpolado
U22=zeros(E,1);
for j=1:E,
for i=1:21,
if x3(3,1) >= x2(i,1) & x3(j,1)<= x2(i+1,1)
U22(3,1)=((x3(,1)-x2(i+ 1,1)) /(x2(1,1)-x2(1i+1,1))) ¥U2(3,1) +
((x3(,1)-x2(,1)) /(x2(1+1,1)-x2(1,1)))¥U2(1+1,1) ;
break; :
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end
end
end

% Solucién exacta
Y=(exp((V/D)*x3) -1)/(exp(V/D)-1);

% Gréfica (eliminacién de las oscilaciones, pero perdidad de exactitud)
plot(x3,Y, 1" x3, U1, x3,U22,- " x3,U3,~");

La gréfica comparativa de las soluciones es la siguiente

Gk

asr

Figura 10: Solucién en diferencias finitas de la ecuacion (4.12), ( con
D=1/100, v=1). Usando diferencia finita centrada y P. = 2.5, linea (A);
considerando la difusién artificial, lineas (B) y (C), P, = 2.5 y 0.625, respec-
tivamente. Se consideraron particiones de tamartio o =0.05, para las soluciones
(A) vy (B); h = 0.0125 para (C). Nétese el efecto de eliminacién de oscila-
ciones para PP, grande en la difusién artificial. Linea (D) denota la solucion
exacta.
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9.3. Programa 3

En este programa se muestra que la técnica de la combinacién de dife-
rencias finitas centradas para la primera derivada y utilizando el esquema
Scharfetter-Gummel (SG), la solucién numeérica es mds precisa en compara-
cién con el Método upwind.

Consideremos la ecuacion
~Djnc’ (z) + ve'(z) =0

con condiciones de frontera ¢(0) =0y (L) =1.

Con el programa 3 se obtiene la solucién la cual es nodalmente exacta
y es una mejor aproximacion a la solucién analitica del problema. En este
programa se hace una comparacién entre los métodos upwind y Scharfetter-
Gummel, para ello se hace una discretizacién del dominio en 80 elementos.

Los valores de los términos advectivo y difusivo son v=1y D = 5k

200°
Programa.

% DATOS INICIALES

L=1 % Longitud del intervalo

E=81 % Numero de Nodos

n =E-1 % Ntmero de elementos

h=L/n % Tamano del elemento ( particion uniforme)
D=1/200 % Término Difusivo

V=1 % Término Advectivo

ul=0 % Valor en la frontera inicial

uF=1 % Valor de u en la frontera final
Pe=(V/(2*D))*h % Numero de Péclet

da=D*(1+Pe) % Difusion Artificial

SG=D*(14Pe-14+(2*Pe)/(exp(2*Pe)-(1))) % esquema. Scharfetter-Gummel

% CALCULO DE LA MATRIZ A Y EL VECTOR b PARA EL
ESQUEMA UPWIND

A=zeros(E-2);
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b=zeros([E-2,1]);
A(11) = (2%da)*1/h"2;
A(1,2)=(-da + 0.5*(V*h))*1/h~2;
for i=2:E-3,
A(i,i-1)=(-da-0.5*(V*h))*1/h"2;
A(i) = (2*da)*1/h~2;
A(ii+1)=(-da + 0.5*¥(V*h))*1/h"2;
b(i,1)= (1/h~2 +V/(2*h))*ul;
end
% Entradas peniltimas de la matriz y vector b
A(E-2,E-3)=(-da-0.5*(V*h))*1/h"2;
A(E-2E-2) = (2%da)*1/h"2;
b(E-2,1)= (da/h~2-V/(2*h))*uF;
% Matriz inversa,
C=inv(A);
% Valores de u’s interiores
u=C*b;
% U totales
Ul=[0;u;1];
clear A;
clear C:
clear b;
% CALCULO DE LA MATRIZ A Y EL VECTOR b PARA EL
ESQUEMA SCHARFETTER-GUMMEL
A=zeros(E-2),
b=zeros({E-2,1]);
A(1,1) = (2*SG)*1/h"2;
A(1,2)=(-SG + 0.5*%(V*h))*1/h"2;
for i=2:E-3,
A(1,i-1)=(-SG-0.5*(V*h))*1/h 2,
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A(i,1) = (2*SG)*1/h~2;
A(L,i+1)=(-SG + 0.5%(V*h))*1/h"2,
b(i,1)= (1/h~2 +V/(2¥h))*ul,

end

% Entradas pentltimas de la matriz y vector b
A(E-2,E-3)=(-SG-0.5*(V*h))*1/h~2;
A(E-2,E-2) = (25G)*1/h~2;
b(E-2,1)= (SG/h~2-V/(2*h))*uF;

% Matriz inversa
C=inv(A);

% Valores de u’s interiores
u=C*b;

% V totales
U2=[0;u;1];

% Particion
x=zeros([E,1]);
for r=1:E,

x(r,1)=(r-1)*h;
end

% Solucién exacta
Y=(exp((V/D)*x) -1)/(exp(V/D)-1);

% Gréficas (solucién exacta y para los esquemas upwind y Scharfetter-

Gummel)

plot(x,Y,-’x, UL’ x,U2,+").

La grafica de las soluciones viene dada en la siguiente pag.
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Figura 11: Comparacion de la solucién numeérica del problema de Adveccién-
Difusion con (D = 35), linea C solucién utilizando la difusién artificial
(upwind), linea B solucién considerando la difusién 6ptima (SG), y linea
A es la solucién analitica. Se utlizé el caso de P, = 1.25.

82



10. Apéndice B

En el presente apéndice se muestran resultados que se usan en la demostracién
realizada en el capitulo 7 para la demostracién de convergencia de la solucién
numérica utilizando la técnica hallada con diferencias finitas en el método
de elemento finito. Estos resultados se enuncian sin demostracion, los cuales
pueden consultarse en [7].

= Desigualdad de Young
1
abgea2+4—b2, Yab €R, Ve >0, (8.1)
e

a Espacios LP(a,b)

IP(a,b) = {f: (a,b) = R, [ |f(z)[Pdz < oo} (8.2)

a

La norma en los espacios L%(a,b)

1
b 2
@i, = [ ez 83
aqui se considerd el caso particular p = 2.

® Desigualdad de Poincaré
Para cada intervalo [e, ], existe una constante C, > 0 tal que

11l 300ty < Co ||

(8.4)

L2(ab)

para todo ¢ € C' ([a,b]) tal que ¢(a) = ¢(b) = 0.y donde Hq&(l)‘

es la norma L%(a,b).

L%(ab)

Desigualdad de Cauchy-Schwars

Sean f(z) y g(x) dos funciones definidas en el intervalo [a,b], entonces

la siguiente desigualdad se cumple si f y g € L%(a,b)

< (/ b fz(w)dﬂc)é (/ bg?(ac)dz)é (8.5)
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a Teorema

Sea 0<m < k+1, con k> 1y asumimos que fO € L*(a,b) para
0< m < k+1; entonces existe una constante positiva C, independiente
de h, tal que

=

k+1-m (k+1)
L2(a,b) < Ch " Hf * Hbz(a,b) (86)

a« Corolario

Para cualquier funcion continua f en [a,b], el polinomio de interpo-
lacién por partes TIEf coincide sobre cada elemento de la particion I,

-con el polinomio de interpolacion de f dado I;, en los n+1 nodos.
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