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Parte 1
Prefacio

Una propiedad fundamental de la fisiologia de las células nerviosas es su
actividad eléctrica. A partir de la formulacién del modelo de Hodgkin y Hux-
ley (HH), se han desarrollado diversos modelos matematicos inspirados en cir-
cuitos electrénicos, los cuales mimetizan las oscilaciones que producen las células
nerviosas. En esta tesis se hace una breve revisién de varios osciladores eléctri-
cos que han sido usados para simular la actividad eléctrica de estas células y
se analiza un modelo electrénico propuesto por Frank Hoppensteadt, profesor
emérito del Courant Institute, cuyo ingrediente novedoso es un oscilador con-
trolado por voltaje. El modelo es referido en la literatura como VCON (Voltage
Controlled Oscillator Neuron).

El modelo VCON, adema&s de constituir una analogia del comportamiento
neuronal, tiene una dindmica rica en bifurcaciones, lo cual lo hace también
matemadticamente interesante. Aparte de exhibir la bifurcacién homoclinica,
comprende como casos particulares la dindmica de dos osciladores no lineales
clasicos: el oscilador de Rayleigh y el péndulo forzado con una torca constante.

Para entender la dindmica del modelo VCON, es necesario utilizar una com-
binacién de resultados de la teoria de la estabilidad y de las bifurcaciones, junto
con simulaciones computacionales. Por lo tanto, se dedica un capitulo a exponer
los resultados bésicos de la teoria de estabilidad y otro capitulo a describir las
bifurcaciones que aparecen, tanto en los casos particulares (péndulo con tor-
ca y oscilador de Rayleigh) como en la dindmica més compleja del VCON. Los
resultados computacionales se llevaron a cabo utilizando el software INTEGRA.

1. Modelos de Neuronas y Osciladores no Lin-
eales

Las células nerviosas, también conocidas como neuronas, son unidades fun-
cionales que constituyen redes, cuya actividad es fundamental en toda la fisi-
ologia del sistema nervioso, éste constituye un sistema de muy alta complejidad;
para darse una idea, el cerebro humano tiene del orden de 10'° neuronas, niimero
comparable al nimero de estrellas que existen en nuestra galaxia.

La fisiologia de estas células se distingue por su actividad eléctrica, debido
a una serie de procesos fisico-quimicos y biolégicos que han podido ser modela-
dos matemédticamente con mucho éxito. Estos modelos han permitido entender
las causas inherentes a la produccién y transmisién de impulsos eléctricos (po-
tenciales de accién), asi como describir y representar graficamente los procesos
concomitantes al fenémeno de excitabilidad. Asi pues, es natural que se usen



canaler de Na*

V(mV) se clernan
carales
+30 i de K*
s abren
.
0
.
canales de canales
Na* = de K*
abren i cicrran
umbeal

Figura 1: Gréfica de voltaje contra tiempo en un punto del axén cuando se ha
hecho una estimulacién supraumbral. Primero se observa una despolarizacion
hasta alcanzar los 50mV debido a un aumento en la permeabilidad de sodio.
Posteriormente la permeabilidad de sodio regresa a la normalidad y la perme-
abilidad de potasio aumenta, lo cual resulta en una corriente entrante de potasio
que hace el potencial de membrana més negativo que el reposo, posteriormente
la permeabilidad de potasio regresa a su valor de reposo y se restablece el po-
tencial de equilibrio denominado potencial de reposo.

modelos matematicos de circuitos electrénicos para comprender la fisiologia de
las neuronas.

Toda una variedad de modelos matemédticos han sido usados para entender
diferentes aspectos del comportamiento de la células nerviosas. Un ejemplo son
las cuatro ecuaciones diferenciales del modelo propuesto por los fisiélogos in-
gleses Hodgkin y Huxley, las cuales modelan, con apego a la realidad biofisica
subyacente, la dindmica no lineal de las corrientes iénicas (principalmente cor-
rientes de sodio y potasio) a través de la membrana celular. En cambio, las dos
ecuaciones diferenciales del modelo de FitzHugh-Nagumo capturan matematica-
mente la “esencia dindmica” del fenémeno de excitabilidad. Finalmente, dando
un paso mds de simplificacién, los modelos de neuronas de integracién y dis-
paro (Integrate and Fire Neurons), también conocidos como spiking neurons en
la literatura, mediante una sola ecuacién diferencial sujeta a una condicién de
salto modelan el comportamiento de una neurona y, a pesar de su simplicidad,
son de mucha utilidad para comprender la interaccién entre este tipo de células.

Como consecuencia de estas investigaciones se ha podido observar que las
neuronas se comportan como osciladores no lineales. Es decir, importantes as-
pectos de su fisiologia estdn correlacionados con fenémenos que se observan
tipicamente en osciladores no lineales. Consecuentemente, algunos aspectos del



comportamiento neuronal pueden ser mimetizados en circuitos electrénicos u
otros sistemas fisicos. Esto trae como consecuencia que tanto una neurona, co-
mo varios otros sistemas fisicos estén modelados por las mismas ecuaciones
diferenciales e incluso que puedan concebirse modelos mateméticos de neurona
que no correspondan con ningun sistema fisico. Estos osciladores (de integracién
y disparo) se caracterizan porque en ellos se producen procesos de acumulacién
y descarga, asociados a fenémenos caracterizados por la presencia de una clase
genérica de resistencia negativa.

Debido a estas analogias mateméticas se ha podido entender mejor la fenom-
enologfa que exhiben las neuronas y que es tipica de los osciladores no lineales:
oscilaciones de relajacién, excitabilidad, histéresis, multiestabilidad, etc. Como
se verd a continuacién, las analogias matemédticas han permitido reconocer que
una caracteristica genérica en todos estos modelos es la presencia de resisten-
cia negativa como causa fundamental de algunos aspectos de la fenomenologia
observada.

En esta tesis se presentan ejemplos paradigmaéticos de circuitos electrénicos
no lineales que han sido asociados a la modelacién de neuronas y se hace un
andlisis a profundidad del modelo VCON de Hoppensteadt. Algunos de estos
circuitos tienen valor porque mimetizan los comportamientos (no lineales) que
se producen en las células nerviosas. Otros, como el modelo VCON, son ademéds
interesantes matemdticamente por la riqueza de sus bifurcaciones y compor-
tamientos.

Simplificando el modelo de Hodgkin y Huxley, en 1961 Richard Fitzhugh
produjo un modelo matemético de oscilador no lineal bidimensional, que tiene
la propiedad de excitarse en respuesta a un estimulo externo y que produce
una rafaga continua de potenciales de accién, cuando el estimulo es sostenido.
Este modelo se inspiré en el trabajo de van der Pol y Bonhoeffer. Histérica-
mente, Balthasar van der Pol fue uno de los pioneros en investigar y poner
de relieve la importancia de algunas ecuaciones diferenciales que describen el
comportamiento de un circuito; usando un bulbo triodo demostré que habia
oscilaciones autosostenidas (ciclos limite) a las que él llamé oscilaciones de re-
lajacién. Bonhoeffer fue el primero en relacionar la ecuacién de van der Pol con
el impulso nervioso, en el contexto quimico del fenémeno de la corrosién.

Independientemente en 1962, usando un elemento no lineal mds moderno
que el bulbo de vacio del circuito de Bonhoeffer van der Pol (un diodo ttnel,
basado en el efecto tinel descubierto por el fisico Esaki en 1952), Jin-Ichi Nagu-
mo junto con Arimoto y Yoshizawa, propusieron un circuito electrénico como
andlogo neuronal. Resulté que las ecuaciones que gobiernan la dindmica del
circuito de Nagumo son las mismas propuestas por FitzHugh. Asi, a pesar de
que FitzHugh llamaba su a modelo como el modelo de van der Pol-Bonhoeffer,
hoy el modelo es referido en la literatura como el modelo de FitzHugh-Nagumo
(FHN). Este modelo es mucho mds tratable mateméticamente que el modelo



original de Hodgkin y Huxley, y gracias a él hoy se entienden los mecanismos
dindmicos responsables del fenémeno de excitabilidad (resistencia negativa) y de
la produccién de trenes periédicos de potenciales de accién (mediante la bifur-
cacién de Andronov-Hopf). Otro circuito biolégicamente inspirado es el modelo
de Carrillo Hoppensteadt, en el que un elemento no lineal diferente (Bulbo de
Neén) es el encargado de proveer la resistencia negativa.

A continuacién se muestran algunos ejemplos hasta ahora mencionados.

Ecuaciones del modelo de Carrillo Hoppensteadt.

V' = S—-V-—Rf(V)—RI+RI,
el = V—g()

Ecuaciones del sistema de FitzHugh

% = I—-vw-—a)(v—-1) —w
c(l)%} = blv—gw)

1.1. Oscilador Neuronal Controlado por Voltaje: Modelo
VCON

El profesor emérito de Matematicas del Courant Institute of Mathematical
Sciences, de la Universidad de Nueva York, Frank Hoppensteadt, en el ano 2006
([19]) propone el modelo VCON con el objeto de modelar la dindmica de la
membrana neuronal, en especifico, la relacién entre el voltaje y la frecuencia.
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Este modelo consiste en un circuito eléctrico que se encuentra modelado por
la siguiente ecuacién diferencial no lineal de segundo orden:

0+ F (9) + Asin (0) = w.

Donde 0 corresponde al potencial de la membrana.
. .2 .
En la presente investigaciéon se utilizara la funcién F (0) = {(9) - a} 0,

donde « € R, 7 =1y A =1, con el propésito de combinar en un solo modelo
las dindmicas de la ecuacién del péndulo, oscilador de van der Pol y oscilador
de Rayleigh. La dindmica de esta ecuacién se analizard en dos tipos de espacios
de fases, uno en el plano y otro en el cilindro.

Los modelos de Hodgkin-Huxley y el de FitzHugh-Naguno son ejemplos de
modelos matemadticos de la membrana neuronal, los cuales son muy complejos
para realizar un andlisis matemaético. Por otro lado, existen modelos en los que
se observan caracteristicas especificas del comportamiento de una neurona, los
cuales estdn modelados por ecuaciones con bajo nivel de complejidad y al mismo
tiempo pueden ser analizadas con menos dificultad, como el modelo VCON. Este
modelo reproduce el potencial de accién, y al mismo tiempo es capaz de modelar
directamente la relacién entre el voltaje y la frecuencia.

El modelo del VCON se compone de un oscilador controlado por voltaje,
este es un circuito eléctrico que produce una salida de voltaje oscilatoria con
la propiedad de que la frecuencia de salida es proporcional al voltaje de en-
trada. El circuito VCO (Oscilador Controlado por Voltaje) se conforma de un
circuito LC junto con uno o dos transistores acompanados de un amplificador.
A continuacién se presentan las caracteristicas principales de los componentes
del circuito VCON:

1. Para la separacién de carga, un capacitor.
2. Para el potencial de reposo, una bateria y una resistencia.

3. Para el mecanismo homeostdtico (comparable con el papel que desem-
pefian los canales de potasio en el modelo Hodgkin-Huxley), un VCO.

4. Para los escapes, comparables con el papel que desempenan los canales de
sodio en el modelo Hodgkin-Huxley, un dispositivo con resistencia nega-
tiva (NDR), estos dispositivos tienen la propiedad de que la gréfica de la
relacién entre la corriente I y el voltaje V tiene forma de N o forma de S,

Los arreglos de estos elementos se muestran en la figura (4).
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Figura 4: Arreglo de los componentes electrénicos para el circuito VCON.

1.1.1. Ecuaciones del Circuito VCON

Para deducir las ecuaciones del modelo, se analiza como va distribuyéndose la
corriente en el circuito y se usa la relacién que existe entre la corriente y el voltaje
en cada uno de los componentes del circuito como se explica a continuacion:

1. La corriente I a través del capacitor es CV.

2. La corriente a través del mecanismo homeostédtico H es:

t
Iy = asin (’y/ V(t’)dt’) .
0

Como f V aparece dentro de una funcién periédica nombramos una nueva
variable

t
927/ V(t)dt'.

0
Derivando a 6 con respecto del tiempo se tiene que

do

pri YV (t).

En la dltima ecuacién podemos ver que la frecuencia instantdnea de la
corriente, a través del mecanismo homeostético, es proporcional al voltaje.

3. La corriente a través del dispositivo NDR es Iy = f(V), donde f es una
funcién en forma de N.

Teniendo en cuenta estas consideraciones y usando las leyes de Kirchhoff, se
deriva la ecuacién diferencial que rige el comportamiento del circuito descrito
de la figura 4, de la siguiente manera:

I=1Ic+1Iy+1In (1)

y usando la ley de Ohm se tiene que:

IR=E-V



sustituyendo la ecuacién (1) en la dltima ecuacién obtenemos:

(IC+IH+IN)R = E-V

. t
|:CV+OéSiIl (7/ V(t )dt’) +f(V)] R = E-V
0
t ’ 9 9 : .
usando que 0 = fyfo V(t)dt', — =V y — =V se tiene:
Y Y

R

=
I
&
|
2 |

C’Q—Fasin(ﬁ)—kf (
Y

RC’%—}—Rasin(ﬁ)—i—Rf % 0

|
|
I
[

nombramos 7 = RC (la constante de tiempo del circuito) y multiplicando por
.

72 = Efngf 0 — Rasin (0)
v Y
70 = ~yE—-0—~Rf ( — yRasin (6)
v

Té = ~vE — |yRf

2

) ro| - ~vRasin (0)

0 .
Nombrando a w =+vE, A=~Ray F(8) =~Rf 5 + 0 se obtiene:

TéwF<é) — Asin(0).

Asi la ecuacién que modela el circuito VCON es:

0+ F (9) + Asin(0) = w. (2)

una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden, donde 9 corresponde al
potencial de la membrana en un potencial de accién. El espacio fase natural del
sistema VCON es el cilindro C = {(6,V): 0 <0 < 271,—0c0o < V < o0}.

A continuacién se hace un estudio de la teoria necesaria para poder hacer el
analisis matemédtico del VCON.



2. Estabilidad

El concepto de estabilidad de sistemas dindmicos es fundamental en la ciencia
y la ingenieria. A continuacién se dard el formalismo matemético, que permite
definir este concepto y la teoria que permite delucidar bajo que condiciones los
comportamientos de un sistema dindmico son estables o inestables. Se presen-
tan las definiciones dadas por Lyapunov! y dos métodos para determinar la
estabilidad de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales.

2.1. Estabilidad de los Equilibrios

Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales:

= f(x), (3)

donde x € R™, f : D — R" es una funcién continuamente diferenciable y
D C R" es una regién abierta y conexa. Los ceros de la funcién f dan lugar
a las soluciones constantes, o equilibrios, de la ecuacién (3). Una solucién de

equilibrio es aquella que cumple que z = f(z) = 0.

Se denota B, a la bola de R™ con centro en el origen, es decir, B, = {z €
R™ : ||lz|| < p, p > 0} con ||z|| la norma euclideana de x. También se supone
que f(0) =0y que f es una funcién de clase C! en B,. La primera suposicién
implica que la funcién idénticamente cero es solucién de (3) la cual llamaremos
“el equilibrio” o “el origen”, y la segunda suposicién garantiza la existencia y
unicidad de las soluciones de (3).

Se denota con ¢(t, o) a la solucién de (3) que en t = 0 pasa por xg € B,, es
decir, esta solucion es tal que ¢(0,xg) = xo. Ver la figura 5 para el caso n = 2.

Figura 5: Grafica de la solucién ¢(t, ), n = 2

1En 1892, Lyapunov defendié su tesis doctoral titulada “The general problem of the sta-
bility of motion” en la Universidad de Moscu.
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Definicién 1 FEl equilibrio de (3) se dice que es:

i) Estable. Si para cada € > 0, existe n(e) > 0 tal que si ||xo|| < n entonces
llo(t, zo)|| < e Vt > 0. Ver figura 6

i1) Atractivo. Si existe n(e) > 0 tal que si ||zo|| < n entonces el tlirgo lo(t, zo)|| =
0. Ver figura 7

iii) Asintéticamente Estable. Si

a) es estable

b) es atractivo

Ver figura 8

iv) Inestable Si no es estable. Ver figura 9

X,

4 ’,ﬁx]
(=1
Y- T N T
/| j /
[ N
| /

Figura 6: Estabilidad del origen. Cualquier solucién que en t = 0 comience en

el cilindro de base de radio n no puede abandonar el cilindro de base con radio
€.

2.2. Estabilidad de Soluciones Caso Auténomo

En esta seccion se define la estabilidad para una solucién (fija) arbitraria de

(3). Los restantes tres conceptos para este caso son andlogos de modo que se
omiten.

Definicién 2 Sean ¢(t,x0) y ¥ (t,y0) soluciones de (3). La solucion ¢(t,xq) es
estable si para cada € > 0, existe n(e) > 0 tal que si ||xo — yo|| < 1 entonces

lv(t, yo) — p(t,z0)|| < e V¢ > 0. En la figura 10 se ilustra esta definicion para
el cason = 2.

Hay que mencionar que por un tiempo se pensaba que si una solucién es

atractiva entonces también es estable. Sin embargo en el siguiente ejemplo se
muestra que la inestabilidad y la atractividad son perfectamente compatibles:

11
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Figura 7: Atractividad del origen. Cualquier solucién que en ¢ = 0 comience en
el cilindro de base con radio 7, eventualmente puede abandonarlo, pero ”final-
mente” permanece dentro del mismo.

x'?
2,
(0 o~ etxy) 1)
{ . e |1
n U v \ f, t

Figura 8: Estabilidad asintética del origen.

o(tx;)

Figura 9: Inestabilidad del origen.

12



-~

4 |
A o ~47 /
e T A
_7__,»"' - 'J'l Pl P e
'/;:\‘l - 7~ { - V - - f/_______.
I" ) IL e /II;- . -
e P e d
((0,X)~ .I' B - L~ -~
VI ettty
b A e
(tg.v) ﬁl' .
LS

Figura 10: Estabilidad de la solucién ¢ (¢, zg)

Considérese el siguiente sistema en coordenadas polares (n = 2)

. 0
— gin?2 = 4
0 sin 5 (4)

p = p(l—0p)

en la figura 11 aparecen las imdgenes de las soluciones de (4), dichas imdgenes
son llamadas trayectorias u 6rbitas del sistema. Se observan tres trayectorias
notables: Los equilibrios A(0,0), B(1,0) y el circulo unitario sin incluir el punto
(1,0). Las flechas indican el recorrido de las mismas cuando ¢ crece. El equilibrio
B(1,0) es atractivo pero inestable.

Figura 11: La inestabilidad y la atractividad son compatibles.
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2.3. Estabilidad Caso no Auténomo

En este trabajo no se presentardn ecuaciones diferenciales no auténomas,
pero por completez de la investigacién en esta seccién definimos el concepto
de estabilidad de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales no
auténomo.

Definicién 3 Sean ¢(t,to, x0) y (¢, to, yo) soluciones de x = f(t,r) que comien-
za en (to,xo) y en (to,yo) respectivamente, se dice que ¢(t,tg,xo) es estable si
para cada € > 0, existe n(e) > 0 tal que si ||(to,zo0) — (to,y0)|| < n entonces
le(t, to, m0) — P(t, to, yo)|| <& Vi > 0.

En general el estudio de la estabilidad de una solucién arbitraria siempre se
reduce al estudio de la estabilidad del origen haciendo un cambio de variable
adecuado de la siguiente manera:

Para verificar la estabilidad de la solucién ¢(t,zg) de (3) se hace el cambio
de variable

Yy=x - (P(tvxo% (5)

derivando esta expresién con respecto a t y sustituyendo en la ecuacién (3) se
tiene:

y=a—p(t,z0) = f(y+ [t 20)) — f ((t,20)) -

La expresion de la derecha es una funcién de (¢,y) de modo que se ha obtenido
una ecuacion de la forma

y=g(ty) (6)

en donde g (t,y) = f(y+ ¢(t,z0)) — f (©(t,x0)). Se observa inmediatamente
que la funcién y = 0 es una solucién de (6).

Con lo anterior se sigue la siguiente afirmacion: la solucién ¢(t, zg) de (3) es
estable si y sélo si la solucién y = 0 de (6) es estable. Resultados andlogos se
obtienen para los tres conceptos restantes.

Ejemplo 4 Considérese n =1 y la ecuacion
r=x—2° (7)
Sea la solucion (t,1) = 1. Se realiza el cambio de variable
y=z—ptl)=z-1 (8)
derivando (8) y sustituyendo en (7) se llega a
y=01+y) —(1+y)? 9)

de modo que el estudio de la estabilidad de la solucion ¢(t,1) = 1 equivale al
estudio de la estabilidad del origen de la ecuacidn equivalente.
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2.4. Estabilidad de Sistemas Lineales
2.4.1. Sistemas Lineales en el Plano

El sistema lineal cumple con el principio de superposicién el cual permite
descomponer un problema lineal en dos o méas subproblemas sencillos de tal
manera que el problema original se obtiene como “superposicién” o “suma’” de
estos subproblemas més sencillos; es decir, que el todo es la suma de sus partes
[8]. La linealidad del sistema se refleja en el modelo, o bien, en las ecuaciones
diferenciales que lo rigen.

Las ecuaciones diferenciales lineales cumplen con la siguiente propiedad: el
conjunto de todas las soluciones posibles tiene estructura de espacio vectorial con
dimensién finita. Esto resulta de gran importancia para determinar el conjunto
de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales utilizando resultados
del dlgebra lineal, como se explica a continuacién. Se limitardn los resultados a
n = 2, pues es la dimensién del sistema VCON.

Se analizardn las posibles formas de soluciones para el espacio de estados
(retrato fase) de un sistema lineal planar de la forma:

r= Az (10)
donde x € R? y A € Mayo(R).

Por la teorfa del dlgebra lineal se sabe que existe un cambio de base que
permite ver a la matriz A en alguna forma canénica de Jordan. Los espacios
fase del sistema (10) se caracterizan usando el espacio fase del sistema lineal

xr = Bx

donde B es un bloque de Jordan, el cual cumple que B = P! AP, para alguna
matriz P.

El espacio fase de (10) se obtiene bajo la transformacién x = Py, como se
muestra en la figura 12. Las formas que puede tener B y sus exponencial son

las siguientes:
o )\ 0 Bt _ e)\t 0
s=(a ) = (%0 &
_( A1 Bt _ af 1t
b= ( 0 A ) =01
[ a b ot [ cosbt —sinbt
B= ( b a ) € < sinbt  cosbt >

A continuacién se describe cualitativamente el retrato fase para cada tipo
de bloque.
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b\ /74 —

a) b)

Figura 12: Transformacién z = Py

A
0
retrato fase para este caso es el de la figura 13, donde el origen es inestable de
tipo silla. Si g < 0 < A, las flechas cambian de direccién.

Si el bloque de Jordan es de la forma B = con A < 0 < p, el

Cuando A tiene dos valores propios reales de signo opuesto, el retrato fase
para el sistema lineal (10) es linealmente equivalente al retrato fase de B. Los
subespacios estables e inestables de (10) estdn determinados por los vectores
propios de A. Las cuatro soluciones que convergen al equilibrio cuando ¢t — 400
son llamadas separatrices del sistema.

Figura 13: Punto silla

A

Para los bloques de la forma B = < 0

2) con A < u <06 B =

< 8 i\ > con A < 0, el retrato fase para el sistema (10) es equivalente al
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mostrado en la figura 14, las soluciones tienden al equilibrio, por lo que el
equilibrio es asintéticamente estable. Cuando se tiene A > u > 0 6 A > 0,
las flechas cambian de sentido y las soluciones se alejan del equilibrio, por lo
que el equilibrio es inestable.

xz Xz
N
e
Xy > ) < X) —’Qo X,
N s
\ .
A=p A< p A< 0

Figura 14: Nodos.

a —b
b
para el sistema (10) es equivalente al de la figura 15. El origen se denomina
foco estable y en este caso las soluciones son espirales que, convergen al origen
cuando t — oo. Si @ > 0 las flechas cambian de direccién y las soluciones se
alejan del origen, por lo que el equilibrio seria inestable.

X2

Para los bloques de la forma B = con a < 0. El retrato fase

b<O

Figura 15: Foco estable. Si b > 0 el espacio fase seria la reflexién con en el eje
9.

0

Para los bloques de la forma B = ( b _O > el retrato fase del sistema

17



(10) es equivalente al de la figura 16. En este caso las soluciones son curvas
cerradas que oscilan alrededor del origen, por lo que el equilibrio es estable pero
no asintéticamente estable.

X2

(M, (T
] Y

b>0 b<O

Figura 16: Centros.

Ejemplo 5 FEl oscilador armdnico.

E'ste sistema consiste de una particula de masa m que reposa sobre un resorte
eldstico. Se designa a x como la desviacion de la masa de su posicion de equilib-
rio. Se considera la desviacion hacia abajo como positiva y la desviacion hacia
arriba como negativa. En la posicion de equilibrio la fuerza del peso es compen-
sada por la elasticidad del resorte. Por lo cual la fuerza eldstica que hace que
la particula tienda a la posicion de equilibrio es proporcional a la desviacion, es
decir, la fuerza eldstica es igual a kx, donde k > 0 y es una magnitud constante
para el resorte llamado rigidez del resorte.

Figura 17: Oscilador Arménico.
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Supongase que al movimiento de la particula se opone una fuerza propor-

cional a la velocidad de la particula, es decir, —bv = —bx , donde b > 0.
De la sequnda ley de Newton se tiene que:

mx = —kx — bz.

Si se supone que el sistema estd libre de friccion, b = 0, la ecuacion que gobierna
el comportamiento del oscilador armdnico es:

mx +kr=0

haciendo x = v se obtiene el sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer
orden:

en forma matricial es

(0)-46)

Los valores propios de A son A = %4/ —%. Dado que los valores de la masa

donde A = ( _Oﬁ (1) )

m

y la rigidez del resorte son poritivos se sique que % > 0, por lo tanto los valores
propios son complejos con parte real cero. La solucion analitica es:

T cos £ sin £¢ To
— m m .
v — sin %t cos %t Vo
En la figura 18 se muestran algunas trayectorias del espacio de fases.

2.4.2. Sistemas No Lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales es no lineal cuando las ecuaciones
que gobiernan sus comportamientos estén determinadas por funciones no lin-
eales. Para su estudio se requieren del uso de otras técnicas a las vistas. La
dindmica no lineal es muy rica y su anélisis ha llevado al descubrimiento de
comportamientos complejos (e.g. dindmica caética) y al nacimiento de nuevas
teorfas (e.g. bifurcaciones). Dada la dificultad para encontrar soluciones analiti-
cas, estas teorfas recurren al andlisis cualitativo y/o geométrico, combinado con
simulaciones computacionales.

A continuacién se presentan cuatro ejemplos que constituyen modelos clési-
cos de osciladores no lineales.

19



p \ ¥
ﬁs \\ A / \\ / \ / \\ //
% % \ 7 7 7 7 +TIME/

\V4 \/ \/ ‘\_/I \\,/

Figura 18: A la izquierda se muestra el espacio de fases, a la derecha los cursos
temporales de la posicién y la velocidad; La gréfica més clara representa la
velocidad y las maés oscura la posicién. Los pardmetros usados en las dos graficas
sonm=1yk=0,5.

Ejemplo 6 El péndulo es el ejemplo mds simple, cldsico y paradigmdtico, de
un sistema no lineal.

me+?é+%$n9=0, (12)

donde b > 0 es el coeficiente de amortiguamiento, g la gravedad, m la masa y 6
SU Posicion.

Ejemplo 7 Oscilador de Van der Pol.
r—(a—aHz+2=0.

Este tipo de ecuacion es relevante en mailtiples escenarios de aplicacion. Por
ejemplo, en fisica van der Pol y Nagumo la usaron para modelar un circuito
electrénico, en biologia Fitzhugh la utilizé para modelar el potencial de accidn
de las células nerviosas.

Ejemplo 8 Sistema de FitzHugh-Nagumo.

v

F(V)=W 41
W = bV —cW)

FitzHugh, inspirado en el trabajo de Bonhoeffer y van der Pol propuso este
sistema de ecuaciones para modelar el fendmeno de excitabilidad de las células
nerviosas. La variable V' es el voltaje, la otra variable, W, es considerada una
variable de recuperacion y carece de significado fisico. La funcion F(V) tiene
una forma de N y generalmente se representa por un polinomio cibico.

2E1 oscilador de van der Pol fue descrito por el ingeniero y fisico Balthasar van der Pol.
Encontro oscilaciones estables, que llamé oscilaciones de relajacién, conocidas en la actualidad
como ciclos limite.
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F(V)

40+

20

20 T

-40 T

Figura 19: Funcion F(V) = V3 — 10V.

Ejemplo 9 Clircuito electrénico de Carrillo-Hoppensteadt.

V! = S—V —Rf(V)—RI+RI,
V —g(I)
r = A
¢ R
A s v Rr
dt
dI
o V—Q(I)

donde 7 = RC' es una constante de tiempo y g(I) describe la curva carac-
teristica IV del foco de neén; V = g(I) es una funcién en forma de N dada por

Y3 —y=um.

2.5. Estabilidad de Sistemas No Lineales

Cabe mencionar que una de las formas para determinar la estabilidad de
una solucién es emplear las definiciones dadas anteriormente. Pero para ello
es necesario encontrar la expresién analitica de la solucién. Cuando el sistema
es lineal en algunos casos es posible encontrar dicha solucién; pero cuando el
sistema es no lineal es casi imposible encontrar una solucién analitica, salvo en
los casos cuando sean equilibrios. Aun cuando se determinan las soluciones de
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Figura 20: Caracteristica IV en forma de S.

equilibrio de un sistema no lineal es muy dificil determinar su estabilidad porque
se tienen que determinar € y 7. Existen dos métodos cldsicos para resolver este
problema: el primer y segundo método de Lyapunov. Ambos ayudan en muchas
ocaciones a determinar el tipo de estabilidad de los equilibrios de un sistema
lineal y no lineal, sin tener que encontrar € y 7. A continuacién se presentan
estos dos métodos.

2.5.1. Primer Método de Lyapunov

El primer método de Lyapunov consiste en realizar la linealizacién en torno a
un punto de equilibrio y analizar el comportamiento del modelo lineal resultante.
Esto requiere calcular los valores propios de la aproximacién lineal alrededor de
un equilibrio del sistema para determinar cuando una solucién de equilibrio es
estable, asintéticamente estable o inestable. Lyapunov establecié las condiciones
bajo las que es posible extraer conclusiones sobre la estabilidad del origen como
punto de equilibrio del sistema no lineal a partir del andlisis de la estabilidad
del equilibrio del modelo linealizado.

Teorema 10 [12] Si x = f(x), * € R™ y 29 un equilibrio, donde f : D — R"
es una funcion continuamente diferenciable y D C R™ es una vecindad del
equilibrio. Sea
0
L

= 9z (@) lao
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Entonces

1. El equilibrio es asintéticamente estable si todos los valores propios de A
tienen parte real negativa.

2. Fl equilibrio es inestable si uno o mas valores propios de A tienen parte
real positiva.

3. Si los valores propios de A son cero o tienen parte real cero no se puede
afirmar nada.

Para sistemas lineales el origen es el tinico equilibrio, y las soluciones con-
vergen al origen si los valores propios tienen parte real negativa; divergen si
la parte real de algtin valor propio es positiva y oscilan si la parte real de los
valores propios es cero. Usando el teorema anterior se concluye que en un sis-
tema lineal el equilibrio es estable y asintéticamente si los valores propios tienen
parte real negativa, es estable si los valores propios tienen parte real no positiva
e inestables si alguno de los valores propios tiene parte real positiva. Asi pues,
aplicando este teorema, se puede concluir que el origen es un punto de equilibrio
estable para el oscilador arménico y un equilibrio asintéticamente estable para
el oscilador arménico con friccién.

En el caso no lineal la existencia de valores propios imaginarios no implica
que el equilibrio sea estable, como es el caso del siguiente sistema.

Ejemplo 11 Para el sistema

T =y (13)

Y
el origen es asintdticamente estable aunque los valores propios son imagi-

narios. Esto se puede verificar aplicando los resultados que se ofrecen a contin-
uacion.

2.5.2. Segundo Método de Lyapunov

El primer método de Lyapunov es 1til para determinar la estabilidad local,
esto es la dindmica alrededor de un equilibrio, siempre y cuando el equilibrio,
bajo la linealizacién, no sea un centro. El segundo método de Lyapunov es otra
herramienta para determinar la estabilidad de una solucién. Este método resulta
de la teorfa clédsica de la mecdnica pues un sistema es estable si su energia es
una funcién positiva y continuamente decreciente hasta que el sistema alcanza
su estado de equilibrio [13]. El segundo método de Lyapunov constituye una gen-
eralizacion de este hecho. Lyapunov demostré que ciertas funciones, aparte de la
funcién energfa®, pueden ser usadas para determinar la estabilidad del punto de
equilibrio de un sistema. Este segundo método no requiere el conocimiento de la
solucién de manera expresa, en vez usa funciones auxiliares que a continuacién
se definen:

3La funcién de la energia usualmente es la suma de energia potencial y la energia cinética

23



W(x)=c

W(x)<c

f
W6o (x)

Figura 21: Interpretacién geométrica de la derivada Euleriana W= VW - f
(n=2)

Una funcién continua

W : By — R,z — W(x)
tal que W(0) = 0 (donde la barra denota la cerradura de la bola B,) sera

llamada
i) Semidefinida positiva si Va € B,, W(x) > 0
ii) Definida positiva si Vo € B,\{0}, W (z) > 0
iii) Semidefinida negativa si Vo € B,, W (z) <0

iv) Definida negativa si Vo € B,\{0}, W (z) <0

Sea W (z) una funcién definida positiva (o negativa) de clase C! sobre B, y

considere la ecuaciéon x = f(z). Se define la derivada euleriana de esta funcién
a la expresion:

N OW dz; o~ OW

8xi dt B — Tx,fl

i=1 i=

. aw
W = — =
dt
donde la f; es la i-ésima coordenada de f. De esta manera la derivada euleriana

de W es justamente la derivada de W a lo largo de soluciones de = = f(x).

Se hacen notar dos cosas:
i) W=VW - f, lo que da lugar a una interpretacién geométrica muy clara.

ii) W es una funcién de = que se anula para x = 0.

24



2.5.3. Funciones y Teoremas de Lyapunov
Se dice que una funcién de clase C!

W:B, = R,x — W(x) (14)

es una funcién de Lyapunov para la ecuacién x = f(z) si W es definida positiva

(negativa) y W (la derivada euleriana) es semidefinida negativa (positiva).

Si W es definida negativa (positiva) entonces W es una funcidn fuerte de
Lyapunov para la ecuacién x = f(x).

Se enuncia a continuacién el teorema para determinar la estabildiad de un
equilibrio usando las funciones de Lyapunov:

Teorema 12 Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema © = f(x) y W :
B, — R entonces:

e Si W es una funcion de Lyapunov para x = f(x), el origen es estable.

e Si W es una funcion fuerte de Lyapunov para x = f(z) el origen es
asintdéticamente estable.

Este método constituye una herramienta de anglisis muy poderosa. Sin em-
bargo, presenta dos desventajas: no existe un método sistemédtico para hallar
una funcién de Lyapunov, por lo tanto es necesario proponer una funcién can-
didata a funcién de Lyapunov y probar si la misma cumple con los requisitos
de estabilidad. La segunda, el teorema sélo brinda condiciones suficientes, por
lo tanto, el hecho de no encontrar una funcién candidata de Lyapunov que, sat-
isfaga las condiciones de estabilidad o de estabilidad asintética no significa que,
el origen es inestable o no asintéticamente estable.

Ejemplo 13 Para el sistema (13) del ejemplo anterior, la funcion
B(a,y) =y’ + 2% —y°

es una funcion fuerte de Lyapunov. Con esto se tiene que el origen es asintdti-
camente estable; aunque los valores propios de la parte lineal sean imaginarios.

Ejemplo 14 FEstabilidad del péndulo simple.
La ecuacion del péndulo simple es

é+%mﬁ:0 (15)

Con el cambio de variable @ = v la ecuacion (15) es equivalente al sistema
de ecuaciones de primer orden

0 = o (16)

v = —wsinf
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donde w? = 9.

Si el sistema es estudiado en el plano los estados de equilibrios son (km,0)
con k € Z. Sin embargo el retrato fase natural del péndulo es el cilindro, en el
cual hay solamente dos equilibrios: el (0,0) y (m,0). Fisicamente corresponden
a las posiciones del péndulo en la que estd en la posicion natural (abajo) y la
posicion vertical (arriba).

A continuacion determinamos la estabilidad de cada equilibrio como ejemplo

del primer y seqgundo método de Lyapunov.
Para el sistema (16) la matriz de linealizacion es:

0 1
J = ( —w?cosf 0 )

por lo que la matriz de linealizacion alrededor del equilibrio (m,0) es:
0 1
w? 0

-2 1
w? =)

calculamos los valores propios
’ =\ —w?=0

los wvalores propios asociados al equilibrio (mw,0) son A = d+w. Por lo tanto el
equilibrio (m,0) es inestable de tipo silla.

Para el equilibrio (0,0) se usa el seqgundo método de Lyapunov debido a que
la matriz de linelaizacion evaluada en el (0,0) es:

0 1
—w? 0
con valores propios imaginarios A = twi.

Como funcion de Lyapunov proponemos la funcion de la energia, que es la
suma de la energia potencial y la energia cinética

1 0
E0,v) = §v2+/0 %sin@
_ 129 9
E9,v) = 5 lcos@—l—l
con derivada euleriana
dE0,v) g . g .
- (—jslnﬁ,v)-(v,jbmH)
dE,v)
dt N
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Figura 22: A la izquierda la funcién de Lyapunov. A la derecha las curvas de
nivel proyectadas en el plano 6v.

En el abierto {(6,v) | =% <6 < Z}, la funcion de la energia es definida positiva
y la derivada euleriana es semidefinida negativa, con esto se concluye que el
equilibrio (0,0) es estable. En la Figura (22) se muestran las curvas de nivel de
la funcidon de Lyapunov, en la que se observa que el equilibrio es un centro.

El retrato fase obtenido con INTEGRA se muestra en la figura 23. Las or-
bitas periddicas alrededor del (0,0) representan oscilaciones alrededor del equi-
librio. Cuando el valor de E incrementa, las drbitas crecen hasta llegar a ser
las trayectorias heteroclinicas entre equilibrios silla (nm,0); esto representa el
movimiento del péndulo cuando se detiene en el equilibrio silla. Para algunos
valores de la energia, el péndulo gira y nunca se detiene, estos giros son con-

siderados como oscilaciones, ya que los estados (0,—m) y (0,7) representan la
misma posicion.

v
—ﬁ_\%_

AR

— T ]

Figura 23: Retrato fase para el péndulo simple.



Ny

E=1

Figura 24: Espacio fase en el cilindro.

La razdn de observar sl retrato fase del péndulo en un cilindro es por que
permite ver que los giros son oscilaciones periddicas, las cuales corresponden
a orbitas cerradas que abrazan al cilindro. Los puntos silla de la figura 23 son
un solo estado de equilibrio y las trayectorias heteroclinicas ahora son orbitas
homoclinicas (figura 24).

Ejemplo 15 Estabilidad del péndulo con friccion.
Para el péndulo con friccion,

é+b9+%sin9:07 (17)
una funcion fuerte de Lyapunov en el origen es
1
W(0,v) = 51)2 +4(1 — cos ) + (b0 + v)? (18)

por tanto el equilibrio (0,0) es asintdticamente estable.

Se puede demostrar que si W es una funcién de Lyapunov, el conjunto de los
puntos x tal que W(z) = ¢, para alguna contante ¢ > 0, es una hipersuperficie
cerrada (denominada superficie de Lyapunov o superficie de nivel) en el espacio
de estados que encierra al origen. El uso de las superficies de Lyapunov permite
que el teorema sea facilmente interpretable, como se muestra en la figura 25.

Cuando W es semidefinida negativa, todavia es posible determinar la estabil-
idad asintética del origen, usando el principio de invarianza, también conocido
como el principio de LaSalle:

Corolario 16 [1}] Sea x = 0 un punto de equilibrio de x = f(x), W una fun-

cion de Lyapunov y S = {x € R™|W(x) = 0}. Si ninguna trayectoria, solucion
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wix)

Wix) = ¢

C})Cz

-

W (X) :C2
Superficies
de Lyapunov

$l1,,%,)

Figura 25: Interpretacion de la funcién y superficies de Lyapunov.

de x = f(z), que entra en la region S permanece allf indefinidamente salvo la
solucion trivial, entonces el origen es un punto de equilibrio asintdticamente
estable.

Este corolario establece que para poder concluir que el origen de un sistema
es asintéticamente estable, una vez hallada una funcién de Lyapunov, se debe
demostrar que cuando las trayectorias entran en la zona del espacio de estados

donde se anula W, éstas no permanecen alli para siempre a menos que esté en
el punto de equilibrio.
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3. Osciladores no Lineales del VCON

A continuacién se hace un andlisis del péndulo, péndulo con torca y de la
ecuacion de van der Pol como casos particulares del VCON.

3.1. Oscilaciones Pendulares
Para obtener la ecuaciéon que gobierna la dindmica del péndulo forzado con
una torca constante, basta tomar f Q = 0, de modo que F(G) Sy y la
ecuacién (2) toma la forma:
Té—l—é—i—Asin(Q) =w.

Esta ultima ecuacién es la del péndulo amortiguado forzado por una torca con-
stante w.

0
Tomar f | — | = 0 quiere decir que para todos lo valores de voltaje que se
g

apliquen a esa rama del circuito la corriente serd cero, esto equivale a eliminar
esa rama del circuito (ver figura 26).

V /i
R VCON

Figura 26: Circuito VCON-Péndulo.

3.1.1. Oscilaciones Amortiguadas

La ecuacion que modela el péndulo con friccién y sin torca como caso par-
ticular del VCON es:

70+ 60 + Asin = 0. (19)

Introduciendo § = v la ecuacién (19) se puede llevar a un sistema de dos
ecuaciones de primer orden:

0 = v (20)



claramente hay dos equilibrios (mod 27), el (0,0) y la posicién vertical (m,0).

A continuacién se presentan dos afirmaciones con respecto a la estabilidad
de cada equilibrio.

Teorema 17 El equilibrio (0,0) es asintdticamente estable del sistema (20).

Demostracién. La matriz de linealizacién del sistema (20) alrededor del equi-
librio (0,0) es

con valores propios

A=

2

1/ 1)2_4é

)\2 —_ T T T
2

implicando

por lo tanto Re(\;) < 0.

Si (%)2 74% < 0 entonces (%)2 — 4% es imaginario, asi los valores propios
son complejos con parte real —% < 0. Con esto se conluye que el equilibrio (0, 0)
es asintéticamente estable. m

Teorema 18 El equilibrio (m,0) es inestable de tipo silla del sistema (20).

Demostracién. La matriz de linealizacién del sistema (20) alrededor del equi-
librio (7,0) es

Ao
‘ =
3=

N~~~



con valores propios

A = 5
_1 (12,44
(7)"+4

P 5

implicando
1\* A
Lo y(5) <2
T T T
2
1 1 A
0 < —Layf(2) 42
T T T
2
1 A
0 > 1o y/(2) 4
T T T

asi A1 > 0y A2 < 0. Por lo tanto el equilibrio (7, 0) es inestable de tipo silla. ®

El retrato fase para el péndulo con friccién se muestra en la figura 27. Com-
parando los espacios fase del péndulo simple con el del péndulo amortiguado se
ve como los equilibrios centros se convierten en espirales (fuentes) mientras que
los sillas permanecen como sillas.

3.1.2. Bifurcacion Silla-Nodo en el Péndulo con Forzamiento Con-
stante

Como se mencioné anteriormente, la ecuacién que modela al péndulo con
torca es:

Té—Fé—FASin@:w

equivalente al sistema:

T

donde § € [0, 27].

Para el anilisis de este sistema se define lo que es una bifurcacién con el
objeto de demostrar que el sistema experimenta la bifurcacién Silla-Nodo.
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Figura 27: Ceroclinas y érbitas del péndulo con friccién donde 7 =1y A = 1.

Figura 28: Espacio fase del péndulo con friccién en el cilindro.
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Figura 29: Sistemas topolégicamente equivalentes.

Considere la ecuacion diferencial:

i':f(xva)

donde x € R" y a un vector de pardmetros en R™.

Para cada o € R™ se obtiene un retrato fase del sistema. Al hacer la com-
paraciéon geométrica entre los retratos fase se pueden ver si son parecidos o hay
cambios considerables, en el segundo caso se dice que el sistema experimenta
una bifurcacién. En este sentido es importante determinar todas las bifurca-
ciones posibles. Estos fenémenos se formalizan en las siguientes definiciones.

Definicién 19 Dos retratos fase son topoldgicamente equivalentes si existe un
homeomorfismo (mapeo invertible) h : R™ — R™ tal que él y su inversa son
continuas. Dicho homeomorfismo mapea las orbitas del primer sistema en las
del seqgundo sistema, preservando la direccion en el tiempo.

Definicién 20 Si al variar los pardmetros se produce un diagrama de fase que
no es topoldgicamente equivalente al inicial se conceptualiza como bifurcacion.

La comparacion entre los espacios fase se basa en una relacion de equivalencia
que permite definir clases de espacios fase equivalentes facilitando estudiar las
transiciones entre estas clases. Intuitivamente se entiende que dos retratos de
fase son equivalentes si son cualitativamente similares (figura 29), es decir, si un
retrato se puede obtener del otro por medio de una transformacién continua. Por
lo tanto ambos sistemas son equivalentes si tienen el mismo nimero y naturaleza
de equilibrios y ciclos.

En general los cambios que un sistema puede sufrir en una bifurcacién son:
crear y/o destruir equilibrios, cambiar la estabilidad de los equilibrios y crear
o destruir ciclos limites. En base al tipo de cambio que presenta un sistema se
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han clasificado las bifurcaciones, y para algunas de ellas se tienen teoremas que
dan las condiciones para que el sistema experimente la bifurcacion.

La Bifurcacién Silla-Nodo, por ejemplo, consiste en la colisién y desaparicién
de dos equilibrios. Una condicién necesaria para que ocurra esta bifurcacién es
que uno de los valores propios del equilibrio critico tome valor cero. En la Figura
30 se muestra un esbozo de esta bifurcacion.

AR AN S

a<0 oa=0 o>0

Figura 30: Bifurcacién Silla-Nodo

Antes de presentar el teorema que caracteriza esta bifurcacién se introducird
la siguiente definicién.

Definicién 21 Un equilibro se dice hiperbdlico si su valor propio asociado tiene
parte real no nula.

Teorema 22 (Silla-Nodo) Considere el sistema:

T = F(oaz1,12)

T2 —x2 + Fy(o, 1, x2).
St
oF,;

0%F
aia(oa(%o) 7é 07 87(07070) 75 0

1
2
1

2
entonces hay una bifurcacion Silla-Nodo para o = 0, esto es, cuando a% %;%1
0 hay dos equilibrios hiperbdlicos, uno silla y otro nodo asintdéticamente estable;
OF 92Fy

no habrd equilibrio cuando a5+
Demostracion. Ver [20 pag. 316]. m

oo 8:10%

Dadas las definiciones anteriores procedemos con el anélisis.
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El sistema de ecuaciones que gobierna el movimiento del péndulo con torca
es:

0 = v (22)
. 1 . w
v = ——v— —sinf+ —
T T T
A continuacion se demuestra que el sistema experimenta una bifurcacién Silla-
Nodo. Para esto se hace una traslacién en las variables como sigue:

w A
Z = T4
T T

T
0 r

g A
v o= 29

De esta manera el sistema (22) se transforma en:

Zi = 22 (23)
: 1
29 = ——2Zp— —cC0sz1+ — +a.
T T T
Para a = 0 el origen es un punto equilibrio y la matriz de linealizacién asociada
es:

1 1
con valores propios 0 y ——y vectores propios correspondientes (1,0) y (-1, —)
T T

RIS

. o . 1
respectivamente. Por simplificacién se supondrd a la razones — =1 =
T

Usando la transformacion de variables

1 -1
Z = Px P:<O 1 )

el sistema (23) es equivalente a
Ty = —cos(w —m)+1+a (24)
Ty = —x9—cos(r] —x2)+ 1+ .

A continuacién se verfica que el sistema (24) cumpla con las condiciones del
teorema.

Cuando a = 0 el sistema tiene como equilibrio al (0, 0).
Las funciones F; y F5 son:

Fi(a,x1,29) = —cos(z1 —x2)+ 1+«

Fy(a,x1,x9) = —cos(zy —22)+ 1+«
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entonces
OF;

5o (0.0.0) = 1

2

%;;1(0,0,0) = 1
1

Por lo tanto el sistema (24) satisface las hipétesis del teorema Silla-Nodo, la
bifurcacién ocurre cuando o = 0, lo cual implica que el sistema (22) experimenta
la bifurcacién en el valor w = 1.

Cuando o < 0 se tiene que 0 < w < 1 entonces hay dos equilibrios en el
sistema (22), uno es nodo asintéticamente estable y el otro es una silla, por otro
ladod cuando « > 0, es decir cuando 1 < w, no existen equilibrios en el sistema
(22).

A continuacién se presentan las simulaciones donde se observa la secuencia
de la bifurcacién:

a)\ : \_b)_\
]

A\ . N

0 /v\\ .D

Figura 31: En la simulacién a)se muestra que hay dos equilibrios cuando w = 0,9,
en la simulacién b)se observa que sélo hay un equilibrio cuando w = 1 como
resultado de la colisién de los equilibrios, y en la simulacién ¢)se observa que no
hay equilibrios cuando w = 1,1.
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3.2. Oscilaciones de Relajacion

En esta seccién se analiza la dindmica de los osciladores de relajacién, primero
se demuestra que el oscilador de van der Pol experimenta la bifurcacién de Hopf,
después se demuestra que la ecuacién y dindmicas de Rayleigh son equivalentes
a las de van der Pol.

3.2.1. Oscilacién en van der Pol

Para obtener la ecuacién de van der Pol se consideran valores de 6 pequenos,
. . . " . terr
asf la corriente por el mecanismo homeostéatico pasa de ser Iy = asin (7 Jo V(t)at )

alg=ay fot V(t)dt'. Con lo anterior se tiene que:

(Ic+Ig+IN)R = E—-V
{OVJra (y/otV(t’)dt'> +f(V)] R = E-V

Derivando la tltima ecuacién con respecto de ¢t obtenemos:

[CV +onV(t) + f’(V)V} R = -V
ROV + RanV(t) + f(VIVR+V = 0
ROV + [f'(V)R+ 1]V + RayV(t) = 0
considerando RC =1y Rary = 1, se obtiene
V4 (V) R+1V+V =0 (25)
La tltima ecuacién tiene la forma de la ecuacién de Lienard, es decir,
v+ vg(v) +v =0.

Para el anélisis de (25) se toma y sustituye f(V) = % - (1+Ta)v obteniendo

el oscilador de van der Pol:

V4 [V2—alV+V =0 (26)

donde a € R.
A continuacién se demostrard que el sistema (26) puede tener un ciclo limite

para cierta configuracién del pardmetro a. Primero se explica la bifurcacién de
Hopf y después se enuncia el teorema que lo caracteriza.
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3.2.2. Bifurcacién de Hopf en van der Pol

La bifurcacién de Andronov-Hopf es una de las bifurcaciones en la que se
crean o destruyen ciclos limite. Consiste en el nacimiento de un ciclo limite
alrededor de un equilibrio. Una condicién necesaria para que esta bifurcacién
acurra es que la estabilidad del equilibrio cambie al variar un pardmetro. La
bifurcacién puede ser de dos tipos: Subcritica si el ciclo limite es inestable o
Supercritica si el ciclo limite es estable. En la figura 32 se muestra un ejemplo
de la bifurcacién.

N
)

[ fi-\\.,';
N

%‘\—_:‘ -

Figura 32: Arriba: Bifurcacién Andronov-Hopf Supercritica. Abajo: Bifurcacién
Andronov-Hopf Subcritica. Donde « es la parte real del valor propio.

El siguiente teorema da las condiciones para que un sistema experimente la
bifurcacién de Hopf.

Teorema 23 (Bifurcacién de Andronov-Hopf) Considere el sistema
x = f(z, )
conx € R? y a € R, y que existe (z9,ap0) tal que se cumplen las siguientes

hipdtesis:
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a) f(wo, ) =0.

b) D, f(xo, ) tiene un par de valores propios puramente imaginarios.
¢) 4 (Re(A(@0)))a=ao > 0, donde A(«) es un valor propio de D, f(zo, o).
d) El equilibrio es asintdticamente estable cuando o = ayg

Entonces

1. a = aqg es un punto de bifurcacion del sistema,
2. para a € (a1,aq), algin oy < «p, el equilibrio es un foco estable,

3. para a € (ap, s), algin ag < aw, el equilibrio es un foco inestable rodeado
por un ciclo limite estable cuyo tamario aumenta con o [12].

Ahora se procede a mostrar que el sistema

V+[VP—dV+V =0,
presenta la bifurcacién de Andronov-Hopf. Para ello se escribe la ecuacién
anterior como un sistema de dos ecuaciones

A (27)
W = (a—V) W -V
El sistema (27) tiene como tinico equilibrio al origen.

La matriz de linealizacién evaluada en el equilibrio es:

( 0 1 ) B ( 0 1 )
) =
2VW -1 a-V 0,0) -1 a

con valores propios
a++va?—-4

5 .
Con esto se aplicard el teorema Andronov-Hopf. Primero se comprueban cada
una de las hipétesis. Considerando que cuando a = 0 el sistema tiene como equi-
librio al origen y los valores propios son A = +1i, lo que comprueba las hipétesis
a) y b) del teorema. Como Re(\(a)) = a implica que = (Re(A(a)))a=o = 1, lo
que prueba la hipdtesis ¢) del teorema. Para probar que el equilibrio es asin-
téticamente estable cuando o = 0 se hace uso de la funcién h(v,y) = V2 + W?
cuya derivada euleriana es:

)\:

dh : :
- =2VV 4+ 2WW =2VW +2W ((a — V)W = V).
Si a = 0 se tiene que 4 = —2V?W? la cual es una funcién fuerte de Lypaunov,

esto prueba que se cumple la hipétesis d). Por lo tanto, el sistema experimenta
la bifurcacién de Hopf. En la figura 33 se muestra la secuencia de la bifurcacién.

A continuacién se mostrard cémo se puede obtener la ecuacién de Rayleigh
como caso particular del VCON y que ademds es equivalente al oscilador de van
der Pol.
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Figura 33: Secuencia de la bifurcacién de Hopf. En la simulacién a) se observa
que el origen es un equilibrio asintéticamente estable cuando a = —0,1, en la
simulacién b) el equilibrio sigue siendo asintéticamente estable cuando el valor
de bifurcacién a = 0, y en la simluaciones ¢) y d) se muestra el ciclo limite
cuando a = 0,1 .
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3.2.3. Oscilador de Rayleigh

Recordando que la ecuacién general de VCON es

0+ F (9) + Asin (0) = w. (28)

se puede obtener la ecuacién de Rayleigh como caso particular del VCON si se

considera a la funcién )

F <9> = 0 ? —Qa ,
y al dngulo # muy cercano a cero, por lo que se usara la aproximacion sin (0) = 0,
ademsds se concideran los valores 7 =1y A = 1. Asi, la ecuacién (28) toma la
forma:

.2

0+0 %—a +0=uw. (29)

La ecuacién (29) es conocida como la ecuaciéon de Rayleigh con forzamiento
constante. La cual es equivalente al oscilador de van der Pol (por lo tanto sus
dindmicas son cualitativamente iguales) si se deriva la ecuacién con respecto del
tiempo como se muestra a continuacion

0+00—ad+0=0,

haciendo el cambio de variable 0 =V se obtiene

VAV —aV+V = 0
V4 (V2—a) V4V = 0,

la dltima ecuacién es la ecuacién del oscilador de van der Pol, de esta manera
la dindmica de ambos son cualitativamente iguales.
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4. Anadlisis del VCON

Para el estudio de la dindmica del VCON se emplea la funcion:

P (o) = [@f s

donde a € R. Se considera esta funcién porque se desea que parte de la dindmi-
ca del VCON sea la combinacién de las dindmicas del péndulo con una torca
constante y la ecuacién de Rayleigh. También se supondran que la constante de
tiempo 7 = 1 y el valor de A = 1. Con estas consideraciones la ecuacién (2)
toma la forma:

0+ [((9)2 - a} 0 + sin (0) = w. (30)

4.1. Anadlisis de Equilibrios

El anélisis de los equilibrios del sistema llevara la ecuacién (30) a un sistema

de ecuaciones diferenciales de primer orden, para ello se empleara el hecho de

dg Vv
que TR donde se tomara a v = 1. Al considerar lo anterior se obtiene el
Y

siguiente sistema:

do
= =V 31
o (31)
av
i (V? —a) V —sin(6).
Para determinar los equilibrios se emplean las ceroclinas, las cuales son el lugar
db av
geométrico de los puntos donde i 0o o 0. Los equilibrios son los puntos
do dv
que cumplen que i Oy e 0, por lo tanto los equilibrios quedan determi-

nados por las intersecciones de las ceroclinas. Las ecuaciones de las ceroclinas
son:

=V
= w— (V*—a)V —sin(f).

Para obtener la interseccién de las ceroclinas, se sustituye V = 0 en la segunda
ecuacion, obteniendo:
w—sin(6) =0

w = sin(0)
0 = arcsin(w).

Por tanto, las ceroclinas se intersectan en los puntos del plano (0, arcsin(w)),
considerando que arcsin(w) consta de dos ramas.
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Figura 34: Ramas de arcseno.

En la figura 34 se observan las dos ramas de arcsin(w). Se concluye que, el

sistema tendra equilibrios si y s6lo si el pardmetro |w| < 1, pues arcsin(w) sélo
estd definido para valores de w en el intervalo [—1,1]. Con lo anterior se llega a
las siguientes conclusiones:

3
. Si |w| < 1, arcsin(w) toma dos valores, 6; € (—E7 g) y b2 € (g, g), por
lo tanto el sistema tendra dos equilibrios: eq; = (0,61), eqa = (0, 62).
. Si |w| = 1, arcsin(w) toma el valor :I:g7 por lo tanto el sistema tendrd

™
como unico equilibrio al punto (0, i§)

. Si |w| > 1 el sistema no tendra equilibrios.

A continuacién hacemos el andlisis de la estabilidad de los equilibrios. Para
determinar la estabilidad de los equilibrios usamos el primer método de Lya-
punov. La matriz de linealizacién del sistema (31) es:

0 1
M= ( —cos(d) —3V?+a )

Al evaluar los equilibrios se obtiene:

0 1
Meq = ( —cos(arcsinw)  « ) '
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Luego se calcula su polinomio caracteristico:

-A 1
—cos(arcsinw) @ — A

- 1
—cos(arcsinw) o — A

M, — BI

|Meq - 6‘” = '
= —X(a— )+ cos(arcsinw)

de modo que A\? — @\ + cos(arcsinw) = 0 es el polinomio caracteristico y los
valores propios de la matriz M., son:

—(—a) £ /()2 — 4(1)(cos(arcsinw))
2
at \/(04)2 — 4(cos(arcsinw))
5 :

Alpg =

Cuando el sistema tiene sélo un equilibrio no se puede aplicar la linealizacién
por que |w| = 1 implicando que arcsinw = arcsin(+1) = j:g y cos(:l:g) = 0.
Mis adelante se demostrard que hay una bifurcacién tipo Silla-Nodo, con lo que
se concluird que el equilibrio es inestable. Si el sistema tiene dos equilibrios,
denominados eq; y eqs, se obtienen los siguientes teoremas:

Teorema 24 Si |w| < 1 entonces 0 < cos(f1) <1y —1 < cos(fz) < 0.

Demostracion. Sea w € (—1, 0]entonces:

3
01 € (—5.0y 02 € [r. )

lo cual implica que
0 <cos(01) <1y—1<cos(f) <0.
Sea w € (0,1) entonces

™

T
0, €(0,2),y 0 (f)
1€ ( 2)}’ 2 € 5 T
lo cual implica que

0<cos(f1) <ly —1<cos(f2) <O0.

Usando la proposiciéon anterior, se prueban los siguientes teoremas sobre la
estabilidad de los equilibrios:

45



Teorema 25 El equilibrio eq; del sistema (31) es estable para o € R™ e in-
estable para o € RT.

Demostracion. Primero se analiza el caso cuando
a? —4cos(f1) <0

lo cual implica que
a? — 4 cos(6s)

es un nimero imaginario, asi los valores propios son los complejos:

a £ /4 cos(arcsinw) — a2i

51,2 = 9

Si a < 0los valores propios tienen parte real negativa, por lo que eq; es sumidero.
Si a > 0 los valores propios tienen parte real positiva, por lo tanto eq; es una
fuente.

Ahora se analiza el caso cuando los valores propios son reales.

Como se quiere que los valores propios sean reales positivos se asume que
a? > 4cos(fy); dado que cos(f1) > 0 se obtiene

o® > a?—4cos(h) >0

la] > a? — 4cos(by)

a > a2 —4cos(01) o a < —/a2 —4cos(by)

Si
a > y/a? —4cos(0r)

entonces
a— /a2 —4cos(61) >0

a+y/a? —4cos(f1) >0

por tanto los valores propios son positivos y el equilibrio eq; es un nodo inestable.
Para el caso en que los valores propios sean reales negativos se considera

a < —y/a? —4cos(b1)

implicando que
a<0ya++/a?2—4cos(f1) <0

entonces
a— /a2 —4cos(61) <0

por tanto los valores propios son reales negativos, concluyendo que eq; es un
nodo estable. m
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Teorema 26 FEl equilibrio eqs del sistema (81) es un punto silla para todo
aeR.

Demostracidn. Si egy es un equilibrio del sistema (31) y a € R se tiene que
a? — 4cos(fz) > 0, ya que en caso contrario se tendria que:

a? —4cos(fz) <0

a? < 4cos(fy)

pero
4cos(fa) <0y a?>0

lo que serfa absurdo.
Usando el hecho que cos(f3) < 0, lo cual implica que —4 cos(f2) > 0, para
cualquier a € R se da la siguiente desigualdad:

0 < a? < a®—4cos(6s)
de aqui se tiene que,
Va2 < a2 — 4 cos(62)

la] < a? — 4cos(63)
—vaZ—4cos(fy) < a<y/a?—4cos(bz)

implicando

0 <a++/a?—4cos(f2)
a— /a2 —4cos(f2) <0

entonces los valores propios son reales, uno es negativo y el otro positivo. Por
tanto egs es un punto silla para cualquier valor de o € R. m

El diagrama de la figura 35 muestra de manera resumida los teoremas ante-
riores sobre el equilibrio eq;.

4.2. Bifurcaciones del VCON en el Plano

Se ha visto que para diferentes configuraciones de pardmetros, el sistema
tiene la capacidad de presentar cambios de estabilidad y bifurcaciones de equi-
librios. A continuacién se demuestran cuales bifurcaciones, con las respectivas
simulaciones, se han encontrado al hacer el andlisis del modelo VCON.
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Figura 35: Curva con ecuacién o + 4v/1 — w? = 0.
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4.2.1. Bifurcacién de Andronov-Hopf

Para generar la bifurcacién de Hopf, se considera el caso cuando el sistema
tiene dos equilibrios, porque uno de ellos siempre es un nodo y su estabilidad
queda en términos del parametro «. Ademds, para que ocurra la bifurcacién es
necesario que los valores propios del equilibrio sean distintos de cero, por tal
razén no se toma en cuenta el caso cuando el sistema tiene sélo un equilibrio
(va que uno de sus valores propios es cero).

Se considera el equilibrio o = (0,60;) y se toman valores de a que cumpla
que o — 4cos(f;) < 0. Haciendo lo anterior se verifica que el sistema cumple
con las hipdtesis para que ocurra la bifurcacién de Andronov-Hopf, las cuales
son:

a) f(zo,a0) = 0 se cumple para el valor de pardmetro oo = 0,

. . . +i s(ze
b) D, f(zg, o) tiene un par de valores propios imaginarios A = M,

¢) 4L (Re(A(a)))a=ao > 0 se cumple ya que 4= (Re(A(@)))a=o = 1.

d) Para probar que el equilibrio es asint6ticamente estable, usaremos las sim-
ulaciones computacionales ya que no es trivial la comprobacién de esta hipétesis.

La Bifurcacién Andronov-Hopf se presenta cuando el valor de a pasa de ser
negativo a positivo. También es necesario que:

o? < 4 cos(arcsin(w))
asi que se fija el pardmetro w = % obteniendo:
o? < 4 cos(arcsin(0,6)) = 3,2

implicando que
la] < +/3,2 ~1,78

por lo tanto los valores de « se deben de tomar en el intervalo (—1,78,1,78).

En la figura (36) se muestran las simulaciones donde se aprecia como ocurre
la bifurcacién de Andronov-Hopf. Las curvas de color azul son las ceroclinas.
En la imagen: a) muestra el equilibrio estable para el valor de « = —0,5, b) el
equilibrio es asintéticamente estable para el valor de o = 0, c) el equilibrio se
inestabiliza y se crea una 6rbita periédica para el valor de « = 0,5 y en d) se
muestra sélo la 6rbita periddica.

En las figuras 37, 38 y 39 se muestran ternas de im&genes en las que se
pueden ver las ceroclinas, el espacio fase en el plano y el espacio fase en el
cilindro, para diferentes valores del pardametro de bifurcacién.
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Figura 36: Bifurcacién de Hopf.

Como se observa en las simulaciones la bifurcacién es supercritica ya que la
orbita periédica es estable. En este caso la érbita periddica atrae a todas las

orbitas que estéan dentro de ella y también a las que estén fuera de ella, es decir,
la cuenca de atraccion de la érbita periédica es todo el plano.

al valor del pardmetro o aumenta, crecerd hasta chocar con el equilibrio de
computacionales.

La ¢6rbita periédica que nace de la bifurcacién crece en amplitud cuando
tipo silla. A continuacién se discute dicha bifurcacién usando las simulaciones
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Figura 37: A = —3.

Figura 38: A =0
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Figura 39: A = 5.

4.2.2. Bifurcaciéon Homoclinica

La bifurcacién Saddle Separatrix Loop es una bifurcacién global del sistema,
conocida también como bifurcacién homoclinica o bifurcacién de Andronov-
Leontovich. En dimensién dos la bifurcacién consiste en la colisién de una 6rbita
periédica con un punto silla, convirtiendose en una érbita homoclinica la cual
despties desaparece. La imagen (40) ilustra dos casos de esta bifurcacién. Se basé
en las simulaciones computacionales para determinar que el VCON experimenta
la bifurcacién homoclinica.

Para generar esta bifurcacién es necesario que el sistema tenga un equilibrio
de tipo silla, por lo que usaremos la configuracién de pardmetros de tal man-
era que el sistema en estudio tenga dos equilibrios, ya que uno de ellos es un
equilibrio tipo silla, ademéds de que los valores propios y vectores propios de los
equilibrios estdn en funcién de «, y esto sugiere que el pardmetro de bifurcacién
es a.

Por la bifurcacién de Andronov-Hopf se sabe que cuando el valor del pardametro
« pasa de ser negativo a positivo se genera la 6rbita periddica. Si continda au-
mentando el valor de «, la érbita sigue creciendo hasta chocar con el equilibrio
silla, después de la colisién la érbita desaparece.

En la figura 41 se muestran las simulaciones donde se observa la bifurcacién
homoclinica. En la imagen a) se muestra la drbita periédica que nacié en la
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Figura 40: La imagen de arriba se obtiene cuando oy < 0. La imagen de abajo
cuando og > 0.
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Figura 41: Bifurcacién Homoclinica.
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Figura 42: Ceroclinas, érbita homoclinica en el plano y 6rbita homoclinica en el
cilindro.

bifurcacién de Andronov-Hopf para el valor del pardmetro o = 0,5, en la imagen
b) se muestra cémo la 6rbita ha colapsado con el equilibrio silla formando una
6rbita homoclinica de este equilibrio (o = 0,7249) y en la imagen c) se muestra
una Orbita que viene del equilibrio nodo, acercdndose tres veces al equilibrio
silla, después de acercarse la tercera vez la dérbita se aleja, ya que la érbita
periédica ha desaparecido (o = 0,725).

%)



4.2.3. Bifurcacién Silla-Nodo

Se observé que el sistema VCON puede tener dos equilibrios, un solo equilib-
rio o ningun equilibrio, y la existencia de estos equilibrios depende del pardmetro
w. El sistema podra tener dos equilibrios si |w| < 1, los equilibrios serdn eq; =
(0,01) y eq2 = (0,602). Para tener un solo equilibrio es necesario que |w| =1, a

saber (0, :I:g), y ningun equilibrio si |w| > 1.

Previamente se mencioné que una condicién necesarfa para que ocurra la
bifurcacién Silla-Nodo es que uno de los equilibrios tenga un valor propio igual
a cero. Considerando lo anterior se analiza el polinomio caracteristico cuando el
lw| = 1:

—Aa— A) 4 cos(arcsinw) = 0
—Aa—MA) +cos(arcsinl) = 0

Sustituyendo cos(arcsin1) = 0 el polinomio se reduce a —A(a — A) = 0, asi
uno de lo valores propios es A = 0. Con base en esto se sabe que se podria
generar la bifurcacién Silla-Nodo y que el pardmetro de bifurcacién es w.

Para generar esta bifurcacién se toma el valor de a = 0,125. En la figura 43
se muestran tres imdgenes; en la imagen a) se observa que existen dos equilibrios
cuando el pardmetro w = 0,7, en la imagen b) el valor del pardmetro w = 1, se
muestra que hay un solo equilibrio que resulté de la colisién de los dos equilibrios
y en la imagen c¢) se muestra como desaparece el equilibrio cuando el valor de
w es mayor que 1, en este caso w = 1,07.
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Figura 43: Bifurcacién silla nodo.
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4.2.4. Bifurcacién Bogdanov-Takens

Como se vié en secciones anteriores, el modelo VCON puede exhibir la bi-
furcacién de Andronov-Hopf, Homoclinica y Silla-Nodo; la secuencia de estas
bifuraciones es un caso de la bifurcaciéon Bogdanov-Takens.

La bifurcaciéon de Bogdanov-Takens consiste en hacer secuencias de las bi-
furcaciones Andronov-Hopf, Homoclinica y Silla-Nodo. Una secuencia que se
puede presentar es con la apariciéon de una érbita periédica alrededor de uno de
los equilibrios, la érbita continia creciendo hasta chocar con el equilibrio silla y
desaparecer, después los equilibrios colisionan y desaparecen. Estd secuencia es
la que se presentan en el modelo del VCON.

El teorema que caracterizd esta bifurcacion es el siguiente.

Teorema 27 Considere el sistema

T = f(xv a)
donde x € R%, o € R2. Si f(0,0) =0 y A= f,(0,0) tiene un valor propio cero
de multiplicidad dos con matriz de linealizacion 8 (1) entonces:

a) El sistema experimenta la bifurcacion de Bogdanov-Takens .
b) El sistema es topologicamente equivalente al sistema:

w1 = W3

wg = Z(akwl +bkwk+1 2)
E>2

¢) Si agby # 0 el sistema topoldgicamente equivalente al sistema:

51 = 52
€ = By+Baé +axél + b6

Si se cumple el inciso ¢) el diagrama de bifurcacién es el de la figura 44. Donde

T+ = { ﬂ1352 ﬁQ, 52 > 0}
T - { 8182 B = 2B o < 0}
= {(B1,89): 6, =0, By <0}
P = {1858 = o8+ 0B, 5, <0}

Demostracién. Ver [15 psg. 200] m
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Figura 44: Diagrama de bifurcacién Bogdanov-Takens.
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A continuacién se prueba que el sistema VCON presenta la bifurcacion de
Bogdanov-Takens; para ello es necesario realizar los siguientes tres cambios de
variable:

™
Z1 = 9 — 5
22 = 14
w = 147
por lo cual el sistema:
do
— =V
dt
d
d—‘t/ = w— (V?—a)V —sin(9)

es equivalente al sistema

le

= 32
dt = (82)
d
% = 1+4+7— (25 —a)z —cos(z)

Con esto basta ver que el sistema (32) cumple con las hipétesis del teorema.

Se verifica que que z = f(0,0) = 0 sustituyendo 7 = 0, 20 = 0, a = 0 y
zZ1 = 0.

La matriz de linealizacién es:

0 1
sin(z1) —325 —«

evaluando la matriz cuando el equilibrio es cero y el valor de los pardametros es

cero, se obtiene:
0 1
0 0/

La matriz anterior tiene un valor propio cero con multiplicidad dos, por lo tanto,
el sistema VCON experimenta una bifurcaciéon Bogdanov-Takens, que depende
de los pardmetros a y w.

En la figura 45 se muestran una serie de imdgenes donde se aprecia el de-
sarrollo de esta bifurcacién. Para la imagen a) se tomaron los valores de los
pardmetros w = 0,6 y @ = —0,2, para b) w = 0,6 y a = 0,5, para la imagen c)
w=0,6 y a=0,723, para la imagen d) w =1 y o = 0,723 y para la imagen e)
w=11y a=0,723.
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Figura 45: Secuencia para la bifurcacién Bogdanov-Takens.
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4.3. Oscilaciones del VCON en el Cilindro.

Después de analizar las bifurcaciones anteriores que se generdn en el plano,
ahora se presentan configuraciones del modelo en el que se exihiben oscila-
ciones que sélo pueden ser vistas considerando como espacio fase el cilindro
C={(6,V):0<6<2m—00 <V < oo}. Estas oscilaciones no estdn caracter-
izadas en la literatura, por lo que para apreciarlas se usan las simulaciones
computacionales.

A continuacién se presentan los siguientes escenarios:

1. La coexistencia de dos érbitas periédicas, una que estd sobre el cilindro y
otra que abraza al cilindro.

2. Dos oscilaciones que abrazan al cilindro y dos érbitas heteroclinicas que
juntas abrazan al cilindro.

3. Tres oscilaciones que abrazan al cilindro, una de ellas producto de una
bifurcacién Silla-Nodo en una curva invariante.

4.3.1. Coexistencia de dos oscilaciones.

Se encontré que para ciertos valores de los parametros pueden coexistir dos
oscilaciones diferentes, una que estd sobre el cilindro, como resultado de la bi-
furcacién de Hopf, y otra oscilacién que abraza al cilindro. Adema&s de que la
orbita que proviene de la bifurcacién de hopf puede desaparecer y solo quedar
la 6rbita que abraza al cilindro.

Para generar las dos oscilaciones se considera la oscilacién obtenida por
medio de la bifurcacién de Hopf, se genera la oscilacién que abraza al cilindro
a partir de la variacién del pardmetro « y fijando el pardmetro w = 0,5. En
la figura 46 se muestran las dos oscilaciones y en la imagen 47 se muesrta la
dindmica en el plano.

A continuacion se muestra en la figura 48 las imédgenes en donde se aprecia
la desaparicién de la oscilacién que estd sobre el cilindro y la permanecia de la
oscilacién que abraza al cilindro.

4.3.2. Bifurcacién Silla-Nodo en una Curva Invariante

Anteriormente se presenté la bifurcacién Silla-Nodo en el plano para el
VCON. Si se estudia la dindmica de esta bifurcacién en el cilindro, es posible que
los dos equilibrios pueden estar conectados por dos érbitas heteroclinicas que
juntas abrazan al cilindro, las cuales, al chocar los equilibrios se bifurcan en una
orbita homoclinica. Después de que el equilibrio desaparece, la érbita homoclini-
ca se convierte en una Orbita periédica que abraza al cilindro. A continuacién
se muestran las simulaciones de esta bifurcacion.
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Figura 46: Coexistencia de oscilaciones.
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Figura 47: Coexistencia de oscilaciones.
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Figura 48: Colisién de la drbita que estd sobre el cilindro. Permanencia de la
orbita que abraza al cilindro.
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Figura 49: Simulaciones obtenidas con los valores de pardmetros w = 0,5 y
a=4.
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Figura 50: Simulaciones obtenidas con los valores de pardmetros w =1y a = 4.
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Figura 51: Simulaciones obtenidas con los valores de pardmetros w = 1,2 y
a=4.

5. Conclusiones.

La investigaciéon matemadtica realizada sobre el sistema VCON permitié lle-
gar a las siguientes conclusiones.

1. El modelo pudé ser configurado de manera que puede tener un equilib-
rio, dos equilibrios o ningin equilibrio. La existencia de dichos equilibrios
depende del pardmetro w.

Para obtener dos equilibrios, el pardmetro tiene que cumplir con la de-
sigualdad |w| < 1. Para este caso se hizo la clasificacién de los equilibrios
segun su estabilidad.
a) La naturaleza y estabilidad del equilibrio eq; estd determinada por
el valor de pardmetro a.
1) Si a < 0 el equilibrio es un sumidero.

2) Si a = 0 se produce el cambio de estabilidad.
3) Si a > 0 el equilibrio es una fuente.

b) Para el equilibrio egs cualquier valor del pardmetro o € R serd un
punto silla.

¢) Si |w| =1 el sistema tendrd sélo el equilibrio inestable (0, :i:g), de
tipo Silla-Nodo.
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d) Si|w| > 1 el sistema no tiene equilibrios.

2. Las ecuaciones del péndulo y las ecuaciones del oscilador de Rayleigh
pueden ser obtenidas como casos particulares del modelo VCON.

3. El sistema experimenta la bifurcacién de Andronov-Hopf y el pardmetro
de bifurcacién es «, la bifurcaciéon ocurre cuando el valor de a pasa de
negativo a positivo.

4. FEl sistema experimenta la bifurcacion Silla-Nodo y el pardmetro de bifur-
cacidén es w, la bifurcacién ocurre cuando el valor de w pasa a ser mayor a
uno.

5. El sistema experimenta la bifurcacién Bogdanov-Takens, los pardmetros
de bifrucacién son a y w.

En la figura 52 se muestra una coleccién de imdgenes para exhibir como se
desarrolla la dindmica al variar el pardametro a.

En la figura 53 se muestra también varias imdgenes al variar el pardmetro
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Figura 52: Espacios de fase variando el valor de a.
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Figura 53: Coleccién de imédgenes de los retratos fase al variar el pardmetro w.
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