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Resumen

En este articulo se hace una descripcion béasica de la estructura y
funcién de una célula nerviosa haciendo énfasis en las propiedades de ex-
citabilidad de la membrana celular y la dinamica del voltaje a través de la
misma, durante la ocurrencia del fenémeno llamado “potencial de accién”
0 “impulso nervioso”. La descripcion abarca algunos aspectos historicos
del descubrimiento de la actividad eléctrica en el contexto de la ..siologia
celular y el posterior analisis tedrico en términos de modelos matemati-
cos que involucran sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales. Se
atienden dos objetivos principales: el primero es la presentacion y anali-
sis de algunas de las propiedades dinamicas fundamentales del modelo
mas simple del fendmeno de excitabilidad, que puede darse en términos
de un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias (el modelo de
FitzHugh-Nagumo), y el segundo objetivo es ilustrar un interesante fené-
meno no lineal que tiene lugar en este contexto de aplicacion bioldgica,
en relacion a la transicion del régimen excitable al régimen oscilatorio del
sistema —la bifurcacion de Andronov-Hopf.

1. Introduccion

El cerebro es un sistema complejo y la comprension de la actividad cere-
bral, por su importancia y di..cultad, constituye uno de los grandes retos de la
ciencia moderna. No es posible prescindir del uso de modelos matematicos para
entender la funcionalidad de la mente en términos de las bases ..sicoquimicas
de la ..siolgia del cerebro. La aproximacion matematica al estudio del cerebro y
del sistema nervioso en general contempla, entre otros aspectos, la construccion
y el analisis de modelos de las unidades fundamentales que lo constituyen —las
células nerviosas o neuronas.

Es un hecho notable que los fendmenos eléctricos juegan un papel determi-
nante en la ..siologia de las células nerviosas. Esto es conocido desde el siglo
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XVIII, a partir de los experimentos realizados por Luigi Galvani en la Uni-
versidad de Bolonia, durante la década de 1780-90. Inequivocamente, Galvani
demostré que la aplicacion de corrientes eléctricas provoca una accion neuro-
motora (contracciones) en las ancas de ranas. Mas adelante, a mediados del
siglo XIX se constatd que la accién nerviosa y muscular no se debe tanto a la
circulacion de corrientes eléctricas a través de las ..bras nerviosas, sino que es
concomitante a las variaciones de la difererencia de potencial eléctrico (volta-
je) a través de la membrana celular. En esta época, Carlo Matteuci y Emil
Du Bois Reymond lograron medir fujos de cargas, tanto en los musculos como
en los nervios, y observaron la variacion de la magnitud de éstos, en presen-
cia de contracciones musculares o0 en respuesta a la estimulacién de los nervios
con pulsos eléctricos. Posteriormente, en 1868, Julius Bernstein —discipulo de
DuBois Reymond- logré medir el curso temporal de los cambios del voltaje de
la membrana de una ..bra nerviosa, sentando asi las bases de la electro..siologia
moderna.

Otro gran avance tendria lugar a mediados del siglo pasado. Basados en una
serie de experimentos que fueron interrumpidos por la Segunda Guerra Mundi-
al, los ingleses Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley analizaron la
dinamica del curso temporal del voltaje en el axén (gigante) de una neurona
de calamar, al ser estimulada con una corriente externa. Finalmente, en 1952,
estos investigadores construyeron un modelo con cuatro ecuaciones diferenciales
no lineales y, apoyados en él, propusieron una teoria biofisica que explico los
resultados experimentales conocidos hasta el momento. Sus estudios revelaron
gue el voltaje observado se debe a la permeabilidad i6nica, selectiva y dependi-
ente, a su vez, del mismo voltaje, a través de la membrana de la célula nerviosa.
Debido a estas investigaciones, Hodgkin y Huxley, recibieron en 1963 —junto con
Sir John Carew Eccles— el Premio Nobel de Fisiologia.

Los estudios que se han realizado con el modelo de Hodgkin y Huxley se
tienen gue apoyar en simulaciones computacionales, basadas en la solucién
numeérica de las ecuaciones diferenciales; por su dimension (n=4) y su no lineal-
idad este sistema no es suceptible de un analisis cualitativo comprensivo. Esto
obliga a la construccién de modelos que simpli..quen la realidad biofisica del sis-
tema, con el ..n de capturar exclusivamente la esencia dindmica de los procesos
involucrados, y asi proveer un esquema tedrico que permita la comprension de
la fenomenologia en estudio. El trabajo de Richard FitzHugh, en el Laborato-
rio de Biofisica de los National Institutes of Health, USA, constituyé un gran
avance en esta direccion. Basado en el trabajo previo de Balthazar van der Pol,
propuso una simpli..cacién considerable del modelo de Hodgkin y Huxley. Su
modelo consta de dos ecuaciones diferenciales de primer orden, una lineal y la
otra cubica. Siendo suceptible de un anélisis bastante completo, este sistema
permite una comprension cualitativa del fendmeno de excitabilidad.

Simultanea e independientemente del trabajo de FitzHugh, el investigador
japonés Jin-ichi Nagumo propuso, como analogo neuronal, un circuito eléctrico
no lineal, gobernado por un sistema de dos ecuaciones también semejantes a
las de van der Pol. Actualmente, el analogo simpli..cado propuesto por estos
autores, se le conoce como modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN). Hoy, la impor-



tancia de este modelo trasciende el &mbito de la Biofisica y la Neuro..siologia,
siendo de interés para los profesionales de otras ramas de la ciencia que necesitan
comprender la constelacion de fenémenos no lineales, que son concomitantes al
fenémeno de excitabilidad. Particularmente el modelo es de interés para inge-
nieros y cienti..cos interesados en el estudio de sistemas de integracién y disparo
y las oscilaciones de relajacion que, tipicamente, en ellos se producen.

La discusién del modelo FHN que llevaremos a cabo en este articulo esta
apoyada por simulaciones computacionales que han sido hechas con el sistema
de software INTEGRA, desarrollado en el Laboratorio de Dindmica No Lineal,
de la Facultad de Ciencias, de la UNAM. Este sirve para analizar visual e interac-
tivamente el comportamiento cualitativo de los sistemas dinamicos, modelados
por ecuaciones diferenciales ordinarias o en diferencias. Para mayor informacion,
para sefialar algin error o sugerencia, o para adquirir el archivo ejecutable con el
gue se pueden hacer las simulaciones mostradas en este trabajo, recomendamos
consultar la direccién electronica http://www.dynamics.unam.edu o acudir di-
rectamente a nuestro Laboratorio.

2. Estructura de una Neurona

Las células nerviosas varian en su forma y tamafio, pero prototipicamente
estan constituidas por tres partes principales: el cuerpo celular o soma, las
dendritas y el axén (ver ..gura 1). El soma contiene al nlcleo de la célula
y por lo tanto es poseedor del material genético de la neurona. Aqui ocurren
los mecanismos bioquimicos sintetizadores de enzimas y los procesos necesarios
para mantenerla viva. Las dendritas y el axén son ..lamentos con multiples
rami..caciones que le permiten a la célula nerviosa recibir o trasmitir sefiales a
multiples células.

Tipicamente, en el soma se lleva a cabo un proceso de integracion de las
sefiales provenientes de las dendritas, que termina con el envio de una respuesta
concordante hacia otras células receptoras, a través de una larga ..bra que es el
axoén.

A nivel local, la interaccion entre célula y célula se da a través de conexiones
llamadas sinapsis. A nivel global, la funcionalidad del cerebro emerge de la
suma de todas las interacciones que tienen lugar entre las células constituyentes.
El sustrato de esta funcionalidad tiene una complejidad extraordinaria: un cere-
bro humano tiene varios miles de millones de neuronas que individualmente
pueden llegar a tener conexiones con varias centenas de otras células nerviosas.

3. Excitabilidad de la Membrana Celular

Las neuronas estan cubiertas por una membrana compuesta de complejos
proteinicos y lipidos orientados que forman estructuras, Ilamadas canales ioni-
oS, que sirven para regular los procesos de intercambio idnico que originan la
formacién de las sefiales nerviosas. Los primeros estudios experimentales que



Figura 1: Esquema de una neurona tipica (izquierda). Microfotografia de un par
de neuronas de la corteza cerebral de una rata de 19 dias (derecha).

se llevaron a cabo, fueron facilitados por la existencia de un axén gigante de
una de las células que controlan la accién neuromotroa del calamar. Cuando, en
esta preparacion clasica, se coloca un par de electrodos, uno al interior y otro
al exterior del axon se mide un voltaje de aproximadamente —70mV, llamado
potencial de reposo. Al aplicar un pequefio y breve pulso de corriente eléc-
trica, se advierte un incremento en el voltaje a través de la membrana celular,
que decae asintdticamente hasta que se alcanza otra vez el potencial de reposo.
Si la amplitud del pulso de corriente aplicado es su..cientemente grande —lo
cual corresponde a llevar al potencial de la membrana arriba de un umbral de
aproximadamente —55mV/, se observa un aumento desproporcionado del voltaje
hasta que éste alcanza un valor maximo cercano a +30mV, para luego, decrecer
mas alla del potencial de reposo, hasta alcanzar un valor préximo a los —80mV'.
En una ultima fase del proceso, lentamente, se recupera el voltaje de reposo:
—70mV. El fenébmeno anterior es llamado impulso nervioso o potencial de
accion y dura entre uno y dos milisegundos (ver ..gura 2).

Experimentalmente, se comprueba que la amplitud maxima del potencial
de accién (+30mV en la preparacion clasica) es independiente de la magnitud
del estimulo eléctrico aplicado, siempre y cuando éste rebase el valor umbral
(—55mV). Este hecho es conocido como la ley del “todo o nada”. Al aplicar
secuencialmente estimulos supraumbrales, su..cientemente espaciados en el tiem-
po, se observa un tren de potenciales de accion (idénticos). En cambio, si el lapso
entre estimulos se va reduciendo, se observa que para intervalos de tiempo de
entre 0,25ms y 0,5ms es imposible excitar a la membrana por segunda vez. Este
lapso critico es llamado periodo refractario.
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Figura 2: Curso temporal del voltaje eléctrico a través de la membrana celular,
durante un potencial de accion.

Cuando —en vez de aplicar un breve pulso de corriente— la membrana recibe
una corriente constante de magnitud I, se advierte que para algin intervalo
I; < I < I, ésta responde con un tren periddico de disparos de potenciales
de accion, que tiene una frecuencia dependiente del valor de la intensidad de la
corriente aplicada (ver ..gura 3). Existe un amplio rango de frecuencias que se
observan ..sioldgicamente, pero como los periodos refractarios son generalmente
de menos de un milisegundo, frecuencias maximas son también generalmente
inferiores a 1000 impulsos por un segundo.

Otros sistemas, naturales o de la ingenieria, cuya dinamica mani..esta una
respuesta del tipo “todo o nada” a estimulos que superan un valor umbral,
y respeta también un periodo refractario a la excitacion, constituyen la clase
de los sistemas excitables; en ella, las membranas de las células nerviosas
constituyen un ejemplo clasico.

4. Modelo de FitzHugh-Nagumo

Las caracteristicas mas sobresalientes del potencial de accion y su dinamica,
fueron modeladas satisfactoriamente por Hodgkin y Huxley con su sistema de
cuatro ecuaciones diferenciales no lineales. Todos los elementos ahi involucrados,
tienen un claro signi..cado biofisico, sin embargo, la complejidad matematica
di..culta demasiado su analisis. Con el afan de comprender la esencia dinamica
del fenémeno de excitabilidad, FitzHugh construyé un sistema minimo (dos
ecuaciones diferenciales) basado en la ecuacién de van der Pol. Debido a que
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Figura 3: Tren periodico de impulsos nerviosos (potenciales de accién) de las
neuronas del complejo perioesofagico del caracol Helix Asperesa (se obtuvo de
la pagina http://www...sio.buap.mx).

una de las ecuaciones es no lineal, el examen del sistema tampoco es trivial, sin
embargo, el hecho de que la otra ecuacién sea lineal y de que el sistema sea de
dimensién dos, facilita su estudio.

El sistema se presenta generalmente en la forma siguiente:

dv

i Vivyw)=T—-v(v—a)(v—1)—w 1)
dw

e W(v,w) = blv — gw)

Siendo I, g > 0,b >0y 0 < a < 1 los pardmetros. En la interpretacion biofisica
de la dindmica, se considera que la variable de estado v, es el voltaje a través
de la membrana, y que el pardmetro I, representa la corriente externa aplicada
a la célula nerviosa.

4.1. Estados de Equilibrio y Ceroclinas

Al resolver, analitica o numéricamente, el sistema de ecuaciones diferenciales
gue gobierna la dinamica de la neurona, encontramos la evolucion temporal de
las variables de estado del sistema, (v(t),w(t)), a partir de alguna condicion ini-
cial, (vo,wo), predeterminada. El espacio donde habitan las variables de estado
(v, w), es llamado espacio de fases 0 espacio de estados y en él podemos visu-
alizar la evolucion del sistema (la neurona), gra..cando las érbitas de la ecuacion
diferencial (i.e. las imagenes de las soluciones de la ecuacion diferencial). Los
puntos del espacio de estados, de un sistema de ecuaciones diferenciales, para los
cuales las derivadas respecto al tiempo de las variables de estado involucradas,
se anulan simultaneamente, constituyen los estados de equilibrio o estados
estaticos del sistema.

Igualando a cero las ecuaciones (1) del sistema de FitzHugh-Nagumo se



encuentran las ecuaciones de los estados de equilibrio:

0 = I—-vv—a)(lv—1)—w
0 = blv—guw).
Por lo tanto:
w = I—-vlw—a)(lv-1) 2
w = gilv.

Las curvas que determinan estas ecuaciones en el espacio estados (v,w), son
llamadas curvas ceroclinas del sistema. Estas son el lugar geométrico de los
puntos del espacio de estados en los que el campo vectorial asociado al sistema
es, respectivamente, vertical u horizontal. La primera de estas ecuaciones corre-
sponde a los estados en los cuales no hay cambio instantaneo en v (se obtuvo al

d .
hacer d—: = 0), y la segunda, a los estados para los cuales no hay cambio en w (se

d . .
obtuvo al hacer d—w = 0). Cada una de las ecuaciones del sistema (2) representa

una curva en el espacio de estados (v, w) del sistema FHN, que en este caso es
la gra..ca de una funcion w(v). De hecho, la primera ecuacion representa, mas
bien, una recta que pasa por el origen, y la segunda ecuacion es la gra..ca de un
polinomio de grado tres. Los puntos en donde estas curvas (la recta y la cubica)
se intersectan, son los puntos de equilibrio del sistema —no se producen cambios,
ni en v, ni en w. Como estas curvas pueden tener hasta tres intersecciones, el
ndmero maximo de equilibrios del sistema FHN es tres. Ejemplos de cuando se
tienen uno, dos o tres puntos ..jos se muestran en la ..gura 4 (la forma de utilizar
INTEGRA para producir estas ..guras se explica en la seccion 5).

4.2. Estabilidad del Potencial de Reposo y Linealizacion
del Sistema

Para analizar la dinamica de un sistema de ecuaciones diferenciales, es nece-
sario estudiar sus estados de equilibrio, y la estabilidad de los mismos. Dos
sistemas que tengan un numero distinto de estados de equilibrio, o el mismo
ndmero, pero diferente estabilidad, se comportaran cualitativamente diferente.
Los estados de equilibrio de un sistema dindmico pueden ser inestables, esta-
bles o asintéticamente estables. Si se trata de un estado de equilibrio inestable,
una pequefia perturbacion puede hacer que el sistema evolucione a estados muy
alejados de él y se pierda el equilibrio; si se trata de un equilibrio estable, las
soluciones vecinas no se alejaran nunca de ély, si el equilibrio es asintdticamente
estable, después de cualquier pequefia perturbacion, este tendera a restablecerse
autométicamente.

Es conocido que (bajo ciertas condiciones computables) la dinamica local,
alrededor de un estado de equilibrio de un sistema no lineal, puede aproximarse
bastante bien, utilizando sélo las componentes lineales del campo vectorial. A
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Figura 4: Con INTEGRA se gra..can las dos ceroclinas del sistema de FitzHugh-
Nagumo. Dependiendo del valor de los parametros se pueden tener uno, dos o
tres cruces. Aqui se muestran tres ejemplos: sia = 0,15, 6 =0,01, g =2,5,1 =0
se tiene un solo punto ..jo; si a = 0,15, b = 0,01, g = 5,45, I = 0 se tienen dos
puntos ..jos; si a = 0,15, b = 0,01, g = 7,0, I = 0 se tienen tres puntos ..jos.



continuacion se recordard la idea de este procedimiento y el teorema que es-
tablece la relacion entre el sistema no lineal y su linealizacion, asi como las
condiciones de su validez.

Si se tiene un sistema no lineal en dos dimensiones, dado por las funciones
continuamente diferenciables en una vecindad de un punto (£,7), X;(z1,z2),
1 = 1,2, entonces, utilizando la expansion de Taylor se tiene:

X, 2) = X(60) + o1 = O (€0) + (o2 = )5 (61) + i, 2)

1
donde R;(x1,x2) satisface h’n% [M} =0conr= [(a:l — &) 4 (w2 — n)z} ’

Si (&,7m) es un punto ..jo del sistema de ecuaciones diferenciales @ = X (z),
con z = (z1,22) Y X = (X1, X3), entonces X;(&,n) = 0. Utilizando este hecho
y la expansidn de Taylor se encuentra que:

0 0

b= @O € + (2 - )G €n) + Rafon, )
0 0

By = (2= 5,2 €+ (2 =) 2 (6) + Ralon, o).

La parte lineal de este sistema, utilizando las nuevas coordenadas y; = x1 —¢
Y y2 = x2 — 1, S€ puede escribir como:

Y1\ _ %_f]' %_f]' Y1
v2) 0%, 0%, y2)
O 0> (w1,22)=(&§:m)

A la matriz de 2 x 2 se le conoce como la matriz de linealizacion en el punto
&mn). _ _ _

El siguiente teorema establece la relacion entre un sistema no lineal (en el
plano) y el sistema lineal que se obtiene utilizando la matriz de linealizacion.

Teorema 1 Sea el sistema no lineal £ = X (x) , con x = (x1,z2), tal que su
matriz de linealizacion evaluada en el estado de equilibrio (£,7) sea no singular
(det A = det DX((&,m)) # 0). Entonces, si el sistema linealizado no es un
centro (i.e: los eigenvalores de A no son imaginarios), la dinamica del sistema
y la de su linealizacién, son cualitativamente equivalentes, en una vecindad de

z=(§,n).

La matriz A, de linealizacion del sistema FHN alrededor del punto ..jo
(5777) = (%vwo) €s:

v 9V
[%3%

B [ -3 +2(a+1)vg—a -1

v Ow :| (v,w)=(vg,wp) b _bg



y el sistema linealizado alrededor del equilibrio es:

b = (=3vf+2(a+1)vy—a)v—w (3)
w = bv—gw).

La estabilidad de los puntos ..jos esta relacionada con los eigenvalores de la
matriz de este sistema lineal: cuando la parte real de todos es negativa, el punto
..Jo es asintoticamente estable, cuando es cero, es estable, y cuando alguna es
positiva, es inestable.

5. Simulaciones con INTEGRA

Para comprender la dindmica del sistema de ecuaciones diferenciales del
modelo FHN, serd necesario combinar el analisis cualitativo (algunos de cuyos
elementos hemos descrito) con algunas simulaciones computacionales. Los calcu-
los que requieren estas simulaciones, y los desplieges gra..cos que éstas involu-
cran seran realizados usando el sistema de software INTEGRA. Este sistema
sirve para analizar visual e interactivamente el comportamiento cualitativo de
sistemas dindmicos modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias. Los resul-
tados de las integraciones numéricas llevadas a cabo con INTEGRA se pueden
desplegar en una lista de texto o visualizar en diferentes tipos de escenarios
gra..cos, por ejemplo: es posible desplegar campos vectoriales, curvas cerocli-
nas, orbitas en el espacio de fases o los cursos temporales de cada una de las
variables de estado involucradas. Para comodidad del usuario, el sistema ofrece
un conjunto de mendus, submenus, botones y cajas de dialogo, desde donde es
posible ejecutar funciones como rotar los ejes coordenados, escoger condiciones
iniciales, dibujar el campo direccional y hacer integraciones en tiempo positivo
y en tiempo negativo, entre otras tareas.

INTEGRA permite generar programas ejecutables que sirven para analizar,
cuantitativa y cualitativamente, sistemas de ecuaciones diferenciales que pre-
viamente fueron alimentados al sistema, por el usuario, mediante un mddulo
ejecutable llamado INTERFAZ. Este modulo sirve ademas para organizar y ad-
ministrar la coleccion de todos los archivos ejecutables (que después funcionan
independientemente del modulo INTERFAZ) que han sido generados con IN-
TEGRA. Estos archivos ejecutables se obtienen a vuelta de correo electrénico
por medio de una solicitud, que la INTERFAZ envia autométicamente, al servi-
dor del Laboratorio de Dindmica No Lineal, de la Facultad de Ciencias de la
UNAM.

En los siguientes parrafos orientaremos al lector sobre la forma de usar IN-
TEGRA, para calcular y visualizar las soluciones y las curvas auxiliares (cero-
clinas), del sistema FHN. Anélogamente el lector podra utilizar INTEGRA para
analizar otros sistemas de ecuaciones diferenciales, creados por él mismo usando
el médulo INTERFAZ.

De la pagina del Laboratorio de Dindmica No Lineal (http: // www. dynam-
ics. unam. edu / integrawindows) puede bajarse (gratuitamente) un archivo
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ejecutable (FHN.exe), generado con INTEGRA, que esté listo para experimen-
tar con el sistema FHN. De esta pagina puede descargarse también el sistema
INTEGRA (completo) y con él, el lector podra analizar cualquier otro sistema
dinamico de su interés que haya sido generado, usando el mdédulo INTERFAZ.

Al ejecutar el archivo FHN.exe, aparecera la Ventana Maestra de INTEGRA
(ver ..gura b5).

llL. Bifurca Windows 1.0 ]

File Edt Help

TR TN ]
|

Figura 5: Ventana Maestra del sistema INTEGRA.

1. Presionando el boton Open New Window of Integra (el primero de izquier-
da a derecha de la Ventana Maestra del programa INTEGRA) por default
el sistema abre el escenario gra..co en donde se visualizaran las érbitas en
el espacio de fases (..gura 6)

2. Para elegir el escenario gra..co de los cursos temporales de las variables
de estado, en esta misma ventana abrimos el mend Scenery, escogemos el
submenu Graphic Scenery y seleccionamos la variable de estado a gra..car
contra el tiempo.

3. Para ajustar las dimensiones de los ejes de la gra..ca, en el ment Window
elegimos el submend Dimension (para el sistema FHN conviene escoger
un rango de —1 a 1 para el eje horizontal y un rango de —0,3 a 0,3 para
el eje vertical).

4. Para escoger el valor numérico de cada uno de los parametros involucrados
en el sistema, del ment Parameter se elige el submen( Edit (para FHN
conviene escoger inicialmente los siguientes valores de pardmetros: a = 0,2,
b=0,14,g=25y I=0,1).

5. La condicion inicial a partir de la cual se va a integrar, se puede selec-
cionar utilizando las fechas del tablero para mover la fecha que aparece
en el espacio de fases o alternativamente activando la opcion Move to
del menu Initial Conditions (para el modelo de FHN se puede escoger
(v(0),w(0)) = (0,5, —0,0905)).

6. La opcion para calcular y deplegar las orbitas en el espacio de fases se en-
cuentra en el mend Calculate. Ahi debe seleccionarse el subment Forward
Integrate o Backward Integrate —dependiendo de si se quiere visualizar la
evolucion del sistema en tiempo positivo 0 negativo, respectivamente.
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Figura 6: Ventana de Trabajo del sistema INTEGRA.

7. Dentro del mena Calculate también se encuentra la opcién para pintar las
curvas ceroclinas: se activa el submenu Isoclines y se elige Ceroclines. El
sistema calculard automéaticamente las dos curvas ceroclinas (ceroclina -v

y ceroclina -w).

El lector puede obtener ayuda adicional consultando nuestra pagina web.

6.

Los resultados experimentales indican que las neuronas presentan un solo
estado de equilibrio correspondiente al potencial de reposo de la membrana.
Para analizar esta situacion en el modelo matematico, consideraremos que los
pardmetros del sistema FHN tienen valores que garantizan la existencia de
un Unico punto estatico y entonces examinaremos dos casos: primero el caso
auténomo, cuando la estimulacion externa es cero (I = 0) y después el caso

Analisis Parametrico
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“forzado”, cuando a la célula se aplica, externamente, una corriente continua
(I =constante).

6.1. Condicion para la Existencia de un Unico Estado de
Equilibrio

Como hemos observado anteriormente, dependiendo de los valores de sus
parametros, el sistema FHN puede tener uno, dos o tres estados de equilibrio.
Ahora queremos averiguar bajo qué condiciones paramétricas se puede asegurar
la existencia de un Unico punto de equilibrio. Para esto observamos primero que
el pardmetro b no es relevante en este analisis: las coordenadas de los puntos de
equilibrio del sistema no dependen de b, ya que éste no ..gura en las ecuaciones de
las ceroclinas. Conviene hacer dos observaciones geométricas en el plano de fases
del sistema FHN: si se mantienen ..jos los pardmetros a y g, la modi..cacién de
los valores del parametro I, tiene como consecuencia la traslacion de la ceroclina
cubica, en la direccion del eje w; si se mantienen ..jos los parametros / y a, el
maodi..car el parametro g, tiene como efecto un cambio en el valor de la pendiente
de la ceroclina recta. A partir de estas consideraciones, no es dificil llegar a la
siguiente observacion geométrica:

Observacion 2 Fijemos arbitrariamente el pardmetro a en el intervalo (0,1) y
denotemos por ¢ a la pendiente de la ceroclina cdbica en su punto de intexion.

. . 1 . .
Si la pendiente | — | de la ceroclina recta es mayor o igual a ¢ , entonces, para
g
todo valor del parametro I, el sistema FHN tiene un Gnico equilibrio.

Calculemos el valor de la pendiente de la ceroclina cubica, w = I — v(v —
a)(v — 1), en su punto de intexion:

d*w

S - v+2(a+l

70 6v+2(a+1)
y

dQ—w70<:>vfa+1

dv? 3

a+1 . . . . ., .
entonces en v = —— la ceroclina clbica tiene el punto de intexién. La pendi-
ente que tiene la ceroclina en este valor de v se calcula facilmente:

dw a?—a+1
— = =
dU ’U_ﬂi 3

- 3

Asi obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3 Para cualquier seleccion de parametros, (a, I,b, g), del sistema
FHN. Si se cumple la condicién
2 _
I @—atl
g~ 3
entonces hay un anico equilibrio.

(4)
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En el resto de esta seccion supondremos que esta condicién se cumple en el
modelo y analizaremos las diferentes posibilidades dindmicas del sistema en las
dos situaciones de interés previamente mencionadas.

6.2. Caso Auténomo

Analizamos primero el caso en el que I = 0, lo cual signi..ca que a la mem-
brana neuronal no se le aplica corriente alguna. Bajo estas condiciones, los
experimentos ..siolégicos revelan que el potencial de reposo se comporta como
un atractor: si el potencial de la membrana es perturbado (con un pulso de
corriente; ver ..gura 8), este espontdneamente se recupera regresando a su val-
or inicial (potencial de reposo). En el modelo matematico, cuando I = 0 y se
cumple la desigualdad (4), el origen, (vg,wg) = (0,0), es el Unico estado de
equilibrio del sistema FHN: las ceroclinas de este sistema se intersectan en el
origen del espacio de estados.

Averiguemos ahora si este (Unico) estado de equilibrio del modelo es estable,
como debe corresponder a la realidad biolégica observada. Para ésto aplicaremos
el procedimiento de linealizacién y buscaremos condiciones sobre los parametros
para que la parte real de los eigenvalores del sistema linealizado sea menor que
cero. De acuerdo a la ecuacion (3), el sistema linealizado alrededor del (0,0)
seria en este caso:

Vo= —av—w
w = bv—gw).

Los eigenvalores del sistema resultan entonces:

% [<—a —bg) £ \/(—a — bg)? — 4(abg + b)}

_(a+bg n (a —bg)? —4b
2 2 ’

Para llevar cabo el analisis conviene separar dos casos: cuando los eigenvalores
son reales y cuando éstos son complejos.

Caso real. Este se produce cuando (a — bg)? > 4b. Para que los eigenvalores
sean menores que cero, se tiene que cumplir que a + bg > /(a — bg)? — 4b, lo
cual implica que ga > —1; ésto se cumple siempre pues, desde el plantemiento
de las hipotesis del modelo FHN, hemos supuesto que a,b > 0y g > 0.

Caso complejo. Si (a — bg)? < 4b, la parte real de los eigenvalores es menor
que cero si a + bg > 0. Esto también se cumplird siempre, ya que a,b > 0y
g=>0.

Asi llegamos a la conclusion que expresa la siguiente proposicion.

Al2

Proposiciéon 4 Si en el sistema de FHN existe un solo punto ..jo y en ausencia
de estimulacion externa (i.e.: cuando I = 0), para todo valor de los pardmetros
a,b>0Yy g >0, el estado de equilibrio (vp,wo) = (0,0) es siempre asintética-
mente estable.
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En referencia a la ..gura 7, conviene notar que las constantes a = 0,15,
b=0,01yg = 2,5 veri..can la condicidn (4) y en consecuencia el sistema tiene un
Unico estado de equilibrio. Por la proposicion anterior este estado de equilibrio es
(vo,wo) = (0,0) y es un atractor. Ahi se calculan y despliegan, con INTEGRA,
las ceroclinas del sistema FHN y algunas orbitas en el espacio de fases, asi como
los correspondientes cursos temporales del voltaje, cuando la corriente aplicada
es cero. Se aprecia claramente que los cursos temporales que produce el modelo
son cualitativamente iguales a los potenciales de accién que se observan en el
experimento (comparar con la ..gura 2). Se muestra ademas, que el experimento
de perturbacion del potencial de reposo de la neurona, queda bien modelado por
las ecuaciones del sistema FHN (escogiendo soluciones con condiciones iniciales
de la forma (vg, wg) = (0, v, £¢) siendo v,, el potencial umbral y € una pequefia
perturbacién). Observamos también en esta ..gura que al aplicar a la neurona
una serie de perturbaciones, que tengan el efecto de incrementar progresivamente
el valor del voltaje de la mebrana v; < vy < w3 <..., se obtiene primero una
respuesta pasiva (lineal) de la mebrana, cuyo voltaje no excede a la amplitud de
la perturbacién inicial; después, cuando la perturbacion cruza el valor umbral,
se obtiene una respuesta activa (no lineal), caracterizada por un incremento
desproporcionado del voltaje v(t) hasta alcanzar un valor maximo gque es mucho
mayor que el valor de la perturbacion inicial. Finalmente, se observa también
gue la diferencia entre los cursos temporales de perturbaciones que superan el
umbral es muy poco signi..cativa, dando lugar a potenciales de acciéon que son
practicamente indistingibles.

+h +]

Wl —

T + V ] E; T
e
WL=0-208 /

Woltaje umbral

Figura 7: Fendmeno de excitabilidad. Izquierda: 6rbitas en el espacio de esta-
dos. Derecha: correspondientes cursos temporales del potencial eléctrico. Los
parametros utilizados (en ambos casos) son I =0, a = 0,15, b =0,01y g = 2,5.
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6.3. Estimulacion de la Célula con una Corriente Continua

Investigaremos ahora la forma en que la membrana responde cuando se le
aplica una corriente I constante en el tiempo (lo que en la jerga de los elec-
trénicos se conoce como una corriente continua; ver ..gura 8). Biofisicamente
es de esperar que exista un valor critico de I, la corriente aplicada, a partir de
la cual la dindmica eléctrica de la membrana celular exhiba trenes periddicos
de potenciales de accién, cuya frecuencia varie crecientemente al aumentar la
intensidad de la corriente.

Electrodo
estimulador

" —O

Electrodos
B f & registradores

( ¢ Axon o ._‘l’

Aparato de medician

Figura 8: Estimulacion del axén con una corriente I(¢). En el caso A se aplica
un pulso de corriente y en el caso B una corriente continua.

Veamos qué predice el modelo FHN en estas condiciones. Aumentar el valor
de la corriente I, traslada la gra..ca de la ceroclina cubica verticalmente en el
sentido positivo del eje w del plano de fases, lo que tiene como efecto incrementar
el valor de la componente v del estado de equilibrio del sistema (ver ..gura 12).
Es importante estudiar la variacion de la estabilidad de este equilibrio cuando
ocurre tal cambio. Puede demostrarse que si los pardmetros del sistema FHN
satisfacen la condicion:

bg > c (%)

el equilibrio es asintéticamente estable para toda I [8]. En este caso, el incre-
mentar la corriente tiene sélo el efecto de aumentar el valor de la componente
v del equilibrio (i.e. el valor del potencial de reposo) como lo ilustra la ..gura 9.

Cuando se tiene una con..guracion parametrica del sistema FHN tal que
bg < c puede demostrarse la existencia de dos valores de la corriente aplicada:
I(g,b) y I2(g,b) para los cuales la traza de la matriz de linealizacion del sistema
en el punto de equilibrio se anula y tales que al traspasarlos, variando el valor de
1, la traza cambia de signo. Como el signo de la traza de la matriz de linealizacion
da el signo de la parte real de los eigenvalores del sistema linealizado, asociado a
esta transicién se produce un cambio en la estabilidad del equilibrio. Este hecho
se ilustra en la ..gura 10.
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Figura 9: Con..guracion paramétrica (e« = 0,15, b = 0,14y g = 2,5) para la cual
el punto de equilibrio resulta ser un atractor para todo valor de I; los valores de
la corriente para cada una de las gra..cas son I = 0,01 (arriba a la izquierda),
1 =0,095 (arriba a la derecha) y I = 0,35 (abajo).
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Figura 10: Con..guracion paramétrica (a = 0,15, b = 0,08 y g = 2,5) para la cual
el estado de equilibrio pierde la estabilidad al incrementar la intensidad de la
corriente aplicada. Obsérvese que un incremento adicional de la corriente apli-
cada, puede volver a estabilizar el voltaje de reposo. Los valores de la corriente,
para cada uno de las gra..cas son I = 0,01 (arriba a la izquierda), I = 0,095
(ariba a la derecha) y I = 0,35 (abajo).
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La situacién anterior se conoce como el escenario de la bifurcacion de
Andronov-Hopf. Asociado a este proceso de inestabilizacion del equilibrio
aparece un ciclo limite estable (i.e. una érbita periddica atractora). En la ..gura
11 se muestra una secuencia de ciclos limite en la que se van disminuyendo los
valores del parametro b. Obsérvese que cuando b << 1 se obtienen trayecto-
rias casi horizontales debido a que los valores de w se vuelven muy chicos (ver
ecuacion 1); cerca de la ceroclina cubica la situacién anterior no se observa ya
que en esa region los valores de v también son pequefios. Se hace notar que
cuando b — 0 (lo que en la literatura se conoce como el limite singular), se
cumple (4) y (5) es falsa, el sistema de ecuaciones de FHN es un buen modelo
de la dindmica del potencial eléctrico de la membrana de una célula nerviosa.
En la ..gura 12 se muestra este caso y ademas se exhibe como al variar los val-
ores de la corriente I se encuentra la transicion, entre régimen excitable y el
régimen oscilatorio, de la dindmica del voltaje. En la ..gura 13 se evidencia la
dependencia de la intensidad de la corriente con la frecuencia de disparo de los
trenes periédicos de potenciales de accion.

+ Yy

Y +l""n.-"

Figura 11: Ciclos limite estables asociados a los estados de equilibrio inestables.
En todos casos se utilizd a = 0,15, g = 2,5y I = 0,095; los valores de b son
b= 0,08 (arriba a la izquierda), b = 0,03 (arriba a la derecha) y b = 0,01 (abajo).
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Figura 12: Transicion entre el régimen excitable y el régimen oscilatorio del
potencial eléctrico de una neurona al aumentar la intensidad de la corriente.
Obsérvese como el voltaje del estado de equilibrio aumenta con la corriente. En
todas las gra..cas se utiliz6 ¢ = 0,15, b = 0,01 y g = 2,5; de arriba a abajo, los
valores del parametro I, tanto en el retrato fase como en el curso temporal, son
respectivamente, 0,035, 0,05 y 0,16.
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Figura 13: Trenes de potenciales de accion. En ambos casos se utiliza, « = 0,15,
b=0,01y g=2,5;en lagra.ca de la izquierda se utiliz6 I = 0,0386 y en la de
la derecha I = 0,1.

7. Sumario

La dindmica es una carateristica fundamental de la ..siologia de una neurona
y del sistema nervioso en general. Esta dindmica es no lineal y su complejidad
es tal que no puede ser comprendida sin el uso de una teoria matemaética basada
en ecuaciones diferenciales. El trabajo pionero realizado por Hodgkin y Huxley,
a mediados del siglo pasado, constituyd una contribucién fundamental en esta
direccion. Dada la gran complejidad de los sistemas estudiados, es también muy
importante construir modelos simpli..cados que permitan aislar y comprender
la esencia dindmica de los fendmenos involucrados. EI modelo de FitzHugh-
Nagumo provee un escenario de complejidad minima para entender el fendmeno
de la excitabilidad en un contexto geométrico. Por esta razon, la aparicion de
este modelo marca una nueva etapa en la historia de la neuro..siologia, en la que
el andlisis geométrico de orbitas en el espacio de fases se vuelve fundamental
para lograr una comprension visual de la "mécanica’del impulso nervioso.

8. Lecturas recomendadas

Para el lector interesado en abundar en los topicos aqui tratados, hacemos
las siguientes recomendaciones.

1. Neuroanatomia y neuro..siologia: [5], [14], [20], [22] y [25].

2. Otros fendmenos y aspectos de la modelacién matematica de la dindmica
neuronal: [1], [3], [7], [16], [17], [18], [19] y [23].

3. Teoria de la actividad neuroeléctrica de A. L. Hodgkin y A.F. Huxley: [15]
y [24].
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4. Trabajo original de FitzHugh y Nagumo: [10], [11], [12] y [21].
5. Ecuaciones diferenciales y los sistemas dindmicos: [2] y [4].

6. Introduccion a la teoria de bifurcaciones: [13].
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