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El modelo de Lorenz
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debida a la aparicion
de dos términos cuadraticos: xz y xy.

si (x(t),y(t),z(t)) es solucion,
entonces (-x(t),-y(t),z(t)) también lo es.

-.Cualquier solucion o es simétrica o tiene
una companera simétrica.




El sistema de Lorenz es disipativo: los voliimenes en el espacio
fase se contraen con velocidad exponencial

V()= V(0)e o
bajo la accion del flujo.

Esta propiedad permite demostrar que las ecuaciones de
Lorenz no admiten orbitas cuasiperiodicas, ni tiene puntos fijos
u Orbitas cerradas repulsoras.

.. Todos los puntos fijos han de ser sumideros o sillas y las
Orbitas cerradas, si existen, deben ser estables o tipo silla.
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@ Puntos fijos

es punto fijo para todos los valores de
los parametros.

Si , también existen un par de puntos fijos

simétricos, , .

Lorenz los llamo y [*H .

Cuando se unen con el origen en una
bifurcacion de trinche.




Linealizando al sistema de Lorenz:

JQBLCE representa un decaimiento

exponencial a cero cuando t tiende a infinito.

Las otras dos direcciones estan gobernadas por un
sistema en el plano

x=0(y-Xx)

y=rx-y

Para r>1 es un punto silla (dos ramas estables y una
inestable).

Sir<1 el origen es un sumidero (nodo estable).



® Estabilidad global del origen

Para r<1 el origen es globalmente estable
(todas las trayectorias van a €l y no hay ni
ciclos limites ni caos). Para ello construiremos
una funcion de Liapunov.

A

La funcion es estrictamente decreciente si r<i
y (x,y¥,2) #(0,0,0) y la derivada es nula sélo
en el (0,0,0).

El origen es globalmente estable si r<1.







Para r>1. Puede verse que C* - son estables para 1<r<ry=0(o0+b+3)/(0-b-1).

En el valor ry se desestabilizan via una
(los ciclos inestables tienen una variedad en 2-D inestable y una

en 1-D estable “ciclo silla”), al acercarnos a la bifurcacion el ciclo colapsa a
un punto silla.

Mas alla de éste valor, nada podemos decir sobre el comportamiento de las
soluciones... Aunque sabemos que no pueden ser expelidas al infinito. A
partir de la bifurcacidén cualquier ciclo limite debe ser inestable.
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Movimiento Aperiodico
(Haciendo uso de Integracion Numérica)

Lorenz integro las ecuaciones para 0=10, b=8/3 y r=28 (para estos
valores de o y b, r=24.74) y condicion inicial (0,1,0), cercana al punto
silla en el origen.
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iLa solucion para y(t) resulta ser un movimiento aperiodico!




Cuando la trayectoria es
vista en el espacio
tridimensional se asemeja a
un par de alas de mariposa.
A este tipo de conjuntos se
les llama atractor extrafno, es
el conjunto limite de volumen
cero que atrae todas las
trayectorias.

Atractor extrano

Es un objeto fractal, formado
por un numero infinito de
superficies. Es un conjunto
de volumen nulo pero area
infinita y su dimensién fractal
es 2.05.
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Definicion alternativa del caos

o El caos es un comportamien@
aperiodico a tiempos largos en un
sistema determinista que exhibe
sensibilidad respecto a condiciones
iniciales.
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cQué es un Atractor?

El término atractor es dificil de definir con
exactitud. No hay un acuerdo completo
acerca de la definicion de atractor.

Informalmente, un atractor es un conjunto
del espacio fase para las que todas o algunas
trayectorias convergen.



Generalizacion del concepto Atractor

Un atractor es un conjunto cerrado A con las
siguientes propiedades (Strogatz, 2000):

1) A es un conjunto _invariante: cualquier trayectoria
x(t) que comienza en A pemanece en A para todos los
tiempos.

2) A atrae a un conjunto abierto de condiciones
iniciales: hay un conjunto abierto U que contiene a A
tal que Si x(0) pertenece
a U, entonces la distancia desde x(t) a A tiende a 0

cuando t -> infinito.

Esto significa que A atrae todas las trayectorias
que comienzan suficientemente cerca de ella. El mas
grande U es la llamada cuenca de atraccion de A.
3) A es minimal: no hay un subconjunto propio de A
que satisface las condiciones 1 y 2.




Sensibilidad ante Condiciones Iniclales:

Divergencia exponencial de trayectorias cercanas

sistema exhibe sensibilidad
specto a las condiciones
iciales.

Pequenas incertidumbres se
amplifican rapidamente.

Si comparamos una solucidn
X(t) con otra x(t)+o(t), en
estudios numericos del atractor
se encuentra que

HO(E) [ ~]1d0] €M
esto es, las trayectorias se
separan exponencialmente
rapido.

El nUmero A es el exponente de
Liapunov de la trayectoria.
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i Mapeo de Lorenz

El mapeo de Lorenz es una herramienta para analizar la

dindmica de un atractor extrafo.
Consiste en: calcular z(t) (serie de tiempo) y definir la
sucesion z, como la sucesion de maximos locales de z(t). La

idea es predecir z,,; a partir de z,.
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Mapa de Lorenz
Propgorciona informacion sobre la dinamica en el atractor

50

Los datos de la serie temporal cadtica o |
caen ‘“aparentemente” en una curva | ‘
sencilla. iSe puede extraer orden a . ’,
partir del caos! ’

La funcién z,,,=f(z,) define el mapeo de o
Lorenz. 2 W 315 40 45 4D

Observe que en realidad f(z) no es curva perfecta.
Mapa de Lorenz = Mapa de Poincaré

NOTA: Este enfoque trabaja sélo si el atractor es muy plano —casi
una superficie bidimensional — (Recuerde que la dim. fractal es 2.05).



Exploracion del espacio de Parametros

Conforme variamos el parametro r manteniendo fijos: o y b del
modelo, encontramos multitud de soluciones posibles: exoéticos
ciclos limites agrupados en nudos, pares de ciclos limites unidos,
caos intermitente, periodicidad ruidosa,..., y atractores extranos.

Hay una bifurcacion homoclinica (ciclos que colisionan con una
silla dando lugar a una orbita homoclinica) en r=13.926 ...

Su aparicion (al aumentar r) da lugar una fenomenologia muy
rica.

V. gr. en r=21 se observa caos transitorio (no es caotico pero
muestra sensibilidad respecto condiciones iniciales) que
demuestra que un sistema determinista puede ser impredecible
aun cuando el estado final sea muy simple.




Diagrama de Bifurcacion

Para coexisten los puntos fijos con

. Asi podemos tener histéresis entre caos y equilibrio al
variar r y que perturbaciones suficientemente grandes pueden
inducir transiciones entre estos estados tan distintos.

El diagrama de bifurcacion para =10, b=8/3 y r variable es:
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Exploracion por el espacio de Parametros

Es interesante ver que la dinamica puede volver a ser simple si r es
suficientemente grande. Las simulaciones numeéricas indican que si
r>313 el sistema tiene un atractor global que es un ciclo limite. Vemos

un ejemplo para r=350. \

y

En el limite r—o00 se pueden obtener resultados analiticos sobre las
ecuaciones. Para valores de r entre 28 y 313 la historia es mucho mas
complicada. Para la mayoria de los valores de r encontramos caos pero
también se encuentran ventanas de comportamiento periodico para
99.524...<r<100.795..., 145<r<166 y r>214.4,
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