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RESUMEN.—En este trabajo estudiamos el comportamiento dindmico de
un modelo de precios expresado por una ecuacién en diferencias no lineal unidi-
mensional, dependiente de un pardmetro.

En su andlisis, encontramos un escenario de bifurcaciones que doblan el
periodo y determinamos un comportamiento caético del modelo para valores del
pardmetro en el intervalo [1.307554, 1.61023], salvo aquellos que corresponden
a las llamadas ventanas. Ademads del estudio tedrico, realizamos también el ana-
lisis de algunas series generadas a partir del modelo.

Como consecuencia de la presencia de caos tencmos un comportamiento no
predecible de los precios a pesar de ser un modelo determinista.

1. INTRODUCCION Y CONCEPTOS PREVIOS

La utilizacién de sistemas dindmicos no lineales en Economia ha expe-
rimentado un fuerte auge en los ultimos afios.

Esto es debido a las grandes posibilidades que ofrecen en la modeliza-
cién de las fluctuaciones y ciclos econémicos de manera endégena. La
evolucién de algunas variables econémicas de comportamiento muy irre-
gular, puede venir representada por la dindmica de sistemas cadticos cuyo
comportamiento es sumamente rico en irregularidad y complejidad.

El empleo de dindmicas caéticas en Economia se inici6é con los traba-
jos de Stutzer (1980), Benhabid y Day (1981) y en la actualidad constituye
un drea de investigacion cada vez mas amplia.

En este trabajo, vamos a estudiar el comportamiento dindmico de un
modelo discreto no lineal de evolucidn de los precios de un bien. El mode-
lo se basa en el planteado por Golberg! (1964) de una forma lineal.

1 Golberg, S., Introduccién a las Ecuaciones en Diferencias Finitas. Marcombo,
1964.
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Una vez construido el modelo, estudiamos el diagrama de bifurcacién y
exponentes de Lyapunov, para terminar con el estudio de series generadas
a partir del modelo y las conclusiones obtenidas.

Comenzamos exponiendo las definiciones y resultados principales que
vamos a emplear tanto para el estudio del modelo como para el analisis de
las series.

Se dice que p es un punto periddico de periodo k si fx(p) = py fi(p) #p

para a < j < k, donde f* denota la aplicaciéonf o f o ...of
Sea p un punto periddico de periodo &, se llama ciclo u drbita de perio-
do k al conjunto.

{Po =P, p1 =fP)s Py = f¥1(p)}

k-1
Una 6rbita es superestable si I1 f’(p;) =0
i=0

Sea x, una serie de nimeros reales. Se dice que dicha serie admite una
explicacién determinista diferenciable si existen y, € IR, f - IR" — IR y
A : IR? — IR diferenciables tales que

Yer1 =00 x = h(y), 120,

es decir, tenemos un sistema dindmico generado por fy una funcién s que
nos permite observarlo.

Bajo ciertas condiciones podemos estudiar propiedades de la dindmica
del sistema a partir de una sola serie de observaciones. Sea x,, t = 1, ...,
N una serie de nimeros reales se llama espacio de fases reconstruido con
dimensién de inmersién m € IN y retardo 7€ IN al conjunto formado por
los vectores de IR™:

X=Xy Xy 1 oo Xy mpyd) € IRM, 1 SESN—(m—1) - 7

Los vectores X'y reciben el nombre de m-historias.

El teorema de Takens? asegura que la dindmica generada en el espacio
de fases reconstruido es equivalente a la dindmica del sistema original
cuando m 2 2n + 1. Esto nos permite analizar propiedades del sistema de
partida como la dimensidn de correlacion del atractor o los exponentes de
Lyapunov a través de una serie de datos.

La nocidén de dimensidén de correlacién introducida por Grassberger y
Procaccia (1983) estd basada en la correlacién integral dada por:

Nm
C(mr)= lim %2 S H (r-IWf- 271,
J=1

Nm—eo moi

2 Medio, A. y Gallo, G., Chaotic Dynamics. Theory and Applications to Economics.
Cambridge University Press, 1992, p. 180.
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donde N,, es el nimero de puntos del espacio de fases reconstruido, la
norma empleada es la del supremo y H es la funcién de Heaviside definida
por:

1six>0,
H{x)=10six<0

Entonces la dimensién de correlacién estd dada por:

C(m) = lim LogC(m,r)
r—0 logr

Si el sistema dindmico es cadtico C(m) se estabiliza en algin valor D
cuando m crece. El valor D, es la dimension de correlacion del atractor.
Sin embargo, esta condicién no es suficiente para detectar caos.

Por otra parte, una consecuencia del caos determinista es la fuerte
dependencia de las condiciones iniciales, lo que supone la divergencia de
trayectorias que parten de condiciones iniciales muy préximas. Una forma
de medir el grado de divergencia es por medio de los exponentes de Lya-
punov:

1 (t
A = lim —log RZAURY

donde p/(0) es el radio de una bola pequefia tomada en el instante 7 = 0 y
pi(t) es el radio en el eje i del elipsoide consecuencia de la evolucidn de la
bola por la accién del sistema.

2. MODELO

Nuestro objetivo es determinar la evolucién de los precios de un bien
en funcién de su demanda.

Denotamos por r(t) la cantidad de dinero que aparece en el mercado de
demanda en 7 y p(t) al precio del bien en el instante z.

Goldberg considera dos hipétesis de linealidad:

« La relacién precio-dinero de mercado es constante, es decir

p(t) =Kr(1).

» Los especuladores actian en funcién de los cambios en el nivel de
precios de acuerdo con la expresioén

r(t+1)=R+afp(t+1)-p(1)),

donde R es el nivel normal de inversién que se supone constante.
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En nuestro modelo consideramos un comportamiento no lineal de los
especuladores. Suponemos que €stos se rigen por cambios absolutos en el
nivel de precios y por cambios relativos respecto a un precio de referencia
q. De esta forma, el comportamiento de la oferta de dinero satisface la
ecuacion:

pt+1)\
r(t+ 1) =R+ of(p(t+1)-p(t)- q— (q—p(t+ 1)),

donde suponemos que el precio de referencia g esta relacionado con el
nivel normal de inversién R de tal forma que R = ag.
Asi la ecuacidn resultante es

2
R p(1)
r(t+1)—R=;1—~ (p(t+1)-p(t)) - PR (g —p(1) |

Como p (t+ 1) = K r(t + 1), aceptando la hipétesis de linealidad precio-
dinero de mercado tenemos

2

K R R

plt+1)=—"2 (R——p(r)——(”—(’)) (q—p(r)))
q—-KR q q q

2
3 KqR KR KR p(t)
= KR ‘q_KR”(”‘q_KR( ; ) (- p(1).

Si denotamos por a = p kr

KR’ la expresién anterior se puede escribir
como

a
p(t+1) =7 (p(t)—q) (p(t) - 4°),

de donde la ecuacién que determina la evolucion de los precios, es una
ecuacidn en diferencias no lineal que depende tinicamente de K, pues q y
R se suponen conocidos. Para tener un comportamiento positivo de los
precios tomamos g > KR. Asi la funcién que determina la evolucién del
modelo es

fo)=2 (p-a) (07 - ).
q

que consideraremos definida en [0, <) pues los precios son variables positivas.
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En primer lugar probamos que podemos reducir el estudio de los ciclos de
fal de los ciclos de g, siendo

gp)=ap-1)(p?-1),
una funcién que depende sélo del pardmetro a.
Se verifica lo siguiente
p es un punto fijo de f" si y solo si —(’;— es un punto fijo de g".

Este resultado es consecuencia inmediata de la igualdad

f"(p)=q-g"(1;), VneN.

que se puede probar por induccién sobre 7.

A Pt+1

|
|
|
I
1
1
|
|
|
| |
| |
| |
. L > Pt
pi(e) 1 p3(a)
FiG. 1. Griéfica de la funcién g (p).

Por tanto para el estudio de los ciclos del modelo, analizaremos la fun-
cién g definida en [0, o) que aparece representada en figura 1.

3. PUNTOS DE BIFURCACION Y DIAGRAMA

Observando la figura 1, podemos ver que el punto p%(a) es siempre un
punto fijo inestable, sin embargo, la estabilidad de p*(a) depende del valor
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de a. Si g’(p%(a)) = -1, tenemos una bifurcacién de flip, el punto se trans-
forma en inestable y aparece un ciclo de periodo dos.

La derivada de la funcién g es g’(p) = a(p — 1)(3p + 1). Resolviendo la
ecuacién g’(p) = —1 encontramos dos raices distintas r;(a) y r(a) siempre

3 . .
que a > T Como consecuencia, si se verifica que r((a) < p*l(a) <ry(a), el

punto p’(a) seré inestable. Hemos comprobado gréaficamente que esta rela-
cién se verifica aproximadamente para a > 0.7555. Este hecho, junto con la
existencia de ciclos de periodo 3 (caos en el sentido de Li/Yorke) para valo-
res del pardmetro en el intervalo [1.51023, 1.60178]3, nos lleva a pensar en
la existencia de un escenario de bifurcaciones que doblan el periodo. El
diagrama obtenido para el modelo es el que aparece en la figura 2.

FiG. 2. Diagrama de bifurcaci6n al variar al pardmetro a en el rango 0.5 <a < 1.6.

Denotaremos por a,, n = 1, al n-ésimo punto de bifurcacién; es decir, el
valor del pardmetro que determina el paso de la existencia de un ciclo de
periodo 27! a un ciclo de periodo 27. Estos valores forman una sucesién
creciente convergente con limite a.,, valor del pardmetro que determina el
comienzo de la zona de comportamiento cadtico del modelo. Basandonos
en las aproximaciones graficas obtenidas para los primeros puntos de
bifurcacién, procedemos a su estimacién numérica y a dar una aproxima-
cién de a... Asimismo, comprobamos que se verifica la relacién de Feigen-
baum4. Los resultados obtenidos para los puntos de bifurcacién asi como

3 Arranz Sombria, M. R. y Pérez Gonzélez, M. P. (1995).
a,—a,_
4 M. J. Feigenbaum (1978) comprob6 que lim . 6 = 4.669201609...

n=ee dyyy—ay,
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la convergencia de los cocientes de los incrementos a la constante 6, apa-
recen en la tabla 1.

TABLA 1
a,—a a,—a
a, n n-1 n n-1 s

pyj — Ay Apyp—an
0.75549066
1.20679822 5.65676555 0.987563941
1.28658013 4.88098584 0.211784231
1.30292558 4.485086708 —0.184114901
1.30656998 4.795263158 0.126061549
1.30732998 4.380908462 —0.288293147
1.30750346 4.593063278 —0.076138331
1.30754123 .

Como observamos en la tabla, la convergencia es bastante lenta. Esto
es debido a la dificultad que entrafia determinar los valores del pardmetro
en los que aparecen las sucesivas bifurcaciones a,. Sin embargo, entre dos
valores sucesivos de a, existe siempre un valor del pardmetro 4,, que
corresponde a la presencia de una érbita superestable de periodo 2”. Estos
vienen dados por los puntos de corte de la recta p = 1 (minimo de g) con
el diagrama de bifurcacion (Figura 2), convergen igualmente a a., y los
cocientes de los incrementos a 0. En las 6rbitas superestables la conver-
gencia de las iteraciones hacia el ciclo es mucho més rdpida y por tanto la
determinacién de los 4, mucho més fiable por lo que procedemos a su
estimacion.

La observacién de algunos modelos estudiados por otros autores nos
llevé a pensar en la posibilidad de una relacién del tipo

a,=6(a,+a,,;), 0<0<l,n2l.

Evidentemente siempre podemos escribir d, = 8,(a, + a,,;),0< 6, < 1.
Debido a la convergencia de los cocientes de los incrementos hacia 9,
tanto para los a, como para los d,, podemos dar una aproximacién de
éstos en funcién de los dos términos anterioress, con lo que es facil com-
probar que si 6, es aproximadamente igual a 6,, entonces 6, es constante
para todo n.

En nuestro modelo, la relaci6n anterior se verifica para 8 = 0.5. Emple-
ando dicha aproximacién, obtenemos unos valorés iniciales para la estima-

(1 + 6)0,,,,,1 —a, . (1 + 6)dn+l - dn
5 al]§2 = ————ya"+2 =

5 - 5
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cién numérica de 4,. Los valores obtenidos, asi como la convergencia de

los cocientes a d se muestran en la tabla 2.
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TABLA 2
a,—a a,—a
d,, ~n n—_l - n n-1 5

Anyl —4ap 8pyp =4y
1.000000000
1.249107275 5.396762696 0.727561087
1.295265924 4.776283053 0.107081444
1.304930060 4.686232446 0.017030837
1.306992300 4.672387523 0.003185914
1.307433668 4.669903252 0.000701643
1.307528181 4.669347667 0.000146058

1.307548421

Ademas de analizar la convergencia a la constante 8, hemos estudiado
las relaciones que se verifican con la constante @ = 2.50290... que aparece
en otros modelos estudiados presentando diagramas de bifurcacién de
caracteristicas similares.

Denotando por /,, a la distancia del punto fijo més préximo a p =
(= minpg(p) ) en la 6rbina superestable de periodo 27, hemos estudiado la
convergencia de los cocientes /,/1,,; a la constante of. La tabla 3 muestra
los valores de la sucesion, sus cocientes y la diferencia de éstos con la
constante .

TABLA 3
1 l
In . " -
ln+] ln+1

1.00000000

0.24910728 4.014334708 1.511427708
0.10491620 2.374345239 -0.128561761
0.03996939 2.624913715 0.122006715
0.01615423 2.474236779 -0.028670221
0.00641428 2.518479081 0.015572081
0.00256818 2.497597520 —0.005309480

Como la convergencia de los cocientes de los incrementos de @, a d es
muy buena, podemos considerar aceptables las aproximaciones para los
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siguientes d, obtenidas utilizando la relacién de Feigenbaum. Asi, de
forma recurrente, calculamos un valor aproximado de a,, alrededor de
1.307554. En la secci6n siguiente, realizamos el estudio de una serie gene-
rada para este valor comprobando la existencia de comportamiento caético
y calculamos la dimensién de correlacion del atractor.

Este valor determina el inicio del régimen caético del modelo. Para
valores del parametro superiores a a.,, trayectorias con condiciones inicia-
les muy préximas, pueden tener una evolucién completamente diferente a
pesar de ser un modelo determinista. Esta situacién, no se da para cual-
quier valor del pardmetro mayor que a,,, pues como podemos apreciar por
el diagrama de bifurcacién, aparecen las llamadas ventanas, que indican la
presencia de Orbitas estables y un comportamiento totalmente predecible
del modelo.

Una medida de la sensibilidad de las trayectorias a las condiciones ini-
ciales viene dada por la magnitud del exponente de Lyapunov. Un expo-
nente de Lyapunov positivo supone la presencia de caos y por tanto sensi-
bilidad de las trayectorias a las condiciones iniciales, que serd tanto mds
acusada cuanto mayor sea dicho exponente. En la figura 3, aparecen repre-
sentados los exponentes de Lyapunov en funcién de los valores del para-
metro.

1.0

_ 1 1 1 1
3'%.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4 1.6

FiG. 3. Exponentes caracteristicos de Lyapunov. El pardmetro a varia en el rango 0.4 <a £1.6.

4. DIMENSION DE CORRELACION

En esta seccién nos proponemos calcular la dimensién de correlacién
del atractor del sistema dindmico para algunos valores del pardmetro.
Comenzamos con el estudio de una serie generada para a = 1.30752



176 M? Rosa Arranz Sombria, M® Pilar Pérez Gonzdlez, David Pérez Romdn

donde el modelo posee un ciclo de orden 128. Comprobamos que en este
caso la dimensién de correlacién del atractor (el ciclo de orden 128) es,
como cabia esperar, 0. Sin embargo, para a = 1.307554 (valor del pardme-
tro que hemos estimado como indicador del comienzo de la zona caética)
obtenemos una dimensién de correlacién estrictamente positiva, que junto
con un exponente de Lyapunov positivo determina la existencia, en este
caso, de un atractor extrafio. Asimismo, hemos comparado los resultados
obtenidos par a,, con a = 1.55, valor del pardmetro con claro comporta-
miento cadtico.

En el estudio hemos utilizado series de 6000 datos generadas a partir del
modelo. La figura 4 (izda.), muestra el logaritmo de la correlacién integral
C(m, r) frente al logaritmo del radio para a = 1.30752. A partir de la figura
determinamos la regién donde las pendientes se estabilizan para los diferen-
tes valores de m. Aunque el teorema de Takens nos garantiza que podemos
reconstruir la dindmica del sistema original cuando m >2n * I (n es la
dimensién del sistema de partida), en este caso, las pendientes se estabilizan
a partir de m = 1. Una vez seleccionado el rango de r donde las pendientes
se estabilizan, hemos realizado una regresién lineal para determinar el valor
de C(m, r) en funcién de m obteniendo su dimension de correlacién que apa-
rece representada en la figura 4 (dcha.).

El

S

log(C{m )
-

i ..

&

q
-

-30 -25 -20 15 -10 5 0
logir) (d 1 3 " 0

b

F1G. 4. Dimensién de correlacién del atractor para a = 1.30752.

Realizando el estudio anterior para a = 1.307554 (valor estimado de a..)
obtenemos que la dimensién de correlacién es aproximadamente 0.5. Esto,
junto con un exponente de Lyapunov positivo (0.02) nos hace concluir que
nos encontramos realmente en una zona de comportamiento caético. La
figura 5 muestra el logaritmo de la correlacién integral C(m, r) frente al
logaritmo del radio para a = 1.307554 y la estimacién de la dimensién de
correlacion. Estos resultados son similares a los obtenidos por un procedi-
miento andlogo para a = 1.55 donde estimamos una dimensién de correla-
cién del atractor en torno a 0.9 y un exponente de Lyapunov de 0.7.
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1oQ(Cim.

gty ’ ’ g 3 > n T d

F1G. 5. Dimensién de correlaci6n del atractor para a = 1.307554.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos realizado un estudio de un modelo de precios
expresado por una ecuacién en diferencias no lineal dependiente de los
parametros a y q. Para ello, en primer lugar, simplificamos el modelo
transformdndolo en una ecuacién uniparamétrica.

El modelo presenta un escenario de bifurcaciones que doblan el perio-
do y obtenemos un comportamiento caético en el intervalo [1.307554,
1.60178], por lo que la evolucién de los precios depende del valor del
parametro.

Mientras que para valores de @ menores que 1.307554 tenemos conver-
gencia a un ciclo de orden 27, para algln n; para valores superiores, nos
movemos en la regién cadtica donde coexisten valores del parametro con
convergencia a orbitas estables, u otros con atractores extrafios.

Asi pues, si a < 1.307554, la evolucién de los precios es totalmente
predecible independientemente de las condiciones iniciales dadas; mien-
tras que en la regién cadtica tenemos una evolucién de los precios total-
mente diferente a pesar de partir de condiciones iniciales muy préximas.

La existencia de una regién caética en el modelo es de gran importan-
cia, pues la variacién de alguna de las componetes que intervienen en la
definicién del pardmetro (que pueden modificarse por el paso del tiempo
de forma exdgena, por ejemplo), puede llevarnos a un comportamiento no
predecible de los precios a pesar de ser un modelo determinista.
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