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Se introducen algunas técnicas de andlisis de series de tiempo financieras basadas en el
paradigma de caos determinista tales como el exponente de Hurst, la teoria de embebimiento
y el calculo de invariantes no lineales. Se desarrolla un andlisis con el fin de detectar
dindmicas no lineales en la serie de la tasa representativa del mercado colombiano (TRM) y se
ajusta un modelo para su prondstico.
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1. Motivacion

Desde la utilizacidon del movimiento Browniano Geométrico, descrito por Einstein en 1910, para
modelar el comportamiento de los precios de las tasas de cambio (Peters 1994), cuando
inicialmente fue desarrollado para describir el movimiento errdtico de una particula suspendida en
un fluido; hasta la utilizacion de emulaciones basicas del funcionamiento cerebral, como los
modelos de redes neuronales artificiales, para replicar las dindmicas que rigen el comportamiento
de precios de acciones , la necesidad de comprender los fendmenos que gobiernan las
fluctuaciones del mercado de capitales en cualquier economia ha llevado a aplicar herramientas
de andlisis derivadas de campos como la fisica estadistica, la dindmica de fluidos, la teoria de Ia
informacidn, el procesamiento de sefiales, entre otras, que a simple vista no tienen ningun tipo de
relacién con las finanzas (Kantz y Schreiber 2006).

Uno de los campos de estudio cuyas aplicaciones se han explorado en el area financiera es la
teoria de sistemas dinamicos no lineales, y aunque este campo de estudio cuenta con un soporte
matemadtico enorme (Eckmann y Ruelle 1985), el estudio de series de tiempo que se consideran
derivadas de este tipo de comportamiento se considera aun en una fase experimental (Sprott
2003). Sin embargo se puede observar un gran interés por mejorar los métodos de anilisis que se
han desarrollado a lo largo los ultimos treinta afos (Grassberger y Procaccia 1983) (Broomhead y
King 1985) (Wolf, et al. 1985) (Judd 1992) (Abarbanel 1996) (Diaz 2000) (Small 2005) (Kantz y
Schreiber 2006) (Small 2005).

Desde el descubrimiento de la dindmica irregular (que ahora llamamos Caos Determinista) por
parte de Poincaré a principios de 1900, la cantidad de contribuciones al campo de los sistemas
dindmicos no lineales ha crecido casi de manera exponencial, y con mayor razén ahora que se
cuenta con una capacidad de procesamiento computacional enorme en comparacién con la del
siglo anterior. Podria decirse que es posible “naufragar” en la busqueda de informacién
relacionada con las herramientas que se presentardn en este trabajo debido a que sus aplicaciones
abarcan tantas disciplinas cientificas que es casi imposible cubrir todas las contribuciones
realizadas a las metodologias.

Los precios de los instrumentos financieros cambian de manera erratica y no siempre existira
certeza sobre el origen de este comportamiento, es decir, si estas variables en realidad pueden
catalogarse como aleatorias o presentan algun tipo de dindmica determinista embebida. De
presentarse este ultimo caso, se busca ajustar esta estructura dinamica por medio de un modelo,
el cual serviria en la descripcién del fenédmeno y en su pronéstico (Nakamura y Small 2006).



Se han encontrado gran variedad de trabajos internacionales que buscan modelar dindmicas no
lineales e incluso comportamiento cadtico en series de tiempo financieras, algunos ejemplos se
observan en (Cecen y Erkal 1996), (Matsuba, y otros 2000), (Strozzi y Zaldivar 2005). Los resultados
son variables y de hecho discutibles. Sin embargo casi todos estos estudios coinciden en la
presencia de estructuras dindmicas que no pueden ser modelables por medio de las herramientas
de analisis lineal que, de ser posible su modelamiento, pueden contribuir al mejoramiento de los
prondsticos.

En el caso colombiano, en el estudio de las series financieras prevalece el andlisis desde el punto
ez y Melo 1999) (Misas, y otros 2005)
(Ospina y Cerezo 2008), por medio de herramientas heuristicas (Mejia 2008) y de inteligencia

de vista econométrico y estocdstico (Giraldo 2005) (Vé

artificial (Velasquez y Montoya 2005) (Jalil y Misas 2007) (Santana, y otros 2006). En la revisién
realizada solo se encontré un trabajo escrito por autores argentinos y brasileros, el cual utiliza
algunas herramientas de analisis no lineal de series de tiempo, en busca de multi-fractalidad en las
series de los indices del mercado Latinoamericano, incluyendo el indice general de la bolsa de
valores de Colombia (IGBC) (Zunino, y otros 2009). Este estudio concluye positivamente sobre la
existencia de las estructuras multi-fractales en la serie del IGBC, lo cual fortalece la motivacion
para el desarrollo de esta investigacion.

Luego el interés fundamental de este trabajo, es realizar un acercamiento inicial a las
metodologias utilizadas para el anélisis de series de tiempo, de manera que pueda determinarse la
presencia o ausencia de dindmicas no lineales embebidas en su comportamiento, bajo el
paradigma del caos determinista. A partir de este analisis se buscara aplicar estas metodologias en
un caso particular del mercado colombiano, como es el precio de la tasa representativa del
mercado TRM.

El documento estd organizado de la siguiente manera: en la seccion 2 se introduciran algunos
conceptos bdsicos necesarios para la comprensién del trabajo desarrollado. La seccion 3 y 4
profundizardn sobre las herramientas desarrolladas para el anélisis y modelado del
comportamiento no lineal, lo cual se complementara con algunos andlisis estadisticos basados en
la metodologia de Surrogate Data mostradas en la sesion 5. Finalmente, se presenta la aplicacion
particular del analisis de la tasa representativa del mercado (TRM) junto con algunas conclusiones
y discusiones generadas a partir de los resultados obtenidos, en las secciones 6 y 7
respectivamente.



2. Conceptos basicos

En este capitulo se describirdn algunos conceptos bdsicos que serdn necesarios para la correcta
interpretacion de la investigacidén consignada en esta monografia. Cabe anotar que a medida que
se desarrolle el trabajo se introducirdn nuevos conceptos y de ser necesario se profundizara en los
gue se presentan en esta seccidn. Por lo pronto se abarcaran algunas definiciones sobre sistemas
dindmicos y el paradigma del caos determinista.

2.1 Sistema dinamico determinista
Por sistema dindmico se entiende un conjunto de elementos interconectados entre si y destinados
a cumplir una tarea especifica. Este conjunto de elementos, o sistema, describe un
comportamiento cuya evolucién depende del tiempo, ya sea de forma explicita o implicita y de
forma continua o discreta. Se dice que es determinista porque los valores futuros del sistema
pueden ser determinados a partir de los valores actuales. En el caso en que el sistema dependa de
una variacion temporal discreta también suele denominarse Mapa discreto.

Los sistemas dinamicos se pueden clasificar en dos tipos: lineales, cuando el sistema cumple con el
principio de superposicién (las salidas del sistema pueden describirse como una combinacion
lineal de sus entradas); y no lineales, cuando el sistema no cumple con el principio de
superposicidn. El nimero de variables de las cuales depende el sistema es llamado Grados de
Libertad o Estados del Sistema.

2.2 Espacio de fase de un sistema dinamico
Se le llama espacio de fase o espacio de estados (de un sistema completamente determinista) al
espacio vectorial en el cual un punto representa un estado del sistema y viceversa. En este
espacio los ejes coordenados son los estados del sistema dinamico. Por otro lado el nimero de
estados es igual a la dimensidn del sistema y también se denomina grados de libertad del sistema
(Figura 1).

2.3 Atractor extraino

De forma general se puede decir que un atractor es una regién o conjunto cerrado en el espacio
de fase al cual convergen las trayectorias de un sistema, entendiéndose por trayectoria la
evolucidn temporal del sistema a partir de una condicion inicial especifica. Los atractores cumplen
las siguientes propiedades (Strogatz 2000):

e El atractor es invariante, cualquier trayectoria que comience dentro del atractor,
permanecerd en él en todo momento (siempre y cuando no se perturbe el sistema).



e Al atractor convergen las trayectorias desde un conjunto abierto de condiciones iniciales,
al cual se le llama la “cuenca de atraccion”.

e El atractor es el minimo conjunto que cumpla las dos condiciones anteriores, es decir, no
contiene subconjuntos propios con sus mismas propiedades

Figura 1: Espacio de fase conformado por los tres estados del sistema dindmico de Chua en el cual
se muestra su atractor extrafio cuando el sistema estd en régimen cadtico.

Por atractor extrafio se entiende una regién del espacio de fase donde la evolucidn del sistema
dindmico estd confinada en una regidn acotada y sin embargo las trayectorias cercanas del
atractor se alejan exponencialmente, teniendo en cuenta que la distancia maxima que pueden
separarse esta limitada por el tamafio del atractor (Figura 1).

2.4 Comportamiento caotico

En sistemas dinamicos, se conoce como caos a un comportamiento aperiédico de un sistema
deterministico. Se dice que el comportamiento es aperiddico dado que el sistema no tiende a un
punto fijo 6 a una drbita periddica en el plano de fase cuando ¢ — ==. Por largo tiempo se
considerd que el comportamiento cadtico era una forma de ruido, debido a que las herramientas
con las cuales pretendia estudiarse eran esencialmente lineales.

La principal herramienta para el andlisis lineal de sefiales es la transformada de Fourier, y fue
disefada para hallar la descomposicidon en senos y cosenos de una serie de datos observados. Al
implementar un andlisis de Fourier sobre una serie de tiempo de origen cadtico, el espectro de
frecuencias mostrara un resultado muy semejante al de un ruido. Esto se debe a que el caos se
caracteriza por presentar un ancho de banda amplio en el dominio de la frecuencia con algunos
picos en franjas estrechas (Abarbanel 1996).



Este comportamiento aperiédico presenta una gran sensibilidad a cambios minimos en las
condiciones iniciales, haciendo que las predicciones a largo plazo sobre la evolucidn del sistema
sean imposibles. Para que pueda presentarse este comportamiento el sistema dinamico debe
depender de al menos tres variables (o grados de libertad) diferentes explicitamente si es un
sistema continuo, o de dos variables si es un mapa discreto (Strogatz 2000).

2.5 Cantidades Invariantes
Un invariante dinamico (o simplemente invariante) es una cantidad que describe la naturaleza
dindmica de un sistema, con la propiedad de ser independiente de las coordenadas del sistema
(Small 2005). Esta es la definicion de Invariante dindmico al menos desde el punto de vista de los
sistemas lineales, sin embargo para los sistemas no lineales esta definiciéon es un poco diferente.
Debido a la naturaleza de los sistemas no lineales en vez de hablar de invariabilidad se debe hablar
de “poca sensibilidad” ante transformaciones suaves del espacio de fase (Kantz y Schreiber 2006).

Los invariantes dindmicos se tratardn ampliamente en este trabajo, ya que el calculo de estas
cantidades permitira revelar caracteristicas importantes de las series de tiempo. Algunos de estos
invariantes son los Exponentes de Lyapunov, la Dimension de Correlacion, y Entropia de la
Informacion.

En este capitulo se desarrollé una descripcion de los conceptos basicos que seran necesarios para
la correcta comprension del trabajo, los cuales hacen parte de la teoria de sistemas dindmicos no
lineales. En el capitulo siguiente se describiran las herramientas utilizadas para los analisis de no
linealidad en series de tiempo.






3. Herramientas de analisis

En este capitulo se presentardn las herramientas que seran utilizadas para el analisis de series de
tiempo. Las herramientas que se verdn a continuacién son el exponente de Hurst, utilizado para
hacer una inspeccidén inicial de la serie; el rezago éptimo de embebimiento y la dimensién de
embebimiento, utilizados para hacer una emulacién del espacio de fase del sistema dinamico que
genera la serie de tiempo; y por ultimo, el modelo de prondstico lineal constante, el cual es una
herramienta muy sencilla de prondstico, con la cual se pretende rectificar la predictibilidad del
sistema a partir del embebimiento construido.

En general el andlisis de datos producto de la evolucién temporal de sistemas cadticos, es
considerado mas experimental que tedrico (Sprott 2003) y menos desarrollado que la teoria de
sistemas dindmicos cadticos. Prueba de ello es la existencia de diversas formas para calcular las
herramientas expuestas en este capitulo. En esta investigacion se expondran y utilizaran algunas
de las metodologias mas ampliamente aceptadas.

3.1 Analisis de re-escalamiento y el exponente de Hurst
Esta metodologia fue desarrollada por el hidrélogo inglés Harold Edwin Hurst (Peters 1994), el cual
participd en el proyecto de construccién de la presa del rio Nilo, y su estudio se basd
extensamente en modelar el caudal del mismo.

En la construccién de presas, los hidrdlogos se interesan particularmente en la determinacion
tanto del caudal de entrada, el cual puede verse afectado por diferentes factores climatolégicos;
como el de salida, afectado por el consumo de agua. En general la suposicién mds comun es que el
flujo de entrada a un embalse se comporta como un proceso aleatorio, sin embargo Hurst
demostré algo diferente.

Tras estudiar la informaciéon de alrededor de 847 afos que los Egipcios guardaron sobre
desbordamientos del rio Nilo, Hurst descubrié la existencia de ciclos aperidédicos (Peters 1994) y
llegd a la conclusion de que el comportamiento del nivel del rio no era aleatorio. Sin embargo
siguiendo los procedimientos estadisticos tradicionales, se encontrd con que las correlaciones
entre las observaciones no eran significativas, asi que decidié desarrollar su propia metodologia de
analisis.

3.1.1 Elmétodo
(Peters 1994) presenta una descripcion detallada del algoritmo utilizado para el calculo del
exponente de Hurst. Esta cantidad se encuentra estrechamente ligado con el trabajo de Einstein
sobre el movimiento Browniano, el cual relaciona la distancia H que puede recorrer una particula
suspendida en un fluido, con el tiempo T que le toma recorrer dicha distancia. Esta relacién esta

determinada mediante la ecuacion (3.1)



R=TUs (3.1)

La ecuacion (3.1) es ampliamente conocida en finanzas y se utiliza regularmente para anualizar la
volatilidad o la desviacidon estdndar. Hurst pensé que podria basarse en ella para chequear la
aleatoriedad del comportamiento de los desbordamientos en el rio Nilo e ided la siguiente
metodologia (Peters 1994).

Sea ¥ = X1, Xz,..X, uUna serie temporal de 1 componentes de la variable a estudiar. El valor

medio de esta serie temporal se define como

Xm= (g + x4 +x,)/n (3.2)
Y la desviacidn estandar como
— i = _ =7
Sp=n"Y2 w V(x,— x,)° (3.3)

Se sustrae la media de la serie como muestra la ecuacién (3.4)
Z,=(x,—x,) ; r=1,..n (3.4)

Y se genera una serie de sumas acumuladas como muestra la ecuacién (3.5)
— r . —
Yr—zg:j_zi ; r=1,.n (3.5)

Notese que la dltima componente del vector Y, debe ser cero, debido a la estandarizacion
realizada en la ecuacion (3.4). Por dltimo se calcula el rango ajustado de x denominado R, como

se muestra en la ecuacién (3.6). Puede demostrarse que el valor B, es no negativo
R, = max(Y;,..Y,,) —min(¥;,..Y¥,) (3.6)

El rango ajustado R,, representa la distancia maxima que se mueve el proceso en un tiempo dado
1. Luego, podria pensarse en aplicar la ecuacién (3.1) tomando T =1, sin embargo esta solo
aplica para movimientos Brownianos, es decir, series temporales con media cero y desviacién
estandar 1. Hurst encontrd que una generalizacidn de la ecuacion (3.1) puede escribirse como se
muestra en la ecuacion (3.7)

(R/S), =c+nf (3.7)

Donde el valor (R/S),, es denominado el rango reescalado de x y ¢ es una constante. Este rango

reescalado estd expresado en términos de la desviacidon estandar local. En general el valor del
rango reescalado cambia con el incremento de 1 por medio de una ley exponencial dependiente

del pardmetro H, el cual se denomina el Exponente de Hurst. Luego calculando el logaritmo de la

ecuacion (3.7) se tiene
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Log(R/S),, = Log(c) + H + Log(n) (3.8)

Por lo tanto el exponente de Hurst H puede ser calculado a partir del ajuste lineal sobre la grafica
del logaritmo del rango reescalado (R/5),, versus el logaritmo del tiempo 1 (ecuacion (3.8)), este

valor sera un numero entre 0 y 1 dependiendo de las caracteristicas de la serie estudiada.

3.1.2 Interpretacion

Cuando este valor cumple la condicién 0 < H < 0.5 se dice que la serie presenta un
comportamiento anti-persistente. En este caso se tiene que la serie de tiempo recorre un rango
mas corto (se aleja menos de su valor inicial) en un intervalo de tiempo determinado en
comparacién al rango recorrido por un proceso aleatorio, es decir, presenta un comportamiento
similar al de reversion a la media. Sin embargo no puede asegurarse que la media permanezca
estable aunque debe presentar movimientos erraticos que confinan su variacién a un rango mas
estrecho que el generado por un proceso aleatorio.

Para el caso en que H = 0.5 se dice que la serie se comporta como un proceso aleatorio, o en
general independiente. Se debe tener en cuenta que este resultado no es exclusivo de una
distribucidon Gaussiana, por lo cual es posible que los datos sean generados aleatoriamente con
una distribucidn uniforme, chi-cuadrada o t-student, por dar algunos ejemplos.

Y por dltimo, cuando 0.5 < H = 1 se dice que la serie presenta un comportamiento persistente,

lo cual indica que la serie de tiempo recorre un rango mas amplio que un proceso aleatorio. Este
tipo de comportamientos se presenta en procesos con efectos de memoria larga la cual es
independiente de la escala de tiempo.

Se espera que los datos resultantes de un sistema con comportamiento cadtico presenten un
exponente de Hurst entre 0.5 << H <01, es decir, que la serie sea persistente, ya que la alta
sensibilidad al cambio en las condiciones iniciales’ produce que la serie de tiempo exhiba efectos
de memoria larga, por lo cual si dos sistemas se inician en valores infinitesimalmente cercanos,
tendra una evolucién completamente diferente a largo plazo. En conclusién, esta es la primera
pista que puede sugerir la presencia de determinismo en los datos analizados: un exponente de
Hurstentre 0.5 << H < 1,

Aunque como se dijo anteriormente esta es una primera pista de la presencia de determinismo en
la serie, no es una causa suficiente para afirmar que hay presencia de determinismo y menos aun
de la presencia de caos. Podria decirse que en realidad lo mejor que se puede tener es una
sospecha y en base a esta sospecha utilizar otras herramientas de analisis que permitan obtener
conclusiones al respecto.

1 .z s . . , s ae .

En la seccidon de conceptos bdsicos se menciond que esta es una de las caracteristicas de los sistemas con
dindmica cadtica. Cuando se introduzca el concepto de Exponentes de Lyapunov se explicarda mejor esta
afirmaciodn.
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Adicionalmente al algoritmo descrito en (Peters 1994), se presentan dos medidas interesantes,
una que determina la confianza sobre el resultado de la estimacién de H que es el célculo del valor

esperado del andlisis de reescalamiento E{R /5); y el otro llamado el estadistico V' (VV-Statistic), el

cual es util para detectar ciclos aperidédicos que pueda tener la serie de tiempo. El calculo de
E(R/S) y el estadistico V proporcionaran una mayor confiabilidad al resultado de H. Por otro lado

mientras mas alta sea la cantidad de datos utilizada para la estimacién, mas alta sera también la
confiabilidad en los valores H, E(R/S)y V.

El valor esperado del analisis de reescalamiento E(R/5) se define como el valor que deberia

tener el exponente de la serie analizada en caso de ser un movimiento browniano geométrico. El
valor de E(R /5) se calcula por medio de la formula

BR/), = (2222) (=) 5yt = (3.9)

Donde 1t es el nimero de intervalos en los cuales se divide la muestra para el andlisis de
reescalamiento. La Figura 2 muestra un ejemplo del cdlculo del exponente de Hurst para el
sistema cadtico de Chua para una serie de 1500 muestras.

25
2 [ -
15[ -
~F
Y
e
1 [ -
// RIS),
05p~ | amaa- ER/S), iy
0 r r r r
1 15 2 2.5 3 35

log(n)
Figura 2: Grafica del andlisis de reescalamiento del sistema dindmico de Chua cuando el sistema

estd en régimen cadtico, claramente se muestra como su pendiente es mayor que la del valor
esperado. El valor de H = 0.7305 mientras que el valor esperado es E(R /5) = 0.5189

La varianza se calcula de la siguiente forma
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Var(H) = lir (3.10)

Donde T es el nimero total de datos. Luego la medida de confianza consiste en calcular el nimero
de desviaciones estandar entre el valor esperado E{R /5] y el valor calculado de H y determinar si
la diferencia es significativamente amplia. Si el valor de H = E(R/5) + 1,960 podemos decir que

la serie es persistente con un 95% de confianza.

Por otro lado el estadistico IV se define de la siguiente manera:
Vo = (R/S)u/n (3.11)

Al graficar esta medida resultara una linea horizontal en caso de que el estadistico R/5 siga la ley

de escalamiento descrita por la ecuacién (3.1), es decir, sea una marcha aleatoria. En otras
palabras, una grafica de V' contra Log(n) serd horizontal si el proceso es un proceso aleatorio

independiente. En caso de que el proceso sea persistente, el estadistico R /5 evoluciona con una
velocidad superior que la raiz cuadrada del tiempo (H = 0.5), luego la grafica presentard una
pendiente ascendente. Por el contrario, si el proceso es antipersistente (H < 0.5), Ia grafica tendrd

una pendiente descendente.

Una caracteristica del estadistico IV es que en los puntos donde se presenta un cambio de signo en

la pendiente del estadistico se establece una longitud de periodo promedio, es decir, es posible
establecer longitudes promedio de ciclo de una serie a partir del calculo del estadistico V. En la

Figura 3 se muestra una grafica del estadistico V' calculado para el sistema cadtico de Rssler.

X:1.954
Y:3.642

10g,(n)
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Figura 3: Estadistico V calculado para el sistema cadtico de Réssler. Segun el cambio de signo en la

Q1954 |

pendiente el ciclo promedio de la serie ocurre aproximadamente cada 1 % 90 muestras.

Cabe anotar que, segun (Peters 1994), las series con presencia de dinamica lineal y de memoria
corta como, por ejemplo, con presencia de procesos AR, MA, ARMA ARIMA, pueden sesgar el

resultado del analisis de re-escalamiento mostrando un fenémeno de persistencia.

Debe tenerse en cuenta que el objetivo principal del desarrollo del andlisis de re-escalamiento, es
detectar persistencia mediante un fendémeno de memoria larga en la serie, tipico de las series con
dindmica no lineal e incluso caos (Peters 1994) (Diaz 2000). El sesgo que se genera en el resultado
puede ser reducido, seglin (Peters 1994), mediante el un procedimiento llamado prewhitening 6
detrending, el cual consiste en la aplicacién de un filtrado AR(1) sobre la serie a analizar. De esta

forma se espera eliminar gran parte del sesgo generado por estos procesos.

En el caso en que el residuo del filtrado de la serie sea un proceso aleatorio ¢ antipersistente,
quiere decir que la totalidad de la dinamica era lineal y/o con memoria Unicamente de corto plazo,
lo cual es perfectamente modelable mediante las estructuras AR, MA, ARMA y ARIMA.

3.2 Teoria de embebimiento
Esta teoria propone un cambio de paradigma al estudio que actualmente se le da a las series de
tiempo en Colombia, tanto desde el campo de la estadistica como desde los métodos heuristicos y
la inteligencia artificial. Las técnicas que se mostrardn a continuacion suponen que el conjunto de
datos observados en una serie de tiempo tienen su origen en un sistema dinamico determinista
con una dimension desconocida.

Dependiendo de la complejidad que presenten los datos de la serie puede resultar mds
conveniente modelarlos como un sistema determinista (cuando los andlisis llevan a pensar que los
datos provienen de un sistema dindmico de baja dimensién) 6 modelarlos como un proceso
estocastico (cuando los andlisis llevan a pensar que los datos provienen de un sistema con
dimension muy alta) (Strogatz 2000).

Luego, si se supone que el sistema puede ser descrito por medio de un conjunto reducido de
variables debe aprovecharse la informacidn disponible en la serie de tiempo de la mejor forma
posible. De este modo segln (Abarbanel 1996) si se muestrea una sefial 5(t) en intervalos de

tiempo T.iniciando en un punto £, la serie de tiempo sera de la forma s{n) = s(t; + nr.), y la

evolucién observada es equivalente a un mapa discreto generando s(k + 1) a partir de s(k).

Luego, se puede representar el siguiente flujo

‘*Z i”: F(x()) (3.12)

Como una evolucion muestreada de forma finita
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i+ n+ 1)) ® x(t; + nr) + . F(x(ty + nr.)) (3.13)
De esta forma las observaciones tendran el siguiente comportamiento
sty + k) = s(tg +(k+ 1)) (3.14)

s(k) = s(k+1)

Que es en realidad la serie temporal del fendmeno que se quiere describir. Ahora la pregunta mas
conveniente en este punto es ¢cdmo se puede obtener una representacién para el espacio de fase
de F{x(t}} a partir del los datos observados 5{f)? La respuesta a esta pregunta puede

encontrarse en articulos como el de (Eckmann y Ruelle 1985), donde se presenta el teorema
atribuido a Takens y Mafié, descrito a continuacién.

3.2.1 Teorema de Takens.
Suponga un sistema dinamico x(n) =+ F(x(n)) = x(n + 1) donde el espacio de fase de x{t) es

multidimensional. Si se puede observar un valor escalar (W), de alguna funcién vectorial de las
variables dindamicas g{x(n)), entonces la estructura geométrica de la dindmica multivariable
puede ser “desplegada” del conjunto de medidas escalares h{ (g {x(n))) en un espacio construido a
partir de nuevos vectores cuyas componentes consisten en h{®) aplicada a las potencias de

g(x(n)). De esta forma (3.15) describe el movimiento en un espacio euclidiano d-dimensional.
yin) = [h{x(’n}}, h (glr‘— {x{n}:}:L h (grﬂ {x(‘n}}), s (grli-‘— {x(’n}})] (3.15)

Con algunas condiciones generales de suavidad en las funciones h(m) y g(x) se tiene que para un
d lo suficientemente grande varias propiedades importantes de la sefial desconocida x{n) son
reproducidas sin ambigiiedad en el nuevo espacio vectorial ¥(7m), mdas aun, ¥(n) serd un

homeomorfismo de x{n).

La implementacidn de este teorema exige escoger convenientemente las funciones h{m) y g(x),

asi que se seleccionaran de forma que sea facil utilizar los datos observados. De esta forma se
tomara h{x(n)) como la serie de tiempo de observaciones s(n).

h(x(n)) = s(n) (3.16)

y la funcién g(x) se seleccionard como el operador rezago aplicado al vector X con un periodo de

muestreo T, y la potencia Ty, de g{x) serd entonces
g (x)=xn+T) =x(ty + (n+ T r.) (3.17)

Y asi las componentes de ¥{n) seran
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vin)=[sn)sin+N)sn+ 1), ..., s(n+Tz;_,)] (3.18)

Si se selecciona T, = kT, es decir que los mdltiplos enteros de un rezago comun, ¥(t) queda de la

siguiente manera

yin) =[s(n),sin+T),s(n+2T), ....,s(n + (d — 1)T)] (3.19)

Luego las entradas escalares de la serie 5{n) sera reemplazadas por los vectores de y(n) en un
espacio euclidiano d-dimensional y este capturard sin pérdida de informacién los aspectos
invariantes de x(n). Esto significa que se puede estudiar el sistema original a partir el espacio

reconstruido y aprender esencialmente lo mismo que si se estuviera trabajando sobre el sistema
“verdadero”.

El problema central de la reconstruccidon es la seleccion de los parametros: el rezago éptimo
T =1, de forma que T, sea un multiplo entero del periodo de muestreo T, = T'T;; y el nimero

minimo de rezagos que deben usarse, llamado la dimensién de embebimiento® d = d,, que

debido al teorema de unicidad debe ser suficientemente grande para que las trayectorias no se
traslapen (Eckmann y Ruelle 1985). El teorema de embebimiento de Takens no especifica en
ningln momento como determinar el valor de estos pardmetros, sin embargo (Broomhead y King
1985) hace algunas precisiones sobre el valor de la dimension d. y (Abarbanel 1996) recomienda

algunas soluciones para el calculo de 7. Estas precisiones serdn mostradas a continuacion.

Se supone que las medidas s{n) son una parametrizacion temporal de la proyeccidn

unidimencional del atractor que gobierna el sistema dindmico a estudiar, y por ser una proyeccion
se espera que las trayectorias del atractor se traslapen en dimensiones menores a la dimensién
original. Los traslapos irdn desapareciendo a medida que se incremente el nimero de vectores en
y(n), es decir, a medida que la dimensién d, se incremente de valor. El teorema especifica que si

el sistema original se encuentra determinado por una dimensién ds, escogiendo d, = 2dy es

suficiente para eliminar cualquier traslapo de la trayectoria, eliminando cualquier ambigiliedad en
la reconstruccién. A continuacidon se profundizara mds en las técnicas para el calculo de los
parametros Ty y ds.

3.2.2 Seleccion del tiempo de rezago.
El teorema de embebimiento de Takens no habla acerca de la eleccion del tiempo de rezago para
la construccion del espacio d dimensional del sistema. Ademas, este permite cualquier tiempo de
rezago, en la medida que se tenga una cantidad infinita de datos. Dado que en ningln caso real se
tiene tal cantidad de puntos, es necesario buscar métodos para encontrar un valor confiable de 7.

Con base en la experiencia, particularmente con la relacionada con modelos de regresion y
prondstico, se puede esperar que una buena eleccién de un tiempo de rezago cumpla con:

2 . . .. . . . . .
El término original en inglés es embedding, algunos autores lo traducen como insercion.
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e Ser multiplo del tiempo de muestreo de la serie, dado que sdélo se tienen datos para estos
tiempos. Un esquema de interpolacién para “obtener mas datos” es tan incierto como una
estimacion de la derivada de la serie.

e Siel tiempo de rezago es muy corto las coordenadas s(n) y s(n + 7.} que serén usadas en

el vector de reconstrucciéon de datos no serdn lo suficientemente independientes. Es
decir, no ha pasado suficiente tiempo para que el sistema evolucione en el espacio de
estados.

e SiT.es muy grande cualquier relacién entre s(n) y s{n + 7,.) es insignificante y se pierde

numéricamente.

De esta forma, se busca un tiempo de rezago que sea lo suficientemente grande para que s(n) y
s5(n+7,) sean en cierta medida independientes pero no tanto como para que se pierda toda
dependencia estadistica. Para esto se procede a elegir T, basados en cualquiera de los métodos

descritos a continuacion.
Método basado en la funcion de autocorrelacion.

Una forma de elegir el tiempo de rezago se basa en el cdlculo de la funcién de autocorrelacion
muestral. Esta se define para una serie de tiempo escalar x,, de N muestras como:

_ E-:.::l':xﬂ:_f}':xn_f}
plt) = R p—— (3.20)

Donde X denota la media muestral de la serie x,,. El criterio para la seleccion de T, es elegir el
tiempo de rezago donde () alcance su primer cero. De esta forma X, y Xp+. estaran

linealmente incorrelacionados. En la literatura (Luo 2004), se ha encontrado que este criterio no
funciona en todas las situaciones, debido a que los procesos con memoria larga tardan mucho
tiempo en alcanzar el valor de cero para (1), lo cual hace impractico su uso debido a que las

muestras de datos son finitas. Por lo tanto se sugiere un criterio alternativo el cual consiste en
elegir el tiempo de rezago T, donde se alcance un valor de 1/e. Este método es mas robusto para

elegir un rezago adecuado, sin embargo no existe evidencia para demostrar que 1/e es un factor

universal del criterio de la funcién de autocorrelacién para la eleccion de rezagos adecuados.
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Figura 4: Funcion de autocorrelacion para el sistema dindmico de Lorenz en régimen cadtico, en
este caso no es posible determinar el rezago éptimo Te.

Método basado en la funcidn de medicién de la informaciéon mutua.
La definicién de la funcién de autocorrelacién, presenta una medida lineal de la correlacion entre
los subconjuntos x;y X+, de esta forma si la serie se supone como la respuesta temporal de un

sistema no lineal, existird una pérdida de informacién al usar la funcién g(T) para detectar algun

tipo de correlacién no lineal entre x; y X;+;.. Bajo esta consideracion, se propone el uso de un

importante estadistico para medir la correlacion no lineal llamado informacion mutua, cuya
definicién se muestra a continuacion.

En teoria de probabilidad y teoria de la Informacién, la informacién mutua I{X;¥) entre dos

variables aleatorias es una cantidad que mide la dependencia mutua entre las dos variables.

(x.)
10X:Y) = Byer Texp(x, ) log (5577 (3.21)

Donde p(x,¥) es la funcidn de distribucidn de probabilidad conjunta entre X y ¥y py (x) y p2 ()

son las funciones de distribucién marginales de X y ¥ respectivamente.

En el caso continuo la sumatoria se reemplaza con una integral doble definida:

()
15:7) = [, [, px,y)log (ﬁ;ﬂ) dxdy (3.22)
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Donde p{x,¥Jes la funcion de densidad de probabilidad conjuntade X y ¥, y py{x) y p2(¥) son
las funciones de densidad marginales de X y ¥ respectivamente. Estas definiciones son ambiguas
debido a que la base de la funcion logaritmo no esta definida. Para eliminar esta ambigliedad la
funcién de informacién puede ser parametrizada como | (X,Y,b) donde b es la base.

Alternativamente, dado que la unidad de medida de la informacién mutua es el bit, puede
asignarse la base como & = 2,

Intuitivamente, la informacién mutua mide la informacion que X y ¥ comparten, es decir, mide
como conociendo una de estas variables se reduce la incertidumbre sobre la otra. Por ejemplo, si
X y ¥ son independientes, entonces conocer X no da ninguna informacién sobre Y vy viceversa,
luego su informacién mutua es cero. Por otro lado, si & y ¥ son idénticas entonces toda la
informacién contenida en X es compartida con ¥, es decir, conociendo X se determina el valor de
¥ y viceversa. Como resultado, la informaciéon mutua es igual a la incertidumbre contenidaen ¥ (o

X) sola, esto es, la entropiade ¥ (o X).

La informacién mutua cuantifica la dependencia entre las distribuciones de X y ¥. Luego, en caso
de que X y ¥ fueran variables independientes I{X,¥) = 0. Esto es facil de observar: si X y ¥ son
independientes entonces plx,y) = p(x)p(y) y por tanto:
play) Y _ _
lug(?ﬂ-_'ix}m'i}'}) =logl=0 (3.23)
Mas aun, la informacién Mutua es una funcién semidefinida positiva (I{X;¥) = 0) y simétrica
(1(X;Y) = I{Y; X)).

Para elegir el tiempo de rezago, el criterio que se propone es tomar el primer minimo de la funcidon
de informacién mutua calculado entre las componentes de la misma serie I{x,; x,,). Este criterio

presenta grandes ventajas debido a que la informacidon mutual es la herramienta correcta para
analizar series de tiempo en sentido no lineal (Abarbanel 1996). Sin embargo se presentan algunos
inconvenientes, el mds significativo es que para algunas series la funcién decrece de forma
monodtona y no presenta minimos. Este inconveniente puede presentarse cuando la serie
analizada es persistente pero no estacionaria, es decir, tiene componentes de tendencia muy
marcadas. En estos casos el método no entrega un valor confiable del rezago éptimo, y se debe
optar por cambiar de metodologia 6 trabajar con una modificacién de la serie. Una modificacién
de la serie puede consistir en modelar las dindmicas de los incrementos de x{n) en lugar de

trabajar sobre la serie (Small 2005).
Un ejemplo simple de la modificacidn de la serie podria ser asumir un proceso recursivo asi

xin+1) =x(n) + f(x(n]} (3.24)
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Y la dindmica a analizar pasa de ser la de xin+1) alade f{x(’n}:}. De esta misma forma puede

proponerse trabajar con incrementos logaritmicos de la serie x(n), o incluso con la serie
eliminando la tendencia. Un ejemplo de la funcién de informacién mutua se presenta en la Figura
5.

0.7 T T T T T

0.6 | o J

0.5 J

0.4r > -

0.3 .p'b' -

Mutual Information

0 5 10 15 20 25 30
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Figura 5: Informacion mutua para el sistema dindmico de Lorenz en régimen cadtico, en este caso
el rezago optimo claramente es T, = 12

Método del Periodo aproximado.

La idea de los dos métodos anteriores es elegir un rezago en el cual x; y X  estén
razonablemente incorrelacionados pero que aun estén cerca uno de otro. Cuando los datos
muestran una periodicidad fuerte, un valor de T, igual a un cuarto de la longitud del periodo
principal generalmente da un buen embebimiento. Este rezago es aproximadamente el mismo del
primer cero de la funcién de autocorrelacion. Con esta asignacidon se supone que el sistema
dinamico subyacente se puede embeber en un espacio con dimensién d; = 4 (la determinacién
de d. se ilustrard en la siguiente seccidn), ya que para estas dimensiones el periodo estara

completamente cubierto (Small 2005). Ademas es una forma muy sencilla de calcular el rezago.

3.2.3 Seleccion de la dimensiéon de embebimiento.
Al obtener el tiempo de rezago, se busca determinar la dimensién global entera donde se tienen el
numero necesario de coordenadas para desplegar las orbitas observadas y eliminar los traslapos
producidos por la proyeccion del atractor en un espacio de dimensidon menor. Para esto se analiza
al conjunto de datos ¥{1) y se observa cuando se presentan estos traslapos.
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Se podria pensar que la mejor decisidn es simplemente asignar una dimension alta, sin embargo
esto puede generar algunos percances como la necesidad de una mayor cantidad de datos para
asegurar un mejor modelado de la trayectoria, ademas de que con cada unidad aumentada en la
dimensién se aumenta la cantidad de ruido introducida (Sprott 2003). Es por esto que debe
determinarse la menor dimensién que despliegue el atractor.

La dimensién mas baja en la que se despliega el atractor sin que ocurran los traslapos en las
orbitas se llama dimensién de embebimiento d., siendo d. un nimero entero. Si toman dos

muestras 54(m) % sg(n) del mismo sistema, no se garantiza que al calcular la dimensién d; sea

igual para cada una de las muestras. Cada mediciéon con sus rezagos brinda una combinacién no
lineal diferente de las variables dindmicas originales y puede dar un mapeo global no lineal del
verdadero espacio en el espacio reconstruido de dimensién @, donde la suavidad y la unicidad de

las trayectorias se preservan.

El teorema de embebimiento dice que si la dimensidon de un atractor definido por las orbitas es d,
entonces puede desplegarse el atractor en un espacio de dimension entera d; donde dg = 2d,.

Esta no es necesariamente la dimensidon para desplegarlo, pero es suficiente y dice cuando
detener la adicidon de componentes al vector de rezagos.

Método de los falsos vecinos cercanos

Suponga que se tiene una reconstruccién del espacio de estados de dimensién d con vectores de
datos usando el tiempo de rezago sugerido por la funcidon de informacién mutua como se muestra
en (3.25)

vin) = [s(n),s(n+T),s(n+2T), ...,s(n+ (d — 1)T)] (3.25)

Si se examina el vecino mads cercano en el espacio de estados del vector ¥(1) en el tiempo 7 este

sera un vector
Y (n) = [s¥(n), s (n + T), s (n+ 2T), .., s (n + (@ — D] (3.26)

y su valor en el tiempo N tendra una relacién con el valor del vector y{n) en ese mismo tiempo.

NN(n) es realmente un vecino de ¥{n), entonces proviene de una vecindad de v{n)

Si el vector ¥
en sus origenes dinamicos. El vector esta adelante o atras de y{n) a través de la 6rbita si los pasos
de tiempo a lo largo de la érbita son los suficientemente pequefios, 6 llegan a la vecindad de v{n)

por evolucidon de la drbita a lo largo del atractor. Dado que los atractores para los sistemas
deterministas son compactos, cada punto en el espacio de estados tendra tantos vecinos como el
numero de datos que hacen que el espacio de estados quede bien poblado.

Si v {n) es un vecino falso de ¥(n) habiendo llegado a su vecindario por una proyeccién de una

dimensién mas alta debido a que la dimensién actual & no despliega el atractor, entonces
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aumentando la dimensién a d + 1 se movera este vecino falso de ¥{n). Inspeccionando todos los

datos de la serie y verificando con cudl dimensidn se remueven todos los vecinos falsos, se
removeran secuencialmente los traslapos de las orbitas de dimensién mas baja. Cuando no se
detecten mas falsos vecinos cercanos, se habra identificado el valor d. en el cual el atractor esta

completamente desplegado.

Ahora es necesario un criterio para determinar cuando un punto ¥{nJ) y su vecino mas cercano
y¥¥(n) vistos desde la dimensién d estan cerca o lejos en la dimensién d + 1. Cambiando el
valor de la dimensién d a la dimensién d + 1 la componente adicional para el vector y{n) es sélo
x(n +dt.), y la componente adicional para el vector y"¥(n) es x¥¥(n + dt_), ambas conocidas.
Comparando la distancia entre los vectores y¥{n) y ¥"¥(n) en la dimensién d con la distancia de
estos mismos vectores en la dimension € + 1, se puede establecer con facilidad cuales vecinos son
falsos y cudles no. Sélo se necesita comparar |x(n +dr.) —x"(n + dz.)| con la distancia
euclidiana |y(n) — v"¥(n)| entre los vecinos cercanos en la dimensién d. Si la distancia adicional
es grande comparada con la distancia en la dimensién d entre los vecinos mas cercanos, se tiene

un vecino falso. Sila distancia no es muy grande, se tiene un verdadero vecino.

El cuadrado de la distancia euclidiana entre los puntos vecinos mas cercanos vistos en la
dimensién d es

Rim) =% _Jx(n+(m—Dr,) —x"(n+ (m—1Dr,)]? (3.27)

Mientras en dimensién d +1 es

RI, ) =3%%xn+(m— 1)) —x"(n+(m— 1) (3.28)
De donde
2.4 =Ri(n) + |x(n + d1.) — x™(n + dr.)|? (3.29)

La distancia entre los puntos cuando son vistos en dimension d + 1 relativa a la distancia en la

dimension d es

d+

) RLin) Rgln)

72 (m)—R3(m) i -
IR (n)—RZ(n) _ |I~?‘1+d1'e:' x ~”+dr9}| (3.30)

cuando esta cantidad es mayor que un umbral R.,;, se tiene un falso vecino. En la practica el

|xin+ard—=¥Nintar)|
Rg(n)

umbral R;,; para usado para definir un vecino falso es un nimero alrededor
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de 15. Esto varia con el nimero de datos para conjuntos pequefios, pero en la medida en que se
muestrean todas la regiones del atractor, la variacion de los vecinos falsos con el nimero de datos
es muy pequena.

Método de Cao

En el trabajo de Cao (Cao 1997) se propone un método para determinar la dimensién minima de
embebimiento para una serie de tiempo escalar, este método es llamado usualmente Método de
Cao o el Método de Falsos Vecinos Cercanos Promediados. Este procedimiento cuenta con las
siguientes ventajas:

e No contiene ningln parametro subjetivo excepto el tiempo de rezago T. para el

embebimiento.
¢ No depende significativamente de cuantos puntos estan disponibles.
e Puede distinguir sefiales deterministicas de sefiales estocasticas.
e Trabaja correctamente con series que provienen de sistemas de alta dimension.
e Es computacionalmente eficiente.

El método se basa en la construccién del vector de rezagos de la serie. El vector de dimension d.se

define como:

vin) =[s(n),sin+T),s(n+2T), ..., s(n— (d, — 1)r.)] (3.31)
Conn=1,..,N —(d,— 1)1.. Similarmente al método de los Falsos Vecinos Cercanos, en este
método se define la cantidad:

[lymld+ 1 —spnoid+1)]

,a) = - 3.32
a(n,d) lynl@) —3xena(a)| (3.32)
Donde ||0|| es la norma del maximo, que para este caso se usa de la forma:

vy (m) — y, (m)l = maspe jem-q|x(k + jTo) — x(1 + jr.)l (3.33)

Los resultados del método son iguales independientemente de la eleccion de la norma para medir
la distancia entre los vectores ¥, (d). El numero k(n,d) es un entero tal que el vector de

dimension d, ¥yina)(d) es el vecino mas cercano del vector ¥ (d). La ventaja del Método de

Falsos Vecinos Cercanos Promediados radica en definir la cantidad promediada:

_ 1 J.'ll-_drE'
E(d) = prapp aln,d) (3.34)
Y definir posteriormente el parametro:
_ Eld+1)
Ei(d) =—— (3.35)
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En la medida que d crece, el valor del pardmetro E,(d) se estabiliza en un valor dy cuando la serie
proviene de un proceso deterministico, en este caso se espera que dy se aproxime a 1. Cuando
esto sucede la minima dimensién de embebimiento serd d, = f~*(dy + 1), es decir, el dominio

del valor en el cual dy * 1 (Cao 1997).

En la figura 6 se muestra un ejemplo del método de Cao para el calculo de la dimensién de
embebimiento. Nétese que para los valores mayores que d. = 8 el valor de Ey(d) también debe

permanecer cerca a 1.

2.5 T T T T T T T T
2 - =t
1.5 T
— 16- o o e} ® @
w . . S Ci C L’
L]
0.5~ A
O [ -
_05 r r r r r r r r r
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

de

Figura 6: Dimension de embebimiento del sistema dindmico de Chua en régimen caético, el
algoritmo entrega un valor d, = 8.

3.3 Método de de prondstico
El método seleccionado para la elaboracién del pronéstico es de hecho bastante simple. Después
de encontrar parametros para el embebimiento se construye una matriz de rezagos D a partir de

la serie original {,,}, donde el nimero de filas es d, y el nimero de columnas viene dado por
N —(d,— 1)1, donde N es el nimero de muestras de la serie de tiempo.
Mg~z ™ ¥u
D= : : (3.36)

bl o YV —i(de—1)r,

Cada fila de la matriz I equivale a una dimensidn del espacio de fase reconstruido y cada columna

corresponde a un punto en dicho espacio.
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La estructura propuesta por (Small 2005) es un modelo de prondstico local constante (LCM) el cual
es recursivo y se construye de la siguiente manera. Se selecciona el punto xf que equivale a el
punto d.-dimensional mas reciente de los datos disponibles en la matriz ), luego se busca un
ndmero m determinado de vecinos cercanos {xy} al punto seleccionado, con los cuales puede

formarse la matriz Dj;.

El modelo LCM utiliza la matriz Dy en una regresién lineal por minimos cuadrados para ajustar el

valor de los parametros de un vector 4 contra el vector final de la matriz de datos disponibles x¢

por medio del uso de una regresién multiple.

Si se agrupan los puntos siguientes a los M vecinos cercanos {xy} de x¢, denotados como {xys1}

se puede construir la matriz D44, la cual al ser multiplicada por el vector de parametros m

produce la estimacion para el primer punto d.- dimensional por fuera de la muestra, es decir
Dys1- 4 =X (3.36)

Donde la Unica componente relevante del ajuste es el valor de la primera componente ¥,+1 del
vector fﬁl ya que las demds componentes son conocidas debido a la construccidn en rezagos de
la matriz D. De esta forma punto d. - dimensional pronosticado en el espacio de fase seria en

realidad:

j'?n+1
£f+1 — J"n—:re+1 (336)

VYn—(de—1)ta+1

Luego el error de prondstico viene dado por la diferencia entre el valor estimado #,.+1 y el valor
real ¥n+1. Al obtenerse el valor real ¥,+1, se afiade el punto X¢4+y al final de la matriz D y se

comienza el proceso de prondstico nuevamente.

En este capitulo se describid la primera prueba que permite tener una sospecha inicial sobre la
presencia 6 ausencia de caos determinista en series de tiempo. El calculo del exponente de Hurst
determina la existencia de persistencia en series de tiempo, sin embargo no es una medida
concluyente sobre la presencia de caos determinista, es por esto que en capitulos posteriores se
introduciran algunas pruebas adicionales para soportar las conclusiones a las que se llegue.

Por otro lado se mostré como es posible construir un espacio de fase a partir del calculo de una
dimension de embebimiento y un rezago dptimo. La construccion de un espacio de fase es
necesaria para algunas de las herramientas que se expondran en capitulos posteriores.
Adicionalmente se presenté el modelo local de prondstico constante (LCM), que mas que ser un
método robusto de prondstico, se evalla para chequear si es suficiente la informacién capturada
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por la reconstruccién del espacio de fase. Este serd probado para evaluar la reconstruccién del
espacio de fase en el analisis de la TRM mas adelante.

En el capitulo siguiente se mostraran algunas medidas invariantes utilizadas para la caracterizacion
de los atractores extranos de los sistemas dinamicos que presentan caos, a partir de estas medidas
podran desarrollarse las primeras conclusiones.

28



29






4. Invariantes Topoldgicos en Sistemas No lineales

Asi como en los sistemas lineales se presentan cantidades que no cambian con el tiempo, llamadas
invariantes, en los sistemas no-lineales podemos encontrar cantidades con un comportamiento
similar. Sin embargo en el caso de los sistemas no lineales cuando nos referimos a “invariabilidad”
estamos hablando de una “baja sensibilidad” a algln tipo de cambio.

En (Kantz y Schreiber 2006) se afirma que dos medidas son de gran relevancia en la caracterizacion
del caos determinista: el maximo exponente de Lyapunov y la dimensidon de correlacion. Su
relevancia radica en la invariabilidad de estas cantidades bajo transformaciones suaves del espacio
de fase. Sin embargo, esto es cierto solo en un caso ideal, es decir, para series de tiempo infinitas y
libres de ruido. En el caso que compete a este trabajo, un buen algoritmo aplicado a un conjunto
de datos lo suficientemente grande y con un nivel relativamente bajo de ruido deberia producir
resultados robustos a pequefios cambios en los pardmetros del algoritmo.

El maximo exponente de Lyapunov y la dimensién de correlacidén son solo dos miembros de la gran
familia de invariantes que se han descubierto y son los mas utilizados debido a que son los que
presentan mejor comportamiento al ser extraidos de datos experimentales, sin embargo (Small
2005) argumenta que hay otra cantidad invariante que puede ser de gran utilidad como es la
entropia de la informacidn. A continuacién se introducen tres invariantes que seran utilizadas para
determinar la existencia de caos en series de tiempo. Estas cantidades son la Entropia de la
informacidn, los Exponentes de Lyapunov y la Dimensidn de Correlacion.

4.1 Entropia de la informacion
Una descripcidn general de Entropia desde el punto de vista termodindmico es la “medida del
desorden de un sistema dinamico”. Shannon, durante sus estudios de codificacion, transmision y
decodificacién de informacién, introdujo una nocién del grado de desorden ¢ incertidumbre al
intentar predecir el resultado de un evento probabilistico. Supdngase que se tiene un experimento
con T posibles resultados cuyas probabilidades son P4, P2, ... 1. Luego la entropia de Shannon se

define como:
- 1
H: = Xi=1 P 10%(;) (4.1)

En el caso en que una de las p; =1 y el resto cero, el resultado de H; =0 (definiendo
plog(1l/p ) = 0 parap = 0), que es consistente con el hecho de que no haya incertidumbre en el
resultado del experimento ya que se sabe con certeza que el evento p; ocurrira. La incertidumbre

serd maxima cuando todos los eventos son igualmente probables, es decir
P =p:=--=p-=1/r, en cuyo caso la entropia H; toma su maximo valor probable de



—log(r) . Nétese que en este caso H, crece cuando aumenta T debido al aumento de la

incertidumbre al tener mas eventos con igual probabilidad (Ott, Sauer y Yorke 1994).

Kolmogorov utilizé una aplicacién de la medida de la entropia de Shannon en la teoria ergddica,
creando su propia medida de la siguiente manera: Sea ¢ una medida ergddica invariante para un

mapa . Sea R una region acotada del espacio de fase que contiene la medida g, y supdngase que
R se divide en un nimero finito de subregiones R=R;VU..UR,
(R; =0, RiNR;=0,Vi#J; i,j =1, ...,7). Luego, se puede definir una funcién de entropia para

la particion {R;} de la siguiente manera

HUR.D = 5oy u(RO(u(R)) ™ (4.2)

lo que provee la informacién promedio obtenida cuando se sabe que una érbita se encuentra en
una de las subregiones H; (en ausencia de cualquier otra informacién). Luego Kolmogorov

considerando las pre-imagenes G~1(R;) de R; examind las 2 intersecciones resultantes

R;nG~1(R;) (4.3)

para cada par (i,jlcon1=i =r,1=j=r, formando ER;‘:}}J 1=1i=1, la particién de las

1
(8

intersecciones sin repeticién. Luego formd una tercera particion {REE}] para las 1y intersecciones
R,NG Y (R;)NnG2(Ry) (4.4)
para i, j, k=1,2,..,r. Asi se forman mas particiones de forma similar y se considera el valor
K(u (R = lim,, .~ H ({RE”}}) (4.5)
Dado que
e 21 (R7) = 1 () 1 (5 wo

se puede pensar en K{u, {R;}) como la informacién promedio ganada al pasar de la particién 7 a
la particion . + 1, para 1 grande. La entropia de Kolmogorov Sinai es por definicion el supremo de

K{p, {R;}) sobre todas las posibles particiones iniciales.
K(u) = suprg K, {R;}) (4.7)

Se puede entender K como la medida de la velocidad promedio a la cual se pierde predictibilidad
en el sistema. Por otro lado, & es una medida positiva, asi un sistema puramente aleatorio tendra

entropia infinita, mientras un sistema periddico tendra entropia igual a cero (Sprott 2003). Debido
a la sensibilidad a condiciones iniciales presentada por los sistemas cadticos, se dice que estos
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generan informacién nueva (o pierde informacién debido a la disminucién en la capacidad de
predictibilidad) a medida que dos trayectorias cercanas se alejan exponencialmente. Se espera
qgue la entropia para un sistema con dindmica cadtica sea un niumero acotado mayor que cero y
ademas invariante.

Sin embargo la estimacién de este parametro no es sencilla, ya que se debe tener un nimero de
observaciones suficientemente grande (1 —* ©2) y con una exactitud lo suficientemente grande (lo

que dificulta la seleccidn de las particiones {R;} cuando los datos son ruidosos).

4.2 Exponentes de Lyapunov.
En sistemas dindmicos los exponentes de Lyapunov son cantidades que se pueden calcular para
definir la forma en que evolucionan las trayectorias de un sistema partiendo de determinadas
condiciones iniciales. Por medio de estas cantidades puede determinarse si el sistema convergera
a un atractor simple o a uno extrafio.

En general los sistemas dindmicos deterministas poseen igual cantidad de exponentes de
Lyapunov como de grados de libertad, y su comportamiento esta definido por el mayor de estos
exponentes. Cuando el mayor de los exponentes es negativo® (1 < 0, es decir, todos son
negativos) la trayectoria del sistema dindmico converge a un punto fijo en el espacio de fase;
cuando el mayor exponente de Lyapunov es cero (4 = D), la trayectoria converge a una 6rbita
periddica® y, por ultimo, para el caso en que el mayor exponente de Lyapunov es mayor que cero
(A = 0) pueden ocurrir dos cosas. Si %;4; = 0 el sistema es divergente. En el caso en que

¥:4; < 0 el sistema es acotado pero no se estabiliza ni en una érbita periddica ni en un punto fijo.

Una de las utilidades de los exponentes de Lyapunov es la capacidad de cuantificar la velocidad
con que dos trayectorias que parten de una condicién inicial muy cercana se acercan o alejan con
la evolucién del tiempo, es decir, miden el grado de sensibilidad del sistema a variaciones en las
condiciones iniciales (Diaz 2000).

Supdngase que se parte de dos condiciones iniciales xpy xg+ € para £ = 0y se deja evolucionar

el sistema a lo largo del tiempo obteniéndose dos trayectorias. Si se calcula la diferencia entre las
trayectorias se tiene que esta evoluciona de manera exponencial de la siguiente forma

€, X gpelt (4.8)

A — 0 cuando t — o

Si el exponente A < 0, |as trayectorias se combinan en una sola, ya que &
por el contrario, si el exponente 4 = U las trayectorias se alejan exponencialmente una de la otra.

Si el sistema es acotado, esta divergencia exponencial es lo que se llama sensibilidad a condiciones

3 , s s

En algunos articulos es llamado exponente caracteristico de Lyapunov.
4 T . P

En caso de presentarse una multiplicidad mayor que uno de este exponente igual a cero la drbita es
llamada cuasi-periddica.
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iniciales. Naturalmente dos trayectorias no pueden separarse mas alla del tamafio del atractor
(Kantz y Schreiber 2006).

La cantidad 4 es llamada el maximo exponente de Lyapunov 6 Exponente caracteristico de
Lyapunov y en general es el que determina el comportamiento de las trayectorias del sistema
(Strogatz 2000) (Diaz 2000). Los sistemas con dindmica cadtica poseen al menos un exponente de
Lyapunov positivo, y en sistemas disipativos la suma total de sus exponentes debe ser negativa, de
forma que el sistema fluctla expandiéndose y contrayéndose en una regién acotada.

El conjunto de exponentes de Lyapunov es llamado el espectro de Lyapunov, y el conocimiento de
este es de gran relevancia debido a que se puede calcular la entropia de Kolmogorov Siani como

K=Y : A (4.9)
Ai=0

En sistemas dinamicos la predictibilidad esta restringida por la sensibilidad a condiciones iniciales,
esta es una de las razones de importancia para el calculo del exponente caracteristico de Lyapunov
(Sprott 2003). En series de tiempo es posible calcular el mayor exponente de Lyapunov, sin
embargo esta tarea ha resultado mas compleja de lo que parece.

El algoritmo para la estimacion de los exponentes de Lyapunov fue propuesto inicialmente por
(Wolf, et al. 1985) sin embargo en (Kantz y Schreiber 2006) y (Small 2005) se advierte sobre tres
problemas principales: alta sensibilidad numérica, gran cantidad de datos necesarios para hacer
una aproximacién a la matriz Jacobiana del sistema y siempre entrega un resultado, incluso
cuando sea plica en series aleatorias y el exponente deberia ser infinito.

Como lo que se busca es caracterizar la forma en que evolucionan las trayectorias a lo largo del
tiempo, existen dos formas de hacer esto, la primera es estimando el exponente de Lyapunov y la
segunda es estimando el error de prondstico no lineal. Aunque estas cantidades son
completamente diferentes, cuando se miden a partir de una serie de tiempo su calculo es muy
similar (Small 2005).

El error de prondstico no lineal en un horizonte de tiempo t para un modelo f(x,%) se define

como
er (1) = Dl Flxnt) — sl (4.10)

donde flx,,t) es la evaluacién del modelo de prondstico para la evolucién de x, en el horizonte
de tiempo £, y claramente €¢{t) depende de la seleccién y la clase de modelo f. Luego el error de

prondstico no lineal E{t) es el minimo modelo tal que

E(t) = ming ef(t) (4.11)
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E(t) deberia definirse de una mejor manera, ya que hacer una minimizacién sobre un conjunto no
convexo, no suave y discontinuo de funciones [ es impractico. Por ahora se supondra que el mejor
modelo para el prondstico X,+1 serd X,,+1, donde [|x, — x|l es minima, es decir, el prondstico

seguird la trayectoria del vecino mas cercano (esta metodologia es similar a la introducida en la
seccion 3.3, la Unica diferencia es que en este punto se evalula el prondstico dentro de la muestra).

Luego, una nueva definicidn para el error de prondstico no lineal es

[ 1 - 2
E(®) = [ Zn=i(Nnee = Xmpse) (4.12)

m,, = arg ming smp=n—t||z,, — Zmn”
M A

donde z,, es una representacion del embebimiento de Xx,. En otras palabras z,,, es el vecino mas
cercano a Zn y (X pss— xmnﬂ} mide su separacién en un tiempo £. Suponiendo que el sistema es

estacionario y que se cuenta con suficientes datos, este es exactamente el comportamiento que se
esperaria del mejor modelo.

Volviendo al cdlculo de los exponentes de Lyapunov y siguiendo el método de Wolf, se tiene que
se debe evaluar la divergencia de dos orbitas cercanas. En este caso suponemos que solo tenemos
una serie de tiempo, por lo tanto al situar un punto de referencia en la serie y se observa hacia el
pasado o el futuro, se encontraran puntos en el espacio cerca del de referencia. Luego se puede
aproximar la divergencia de las trayectorias a partir de la divergencia de dos segmentos de la
misma serie. Considérese un punto =, con Ny vecinos cercanos Zmyr Zmg s - Zpy - La divergencia

de las trayectorias cercanas puede aproximarse como
1 Ny z
L(th} = log (Iﬁzigiixn+r_xi+r} ) (4.13)

notese que la divergencia de las trayectorias se calcula sobre la serie original y no sobre la
reconstruccion del espacio de fase. Finalmente se elabora un promedio sobre las divergencias de
cada segmento

L(t) = %_E‘::li.(zm £) (4.14)

De esta forma una regién lineal en la grafica de L(t) es un buen indicador de divergencia
exponencial, y su pendiente serd el maximo exponente de Lyapunov. Es mas si este valor es
significativamente diferente (mayor) que cero es un buen indicio de que existe un exponente
positivo, sin embargo el cdlculo del espectro completo de Lyapunov sigue siendo un inconveniente
cuando no se conoce la dindmica del sistema.
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4.3 Dimension de Correlacion
Los sistemas disipativos con comportamiento cadtico evolucionan temporalmente en atractores
extrafios, los cuales pueden ser caracterizados con medidas como la dimensidn fractal I, la cual es
menor que el numero de grados de libertad del sistema. Esta medida ha sido ampliamente usada
para determinar que tan “extrafio” es un atractor (Grassberger y Procaccia 1983) (Eckmann y
Ruelle 1985). Sin embargo el calculo de esta medida ha resultado complejo de implementar, sobre
todo cuando I’ = 2 y cuando debe ser calculada a partir de una serie de tiempo finita,

considerandose en algunos casos impractica.

En (Grassberger y Procaccia 1983) se propuso una nueva medida llamada la Dimensién de
Correlacidn, la cual se encuentra estrechamente relacionada con la dimensién fractal, e incluso en
algunos casos puede considerarse de mayor relevancia, ya que hace mas énfasis en las regiones
del espacio de fase mas visitadas por las trayectorias, es decir, las regiones con mayor densidad de
puntos (Sprott 2003). Se desarrollo como una alternativa al calculo de la dimension fractal de
forma que fuera posible caracterizar series de datos experimentales. Desde su aparicidon, este
algoritmo ha sido uno de los mas utilizado en la literatura.

(Small 2005) define la dimensién de correlacion como una extensién de la nocién de dimensién a
objetos con dimensién fractal. En las dimensiones enteras es facil establecer que la medida del
volumen V{&) varia de la siguiente forma:

V(s) oc g9 (4.15)

Donde £ es la longitud en una dimensidn, y d es la dimensidon del objeto. Para un objeto fractal es

comun adoptar una relacién como la anterior para determinar su dimensidn. Luego d estaria dada

por
logVis
logls) (4.16)
Y de esta forma
. logVis)
A% im0 s (4.17)

Supdngase {Z;.J‘:f:1 un embebimiento para una serie de tiempo en R%=. Se define la funcién de

correlacién Cy () por medio de la funcién.

-1
Cyle) = (f;r:] Eugiﬁjﬂﬂ-'ﬂ{”zi _Zj” = E} (4.18)

Donde 8(m) es la funcién indicadora’, la cual tiene un valor de 1 si la condicién se cumple 6 0 si

no se cumple, || ®|| es una funcién de distancia tipica en R% y la suma X;0(||z; — z;]| < =) es el

>En inglés es llamada Heaviside Function 6 Heaviside Step Function
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nimero de puntos a una distancia menor que £ de Z;. Si los puntos z; se encuentran distribuidos

uniformemente dentro del objeto, esta suma® es proporcional al volumen de la interseccién entre
una esfera de radio £ con el objeto estudiado, y Cy{£) es proporcional al promedio de dichos

volumenes de las esferas. Luego se espera que
CJ!.'.'{E} ol Ed'- (419)
Donde d. es la dimensién del objeto. Luego la dimension de correlacion se define como

logCxl=))

dc = limc-_;.u. lim‘\'r_;.m lng':a:l

(4.20)
Este planteamiento es una estimacion de la probabilidad de que dos puntos tomados
aleatoriamente se encuentren dentro de la misma esfera a una distancia menor que £ y se
selecciona de esta manera ya que se considera que el concepto de dimensidn sigue teniendo
sentido en situaciones donde los puntos de muestreo no se encuentren distribuidos
uniformemente sobre el objeto.

Dado que mas que hacer una aseveracion en cuanto a la naturaleza del sistema, la dimensidn de
correlacién da indicaciones de lo que no es el sistema, a continuacién se presenta la interpretacién
de esta medida.

El ruido tiene una dimensién de correlacidn infinita, por lo tanto este tiende a expandirse hasta
llenar cualquier espacio de embebimiento. En otras palabras la dimensidn de correlacién serd igual
a la dimensién de embebimiento; por otro lado, los sistemas periddicos tienen dimensién entera.
Luego, una dimensién de correlaciéon no entera y significativamente menor a la dimensién de
embebimiento es un indicador de que el sistema no estd dominado por ruido o por una orbita
periddica (o superposicién de orbitas periddicas).

El método de Grassberger y Procaccia para el célculo de d, deduce la pendiente resultante de la
grafica de lag{ﬂ}\.—(s}} contra logls). Aunque para valores pequefios de £ puede haber gran

variabilidad de la pendiente, una grafica tipica de la aplicacidn del método debe mostrar una
region en la cual d; permaneces relativamente constante.

Aunque se menciond la gran acogida del algoritmo de Grassberger y Procaccia para el calculo de la
dimension de correlacién, (Small 2005) argumenta que se han detectado algunos problemas de
ambigliedad en los resultados. Por otro lado seguin (Kohers, Pandey y Kohers 1997) este algoritmo
necesita una gran cantidad de datos para que funcione de manera eficiente y en (Soofi y Cao 1999)
se estima que se necesitan al menos 10™ muestras para obtener resultados consistentes con una

dimensién de embebimiento de 1.

® Llamada la suma de correlacién y donde limy . Oy () es laintegral de correlacién (Sprott 2003)
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(Judd 1992) asegura que el problema mas evidente del algoritmo elaborado por Grassberger y
Procaccia es que este cdlculo de la dimension de correlacién depende de una eleccién subjetiva
del intervalo en la cual se espera que la pendiente de la grafica sea estable, ya que una pequefia
alteracion en la regidn que debe seleccionarse puede llevar a cambios sustancialmente grandes.

Judd asume que localmente un atractor puede ser modelado como un producto cruz entre un
espacio euclidiano y un conjunto de Cantor. Judd demostré que para estos objetos una mejor
descripcion de Cy{s) para e < g4

Cule) ¥ e%q(s) (4.21)

Donde g{£) es un polinomio de orden & (£ = 1, y en la practica £ = 1 es suficiente). A diferencia
del método de Grassberger se incluye en Cy(e) una dependencia del polinomio g(£], el cual

puede capturar los cambios en la pendiente. De esta forma se elimina la dependencia de la
seleccién de una regién de ajuste por la dependencia del pardmetro =g, por lo tanto d, = d. (&)

(Small, Yu, y otros 2000).
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Figura 7: Resultado del cdlculo de la dimensidn de correlacion del sistema dindmico de Lorenz, por
medio del algoritmo de Judd.

El resultado de este algoritmo funciona de dos formas diferentes, si se puede observar una region
horizontal en esta grafica esto indica una medida aproximada de la dimensién de correlacién como
en la figura 7 donde se muestra el resultado del algoritmo de Judd para el sistema de Lorenz, el
valor de su dimensién de correlacion es de aproximadamente 2.08 (Small 2005).
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Por otro lado, este algoritmo presenta un indicador de fractalidad de la serie de tiempo,
entendiéndose por fractalidad la autosimilaridad de la serie a diferentes escalas de tiempo y en
diferentes dimensiones de embebimiento. Al encontrarse un patrén autosimilar como el
encontrado en la figura 8, (donde se muestra el resultado del algoritmo de Judd aplicado al
sistema dindmico de Chua), esto indica un comportamiento fractal en la serie, tipico de procesos
con dindmica cadtica embebida.

Existe otro algoritmo adicional para el calculo de la dimensién de correlacién explicado en (Yu, y
otros 2000) y (Small 2005) llamado Algoritmo de Kernel Gussiano (GKA)’. Este propone una
modificacién en el calculo de la dimensidn de correlacion introducido por Grassberger y Procaccia
reemplazando la funcién indicadora 8{”25 —z}-” = E} por una funcién continua la cual, como el

z
. . L . l|=i—=;l
nombre del método lo indica, puede ser la funcidon kernel Gaussiana exp(—4—_J). Luego,

haciendo una generalizacion de la integral de correlacién se tiene la ecuacion (4.22)
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Figura 8: Resultado del cdlculo de la dimension de correlacion del sistema dindmico de Chua, por
medio del algoritmo de Judd.

Tj.:}dE}(h} = iEag:‘sm(ﬁEusiEﬁ exp (_M)) (4.22)

1 - 4h2
J=i

7 Kernel Gaussian Algorithm es el nombre en inglés de este método.
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En este caso i cumple la misma funcidn que € en el algoritmo de Judd. Para cualquier funcion

kernel se puede demostrar que la ley de escalamiento de esta funcidon de correlacién puede
describirse como

TA% (h) oc he (4.23)

P

Sin en lugar de la funcién de kernel Gaussiana se escoge ¢{h) = exp (—:), se tiene que

w &

]de o(~Kredg) (h““?:) (4.24)

dg

T".E.dE}(h} ” fi"(

hl
RE4g2

donde T y dg son los pardametros de embebimiento, K es la entropia de correlacién y @ es la

desviacion estandar del ruido medido en la serie de tiempo. La ventaja de este método radica en
que permite calcular simultdneamente la K, @ y lo mds importante, la dimensién de correlacién

d.. Ademas el método es robusto al ruido si este se considera aditivo y gaussiano. En este caso un

7

area horizontal 6 “plana” en la grafica del algoritmo GKA provee un valor aproximado de la
dimensién de correlacion. Ademas como se establecié anteriormente la entropia debe converger a
un valor positivo.

En este capitulo se mostraron las medidas invariantes mas ampliamente utilizadas para la
determinacion de la existencia de caos determinista en series de tiempo. Estas medidas serd
utilizadas en el andlisis de la series de la tasa representativa del mercado (TRM) de Colombia que
se desarrollard mas adelante. En el siguiente capitulo se mostrardn algunas medidas estadisticas
que se utilizan para descartar la naturaleza estocastica de las series de tiempo, de esta forma el
anadlisis se considerard completo al poder determinar si las series son o no estocasticas en su
totalidad.
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5. Analisis estadistico por medio del método Surrogate Data

Como se afirmo en el capitulo anterior, aunque se han desarrollado diversos métodos para el
calculo de los diferentes invariantes, se sabe que estas estimaciones no son cien por ciento
confiables. Con la presentacion de cada método se han destacado los posibles problemas que
puede presentar cada algoritmo en presencia de ruido excesivo o incluso una cantidad de datos
insuficiente para capturar las dindmicas no lineales en caso de existir en la serie.

Los procesos estocasticos lineales pueden generar series de datos que a simple vista parecen tener
gran complejidad en su comportamiento, sin embargo no todas las estructuras que se hallan en las
series de tiempo son derivadas de una naturaleza no lineal en el sistema. Mas aun, es posible que
el calculo de invariantes, como en el caso del maximo exponente de Lyapunov, genere un
resultado que supone la presencia de caos determinista cuando las dindmicas son generadas en su
totalidad por un sistema lineal. Se hace necesario entonces adicionar una medida de certidumbre
a las conclusiones que se deriven de los resultados obtenidos en las herramientas de andlisis.

Supdngase que se calcula una medida no-lineal ¥ de los datos, por ejemplo la dimensién de

correlacién, el maximo exponente de Lyapunov, el error de prondstico no lineal, o cualquier otro.
Para saber si el valor de i sugiere que los datos son producidos por dindmicas no lineales, primero

se debe saber que distribucién puede obtenerse de los valores de 4! para un modelo lineal

comparable. Si el valor calculado sobre la serie no es consistentes con la descripcion lineal, los
datos podrian ser no lineales (Kantz y Schreiber 2006).

El método de analisis de linealidad por medio de Surrogate data fue propuesto por James Theiler
en su articulo (Theiler, Eubank, y otros 1992), y permite identificar si las dinamicas son
consistentes con ruido filtrado linealmente 6 con un sistema dindmico no lineal. Este se basa en el
calculo de una prueba de hipdtesis mediante la definicién de una hipdtesis nula, la generacién de
conjuntos de Surrogate data® que son consistentes con la hipdtesis nula y finalmente el calculo de
un estadistico discriminante para la serie original de datos y los conjuntos de Surrogate data.
(Theiler, Eubank, y otros 1992) describe este método como una aplicacién del método de
Bootstraping para la generacién de series de tiempo a partir de un conjunto de datos y una
distribucidn supuesta.

Como es comun, debe iniciarse desde el grado mas bajo de complejidad hasta el mas alto. Luego,
los tres tipos de hipdtesis nulas que se evaluaran son: 1) los datos son resultado de un proceso
independiente e idénticamente distribuido, 2) los datos son resultado de un proceso aleatorio
sometido a un filtrado lineal (por ejemplo alguna variacidn del proceso ARMA), y por ultimo 3) los

8 L. . s P ~ P .
El autor no encontré ninguna traduccién cominmente usada en espafiol para este término. Incluso se
encontré un articulo en espafol que llama los conjuntos de esta misma forma (Carbajal, y otros 2001).
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datos son resultado de una trasformacion no lineal de un proceso aleatorio sometido a un filtrado
lineal.

Cada una de estas hipétesis necesita generar un conjunto de Surrogate data, que debe realizarse
de forma diferente, a continuacién se enumeran los métodos de realizacién que concuerdan
respectivamente con la enumeracién anterior: 1) mesclar aleatoriamente los datos de la serie
original, 2) mezclar aleatoriamente las fases de la transformada de Fourier de la serie de tiempo
original, 3) aplicar el mezclado de fases a un proceso aleatorio Gaussiano de amplitud ajustada.

Existe la posibilidad de que los datos a analizar presenten una fuerte tendencia periddica, por lo
cual el calculo de los Surrogates debe hacerse de forma un poco diferente. En lugar de mezclar los
datos como en el caso nimero uno, se divide la serie en los ciclos y estos bloques de datos se
mezclan aleatoriamente.

Los algoritmos para el calculo de estos conjuntos de series fueron introducidos por Theiler en sus
articulos (Theiler, Eubank, y otros 1992) y (Theiler 1995), ademas son ampliamente explicados en
(Small 2005), por lo tanto no se profundizard mas en este tema. Lo que interesa en este punto es
la construcciéon de las pruebas estadisticas de forma que se pueda concluir a partir de los
resultados que estas generan.

5.1 Pruebas estadisticas

Sea ¢ una hipdtesis especifica, y Fg el conjunto de todos los procesos consistentes con esa

hipdtesis. Sea Z € R una serie de tiempo y T: R — IJ un estadistico que se utilizara para probar

la hipdtesis ¢ que dice que £ fue generada por un proceso F € Fg. Los surrogate data 5 son
generados a partir de la serie £ de la misma longitud y consistentes con la hipotesis @. Se tiene
que U © R y se puede discriminar entre la serie £ y los surrogate data 5; consistentes con ¢ segin
la densidad de probabilidad estimada prs(t)=P(T(5;)<t), es decir, la densidad de
probabilidad de T dado F.

Luego, el proceso para la evaluacidon estadistica puede describirse en unos breves pasos: Se
plantea la hipétesis nula como cualquiera de las anteriormente mencionadas; se elaboran los
conjuntos de surrogate data a partir de la serie original con los métodos propuestos segln la
hipdtesis nula y utilizando el método de simulacidn Montecarlo; se calcula el estadistico
discriminate para el conjunto de surrogate data y se le ajusta una distribucion; se calcula el valor
del estadistico discriminante para los datos originales y se evalula la significancia de este valor con
la distribucion ajustada.

Si @p es el valor del estadistico para la serie de tiempo original, @; es el estadistico para la i-

ésima serie obtenida por medio de surrogate data bajo la hipdtesis nula, y considérese Ly y Ty
respectivamente la media y desviacién estdndar (muestrales) de la distribucion de @, entonces

(Theiler, Eubank, y otros 1992) define una medida de significancia & como
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5= |%| (5.1)

Seguln Theiler comtinmente @y sigue una distribucidon gaussiana, por lo que el valor g de la prueba
puede calcularse como p = erf(é?h’i}, que es la probabilidad de observar un valor de
significancia & o mayor si la hipdtesis nula es cierta. (Theiler, Eubank, y otros 1992) asegura que
resultado numéricos han demostrado que en la mayoria de los casos @ sigue una distribucion

gaussiana, sin embargo esto no siempre es cierto.

Debido a que no siempre Qg se distribuye de manera gaussiana, (Small 2005) aconseja utilizar
distribuciones adicionales, es por esto que se propone el uso de pruebas estadisticas como por
ejemplo la comparacién directa entre las medidas seleccionadas é por medio de la seleccion de
una prueba estadistica de bondad de ajuste, como la prueba de Kolmogorov — Smirnov 6 la prueba
12 de Pearson.

En cuanto al valor estadistico discriminante existen muchas medidas que podria aplicarse con este
fin. Debido a que se quiere identificar comportamiento no lineal 6 caos en la serie de tiempo las
medidas mds légicas a proponer pueden ser la dimensién de correlacidn, el maximo exponente de
Lyapunov 6 el error de prondstico no lineal. Se debe tener en cuenta que la seleccién de esta
medida debe hacerse con cuidado, ya que la efectividad y la potencia de discriminacion de la
prueba de hipdtesis depende de la confiabilidad de estimacién de la medida. En (Small 2005) se
recomienda selecciona una medida relacionada con la dimensién de correlacidn, debido a que es
una medida de gran relevancia y ha sido ampliamente usada.

5.1.1 Prueba Kolmogorov - Smirnov
Es una prueba estadistica no paramétrica que puede ser utilizada para comparar distribuciones. Si
se selecciona como medida discriminante la funcién de correlacién® Cy{s) también llamada
distribucidn de distancias entre puntos, la cual fue introducida en la seccidn 4.3, la prueba puede
ser calculada hallando la mayor distancia entre las distribuciones de la siguiente manera

max,

CJ-.'.'(E} - é}.|.'(£'}| (52)

Donde Cxls) es la distribucién de distancias entre puntos de la serie original y f:'l.-(s} es la
distribucidn de distancias entre puntos de los datos de cada conjunto de surrogate data, lo cuales
se supone que concuerdan con la hipdtesis nula.

La hipdtesis nula de la prueba es Hy = ”Las muestras provienen de la misma distribucion” (en el

caso de comparar dos distribuciones), 6 Hy = “Las muestras provienen de la distribucion de

9 Yy .y ™
Como se describié en la seccion 4.3, es la probabilidad de que dos puntos z; y Z; se encuentren a una

distancia menor de & entre si.
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referencia” (en el caso de una sola muestra). Esta prueba se encuentra programada en Matlab y
entrega un resultado igual a cero cuando se acepta la hipdtesis nula y de 1 cuando se rechaza.

5.1.2 Prueba x>
La prueba ¥* es considerada una prueba no paramétrica y puede usarse para medir la diferencia
entre una distribucidén observada f'l-(s} y una distribucién propuesta Cy{s) de distancias entre
puntos. El test ¥2 asume una distribucién discreta propuesta con su respectiva divisién en
intervalos y la compara con la distribucion de un conjunto de observaciones experimentales
mediante el siguiente calculo:

- (N;—npi)®
L = — 5.3
D Y - (5.3)
Donde p; denota la probabilidad esperada que tiene una distancia entre puntos aleatoria de caer
en el i - ésimo intervalo de la distribucion propuesta £, ), N; es el numero de distancias entre
puntos pertenecientes al i — ésimo intervalo de la distribucién observada Cx{s) y 1t es el numero

de distancias entre puntos.

En este caso la hipdtesis nula es Hy = “No hay diferencia significativa entre las frecuencias
propuestas y las frecuencias observadas”. El calculo de esta prueba se desarrollard mediante un
algoritmo tomado de “Numerical Recipes in C” y programado por el profesor Ph D. Michael Small
de la Universidad Politécnica de Hong Kong. El cual devuelve el valor del estadistico ¥* y la
probabilidad de obtener este valor del estadistico dada la hipdtesis nula.

En esta seccion se mostraron algunas pruebas estadisticas adicionales que pueden aportar
informacidn relevante a las posibles conclusiones del calculo de invariantes. En la siguiente seccidn
se mostrara la aplicacion de las herramientas, revisadas en este trabajo, a un caso real como es el
analisis de la serie de tiempo de la tasa representativa del mercado colombiano (TRM).
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6. Analisis de datos

El propdsito principal de este trabajo a parte de la recopilaciéon de las técnicas utilizadas para el
analisis no lineal de la informacidn, es el andlisis de una de las series de tiempo mas relevantes
para la economia colombiana como el precio de la tasa representativa del mercado (TRM) a escala
diaria desde el 2 de diciembre de 1991 hasta 21 de diciembre de 2009.

A continuacién se describird el procedimiento que se llevara a cabo para el andlisis. Antes de
comenzar con cualquier anadlisis se calculan los rendimientos logaritmicos de los precios y se
someten a la prueba de normalidad de Kolmogorov — Smirnov para descartar que se traten de
datos aleatorios normalmente distribuidos.

La primera prueba a desarrollar sera el analisis de reescalamiento hallando el exponente de Hurst
de la serie junto con su valor esperado y el estadistico V. Para desarrollar este analisis se debe
aplicar un proceso de prewhitening sobre la serie por medio de un filtro AR(1) de forma que se
elimine parte del sesgo causado por las dependencias lineales (Peters 1994). Este analisis se
desarrolla con el fin de detectar persistencia o anti-persistencia en la serie y determinar si existen
ciclos pronunciados en la serie.

Se realizard el analisis de embebimiento de forma que puedan determinarse los pardmetros Tz y
ds del mejor embebimiento posible para la serie. De una buena reconstruccién del espacio de fase
depende en gran parte el desempefio de los algoritmos de analisis posteriores y el prondstico de la
variable. Adicionalmente se mostrara el prondstico desarrollado a partir de la dindmica
reconstruida por medio de un modelo constante local (LCM) y sus resultados se compararan con
los de un modelo ARIMA.

Finalmente elaborara el calculo de invariantes de la serie de tiempo y el analisis por medio de la
metodologia de surrogate data de forma que puedan sacarse conclusiones sobre la serie de la
TRM en cuanto a la presencia de caos determinista o comportamiento no lineal de las series.

6.1 Analisis de la tasa representativa del mercado (TRM)

6.1.1 Los datos.
A continuacién se presenta el andlisis de la tasa representativa del mercado tomada desde el 2 de
diciembre de 1991 hasta el 19 de diciembre de 2009. Se eliminaron los datos replicados en los
fines de semana de forma que solo se consideran los dias bursatiles. Esta serie se dividié en dos
partes, la primera sera utilizada para el desarrollo de todas las pruebas de caracterizacion y
constard de 4000 muestras, la segunda parte serd utilizada para la validacion del modelo de
prondstico y consta de 341 muestras. A continuacion en la figura 9 se muestra la grafica de la serie

de tiempo de la TRM de los datos para el analisis.
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Figura 9: Serie de tiempo de la TRM en dias bursdtiles.

Al calcular los rendimientos logaritmicos se obtiene la figura 10. Claramente se muestra que los
rendimientos logaritmicos presenta el fendmeno de heterocedasticidad. En adelante el analisis se

desarrollara sobre la serie de rendimientos logaritmicos.
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Figura 10: Serie de tiempo de los rendimientos logaritmicos de la TRM en dias bursdtiles.

La tabla muestra los estadisticos basicos calculados sobre la serie de rendimientos logaritmicos de
la TRM, los cuales muestran una desviacién estandar pequeia y una curtosis muy elevada, lo cual
indica una aglomeracién de los datos alrededor de la media. Por otro lado se muestra un valor de
asimetria positivo, lo que indica que la distribucidon de los datos cuenta con una cola mas larga

hacia la derecha.
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Estadistico Valor
Media 2.507 e-4
Desviacion estandar 0.0049
Asimetria 0.8068
Curtosis 25.9272

Tabla 1: Estadisticos bdsicos para los rendimientos logaritmicos de la TRM

La Figura 11 compara el histograma de frecuencias del los rendimientos logaritmicos de la TRM
con la distribucién normal. La diferencia entre las dos funciones de distribucién de probabilidad
(FDP) es mayor en las colas que en valores cercanos a la media, es por esto que el eje vertical (la
Probabilidad) se muestra en escala Logaritmica en vez de escala lineal. Se puede ver como estos
rendimientos presenta un fenédmeno de colas pesadas. Lo que hace que una suposicién de
normalidad sobre los datos no sea muy

10
10 T T T T T T

10° F
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10-20 L

Probabilidad
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10%}- —O— TRM 7
—+*— Normal

10'50 r r r r r r
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acertada. Diferenciales

Figura 11: Comparacion del histograma de rendimientos logaritmicos de la TRM con la distribucion
normal.

Para corroborar los resultados de la Figura 11, se decide realizar la prueba de normalidad de
Kolmogorov — Smirnov en la cual se plantea como hipétesis nula:

Hy: Los datos siguen una distribucion normal

Dando como resultado el rechazo de la hipdtesis nula. Del mismo modo se evalta la prueba de
Jarque — Bera para el cual se tiene la siguiente hipétesis nula:

Hy: Los datos siguen una distribucion normal con desviacion tipica y media desconocidas

En este caso también se obtiene como resultado el rechazo de la Hipdtesis nula.
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6.1.2 Analisis de reescalamiento (R/S)

Para este analisis se aplica el proceso de prewhitening a la serie de retornos logaritmicos de la
TRM por medio de un filtro AR(1) de forma que se elimine parte del sesgo causado por las
dependencias lineales (Peters 1994). El cdlculo del exponente de Hurst resulta de la pendiente de
la gréfica que se muestra en la figura 11 y su ajuste lineal produce el siguiente resultado:
f(x) = 0.6188 * x — 0.1459 y por lo tanto H = 0.6188. El ajuste del valor esperado E{(R/S) es:

f(x) = 05115 x + 0.05079, luego E(R/S) = 0.5115.

2.4 T T T T T
RIS),

..... ERIS),

n

(RIS)

0.4 ' ' '
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

log(n)

Figura 12: Cdlculo del exponente de Hurst. Claramente se observa como los rendimiento
logaritmicos de la TRM presentan un crecimiento mds pronunciado que un proceso aleatorio.

Para hallar que tan significativa es la diferencia del exponente calculado con respecto al valor
esperado se debe calcular cuantas desviaciones estandar constituyen esta diferencia. Calculando
la varianza se tiene que.

Var(hr}=lir=$= 0.00025 (6.1)

Luego, la desviacion estandar es & = +/Var = 0.0158. Haciendo la comparacidn se tiene que:
H=106188 = 05425 = E(R/5) + 258 *¢0 (6.2)

Por lo tanto se puede decir que la serie presenta un comportamiento persistente con una
confianza del 99%, lo cual indica que la serie de rendimientos logaritmicos presenta un fenémeno

de memoria larga.
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Continuando con el analisis se procede a calcular el estadistico IV a partir del calculo del analisis de
reescalamiento. En el resultado presentado en la figura 12, el primer cambio de pendiente
significativo aparece en n = 130, el cual podria utilizarse para el célculo del rezago éptimo de
embebimiento. En cuanto a los demds cambios significativos de pendiente de la grafica se
encuentran en rezagos del orden de los 1300 datos en adelante, lo cual puede reflejar variaciones
debido a ciclos econdmicos que afectan la tasa de cambio a largo plazo.

Hasta este punto se tiene que la serie de los retornos logaritmicos de la TRM presentan un
comportamiento persistente, lo que indica que recorre un rango mas amplio que un movimiento
browniano geométrico, o en otras palabras presenta un comportamiento tipico de series de
tiempo con memoria larga. Ademas el estadistico V refleja cambios de pendiente concentrados en
el largo plazo lo que puede evidenciar influencia de ciclos econémicos en la serie de la TRM.

05 r r r r r
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

log, (")

Figura 13: Estadistico V para la TRM.

6.1.3 Teoria de embebimiento
A continuacién se procede con la reconstruccion de las dindmicas inmersas en la serie de tiempo.
Como se mostrd en capitulos anteriores, para este propdsito se deben calcular dos parametros
especificos, el primero es el rezago dptimo de embebimiento T, y el segundo es la dimensién de

embebimiento d..

Para el calculo del rezago 6ptimo de embebimiento T, se cuenta con varias opciones: puede

seleccionarse como el primer valor cercano a cero en el calculo de la funcién de autocorrelacién,
puede seleccionarse como el primer minimo local de la funcién de informacidon mutua 6 puede
calcularse como una cuarta parte del periodo fundamental de la serie. En este caso, calculando la
funcion de autocorrelaciéon (figura 13) se tiene que su primer valor mas cercano a cero es en
T =4, y calculando la funcién de informacién mutua (figura 14) se tiene que su primer minimo
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local es en T = 4. Como en este caso no se tiene certeza de cudl es el periodo fundamental de la

serie y se cuenta con un resultado redundante en las dos medidas descritas, se selecciona el
rezago optimo como T, = 4.
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Figura 14: Funcion de autocorrelacion para la serie de incrementos logaritmicos de la TRM.
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Figura 15: Funcion de informacion mutua promedio para la serie de incrementos logaritmicos de la
TRM

Ahora, para el calculo de la dimension de embebimiento d se utilizara el algoritmo propuesto por
Cao, el cual utiliza el valor de T, y el método de los falsos vecinos cercanos. La figura 15 muestra la

convergencia del método al valor d, = 7.

2.5 -

151 -

-1

de

Figura 16: Convergencia de la dimensién de embebimiento d; calculado por medio del método de

Cao.

Se debe tener en cuenta que es posible seleccionar una dimension de embebimiento mayor, sin
embargo esto trae dos desventajas: 1) puede ocasionar un incremento computacional en las
herramientas de andlisis que requieran del embebimiento; 2) puede incrementar de manera
innecesaria la complejidad del embebimiento, tratando de modelar dindmicas que puede ser
consideradas como parte ruido (también llamado sobre — ajuste), es decir aumentando la cantidad
de ruido presente en el sistema. Mientras mas sencillo pueda hacerse el embebimiento mejor
(Kantz y Schreiber 2006).

Al tener los parametros del modelo de reconstruccién del espacio de fase estimados se procede a
elaborar dos modelos de prondstico para los retornos logaritmicos de la TRM, por medio de un
Modelo Local de Prediccién Constante (LCM), el cual se describié en la seccidén 3.3 y un modelo de
redes neuronales con estructura de perceptron multicapa el cual sera descrito a continuacioén.

Se ajustéd un modelo de red neuronal en forma de perceptrén multicapa con 20 neuronas en la
Unica capa oculta. La ecuacién (6.3) determina este modelo.

y(k) = BT w; 'Jﬂ'{E?:lﬂfj -x; (k) + b}-} +c (6.3)
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donde y(k) equivale a la variable de salida, el cual se eligi6 como el prondstico del retorno
logaritmico de la TRM; x;{k) son las entradas al modelo en el tiempo k, que en este caso

equivalen a la matriz de rezagos construida a partir de d, y T,; y finalmente w;, a;;, b; y ¢ son los

pardmetros del modelo, los cuales se ajustaron por medio del método de regularizacién bayesiana
del toolbox de redes neuronales de Matlab. La figura 17 muestra la estructura del modelo.

Figura 17: Estructura esquematica del perceptrén multicapa.

Los resultados del modelo LCM fueron contrastados con los resultados de un modelo ARIMA
ajustado con el paquete de software R mediante la funcién autoarima. El resultado del ajuste con
sus parametros se muestra en la tabla 2, donde los parametros obtenidos son de un modelo
ARIMA(1,1,3), cuya estructura esta dada por la ecuacién (6.3):

pli] = arl*p[i — 1] + mal+ ai — 1] + ma2 = a[i — 2] + ma3 «ali — 3] (6.3)

Parametro Valor SE
arl 0.8519 0.0286
mal -1.6673 0.0338
ma2 0.5013 0.0407
ma3 0.1664 0.0156
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Tabla 2: Resultado del ajuste de un modelo ARIMA{1,1,3) para los rendimientos logaritmicos de la

serie de la TRM por medio del paquete estadistico R.

Se utilizaron la medida RMSE para la estimacion de la bondad del prondstico en los retornos
logaritmicos y los estimadores MAPE y RMSE para la estimacion de la desviacién equivalente en la
serie de los precios. El ajuste proporcionado por los modelos descritos anteriormente sobre los
retornos logaritmicos se muestra en la tabla 3, y el ajuste resultante en la serie de tiempo del
precio de la TRM se muestra en la tabla 4.

LCM ARIMA Red Neuronal
RMSE 0.0142 0.0121 0.0121
Tabla 3: Comparacion de resultados pronostico de los residuales de la TRM con los modelos LCM,
ARIMA y una Red Neuronal
LCM ARIMA Red Neuronal
RMSE 31.19 26.47 26.51
MAPE 1.05% 0.90% 0.91%

Tabla 4: Comparacion de resultados pronostico de los precios de la TRM con los modelos LCM,
ARIMA y una Red Neuronal aplicados en los residuales

Si se tiene en cuenta que la variacion diaria promedio de la serie de la TRM es de 20 pesos, vy el
mejor de los prondsticos presenta un error RM5E = 26.47 pesos, se puede concluir que en
realidad ninguno de los modelos es suficiente para generar un prondstico aceptable a un paso.
Claramente el modelo LCM es el que menor desempefio tiene en la captura de la dindmica que
quiere extraerse de los residuales, mientras que el modelo ARIMA(1,1,3) y el modelo de redes
neuronales obtuvieron desempefios similares. Este resultado sugiere que el embebimiento hallado
para la serie de tiempo no captura correctamente la dinamica subyacente de la serie é no fue
correctamente explotado, por lo cual no se producen mejores resultados que una herramienta de
modelamiento lineal como es el modelo ARIMA.

Con los resultados obtenidos hasta el momento no se pueden sacar muchas conclusiones, solo se
tiene que la serie presenta un comportamiento de persistencia que indica la presencia de un
fendmeno de memoria larga, pero este no fue satisfactoriamente capturado y aprovechado para
la elaboracidn de un prondstico por medio de los modelos seleccionados. Debido a esto se
propone a continuacion el cdlculo de algunas cantidades invariantes, las cuales pueden contribuir
con pistas adicionales para la explicaciéon del comportamiento de la serie.

6.1.4 Calculo de invariantes
La caracterizacidn del sistema es de suma importancia para saber el tipo de dindmica es la que
estd intentando modelarse, es por esto que el siguiente paso en el analisis es la estimacion de
invariantes los cuales, segln sus resultados, pueden sugerir la presencia de dinamica no lineal,
comportamiento cadtico e incluso alta presencia de ruido en la trayectoria.

El primer invariante a analizar es maximo exponente de Lyapunov o exponente caracteristico de
Lyapunov. Este fue aproximado mediante la implementacion de las ecuaciones (4.13) y (4,14) para
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una ventana de tiempo variable desde 1 hasta 20 y una dimensidon de embebimiento desde 3
hasta 12. La Figura 18 muestra las lineas correspondientes a cada una de las dimensiones de
embebimiento, siendo la linea inferior la correspondiente a la dimensiéon d; = 3y la linea superior
la correspondiente a d, = 12. Como se sefiald en la seccidn 4, la pendiente de la grafica de L(t)
puede ser una aproximacién para el maximo exponente de Lyapunov, es por esto que se ajusta un
polinomio lineal a cada una de las curvas de L(f} de forma que pueda determinarse una
estimacion de la pendiente. La estimacidn de la pendiente de cada linea junto con los limites de
confianza al 95% se muestran en la tabla 5.

d, Pendiente lel(tgsl(r)}of;rlor lelt(f;g;z))erlor B2

3 0.007681 0.006345 0.009016 0.8903
4 0.008201 0.006546 0.009856 0.8576
5 0.008606 0.006833 0.01038 0.8524
6 0.009646 0.007803 0.01149 0.8704
7 0.009223 0.007723 0.01072 0.9027
8 0.009871 0.008531 0.01121 0.9301
9 0.01025 0.008909 0.01159 0.9346
10 0.01107 0.009764 0.01237 0.9464
11 0.01125 0.009855 0.01264 0.9413
12 0.01139 0.01001 0.01277 0.9437

Tabla 5: Ajustes de las pendientes de L{t) para cada d, desde 3 hasta 12

La tabla muestra el ajuste de los polinomios lineales para cada una de las curvas L{t].
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-0.15 -
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L(t)

-0.25 -
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-0.5
0

Figura 18: Graficas de L(t) para la estimacion del maximo exponente de Lyapunov.
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De la figura 18 y la tabla 5 se puede decir varias cosas. Primero la variacién de la pendiente del
ajuste calculado para cada curva de datos L{t) es muy pequefia, ademas inicialmente se tiene que

todas las pendientes son positivas, luego se podria pensar en un resultado satisfactorio en cuanto
a la estabilidad del invariante frente al cambio en la dimensién de embebimiento.

Sin embargo, por otro lado se debe tener en cuenta que la madxima pendiente calculada de la en
los ajustes lineales es alrededor de 0.011, |o cual no es significativamente diferente a cero. Por lo
cual, a pesar de mostrarse un valor de divergencia exponencial de las trayectorias no es
conveniente concluir positivamente en cuanto a la presencia de caos en la sefal.

El siguiente invariante a analizar es la dimensidn de correlacién. Para su estimacién se
implementaron los algoritmos propuestos por Grassberger y Procaccia, Judd y el algoritmo GKA,
en las 3 estimaciones se utilizaron 19 valores diferentes para d. (desde 2 hasta 20) y el valor

estimado de 7, = 4.

Al observar los resultados de la aplicacién del método de Grassberger Procaccia sobre la serie de la
TRM (mostrados en la figura 19) estos parecen tener un area horizontal coincidente para las
curvas entre los valores 0y 2 en el eje de la abscisa. Si se calcula un promedio de los datos de
todas las curvas alrededor de esta zona “horizontal” se tiene un valor para la dimension de
correlacién de 0.9897 (Figura 20), que en primera instancia se puede pensar satisfactorio debido a
gue es muchisimo menor que la dimensidon de embebimiento, y al ser menor que uno, hace pensar
gue el sistema subyacente estd mas cercano a un mapa discreto que a un sistema continuo.

Sin embargo, este calculo tiene un gran inconveniente, y esta relacionado con que el intervalo de
valores en que se mueven las curvas en el rango es bastante amplio (desde alrededor de —2 hasta

5 en el eje de la ordenada) debido a esto resulta dificil hablar de un valor invariante de la

dimensién de correlacidn.

Adicionalmente, en los resultados de las figuras 19 y 20, los valores de la dimensidén de correlacidn
d . son significativamente menores que la dimension de embebimiento que genera cada una de las

curvas de la figura. De este modo el proceso no intenta llenar el espacio de embebimiento, lo cual
significa que la dinamica predominante de la serie no es estocastica.
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Figura 19: Calculo de la dimension de correlacion por medio del método de Grassberger y Procaccia
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Figura 20: Calculo de la dimensidn de correlacion por medio del método de Grassberger y Procaccia

Los resultados entregados por el método de Judd (figura 21) en realidad no son muy concluyentes,
ya que no es posible encontrar una zona “plana” comun para todas las curvas. Esto solo confirma
el problema hallado por medio del algoritmo de Grassberger — Procaccia con respecto a la amplia

variabilidad de las curvas y la incapacidad para hallar un valor concreto de la dimensién de
correlacién.
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Figura 21: Calculo de la dimensidn de correlacion por medio del método de Judd

Los resultados entregados por el método GKA (figura 22) por su parte, muestran que el valor de la
dimensién de correlaciéon es cercano a 1 para las dimensiones menores que 8, sin embargo
tampoco muestran una regién horizontal en la que pueda deducirse un valor para la dimension de
correlacién d.. En este caso es posible argumentar que a pesar de que la curva de la dimensién de

correlacién es creciente los valores de d. son mucho menores que su respectiva dimensién de

embebimiento, luego la dindmica de la serie no satura el espacio de fase en ningin momento. En
conclusién, aunque el método GKA no converge a un valor invariante para la dimensidn de
correlacién demuestra una vez mas que el origen de la series no es un proceso aleatorio,

Adicionalmente, el calculo de la entropia, que es el tercer invariante definido en el capitulo 4, se
realiza por medio del método GKA y se muestra también en la figura 22. El resultado muestra una
curva con valores negativos, lo que claramente indica una falla en la convergencia del algoritmo
para el calculo de esta cantidad, ya que el valor minimo de esta cantidad es cero.
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Figura 22: Cdlculo de la dimension de correlacidn, la entropia de la informacion y el nivel de ruido

10

del sistema por medio del algoritmo GKA

Finalmente se tiene el calculo del nivel de ruido en la serie, éste disminuye con el aumento de la
dimensién de embebimiento como puede observarse en la figura 22. Esto puede ser debido a que
al incrementar la dimension de embebimiento el modelo intenta replicar parte de las dinamicas de
la serie que en dimensiones menores se consideran ruido. El incremento desmedido de la

11

dimensién de embebimiento puede ocasionar fendmenos de sobre-ajuste.

El dltimo de los invariantes que queda por calcular es la entropia, ya que su estimacion mediante
el método GKA no fue posible. Es por esto que se calcula de nuevo mediante el método de
Shannon. Este ultimo método arrojé los resultados que se muestran en la figura 23. Como se
puede observar, al comparar la entropia de la TRM con la de un proceso aleatorio y con un
proceso totalmente determinista, como es la funcién seno, no existe mayor diferencia entre la

entropia de la TRM y la del proceso aleatorio.
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Figura 23: Cdlculo de la dimension de la entropia de la informacion por medio del método de
Shannon

Cabe anotar que dentro del cdlculo de invariantes, el error de prediccion no lineal (NLPE)
propuesto por (Small 2005) como célculo alternativo al maximo exponente de Lyapunov depende
principalmente del modelo seleccionado para el ajuste de las dindmicas del sistema subyacente.
De esta forma y sabiendo que la dimensiéon de embebimiento deberia tener un valor minimo que a
la vez garantice el despliegue efectivo del atractor, se puede plantear la posibilidad de utilizar la
estimacion de este error en la eleccién de los pardmetros de embebimiento para la reconstruccion
del espacio de fase del sistema, de forma que el valor del NLPE sea minimo.

Calculando una matriz cuyas entradas son los resultados del NLPE para determinados valores de
d. y Tz se puede elaborar el gréfico de contorno mostrado en la figura 24. Este diagrama puede
ser de gran utilidad, al menos en la seleccion de valores pequefios de d,, ya que aunque la grafica
da a entender que mientras mas grande sea el valor de la dimensidn mas bajo serd el NLPE. Es
posible que esta ultima afirmacidn sea cierta, pero es debido a que en dimensiones tan altas existe
el riesgo de sobre-ajustar los datos y de esta forma el modelo intentara ajustar componentes que
pueden ser consideradas como ruido.
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6.1.5 Analisis Lineal por medio de Surrogate Data
Construyendo los conjuntos de surrogate data a partir de la serie original de la TRM y con los tres
algoritmos introducidos por Theiler sobre el andlisis lineal con surrogate data, se puede proceder a
aplicar las pruebas de hipétesis de Kolmogorov — Smirnov y la prueba de hipétesis ¥ de Pearson

para la bondad de ajuste entre distribuciones. La medida seleccionada para el andlisis es la
distribucién de las distancias entre puntos usada para el célculo de la dimension de correlacion d..

Los resultados de las pruebas de hipdtesis se muestran a continuacion.
Prueba de Kolmogorov - Smirnov.
Algoritmo 0:

Hy=Los datos son independientes e idénticamente distribuidos (iid).
Resultado: Hy no puede ser rechazada.

Algoritmo 1:

Hg=Los datos corresponden a un ruido linealmente filtrado, (un proceso ARMA)..
Resultado: Hy no puede ser rechazada.

Algoritmo 2:

Hy=Los datos corresponden a una observacion no lineal de un ruido linealmente filtrado.

Resultado: Hy no puede ser rechazada.
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Prueba ¥° de Pearson.
Algoritmo 0:

Hy= No hay diferencia significativa entre las frecuencias de una distribucién iid y las frecuencias

de la distancia entre puntos calculada sobre la TRM.

Resultado: Hy se rechaza.

Algoritmo 1:

Hy= No hay diferencia significativa entre las frecuencias de la distribucion de un ruido linealmente

filtrado (un proceso ARMA) y las frecuencias de la distancia entre puntos calculada sobre la TRM.

Resultado: Hy se rechaza.

Algoritmo 2:

Hy= hay diferencia significativa entre las frecuencias de la distribucion de una observacion no

lineal de un ruido linealmente filtrado y las frecuencias de la distancia entre puntos calculada
sobre la TRM.

Resultado: Hy se rechaza.

Dos situaciones pueden presentarse: 1) los datos tienen una gran componente estocastica en sus
dindmicas, lo cual causa la inhabilidad para rechazar la hipétesis nula en la prueba de Kolmogorov
— Smirnov; 6 2) los datos de hecho son el resultado de un sistema dindmico de dimensién muy
alta, el cual no es lineal.

Por otro lado puede afirmarse que la serie de tiempo no es un proceso aleatorio, prueba de ello es
la persistencia encontrada en el andlisis de reescalamiento y el resultado del exponente de Hurst
tipicos de un proceso de memoria larga.

Si las dindmicas de la serie de la TRM partieran de un proceso ARMA, el sesgo causado por sus
componentes autorregresivas y de media modvil se eliminaria en gran parte con el ajuste del
modelo AR(1), y es muy probable que en este caso el exponente de Hurst mostrara

comportamiento aleatorio o incluso antipersistente (Peters 1994).
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Conclusiones y discusion

Se realizd una revisién rigurosa de algunas herramientas usadas, a nivel mundial, para el andlisis
no lineal de series de tiempo en diferentes campos de la ingenieria y la fisica que han sido
aplicadas recientemente al modelamiento financiero. Ademads se mostré un caso de aplicacién de
relevancia para el entorno colombiano como es el andlisis de la serie de tiempo de la tasa
representativa del mercado (TRM). Estas herramientas pueden ayudar a obtener una mejor
interpretacién y conocimiento de las dindmicas que gobiernan los movimientos erraticos
presentes en series de tiempo en diversos campos de aplicacion.

En el caso del analisis por medio del rango reescalado (R /%), muestra que el comportamiento de
los rendimientos logaritmicos filtrados por medio de un proceso AR({1) de la serie de tiempo de la

TRM son persistentes con un alto grado de confianza, lo que quiere decir que la serie de datos
presenta fendmenos de memoria en diferentes escalas de tiempo, especialmente de memoria
larga. Esto es tipico de las series de tiempo que presentan interdependencia no lineal o incluso
cadtica en su evolucidn. Este resultado alienta el desarrollo del andlisis posterior.

A pesar de los resultados de las técnicas de andlisis usadas (exponente de Hurst, funciéon de
informacién mutua, estimacién del méaximo exponente de Lyapunov, prueba yZ para el andlisis de
surrogate data) que sugieren la existencia de un tipo de dindmica que genera un efecto de
memoria larga y, de la posibilidad de construir una emulacién del espacio de fase del sistema
dindmico de la TRM por medio de la teoria de embebimiento, la reconstruccién del espacio de
fase no captura satisfactoriamente esta dindmica como se muestra en los resultados obtenidos a
partir de los modelos de prondstico y en el analisis de su espacio de fase por medio de la
dimensién de correlacion y la entropia de la informacion.

Se implementaron dos modelos de prondstico a partir del embebimiento construido para la serie
de la TRM. El primero fue modelo local constante (LCM) el cual se ajusta por medio de una
regresion de minimos cuadrados sobre los datos dispuestos en forma de matriz, donde cada fila
constituye una dimension del espacio de fase ajustado a la serie. El segundo modelo fue un
perceptron multicapa entrenado por medio de un algoritmo de regularizacion bayesiana donde las
entradas al modelo son los rezagos del espacio de fase d. — dimensional. Finalmente los

resultados obtenidos de estos modelos fueron contrastados con el prondstico por medio de un
modelo ARIMA(1,1,3). De los resultados obtenidos puede concluirse que ninguno de los métodos

de prondsticos implementados sobre la TRM captura satisfactoriamente la informacién de esta
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estructura ya que el error EMSE que producen en el prondstico a un paso es mayor que la

variacion diaria promedio de la variable.

Se presentd un posible uso del cdlculo del error no lineal de pronéstico en la eleccidn de los
parametros dz y T, para la reconstruccion del espacio de fase del sistema. Esto teniendo en cuenta

qgue para valores muy altos de la dimensién de embebimiento es posible que se presenten
fendmenos de sobre-ajuste en el modelamiento de las dinamicas subyacentes que gobiernan el
sistema, incluyendo posiblemente dindmicas estocasticas.

Por otro lado el cdlculo de invariantes mostrd resultados poco concluyentes sobre la presencia de
caos determinista en las dindmicas de la serie de la TRM. Es posible que los datos presenten una
gran cantidad de ruido, lo cual causa el fallo en la convergencia de los algoritmos a la hora de
calcular la dimensidn de correlacién, la entropia de la informacién y la incapacidad de rechazar la
hipdtesis nula en la prueba de Kolmogorov-Smirnov. A pesar de esto, la prueba y* de Pearson
rechazé las hipdtesis de que las distribuciones de las distancias entre puntos no tuvieran diferencia
con una distribucién de un proceso iid, una distribucidon de un proceso ARMA, y una distribucion
de observaciones no lineales de un proceso ARMA, es decir, los datos no proviene de un proceso
lineal.

Como se dijo al inicio del trabajo, este introdujo algunas herramientas usadas para el analisis de no
linealidad en series de tiempo. Sin embargo resultaba casi que imposible cubrir toda la variedad de
herramientas desarrolladas alrededor de este tema. Es por esto que se propone como trabajo
futuro el andlisis de la serie de la TRM por medio de herramientas derivadas de la estadistica
fractal, como puede ser el analisis de ruido coloreado para una caracterizacion de la serie, y el
ajuste de un proceso AFRIMA ¢ de una distribucién de Levy, los cuales pueden replicar fendmenos
de memoria larga.

Es probable que las herramientas propuestas como trabajos futuros presenten mejores
resultados, debido a que los indicios recopilados en este trabajo indican que la TRM no estd
contaminada por una fuerte componente estocastica, sino que en realidad se comporta como un
ruido fractal persistente ( (Peters 1994) lo llama Black Noise) de alta dimension en vez de un
sistema dindmico determinista en régimen cadtico que pueda representarse en un espacio de fase
de baja dimensién. Esto podria explicar la falla de las herramientas que dependen de la
reconstruccion del espacio de fase, como son el método de Judd y GKA para la estimacion de la
dimension de correlacion y la entropia de la informacién, ademas de los algoritmos de prondstico
como son el modelo local constante LCM y las redes neuronales.

Por otro lado, la convergencia del método de Cao y de la funcién de informacién mutua para la
asignacion de los valores d; y T seleccionados es también posible en el caso de que la sefial sea

un ruido fractal, ya que estas pueden ajustar componentes de baja dimensidon presentes en la
serie, pero que tal vez no son las mas relevantes.
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