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INTRODUCCION. MOTIVACION Y OBJETIVOS

INTRODUCCION. MOTIVACION Y OBJETIVOS

El método de los elementos finitos (MEF) es una técnica numérica general para la
resolucion de problemas que involucran ecuaciones en derivadas parciales (EDP). Se propuso
por primera vez en los afios cuarenta y fue puesto en practica en la década siguiente en el
disefio aeronautico. Desde entonces el método se ha desarrollado y aplicado extensamente en
muchos otros campos, entre ellos el electromagnetismo. Actualmente se considera un método
general aplicable a la mayoria de los problemas matematicos y de ingenieria.

El método esta basado en la division del dominio continuo sobre el que se quiere
estudiar el problema en varios subdominios en los que la funcidén incognita (la solucion del
problema) es suma de funciones de interpolacion simples con coeficientes desconocidos. Asi, el
problema original con infinitos grados de libertad se transforma en un problema con un niimero
finito de éstos, es decir, la solucion del problema sobre todo el dominio se aproxima a partir de
un numero finito de coeficientes desconocidos. Con esta filosofia, y aplicando el método
variacional de Ritz o el método de Galerkin, se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas
que, una vez resuelto, proporciona la solucion del problema. Todo este proceso se puede dividir
en las siguientes fases:

1. Discretizacion del dominio.

2. Eleccion de las funciones de interpolacion.

3. Formulacion del sistema de ecuaciones.

4. Resolucion del sistema de ecuaciones.

5. Postproceso.

La aplicacion del MEF al electromagnetismo se inicié en la década de los 60 con el
analisis de guias de onda homogéneas de seccion arbitraria, donde la ecuacion a resolver es la
escalar de Helmholtz. La extension del MEF a estructuras mas complejas (inhomogéneas,
anisotropas) requirié el planteamiento de la ecuacion de onda vectorial. Esta generalizacion a
ecuaciones vectoriales dio origen a problemas que no aparecian en las formulaciones escalares
anteriores. En los ultimos afios se han desarrollado funciones de interpolacion vectoriales que
consiguen eliminar estos problemas [Sun95], [Bal96], [Jin93].

La discretizacion del dominio en que tiene lugar el fendmeno bajo estudio es la primera
y, tal vez, mas importante fase del proceso, pues de ella dependen los recursos de memoria
necesarios, la velocidad de generacion de la solucion y la exactitud de los resultados numéricos
obtenidos. En ella, el dominio se divide en pequefios subdominios llamados elementos. La
geometria de éstos depende del nimero de dimensiones sobre las que estemos trabajando y de
las caracteristicas del problema:

¢ Problemas unidimensionales: segmentos de la linea que forma el dominio.

e Problemas bidimensionales: tridngulos y cuadrilateros. Los cuadrilateros, l6gicamente, se
ajustan mejor a dominios cuadrilateros, mientras que los triangulos se suelen utilizar para
dominios con una geometria mas compleja. De hecho, cualquier dominio puede ser
discretizado exclusivamente con triangulos, y no asi con cuadrilateros.
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e Problemas tridimensionales: tetraedros, pentaedros y hexaedros. Analogamente al caso
bidimensional, los tetraedros son los elementos mas simples y siempre se ajustan a
geometrias arbitrarias.

La investigacion de sistemas de generacion de mallas aplicables al MEF es bastante
reciente. Esto, unido a la dificultad de encontrar un método que compagine un bajo coste
computacional (tiempo y recursos), una aceptable calidad de la malla, la posibilidad de
controlar algunas caracteristicas de ésta (como la distribucion de los nodos) y la capacidad de
discretizar dominios con geometria compleja, ha hecho que, aunque la bibliografia sobre el
tema es extensa, en la actualidad no exista un método que destaque claramente sobre los demas.
Técnicas muy generales, capaces de generar mallas en geometrias complejas, como las de
frente de avance o las de Delaunay-Voronoi, presentan un coste computacional elevado. Por
contra, los métodos algebraicos generan la malla a una gran velocidad, pero son incapaces de
mallar geometrias de cierta complejidad. La geometria del dominio, el coste computacional y la
capacidad de control que queramos tener sobre la malla sera lo que nos haga decantarnos por
unos u otros métodos.

La primera parte de esta tesis, desarrollada en los capitulos 1, 2, 3 y 4, esta dedicada al
disefio de nuevos métodos de mallado bidimensional, superficial y volumétrico que sigan estas
premisas. Aunque esos métodos han sido desarrollados en el contexto del analisis de guiado de
ondas y el disefio de cavidades resonantes de microondas, su aplicacion puede abarcar cualquier
campo de la fisica, pues la fase de discretizacion del MEF presenta una clara independencia del
problema tratado.

En el primer capitulo de la tesis se realiza un somero repaso del estado actual de la
metodologia de mallado en dos y tres dimensiones.

En el segundo capitulo se presenta un nuevo método de mallado bidimensional en el
que se combinan técnicas multibloque, algebraicas y de frente de avance para conseguir un
preprocesador con tres caracteristicas fundamentales:

e Generalidad de la geometria a mallar.

¢ Bajo coste computacional.

¢ Calidad de la malla generada.

En el capitulo 3 se presentan los métodos desarrollados para la discretizacion de
distintas superficies tridimensionales, todos ellos basados en el método bidimensional descrito
en el capitulo 2.

Los métodos de mallado tridimensional presentan, evidentemente, una complejidad
mucho mayor que los bidimensionales. No es trivial una generalizacion de las rutinas de
discretizacion disefiadas para dos dimensiones a tres y, por ello, se ha optado por desarrollar un
método de mallado volumétrico basado en la técnica general de frente de avance, que se
presenta en el capitulo 4.

Independientemente del método de mallado utilizado, en la fase de discretizacion del
MEF surge también la dificultad de distribuir los grados de libertad a lo largo del dominio del
problema de modo que éstos se concentren en aquellas zonas donde el campo eléctrico presente
unas variaciones mas abruptas. La mejor distribucion serd aquélla que proporcione la solucion
mas exacta con el menor nimero de incognitas. Una forma de conseguir una buena distribucion
es utilizar un esquema adaptativo, esto es, generar una malla inicial con pocos elementos,
resolver el problema con esta discretizacion, estimar el error cometido en el calculo de la
solucion, afiadir incognitas en las regiones donde el error sea mayor y resolver de nuevo sobre
la nueva malla. Este proceso se aplica iterativamente hasta obtener la precision deseada o
alcanzar un nimero de grados de libertad aceptable para el problema dado.
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Este enfoque de resolucion del problema requiere, ademads de las herramientas del MEF
clasico, el desarrollo de estimadores o indicadores de error que detecten las zonas donde el
error de modelado debido a la insuficiente discretizacion del medio continuo es mas elevado, y
el disefo de estrategias de refinamiento o enriquecimiento de esas zonas. Fundamentalmente
existen tres tipos de refinamiento en los que se aumenta el nimero de incdgnitas del problema:

e Tipo h: se modifica el tamafio de los elementos de la malla, es decir, se crean nuevos
elementos alli donde el error es mayor.

e Tipo p: se modifica el orden del polinomio de la funcion de interpolacion de los elementos.

e Tipo hp: es un enfoque hibrido que combina las estrategias / y p.

Cualquiera que sea el tipo de adaptacion escogido, el MEF adaptativo presenta dos
ventajas fundamentales frente a la version clasica del método:

e Mejora en eficiencia al optimizar la distribucion de las incognitas en la malla, de modo
que el numero de elementos final del problema sea el minimo requerido para obtener la
exactitud deseada. Esta disminucion en el numero de incognitas del sistema supone un coste
computacional menor.

e Comodidad en la introduccion de datos, al no ser necesaria la definicion de la malla o,
mejor dicho, la discretizacion del contorno que la genera. En la version adaptativa del MEF
solo es necesaria la generacion de una malla inicial con pocos elementos. El algoritmo de
adaptacion se encarga de generar la malla 6ptima.

La segunda parte de esta tesis, presentada en el capitulo 5, esta dedicada al estudio de
este tipo de métodos. En ella se describen los distintos indicadores de error y estrategias de
refinamiento /4 desarrolladas, y se presentan y analizan los resultados obtenidos con ellos en
distintas estructuras de guiado de ondas.

En el capitulo 6 se presentan las conclusiones finales del trabajo realizado, asi como las
lineas futuras de trabajo que esta tesis abre.

Esta memoria se completa con seis apéndices. En el primero de ellos se presenta la
nomenclatura relacionada con la metodologia de generacién de mallas, asi como las estructuras
de datos utilizadas en la implementacion de los distintos métodos de discretizacion
desarrollados.

El apéndice 2 describe los métodos de mallado unidimensional desarrollados. Estos
métodos son ttiles tanto para la discretizacion de problemas unidimensionales como para la
division del contorno lineal en problemas en dos y tres dimensiones. La discretizacion de
dominios unidimensionales es un tema de investigaciéon superado y que no plantea excesivas
dificultades. Sin embargo, se ha afiadido como apéndice para dotar al texto de una vision
completa de las técnicas de discretizacion.

Los apéndices 3 y 4 describen, respectivamente, la aplicacion del MEF a problemas
cerrados de guiado de ondas y cavidades resonantes, y las funciones de interpolacion utilizadas
en la resolucion de problemas en dos y tres dimensiones. Las expresiones de estas funciones de
interpolacion son necesarias en el desarrollo de los distintos indicadores de error descritos en el
capitulo 5.

En el apéndice 5 se describe brevemente el programa de modelado de geometria y
generacion de malla desarrollado durante la realizacion de la tesis y que utiliza los distintos
métodos disefiados en ella.

El apéndice 6 es una enumeracion, en orden cronoldgico, de las publicaciones
cientificas en congresos nacionales, internacionales y revistas internacionales que ha generado
esta tesis.
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Capitulo 1.
METODOLOGIA DE GENERACION DE MALLAS

En este primer capitulo se hace un repaso de las técnicas de discretizacion mas
utilizadas en la actualidad. Se ha creido conveniente, dadas las analogias que presentan entre si
los métodos de mallado bidimensional, superficial y volumétrico, unificar en este apartado el
estado actual de estas técnicas, tanto en dominios bidimensionales como tridimensionales, en
lugar de distribuir esta descripcion a lo largo de la tesis (capitulos 2, 3 y 4).

Varios autores [Tha80], [Kik86], [Ho88], [She88], [Geo91], [Tho92], [Lo6h97],
[Owe98a] han realizado clasificaciones de los distintos métodos empleados en la generacion de
mallas. En la mayoria de estas referencias se establece como primer criterio de clasificacion el
tipo de malla creada y, en segundo lugar, el modo en que se genera y el tipo de elementos
utilizados. Siguiendo estas pautas, las distintas técnicas de discretizacion bi- o tridimensional se
pueden dividir en:

e Métodos de generacion de malla estructurada:
e Algebraicos.
¢ Basados en EDPs.
¢ Superposicion-deformacion de reticula.
¢ Crecimiento estructurado.
e Métodos de generacion de malla no estructurada:

e Insercion de nodos y posterior conexion: Delaunay.

e Generacion simultanea de nodos y conectividad: Frente de avance.
e Métodos Multibloque

1.1. Mallas Estructuradas

Por malla estructurada se entiende toda discretizacion cuya conectividad sigue un
patron reticular. Por esta razon, en este tipo de mallas se utilizan fundamentalmente elementos
cuadrilateros (2D), o hexaédricos (3D), aunque a partir de ellos, como se vera posteriormente,
se pueden generar tridngulos y tetraedros, respectivamente. La creacion de esta reticula impone
unas fuertes condiciones sobre el contorno del dominio, por lo que en muchos casos este tipo de
discretizacion no es realizable o, siéndolo, presenta una baja calidad.

1.1.1. Métodos Algebraicos

Dado que en la generacion de mallas estructuradas la conectividad es conocida de
antemano, los métodos tienen como objetivo primordial el calculo de la posicion de los nodos
que forman la reticula, de modo que los elementos resultantes presenten unas determinadas
caracteristicas de tamafo y regularidad. Las técnicas mas sencillas y, por tanto, mas rapidas en
el calculo de estas coordenadas nodales son las denominadas algebraicas, entre las que
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destacan, fundamentalmente, las de transformacion en geometrias candnicas o “mapping” y las
de interpolacion transfinita. En las primeras, se transforma el dominio original, esto es, su
contorno discretizado, en un dominio canénico como, por ejemplo, un rectangulo. Sobre él se
genera la reticula y los nodos de ésta vuelven a ser transportados al dominio real mediante una
transformacion inversa a la previamente realizada. En el segundo caso se desarrollan funciones
de interpolacion entre los lados del dominio de modo que la generacion de los nodos internos
viene determinada por la posicion de los nodos del contorno. Estas técnicas generalmente se
aplican sobre geometrias cuadrilateras [Zie71], [Gor73], [Hab81] o hexaédricas [Coo74],
[Co082], aunque en ocasiones también han sido aplicadas en dominios triangulares [Bar73],
[Hab81], tetraédricos o pentaédricos [Per98], donde se generan, respectivamente, elementos
triangulares, tetraédricos o pentaédricos. En la figura 1.1 se presentan algunos ejemplos de este
tipo de discretizacion.

Figura 1.1. Mallas generadas mediante métodos algebraicos

1.1.2. Métodos basados en EDPs

Con el objeto de conseguir una mayor regularidad de los elementos, caracteristicas de
ortogonalidad entre las aristas con nodos comunes y un mayor control de la densidad de la
malla, se han desarrollado técnicas de mallado estructurado basadas en la resolucién de EDPs,
utilizando como condicion de contorno la geometria del contorno del dominio que se pretende
discretizar. Estos técnicas pueden ser consideradas como métodos algebraicos donde las
coordenadas de los nodos interiores vienen determinadas por la resolucion de estas EDPs, que
relacionan las coordenadas del dominio real (x,y) con las del dominio canoénico (&,7) o
coordenadas naturales. El objetivo final consiste en obtener las funciones que relacionan x e y
con £y n, por lo que es necesario invertir el sistema y resolver las EDPs acopladas resultantes
mediante algiin método iterativo. Esta resolucion implica un alto coste computacional frente a
los métodos algebraicos.

El tipo de ecuacion o ecuaciones diferenciales empleadas influye directamente en la
malla generada. Asi, si inicamente se pretende obtener una malla con una buena regularidad se
emplea la ecuacion de Laplace; si se quieren obtener discretizaciones con densidad de mallado
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variable, de modo que exista una mayor concentracion de elementos alrededor de una zona
determinada, se puede utilizar la ecuacion de Poisson:

2 2
%+¥:P

ox~ dy (L
9°n  9'n '
- - =

oax? oy’ ©

donde Py Q controlan la distribucion de los nodos en la malla de la siguiente forma:
e P>0: los nodos son atraidos hacia la derecha.
e P<0: los nodos son atraidos hacia la izquierda.
e 0>0: los nodos son atraidos hacia arriba.
e 0<0: los nodos son atraidos hacia abajo.

Cuando el dominio del problema viene definido por dos curvas cerradas (2D) o dos
superficies cerradas (3D), encontrandose una de ellas en el infinito, es decir, en el caso de
sistemas abiertos, es recomendable la utilizacion de sistemas hiperbdlicos, pues presentan un
menor coste computacional que los elipticos.

En la bibliografia se pueden encontrar distintas implementaciones de estas técnicas. En
[Mar98], [Nie98], [Pip98] se analizan métodos elipticos basados en la ecuacion de Poisson. En
[Jia98], [Che98] se combina la generacion hiperbolica de la malla con el suavizado de ésta
mediante un método eliptico en dos dimensiones y en superficies tridimensionales,
respectivamente. En [Ecc98] se combinan métodos algebraicos y elipticos en superficies.

En la figura 1.2 se muestran algunas mallas obtenidas con este tipo de métodos. Un
analisis mas detallado de ellos se puede encontrar en [Tho85], [Geo91].

a) b) ©)
1.2. Mallas bidimensionales generadas mediante la resolucion de EDPs: a) Laplace, b) Poisson,
¢) hiperbdlico

1.1.3. Métodos de Superposicion-Deformacion de Reticula

Estos métodos generan la malla a partir de una reticula cuadrada, como la mostrada en
la figura 1.3a, o cubica que contiene al dominio del problema, mediante las siguientes etapas:
1. Eliminacion de los cuadrados (2D) o cubos (3D) que no intersecten el dominio (figura
1.3b).
2. Procesamiento de los cuadrados o cubos que son intersectados parcialmente por el
contorno del dominio. Si este procesado no se produce, el ajuste al contorno es muy
deficiente, por lo que resulta mas apropiado para métodos de diferencias finitas [Wit96]




METODOLOGIA DE GENERACION DE MALLAS

que para el MEF. Generalmente, para mejorarlo se modifican los cuadrados o cubos de
forma que se ajusten perfectamente al contorno [Yer84], [Yek95] (figura 1.4a), o bien se
utiliza una reticula jerarquica no conforme (en la terminologia inglesa “quadtree” (2D) u
“octree” (3D)), como muestra la figura 1.4b.
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Figura 1.3. Superposicion de reticula: a) reticula inicial, b) interseccion con el dominio
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Figura 1.4. Ajuste al contorno: a) deformacion de cuadrados, b) reticula jerarquica

Aunque existen programas comerciales que no realizan ajuste al contorno, como el
generador de malla del simulador electromagnético MAFIA de la empresa CST, la practica
habitual es la generacion de una reticula jerdrquica ajustada al contorno. Esta puede ser la malla
final que utilice el MEF, pero dadas las dificultades que plantea su no conformidad, lo habitual
es utilizarla como malla de referencia del tamafio del elemento en métodos de generacion de
malla no estructurada [Bae87], [Sch90], [She85], [She86].

1.1.4. Métodos de Crecimiento Estructurado

Con este nombre se ha pretendido designar aquellos métodos que en la bibliografia se
denominan de “extrusion”o “sweeping”. Se ha afiadido el adjetivo estructurado para evitar la
posible confusion con los métodos de frente de avance que se describen posteriormente. Estos
son métodos de discretizacion volumétrica indicados para geometrias que se desarrollan a partir
de la traslacion de una superficie base. Este es el caso, por ejemplo, de los volumenes
cilindricos o toroidales. El método consiste fundamentalmente en la repeticion de la malla
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superficial de la base, que puede ser estructurada o no, a lo largo del dominio del problema.
Segun este planteamiento, Unicamente se puede hablar de malla estructurada en la direccion de
crecimiento de la geometria tridimensional. Las restricciones que esta técnica plantea, si se
parte de la discretizacion previa del contorno, son fundamentalmente dos:

e La conectividad de las mallas bidimensionales de las dos superficies basicas debe ser la

misma.
e [.a malla de las superficies laterales debe ser estructurada.
En la figura 1.5 se muestran dos ejemplos de este tipo de mallado partiendo de mallas

bidimensionales cuadrilateras no estructuradas. Se pueden encontrar distintas implementaciones
de esta técnica en [Yam96], [Sta98], [Knu98a].
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Figura 1.5. Mallas hexaédricas de crecimiento estructurado

1.2. Mallas No Estructuradas

Las mallas no estructuradas, al contrario que las estructuradas, no presentan un patroén
de conectividad predeterminado, pues ésta viene determinada por el contorno del problema, la
situacion de los nodos interiores y el método de discretizacion utilizado. Consustancial a este
tipo de discretizacion es el elemento triangular (2D) o el tetraédrico (3D), aunque en los
ultimos afios se han desarrollado técnicas de generacion de malla no estructurada cuadrilatera o
hexaédrica. Esta libertad en la conectividad hace posible la discretizacion de cualquier dominio
a partir de una discretizacion del contorno arbitraria. Son, por tanto, de aplicacion més general
que las estructuradas, pero esto repercute en un mayor coste computacional. Aunque existe una
gran diversidad en los métodos de generacion de este tipo de discretizaciones, los mas
empleados en la practica se pueden dividir entre aquéllos que parten de una distribucion
determinada de nodos y unicamente se ocupan de obtener una conectividad adecuada, y
aquellos otros en los que nodos, aristas y elementos (en el caso bidimensional) o nodos, aristas,
caras y elementos (en el caso tridimensional) se generan conforme la malla va creciendo. En el
primer caso, se busca una conexion Optima de modo que los elementos presenten una buena
relacion de aspecto; esta triangulacion Optima estd garantizada si se emplea el método de
Delaunay-Voronoi. En el segundo caso, estos mismos criterios de regularidad son los que
marcan la posicion mas adecuada para el nuevo nodo generado y su conexion con el resto de la
malla. La familia de técnicas que sigue esta ultima metodologia se denomina métodos de frente
de avance, pues en ellos la malla se genera iterativamente desde un frente inicial, que coincide
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con el contorno del problema y que se va modificando conforme el proceso avanza, hasta que el
dominio queda completamente mallado, momento en el que el frente queda vacio. A
continuacion se describen con mayor detalle estas dos técnicas.

1.2.1. Métodos de Delaunay-Voronoi

La triangulacion de Delaunay fue una de las primeras técnicas de discretizacion
triangular utilizadas. En 1855 Dirichlet propuso un método con el que, dado un conjunto de
puntos P;, se puede definir un conjunto de regiones poligonales (2D) o poliédricas (3D) V;
asociadas a cada punto, de modo que cualquier punto de la regioén V; se encuentra mas cercano
al punto P; que a cualquiera del resto. Es decir:

vo=lpilo-pl<|p-pl} ¥i=i (12)

Cada unas de estas regiones se denomina region de Voronoi y el conjunto de ellas es un
mosaico de Dirichlet o diagrama de Voronoi [Aur91]. A partir de su definicion resulta evidente
que cada lado (o cara) de estas regiones poligonales (o poliédricas) se encuentra equidistante de
los dos puntos que separa. La union de todos estos puntos por pares genera otra discretizacion
del dominio, conocida como triangulaciéon de Delaunay, que posee una caracteristica muy
interesante para la generacion de mallas: la regularidad de angulos en los triangulos generados
es maxima. Es decir, dado un conjunto de nodos, el método de Delaunay garantiza una
triangulacion oOptima. Sin embargo, en el caso volumétrico, esta triangulaciéon Optima no
garantiza que los tetraedros generados sean optimos, por lo que, en general, tras la generacion
de la malla son necesarias técnicas de deteccion y correccion de tetraedros defectuosos.

La generacion de este tipo de discretizacion consiste en un método sistematico dividido
en las siguientes etapas:

1. En caso de que el dominio del problema no sea convexo, definicion de un dominio
convexo que incluya al dominio que se pretende discretizar y generacion de su
triangulacion. La forma mas sencilla de hacer esto es mediante la especificacion de 4
puntos que formen un cuadrado en el caso bidimensional u 8 puntos que formen un cubo
en el caso volumétrico.

2. Introduccion de un nuevo nodo del dominio.

3. Determinaciéon de los elementos cuyas circunferencias circunscritas (o esferas
circunscritas) contienen al nuevo nodo. Estos elementos deben ser eliminados, asi como
sus aristas (y caras) comunes.

4. Determinacion de los nodos pertenecientes a esos elementos.

5. Determinacion de las aristas (o caras) exteriores de los elementos eliminados, es decir, del
hueco que resulta tras la eliminacion de los elementos anteriores.

6. Generacion de nuevos elementos mediante la union de las aristas (o caras) detectadas en
el punto 5 con el nuevo nodo.

7. Repeticion de la secuencia desde el punto 2 hasta que todos los nodos hayan sido
introducidos. La figura 1.6 muestra un ejemplo de la aplicacion de estas 5 etapas en un
dominio bidimensional.

8. Eliminacién de las aristas y elementos (2D) o aristas, caras y elementos (3D) que no
pertenezcan al dominio.

10
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Figura 1.6. Triangulacion de Delaunay: a) insercion de nodo, b) deteccion y eliminacion de
elementos, ¢) triangulacion local

Como se ha comentado anteriormente, este algoritmo genera unicamente la
conectividad, asumiendo conocidas las posiciones de los nodos de la malla. El calculo de estas
posiciones se realiza generalmente a partir de una malla de referencia, una funcidén de densidad
de malla [Alf96], [Che96], [Owe97], [Cun97], [Geo98] o en el contexto de un procedimiento
adaptativo [Bor97] como los que se describen en el capitulo 5 de esta tesis. En este ultimo caso,
los nuevos nodos se generan en aquellos elementos que presenten un elevado error. Asimismo,
si se parte de una discretizacion inicial del contorno y éste no es convexo, ésta puede verse
modificada en el proceso de insercion de nodos. Esta es una de las principales desventajas de la
triangulacion de Delaunay, pues dificulta la utilizacion de una metodologia multibloque, que
mas adelante es comentada, ya que esta técnica requiere una misma discretizacion en las
interfaces de los distintos bloques que forman el dominio. Existen variantes de la triangulacion
de Delaunay que fuerzan a mantener la discretizacion del contorno o bien la restauran tras
aplicar el procedimiento general, tanto en discretizaciones bidimensionales [Loz93] como
volumétricas [Kry98], [Bak98], [Lea98a]. Estas técnicas son conocidas como Delaunay
restringidas y, en general, no garantizan la generacion de una malla 6ptima en el sentido
anteriormente comentado.

En la figura 1.7. se muestra la evolucion de una triangulacion Delaunay bidimensional
conforme los nodos son introducidos.
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Figura 1.7. Evolucion de una triangulacion de Delaunay bidimensional

El coste computacional de este tipo de técnicas, segun [L6h97], es O(nlog(n)), donde n

es el numero de elementos, aunque otros autores han obtenido comportamientos lineales
[Ge092], [Kar97], este ultimo mediante el uso de estructuras de datos arboreas que facilitan la
localizacion de nodos o elementos vecinos. A este coste se debe afadir el necesario para la
restauracion del contorno, si asi se precisa, y, en el caso volumétrico, la deteccion y correccion
de los tetraedros que presenten una mala relacion de aspecto.
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La literatura sobre este tipo de métodos es muy vasta. Para una descripcion mas
detallada del algoritmo de insercion de puntos se puede consultar [Geo91]. Otras
implementaciones con ligeras variantes se pueden encontrar en [Cav85], [Ge092], [Far93],
[Kar97], [Mur98] para dominios bidimensionales, en [Zhe96b] para superficies y en [Zhe96a],
[Lew96], [Fuc98], [Sin98] para volumenes.

1.2.2. Métodos de Frente de Avance

En este tipo de métodos la generacion de la malla se realiza desde el contorno hacia el
interior del dominio, siendo tridngulos los elementos utilizados en el caso de dos dimensiones y
tetraedros en problemas tridimensionales. Como datos de entrada se requieren los nodos y
aristas (y caras en 3D) que forman el contorno del problema, es decir, una discretizacion
poligonal (2D) o poliédrica (3D) de €l, y un tamafio de elemento prescrito o una malla de
referencia o funcidon de densidad si se pretende generar una malla no uniforme.

El proceso de creacion de la malla es iterativo: se analiza un frente, inicializado con los
datos del contorno, para determinar una zona de partida desde la que se crean uno o varios
elementos internos, junto con los correspondientes nodos y aristas (y caras en 3D).
Seguidamente se actualiza el frente con los nuevos nodos y aristas generadas (y caras en 3D) y
se repite el proceso hasta que el frente quede vacio, es decir, el dominio queda completamente
mallado. Esta es la filosofia general del método, pero su comportamiento viene determinado
fundamentalmente por el analisis del frente y el criterio establecido en la creacion de los nuevos
elementos. Este criterio se basa en las caracteristicas geométricas de las aristas (2D) o caras
(3D) que lo constituyen y en la malla de referencia o funcion de densidad [Sev97], [Owe97],
[Bor97], [Cun97] que controla la generacién de la malla. En [Geo91] se puede encontrar un
sencillo ejemplo de criterio geométrico en dos dimensiones, segin el cual, si & es el angulo
formado por dos aristas consecutivas del frente, se pueden identificar tres posibles situaciones:

/4 : . :
. a<5: se crea una arista y un elemento formado por ésta y las aristas que definen el

angulo o (figura 1.8a).

T 2 . . , . .

. 3 <a< EY : a partir de las dos aristas con angulo ¢ se genera un nodo interno, tres aristas
y dos elementos (figura 1.8b).

2 . . .
° > By : se crea un punto interno, las dos aristas que forma éste con los nodos extremos de

la arista del frente, y un elemento formado por estas tres aristas (figura 1.8c).
La posicion del nodo interno generado en los dos tltimos casos viene determinada por
criterios de regularidad y tamafio de los elementos.

¢)

Figura 1.8. Ejemplo de tratamiento del frente en mallas bidimensionales
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Este ejemplo es meramente didactico y, frente a situaciones complejas como contornos
no convexos o gran disparidad de tamafio entre elementos proximos, puede fallar. En el caso
tridimensional, la casuistica que puede presentar el frente es mucho mayor. En el capitulo 4 se
analizan las posibles situaciones y se describen los criterios establecidos en esta tesis para el
control del crecimiento de la malla volumétrica. Otras implementaciones de este método en su
version volumétrica se pueden encontrar en [Md6195], [Has96], [Cha97], [Ras97], [Sak98§],
[Cav99], esta ultima en un contexto de analisis adaptativo.

Como ejemplo de la dificultad en la clasificacion de los métodos de mallado, podemos
decir que existen variantes del método de frente de avance donde la situacién de los nodos es
conocida previamente y la generacion de aristas y elementos consiste inicamente en la eleccion
del nodo mas correcto [Lo85], [Tez96].

El coste computacional de este método viene determinado por las operaciones de
busqueda de partes del frente vecinas o proximas y las comprobaciones de pertenencia al
dominio no mallado cuando un nodo es creado. El coste de estas tareas se ve reducido si se
emplean, como se ha comentado en el método de Delaunay, estructuras de datos arboreas
[Loh88], [Car88], [Dan90], [Bon91] y el coste total del método se puede reducir hasta
O(nlog(n)) [L6h97].

La figura 1.9 muestra la evolucion de una malla bidimensional obtenida con esta
técnica.

A
«Av‘y‘#‘u'

Figura 1.9. Evolucion de la malla en el método de frente de avance

1.2.3. Generacion de Mallas Cuadrilateras y Hexaédricas No
Estructuradas

Como se comentd al comienzo de este capitulo, el elemento cuadrilatero o hexaédrico
es inherente a las mallas estructuradas, pudiendo, mediante la division de éstos en dos
tridangulos o en 5 6 6 tetraedros, respectivamente, obtener las correspondientes mallas
triangulares o tetraédricas. Como se ha visto, los principales métodos de generacion de mallas
no estructuradas emplean el elemento triangular o tetraédrico. La generacion de mallas no
estructuradas cuadrilateras o hexaédricas requiere técnicas mas complejas y no siempre son
realizables. La figura 1.10 muestra una malla no estructurada compuesta unicamente por
elementos cuadrilateros y otra hexaédrica.

13
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|
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Figura 1.10. Mallas no estructuradas cuadrilatera y hexaédrica

Existen fundamentalmente dos formas de obtener este tipo de mallas [Owe98a]:
mediante técnicas directas y técnicas indirectas. En las indirectas, en una primera fase se
discretiza el dominio con tridngulos o tetraedros, y posteriormente éstos son transformados en
cuadrilateros o hexaedros. Estas transformaciones, en el caso bidimensional, se basan
normalmente en la descomposicion del triangulo en tres cuadrilateros [Pet97], en la eliminacion
de la arista comun entre pares de triangulos, en ambas [Lo89], [Lyr98], [Shi98] o en otras
estrategias mas complejas como, por ejemplo, la eliminacién de aristas compartidas por
tridngulos que tengan un nodo comun y que formen un contorno cuadrilatero [Owe98b]. En el
caso volumétrico, los métodos indirectos se basan fundamentalmente en la descomposicion de
cada tetraedro en cuatro hexaedros. Debido a la baja calidad de éstos, estas técnicas no estan
muy extendidas, aunque si se pueden encontrar trabajos al respecto en [Mit98], [Lel98].

En los métodos directos de generacion de malla cuadrilatera se puede distinguir entre
aquéllos que descomponen el dominio en regiones mas sencillas sobre las que se aplican
plantillas de mallado cuadrilatero, como la divisiéon por el eje medio (“medial axis™) o el
método de empaquetado de circulos (“circle packing”) [Ber97] y los que utilizan la filosofia de
frente de avance, como [Zhu91a], [Ree97], [Lad98] o los métodos de pavimentacion (“paving”)
[Bla91], [Lob95].

En el caso de los métodos hexaédricos directos se puede hacer la misma distincion que
en el caso bidimensional. Entre los de descomposicion y aplicacion de plantilla destaca el de
division por la superficie media (“medial surface”) [Pri95], [Pri97]. Otra técnica de este tipo se
puede encontrar en [Dho99]. En cuanto a los métodos de frente de avance, el “plastering”
[Bla93] es un intento de extender la técnica de pavimentacion al caso volumétrico. Se pueden
encontrar otros métodos en [Tau96], [She98], [Miil98]. En general, los métodos de generacion
de malla hexaédrica directos desarrollados hasta la fecha son poco robustos [Owe98a] y pueden
generar mallas erroneas frente a geometrias de cierta complejidad.

1.3. Mallas Superficiales

En los apartados anteriores se han descrito y clasificado los principales métodos de
generacion de malla bidimensional y volumétrica. Los métodos bidimensionales, en su gran
mayoria, son utilizados en la generacion de mallas superficiales, pero la necesidad de que los
nodos generados pertenezcan a la superficie requiere una modificacion de estas técnicas. Las
superficies son definidas, en general, por su contorno y la ecuacion que las define, bien de
forma analitica o bien de forma aproximada, como, por ejemplo, en forma de NURBS (Non
Uniform Rational B-Splines) [Pie98] o de “mapeados” transfinitos discretos [Hab82].

14
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Los métodos de generacion superficial se pueden clasificar en dos grupos: los que
generan la malla directamente sobre la superficie tridimensional y los que la generan en un
espacio paramétrico bidimensional y posteriormente la transportan al espacio real. La mayor
parte de las técnicas encontradas emplean este segundo enfoque: [Lo88], [Pie98], [Cui98],
[Tri98], [Sha98a] utilizan elementos triangulares y [Lee98], [Sou99] cuadrilateros. En [Cas96]
se describe un método de discretizacion directa sobre la superficie real.

1.4. Metodologia Multibloque

En los apartados anteriores se han enumerado las distintas técnicas que permiten la
discretizacion de un dominio dado. El éxito en la generacion de la mallas dependera tanto de la
robustez del método escogido como de la complejidad de la geometria. La metodologia
multibloque representa una solucion para la creacion de mallas de geometrias complejas para
las que los métodos descritos previamente no generan resultados satisfactorios o fallan. La idea
basica consiste en la division del dominio en bloques de topologia mas sencilla. Cada bloque de
esta particion se procesa posteriormente con alguna de las técnicas descritas en los puntos
anteriores. La malla de todo el dominio se obtiene uniendo las mallas de cada uno de los
bloques. Como muestra la figura 1.11, esta metodologia permite la discretizacion de geometrias
relativamente complejas con métodos sencillos. Ademas, en muchas ocasiones, este tratamiento
del dominio es obligado, pues la mayoria de los problemas presenta zonas con distintas
propiedades o condiciones de contorno. En tal caso, cada una de estas zonas debe ser definida
como un bloque auténomo con el fin de que los componentes de la malla que se generen en ¢él
tras la discretizacion hereden sus propiedades.

Esta técnica presenta dos dificultades fundamentales:

e La creacion de los bloques adecuados, pues la malla final depende de la eleccion de éstos.

e [ a gestion de los bloques y su relacion con los demas (interfaces) para asegurar la correcta
union de sus mallas [Spe98]. En este sentido, es crucial que las lineas (2D) y las
superficies (3D) pertenecientes a distintos bloques presenten una tnica discretizacion.
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Figura 1.11. Generacion de malla multibloque: a) descomposicion inicial, b) malla final

Una ventaja adicional de este enfoque es su idoneidad para el procesamiento en
paralelo [Wea98], [Sid98], [Son98]. Otras aplicaciones de esta técnica se pueden encontrar en
[Sha92], [Col97], [Cha98], [Sha98b] con mallas estructuradas o en [Lob95] con mallas no
estructuradas.
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La utilizacion de distintos bloques hace posible que en un problema se puedan utilizar
mallas estructuradas y no estructuradas [Koo098], [Spi98]. Esta clase de malla es conocida como
hibrida y se utiliza fundamentalmente en problemas de dindmica de fluidos. En estos casos, la
zona cercana al cuerpo introducido en el fluido es discretizada de forma estructurada, y para el
resto del espacio se emplea una malla no estructurada. El adjetivo hibrido es también utilizado
en la bibliografia para designar aquellas mallas que presentan mas de un tipo de elementos,
como mallas bidimensionales con tridngulos y cuadrilateros o mallas volumétricas con
tetraedros, pentaedros (piramides de base cuadrilatera o prismas de base triangular) y hexaedros
[Zga%96], [Min97], [Mey98]. En adelante, para referirnos a estas mallas se utilizard
indistintamente el calificativo hibrido o mixto.

Una vez repasada la metodologia de generacion de mallas presente en la bibliografia, es
interesante destacar, para finalizar esta revision, la recopilacion de herramientas software
dedicadas en parte o en su totalidad a la generacion de mallas realizada en [Owe98a]. Alli se
enumeran un total de 81 productos y se catalogan segun el tipo de elementos que generan, su
disponibilidad (comerciales, de investigacion o de dominio ptblico), el campo de la ingenieria
que tratan y el tipo de método utilizado.
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Capitulo 2.

METODOS DE GENERACION DE MALLA
BIDIMENSIONAL

En este capitulo se describen y analizan los métodos de mallado bidimensional
desarrollados para la discretizacion del dominio en problemas bidimensionales o en aquéllos
que, dada su simetria traslacional, se puedan tratar en dos dimensiones. Siguiendo una filosofia
de generacion de malla multibloque, se pretende realizar la discretizacion de geometrias
arbitrarias mediante la descomposicion de éstas en areas simples, esto es, tridngulos,
cuadrilateros y poligonos convexos, cuyos lados sean lineas o polilineas, en su sentido mas
general.

En primer lugar se comentan los métodos desarrollados para areas cuadrilateras vy,
posteriormente. se analizan los desarrollados para tridngulos y geometrias arbitrarias. Un
aspecto comun a todos ellos es que estan basados o parten de la informacion referente a la
discretizacion del contorno, es decir, el tamaifio de los elementos y la distribucion de éstos en la
malla depende exclusivamente de las aristas del contorno del area que se va a mallar.

La nomenclatura utilizada en este capitulo relativa a los distintos componentes de
geometria y de malla, asi como cuestiones referentes a la discretizacion del contorno, se
describen en los apéndices 1 y 2.

2.1. Descomposicion de Elementos Cuadrilateros en Triangulares

Dado que los distintos métodos de discretizacion desarrollados en la presente tesis
permiten la generacion de mallas triangulares, cuadrilateras (con ciertas restricciones) o mixtas,
es interesante describir el método de descomposicion de un elemento cuadrilatero en elementos
triangulares antes de presentar los distintos procedimientos de generacion de malla.

Esta descomposicion consiste en dividir el cuadrilatero en dos triangulos por una de sus
diagonales, es decir, crear una nueva arista y dos elementos triangulares. Para elegir la diagonal
por la que se divide el cuadrilatero hay que tener presente el criterio de méaxima regularidad
posible de los triangulos generados. Como se puede observar en la figura 2.1, este criterio se
cumple si se divide por la diagonal més corta.

No obstante, este criterio es mejorable porque, como se puede observar en la figura 2.2,
en cuadrilateros con grandes diferencias entre sus angulos, la eleccion de la diagonal mas corta
genera en ocasiones peores resultados.

Se puede observar que, en el primer caso, se crea un triangulo bastante regular y otro
muy deficiente en ese aspecto. Si se opta por la diagonal larga, los dos triangulos generados no
son demasiado regulares, pero si aceptables. Parece claro, por tanto, que la diagonal elegida
debe partir del mayor angulo del cuadrilatero. Este criterio es mas general que el de la diagonal
corta, coincidiendo con ¢l en la mayoria de los casos.
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Figura 2.1. Division de un cuadrilatero en dos triangulos: a) por la diagonal corta, b) por la
diagonal larga

AV

Figura 2.2. Division de un cuadrilatero en dos tridngulos: a) diagonal corta, b) diagonal larga

2.2. Areas Cuadrilateras

Desde el punto de vista de la sencillez de generacion de malla, se pueden dividir las
areas cuadrilateras en dos grupos:
e Aquéllas que permiten la generacion de una malla estructurada. Para que esto sea posible
es necesario que el area que se pretende mallar presente el mismo niimero de divisiones o
aristas en sus lados opuestos, de modo que sea posible generar una reticula.
e Aquéllas que requieren una malla no estructurada.

2.2.1. Malla Estructurada. Interpolacion por Proyectores Transfinitos

Como primer paso en la generacion de mallas estructuradas en cuadrilateros se ha
desarrollado un generador de malla por interseccion de rectas. Este calcula la posicion de los
nodos interiores del area obteniendo las intersecciones entre las rectas que unen los nodos
opuestos de los lados. Este método proporciona buenos resultados en cuadrildteros que
presentan un contorno recto, como se puede apreciar en la figura 2.3. Sin embargo, para
contornos irregulares, la malla generada presenta una baja calidad y, en muchas ocasiones, es
erronea al crear elementos parcial o totalmente fuera del dominio de mallado, como muestra la
figura 2.4.
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Figura 2.4. Mallas de deficiente calidad o incorrectas generadas mediante interseccion de rectas
en areas cuadrilateras

Para conseguir buenos resultados frente a contornos irregulares es necesario contar con
una funcion de interpolacion que tenga presente la posicion de los nodos del contorno a la hora
de generar los nodos interiores. Para este cometido se ha elegido una funcion de interpolacion
por proyectores transfinitos.

Sean ¥, ¥,, ¥, y ¥, las funciones paramétricas de cada lado del cuadrilatero (cada

una de ellas con dos valores, las coordenadas x,y, para cada argumento), y u,v sus coordenadas
naturales (figura 2.5) que se definen como:

uy="2 2.1)
n

donde je {0,1,..., n}, siendo n el nimero de divisiones de la linea.

Se definen los proyectores transfinitos como:

L ()= (= v)P, )+ v (u) (2.2)
L (u,v)= (0= u)ts (0)+ut, (v) (2.3)

Se puede comprobar facilmente que el primero coincide con ¥, en v=0y con ¥, en

v=I. Asimismo, I, =¥, enu=0y I, =¥, enu=I1.
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Figura 2.5. Funciones y coordenadas naturales de las lineas en un cuadrilatero

La funcién de interpolacion es la suma de estos dos proyectores, pero serd necesario
restar a ésta los términos comunes para que coincida con el contorno. Tras esta operacion, la
funcioén resultante es:

T ()= (= vI, )+ v, )+ (- )Py () +u?, (v) -
—(1=u)1=v)#,(0)= (- u ), (0)—ul - v)¥, (0) - uv¥, 1)

(2.4)

Los nodos generados con esta funcion son las intersecciones de las curvas u=cte y
v=cte. Los pasos que se siguen para la generacion completa de la malla son los siguientes:
1. Generacion de los nodos internos del area mediante la funcion de interpolacion I” (u,v).

Existen dos casos en que no se producira esta generacion, como se puede observar en las
figuras 2.6 y 2.7:

e Cuando los cuatro lados del cuadrilatero tienen una sola division. En este caso, si se
pretende realizar un mallado con cuadrilateros Unicamente, tampoco se generaran
aristas, tan solo un elemento cuadrilatero. Si el mallado se realiza con triangulos, se
creard una arista y dos elementos.

e Cuando un par de lados enfrentados tienen una sola division. En este caso, se crearan
tanto aristas como elementos.

2. Generacion de las aristas interiores.
3. Generacion de los elementos.

a) b)
Figura 2.6. Cuadrilatero con una division por lado: a) mallado con cuadrilateros, b) mallado con
tridngulos
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Figura 2.7. Cuadrilatero con un par de lados enfrentados con una division: a) mallado con
cuadrilateros, b) mallado con triangulos

En general, si n es el nimero de divisiones de un par de lados y m el del otro par, la
rutina de mallado por interpolacion o, en general, cualquier método de generacion de malla
estructurada, creara los siguientes nodos, aristas y elementos en el interior del cuadrilatero:

e Mallado con cuadrilateros:

nodos = (n—1)m —1) (2.5)
aristas = n(m—1)+m(n—1)=2nm—n—m (2.6)
elementos cuadrilateros = nm (2.7)

e Mallado con triangulos:

nodos = (n—1)m — 1) (2.8)
aristas = n(m—])+m(n—])+nm:3nm—n—m (2.9)
elementos triangulares = 2nm (2.10)

Siguiendo con las relaciones entre nodos, aristas y elementos, se ha podido comprobar
que los componentes generados en el interior de un area cualquiera que no presente huecos en
su interior, independientemente del mallado utilizado y de la discretizacion de su contorno,
cumplen la siguiente relacion:

aristas = nodos + elementos — 1 (2.11)

que es facilmente demostrable tanto para mallas estructuradas como para no estructuradas,
pudiendo emplear en este Gltimo caso un método de demostracion por induccion.

A continuacién se muestran algunos resultados para los dos tipos de mallado
(cuadrilateros y triangulos) obtenidos con esta técnica mediante la funcion de interpolacion
(2.4). Se puede observar en la figura 2.8 que, frente a contornos uniformes, se obtienen
idénticos resultados a los del mallador por interseccion de rectas. En el ejemplo de area
cuadrilatera con discretizacion del contorno no uniforme de la figura 2.9 se puede apreciar, si
se compara con el resultado del método de interseccion de rectas de la figura 2.3, como algunos
elementos mejoran su regularidad mientras otros la empeoran ligeramente. Sin embargo, en otro
ejemplo de discretizacion de contorno no uniforme (figura 2.10) la mejora de regularidad de los
elementos es general. Donde se demuestra la potencia del interpolador por proyectores
transfinitos es frente a contornos irregulares, donde se consigue una adaptacion de la malla al
contorno, como se observa en las figuras 2.11-2.14.
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Figura 2.8. Cuadrilatero con discretizacion uniforme. Mallas cuadrildtera y triangular

Figura 2.9. Cuadrilatero con dos de sus lados discretizados geométricamente. Mallas
cuadrilatera y triangular

Figura 2.10. Cuadrilatero con discretizacion de su contorno no uniforme. Mallas cuadrilatera y
triangular

GREEE
e

Figura 2.11. Cuadrilatero convexo con un lado curvo. Mallas cuadrilatera y triangular
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Figura 2.12. Cuadrilatero concavo con un lado curvo. Mallas cuadrilatera y triangular
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Figura 2.14. Cuadrilatero de contorno irregular. Mallas cuadrilatera y triangular

Se han probado otros proyectores distintos a los lineales, pero, en general, los
resultados obtenidos con ellos han sido erréneos, es decir, se generan nodos fuera del dominio,
o de mala calidad. De ellos, el que mejor se comporta es el cuadratico. La funcién de
interpolacion en este caso es:

I'u,v)= (1 —v? )Pl (u)+ VAP, )+ (l—uz)f’3 (v)+ uz'f’4(v)—
(1= J1=v? ), 0)= (- b2, (0) - > (1= v JP, (0) - v, 1)

(2.12)
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Se pueden observar algunos resultados obtenidos con ¢l en la figura 2.15.
Comparandolos con los anteriores comprobamos que la calidad de éstos es similar, aunque en
algunos casos empeora.
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Figura 2.15. Mallas generadas con interpolacion cuadratica

2.2.2. Malla No Estructurada en Cuadrilateros Rectilineos. Frente de
Avance Rapido

El discretizador estudiado en el punto anterior no puede generar mallas en cuadrilateros
cuyos lados enfrentados no tengan el mismo nimero de divisiones, pues, en ese caso, no es
posible trazar una reticula que una los nodos del contorno. Para estos casos se ha desarrollado
un nuevo método que ha sido denominado Frente de Avance Rapido (FAR), pues sigue una
filosofia parecida a la de los métodos de frente de avance, pero presenta un coste
computacional muy inferior a éstos.

En los malladores por interpolacion, la generacion de los componentes de la malla se
realiza por pasos: en primer lugar los nodos, posteriormente las aristas y, por ultimo, los
elementos. En el método FAR, sin embargo, los componentes se van generando a la vez, es
decir, en cada paso del algoritmo se crean los nodos, aristas y elementos, con lo cual la malla va
creciendo desde el punto de partida hasta que el area estd completamente discretizada.

La ventaja de este método sobre otros de frente de avance es su rapidez (como se vera
cuando se analicen los resultados), ya que presenta un coste computacional similar al del
interpolador. El precio que se paga por esta mejora en la velocidad de generacion de la malla es
la pérdida de generalidad, ya que el método FAR, en su version basica, es especifico para areas
cuadrilateras, mientras que los métodos de frente de avance clasicos permiten la discretizacion
de geometrias arbitrarias.

Antes de pasar a la descripcion del algoritmo vamos a comentar someramente en qué
consiste. En la figura 2.16 se muestra en un ejemplo sencillo como el algoritmo, partiendo de
uno de los lados del cuadrilatero, va evolucionando hasta completar la malla. En cada paso se
crea una recta desde un lado que forma esquina con el elegido como lado de partida hasta el que
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tiene enfrente, se generan nodos y aristas sobre ella, posteriormente se unen los nodos de ésta
con los de la recta inferior mediante aristas y se crean los elementos que éstas forman (figura
2.16a y 2.16b). Este proceso se repite hasta que el area queda completamente discretizada
(figura 2.16c), bien con una malla mixta (linea continua), bien con una triangular (linea
discontinua). Esta idea inicial, que se presta a ser implementada mediante un algoritmo
iterativo, resulta insuficiente para abarcar la gran cantidad de casos que se pueden presentar y,
como se vera en la descripcion detallada del método, es modificada ampliamente, hasta el punto
de convertirse en una rutina recursiva.

Ay

a) c)

Figura 2.16. Generacion de malla (mixta y triangular) mediante el método FAR

La idea basica del algoritmo consiste en dividir el cuadrilatero en otros dos, de los
cuales uno tendra, al menos, un lado con una sola division. Sobre cada uno de estos
cuadrilateros se ejecuta de nuevo el algoritmo de modo recursivo. Cada una de las ramas
creadas por la recursividad finaliza cuando en el cuadrilatero en cuestion se pueda generar una
malla estructurada, es decir, cuando tenga el mismo numero de divisiones en sus lados
opuestos, cuando tenga dos lados enfrentados con una sola division (a estos casos los
denominaremos casos simples), o cuando no pueda ser dividido en otros dos cuadrilateros por
el método habitual (estos casos se denominaran casos criticos). En estas circunstancias se
ejecuta la rutina de mallado por interpolacion, la de tratamiento de casos simples o la de
tratamiento de casos criticos, respectivamente, y esa rama recursiva finaliza. De los dos ultimos
casos nos ocuparemos en los apartados 2.2.2.2 y 2.2.2.3.

2.2.2.1. Division del Cuadrilatero

La division del cuadrilatero presenta una serie de cuestiones que deben ser resueltas de
forma que la malla resultante tenga una calidad aceptable. Estas cuestiones son:
® ;Que lado se elige como lado matriz? Se entiende por lado matriz aquél que marca la
direccion de avance del frente de mallado. A este lado lo denominaremos //, y a los
restantes /2, [3 y /4. El cuadrilatero al que pertenece // se denomina c/. Esta nomenclatura
se presenta en la figura 2.17.
e ;Qué nodos del contorno une la recta /6 divisoria del cuadrilatero? O, dicho con otras
palabras, ;qué nodos definen los lados 15, [6 'y [7?
e ;Cuantas divisiones debe tener la recta divisoria?
e ;Como se distribuyen los nodos sobre ella?
A continuacion se describe como responde el método FAR a estas preguntas.
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3

Figura 2.17. Nomenclatura para el cuadrilatero inicial y los dos en que éste se divide

A la hora de elegir el lado //, se debe procurar que los lados /2 y /4 tengan un ntimero
de divisiones lo mas parecido posible para que, cuando se trace la recta divisoria (/6), los lados
15 y 17, por una parte, y /8 y /10, por otra, no presenten una gran diferencia en su ntimero de
divisiones, pues estas situaciones suelen conducir a casos criticos, los cuales, en general,
generan elementos mas irregulares que el resto de casos. Las pruebas realizadas corroboran este
planteamiento. Por tanto, seglin este criterio, el lado // pertenecera al par de lados enfrentados
del cuadrilatero que presenten una mayor diferencia en el nimero de divisiones. De estos dos
lados se elegira como matriz aquél con mayor niumero de divisiones. De esta forma se
simplifica la rutina de tratamiento de los casos simples.

Una vez elegido el lado matriz, se debe crear la recta que divide los lados /2 y /4 en I5,
18,y en 7, 110, respectivamente. Dado que el cuadrilatero c/ debe tener al menos un lado con
una sola division, al menos uno de los extremos de la recta debe estar a una “distancia” de una
division de uno de los extremos de //. Por tanto, aquél de los lados que debe intersectar /6 (/2 6
[4) que presente un numero de divisiones menor se dividira en dos, uno de ellos con una sola
divisién. Podria parecer interesante que el otro extremo de /6 estuviera también a una
“distancia” de una division del extremo de //, pues asi se conseguiria un cuadrilatero c/, bien
mallable por interpolacion, bien perteneciente a un caso simple. Sin embargo, este criterio
conduce a una pérdida de calidad en la malla, pues el cuadrilatero ¢2 mantendria la misma
diferencia en el numero de divisiones de sus lados que presentaba el cuadrilatero del que
proviene, y esta circunstancia conduce, en general, a casos criticos. La soluciéon que se ha
adoptado es repartir el exceso de divisiones que tenga un lado respecto a otro en cada paso. En
la figura 2.18 se muestra la aplicacion de este criterio a un caso sencillo.

L et T x
[
L e R
[
L -

Figura 2.18. Reparto del exceso de divisiones respecto al lado opuesto en la creacion de la recta
divisoria
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Si llamamos /,,;, al lado con menor numero de divisiones (/2 en nuestro ejemplo) y /..
al opuesto (/4), y siendo n(l,. ) y n(l,..) el nimero de divisiones de cada uno de ellos, el

1Ly )

numero de divisiones de /,,,, que habra que incluir en ¢/ sera el entero mas préximo a ﬁ
n )
min

Como alternativa a esta solucion se penso6 en un criterio geométrico a la hora de decidir
las divisiones que habia que tomar de /,,,. Este consiste en calcular la longitud de la proyeccion
de la primera division de /,; sobre la perpendicular al lado // y compararla con las
correspondientes a las proyecciones de las primeras divisiones de /,,,, eligiendo aquel nimero
de divisiones cuya proyeccion mas se aproxime a la de la primera division de /,,, (figura 2.19).
Este procedimiento intenta crear cuadrilateros con divisiones de similar tamafio y asume que el
usuario discretizara el contorno con un tamafio parecido en cada division. Esta suposicion, en
general, no sera cierta, pues, dependiendo del problema, puede interesar discretizar las lineas
con distintos tamafios de division. Ademas de esto, la complicada gestion que requiere este
criterio y la pobre calidad de los resultados obtenidos (en la figura 2.20 se comparan este
criterio y el anterior) desaconsejan su utilizacion.

Figura 2.19. Criterio geométrico para el calculo de n(lmax)
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a) b)
Figura 2.20. Resultados con el criterio geométrico (a) y con el basado en el nimero de
divisiones (b)

Una vez conocida la recta divisoria hay que dividirla en aristas. Para ello es necesario
conocer, en primer lugar, el nimero de divisiones y, en segundo, como se distribuyen los nodos
a lo largo de ella. El nimero de divisiones se obtiene calculando la media ponderada de las
divisiones de // y /3. La ponderacion se realiza segun la distancia (en divisiones de /,;,) a que
se encuentre la recta de los lados /7 y 3. En concreto, llamando n(// ) y n(l3) al niumero de

divisiones de /] y /3, se tomara el numero entero mas proximo a:
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1

n(lmin ) -1

n(lmin )

n(l1)+ n(i3) (2.13)

Asi se consigue una variacion gradual, sin saltos bruscos en el namero de nodos, desde n((7)
hasta n(i3).

En cuanto a la distribucion de los nodos sobre la recta, si nos limitaramos a
discretizaciones del contorno uniformes, bastaria con equiespaciarlos a lo largo de ella. Sin
embargo, el algoritmo debe ser capaz de mallar también dominios con discretizacion del
contorno rectilinea no uniforme. Para ello sera necesario repetir el patréon que presente /1,
teniendo en cuenta que, posiblemente, el nimero de divisiones sobre la recta puede ser menor.
En esos casos, y segun la diferencia entre el nimero de divisiones de // y /6, se eliminaran del
patron de distribucion, los nodos mas préximos a los extremos. Es decir, si la diferencia es 1, se
elimina el nodo mas proximo a /,,;, ; si es 2, el anterior y el mas proximo a /,,; si es 3, los
anteriores y el segundo mas proximo a /,;,, y asi sucesivamente. En la figura 2.21 se
contemplan algunos casos.

Una vez dividido el cuadrilatero en dos (c/ y ¢2) se vuelve a aplicar el algoritmo sobre
cada uno de éstos sucesivamente hasta que el area quede completamente mallada. Al comienzo
de este apartado se comentd la existencia de tres casos que no requerian o no admitian la
division que contempla el método. El primero de ellos, la generacion de mallas estructuradas
mediante interpolacion, ya se comento en el apartado 2.2.1. A continuaciéon se analizan los
otros dos casos.

c)
Figura 2.21. Réplica de patrones de distribucion de nodos: a) mismas divisiones, b) una
division menos, ¢) dos divisiones menos

2.2.2.2. Casos Simples

Si llamamos vector de divisiones a aquél que contiene las divisiones de cada uno de los
lados consecutivos del cuadrilatero, esto es, (n(l1), n(12), n(13), n(l4)), los casos simples seran
aquéllos que presenten un vector de divisiones de la forma (N, 1, M, 1), con N>M. Es decir,
aquéllos con una sola division en dos lados enfrentados y que presentan en el otro par distinto
numero de divisiones. Estos casos no requieren la generacion de nodos, inicamente la creacion
de las aristas que unan los nodos de // y I3 y de los elementos que éstas delimiten. Para ello, se
unen los nodos proximos a los extremos de // con el extremo correspondiente de /3 de forma
alternativa, de modo que resulta imprescindible la aparicion de elementos triangulares, hasta
que /1 y I3 presenten el mismo nimero de nodos libres, con lo que se puede finalizar el mallado
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del cuadrilatero por el método de interpolacion (aunque en este caso dicho método solo genere
aristas y elementos). La generacion de elementos triangulares implica que la discretizacion final
sea una malla mixta, con elementos cuadrilateros y triangulares (eso si, minimizando el niimero
de estos ultimos) o una malla triangular (si se opta por descomponer los cuadrilateros en dos
tridngulos). En cualquier caso, no se pueden obtener mallas cuadrilateras, como ocurria en la
generacion de mallas estructuradas.

En la figura 2.22 se presentan los patrones de los casos mds habituales. Como se puede
apreciar, la calidad de los triangulos laterales va empeorando conforme va aumentando la
diferencia en el nimero de divisiones, pero, en general, es poco probable que se den situaciones
con una diferencia mayor que tres o cuatro, pues, como se comentaba anteriormente, el calculo
de divisiones de /6 se hace de modo ponderado para que no se produzcan saltos importantes.
Mas adelante se presentan ejemplos de cuadrilateros con una gran diferencia en el nimero de
divisiones de sus lados y con una calidad de malla aceptable.

VAN /] N
/NN ] AN

Figura 2.22. Patrones para distintos casos simples

2.2.2.3. Casos Criticos

Como se ha comentado anteriormente, dentro de este apartado se incluyen aquellos
cuadrilateros que no pueden ser divididos en otros dos por el método habitual. Existen casos
que, si nos atenemos al método de division tal y como se ha explicado, pueden parecer criticos
y, en realidad, no serlo. Por ejemplo, sea el cuadrilatero con un vector de divisiones (8, 1, 3, 4)
de la figura 2.23. En €l se ha elegido como lado matriz el de 8 divisiones, pues es el mayor del
par que presenta una mayor diferencia en el nimero de divisiones. Sin embargo, la division de
este cuadrilatero en dos es imposible porque el lado /2 tiene una sola division. Si se elige como
lado matriz el enfrentado al de una division si serd posible generar dos cuadrilateros a partir de
¢l (figura 2.24). Por tanto, en los casos en que uno de los lados presente una sola division y los
demas mas, se debe tomar como lado // el opuesto al de una division.

2

11
Figura 2.23. Eleccion de /] erronea: no se pueden formar dos cuadrilateros
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3

2

Figura 2.24. Eleccion de /1 correcta

Concretando, podemos decir que son cuadrilateros criticos aquéllos que presentan dos
lados contiguos (esto es, con un vértice comun) con una sola division. Si presenta tres lados con
esa caracteristica nos encontraremos ante un caso simple. Los cuadrilateros criticos requieren
un tratamiento especifico dependiendo del numero de divisiones que presenten los otros dos
lados. Conforme éstas van aumentando, resulta mas dificil obtener un mallado de calidad.
Afortunadamente, es muy improbable llegar a situaciones que presenten una gran diferencia en
el numero de divisiones (en la figura 2.29 se puede observar como un cuadrilatero con un
vector de divisiones (20, 4, 4, 20) s6lo presenta casos criticos, como mucho, de (2, 1, 1, 2)).

Los patrones de mallado elegidos para estos casos y mostrados en la figura 2.25 tratan
de generar elementos con la mayor regularidad posible.

D ,,,/ / N / \k ) /
— / \ —/ \ :///’\ \
AR AR AR AN

Figura 2.25. Patrones de mallado para distintos casos criticos

2.2.2.4. Resultados

Para finalizar el apartado referido al método FAR, se presentan a continuacion algunos
resultados obtenidos con esta técnica en areas cuadrilateras de lados rectos. Los cuadrilateros
de las figuras 2.26-2.30 presentan una discretizacion del contorno uniforme. Se observa en las
figuras 2.27 y 2.28 que, en general, al aumentar la irregularidad del area disminuye la calidad
de su discretizacion. Especial atencion merecen los casos de las figuras 2.29 y 2.30. Estos
presentan una gran diferencia en el nimero de divisiones de sus lados y conducen a diferentes
casos criticos. Puede observarse que el método se encarga de que la gran diferencia inicial se
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vaya reduciendo, llegando a cuadrildteros criticos con diferencias de divisiones pequefias que

generan resultados aceptables.
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Figura 2.26. Mallas mixta y triangular generadas con el método FAR
Figura 2.27. Mallas mixta y triangular generadas con el método FAR
Figura 2.28. Mallas mixta y triangular generadas con el método FAR
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Figura 2.29. Mallas mixta y triangular generadas con el método FAR
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Figura 2.30. Mallas mixta y triangular generadas con el método FAR

2.2.3. Malla No Estructurada en Cuadrilateros Arbitrarios. Frente de
Avance Rapido Generalizado

El método generador de malla descrito en el punto anterior presenta un comportamiento
correcto para dominios cuadrildteros que presenten sus cuatro lados rectos. Sin embargo,
cuando estas lineas presentan una discretizacion curva o, en general, irregular, la malla
generada con el método FAR no se ajusta al contorno correctamente. En la figura 2.31 se puede
apreciar este fendmeno.

Figura 2.31. Malla generada por el método FAR en un cuadrilatero no rectilineo

Este mal comportamiento para contornos irregulares se debe a que los nodos interiores
del area se generan en cada paso del algoritmo a lo largo de una recta y, por lo tanto, la
irregularidad del contorno no se traslada a la malla.

Para solucionar este problema se ha desarrollado un nuevo algoritmo donde la
generacion de los nodos de la malla en cada paso del método FAR se realiza mediante un
interpolador lineal como el descrito en el punto 2.2.1, de modo que los nodos internos son
generados teniendo en cuenta la posicion de los nodos del contorno. A este método se le ha
denominado Frente de Avance Rapido Generalizado (FARG). El problema que plantea esta
nueva estrategia es la condicidbn que imponen los métodos interpoladores para areas
cuadrilateras: los lados opuestos del cuadrilatero deben tener el mismo nimero de divisiones.
Es decir, en cada paso del FARG, a la hora de generar los nodos, se ha de cumplir esta
condicion. En la figura 2.32 se puede observar como se consigue esto para un caso sencillo
(para situaciones mas complejas la filosofia es la misma). Siguiendo el método FAR, se llega al
punto en que se requiere una generacion de nodos entre n/ y n2. Supongamos que el nimero de
nodos que se deben crear, que sera resultado de una media ponderada de los nodos de /7 y /3, es

32



METODOS DE GENERACION DE MALLA BIDIMENSIONAL

dos. Para generar estos dos nodos mediante un interpolador sera necesario que // y /3 tengan
también dos nodos, sin contar los de los extremos. Los lados /2 y /4 no presentan ningun
problema porque podemos suponer que tienen uUnicamente un nodo cada uno (n2 y nl,
respectivamente), pues el resto de nodos intermedios de /2 y /4 no afecta a la generacion de los
nuevos.

Asi pues, es necesaria una nueva discretizacion, pero sélo temporal, de los lados /7 y 3,
tal como aparece en la figura 2.32b. La posicion de estos nodos temporales en // y /3 se realiza
interpolandolos de modo equiespaciado a lo largo de estos lados. En la figura 2.32b se observan
los nodos n3 y n4 generados y como queda la malla en ese instante. Con el cuadrilatero superior
que queda por mallar se actuara de un modo similar y recursivamente hasta que el dominio esté
completamente discretizado (figura 2.32c¢).

En la figura 2.33 se presentan algunos resultados obtenidos con este generador. Se
puede observar que el contorno no necesita cumplir las condiciones exigidas por un generador
de mallas estructuradas.

3

Figura 2.33. Mallas generadas con el método FARG en cuadrilateros

2.3. Areas Triangulares

Una vez descritas las distintas técnicas de discretizacion desarrolladas para areas
cuadrilateras, a continuacion se analiza la discretizacion de areas triangulares. Como ocurria
con el cuadrilatero, un area triangular permitira una malla estructurada o no, dependiendo de la
discretizacion de su contorno. En primer lugar se describe un generador de malla estructurada
en triangulos basado en la interpolacién por proyectores transfinitos, para, posteriormente,
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analizar el caso general de malla no estructurada que, como se vera, hace uso del método FARG
descrito en el punto anterior.

2.3.1. Malla Estructurada. Interpolacion por Proyectores Transfinitos

De un modo analogo al cuadrildtero, se puede aplicar una técnica de interpolacion por
proyectores transfinitos que, a partir de los datos del contorno, genere los nodos internos del
area triangular. En este caso es necesario, para poder generar una discretizacion estructurada,
que las tres lineas del triangulo presenten el mismo nimero de aristas.

La funcién de interpolacion debe coincidir en el contorno con las funciones ¥,, ¥, y

Y¥,, que definen la discretizacion de las lineas. Estas vienen parametrizadas por sus

coordenadas naturales u y v, ya definidas en (2.1), como indica la figura 2.34.

Figura 2.34. Definicion del contorno del triangulo mediante funciones paramétricas

Se puede formar una funcion de interpolacion con los siguientes proyectores:

Luv)=010=v)P,w)-u?,(1-v) (2.14)
L(uv)=0-u),v)—v¥, (1 -u) (2.15)
L) = v, (1 —u)+u, (v) (2.16)

Es necesario afiadir un cuarto término a la funcién de interpolacion para ajustar ésta al
contorno. Finalmente, la funcién queda:

I'u,v)=0 —V)Pl (u)—u'{’l (1-v)+(Q —u)PZ (v)—v'{’2 (1—u)+

v (1—u)+u?,(v)- (1 —u—v)P(0) (2.17)

Se comprueba facilmente que, en el contorno, la funcion de interpolacion coincide con
las funciones que definen la discretizacion de las lineas, es decir:

Iuv)=P,0)=¥,(1-u) enutv=I
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En la figura 2.35 podemos ver que, de las tres esquinas del triangulo, dos forman
elementos triangulares y una uno cuadrilatero. Interesa que la que presenta el mayor angulo de
las tres sea la que genere el elemento cuadrilatero, pues asi se consiguen, en general, elementos
mas regulares en la malla (figura 2.36). Por tanto, se puede dividir el proceso en los siguientes
pasos:

1. Calculo de los tres angulos del triangulo y eleccion de la esquina del mayor de ellos como
aquélla de la que parten las funciones ¥, y ¥, , es decir, aquélla en que se generara un

cuadrilatero (si se opta por el mallado mixto).

2. Generacion de los nodos internos del area mediante la funcion de interpolacion (2.17).

Existen dos casos en que esta generacion no se producira:

¢ Triangulos con una division en cada lado. En este caso tampoco se generaran aristas,
simplemente un elemento triangular (figura 2.37a).

e Triangulos con dos divisiones en cada lado. Se crearan tres aristas interiores y cuatro
elementos triangulares en el mallado triangular (figura 2.37b), y dos aristas interiores,
un elemento cuadrilatero y dos triangulares en el mallado mixto (figura 2.37¢).

3. Generacion de las aristas interiores.
4. Generacion de los elementos.
En general, si n es el nimero de divisiones en cada lado, se crearan los siguientes
nodos, aristas y elementos en el interior del triangulo:
e Mallado mixto:

nodos = W (2.18)
aristas = n(n—1) (2.19)
elementos cuadrilateros = @ (2.20)
elementos triangulares = n (2.21)
_ n(n +1 )
elementos = el. cuad. + el. triang. = T (2.22)
e Mallado con triangulo:
nodos = W (2.23)
aristas = %_1) (2.24)
elementos triangulares = n’ (2.25)
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AN RN

Figura 2.35. Triangulo con 8 divisiones por lado. Mallas mixta y triangular

Figura 2.36. Generacion de malla: a) desde el vértice con mayor angulo, b) desde un vértice
distinto al de mayor angulo

a)
Figura 2.37. Mallas de triangulos sin generacion de nodos: a) 1 division por lado, b) 2

divisiones por lado (malla triangular), ¢) 2 divisiones por lado (malla mixta)

En las figuras 2.38 y 2.39 se presentan sendos resultados obtenidos con esta funcion de
interpolacion para discretizaciones de linea no uniformes e irregulares.
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Figura 2.38. Triangulo con dos de sus lados discretizados geométricamente. Mallas mixta y
triangular

Figura 2.39. Tridngulo con contorno irregular. Mallas mixta y triangular

Se observa que, en el caso de la figura 2.38, las mallas presentan una baja calidad cerca
del contorno discretizado geométricamente. Se consigue una mejor distribucion de los nodos en
el interior del area utilizando los siguientes proyectores:

Iv)=u,@+v)+(1—u—v)P, () (2.26)
L) =v¥, (u+v)+(1—u—v)P,(v) (2.27)
I(wv)=u¥,(v)+ v, (1—u) (2.28)

Estos proyectores se han obtenido, como muestra el esquema de la figura 2.40, a partir
de la descomposicion de cada funcion y; en dos componentes, y ajustando el argumento y el
factor de ponderacion en cada una de ellas de tal forma que ambas tengan el mismo peso en
cada proyector.
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Figura 2.40. Calculo de los proyectores a partir del tridngulo inicial (sombreado)

Como sucedia con la funcion (2.17), se ha de afadir un cuarto término para que la
funcién tome los valores adecuados en el contorno. Finalmente, la funcion de interpolacion
queda:

Tuv)=ul,(w+v)+0—u—v, )+ v, +v)+ 0 —u—v)P,v)+
+u'?, (v)+ v, (l—u)—(l—u —v);F’1 (0)—u‘1’1 (1)_V,{,2 (1) (2.29)

El proceso de mallado es el expuesto anteriormente. Los resultados generados con esta
funcioén sobre los ejemplos anteriores se muestran en las figuras 2.41 y 2.42. Se observa una
mejora sustancial en el primer caso y una calidad similar en el segundo.

Figura 2.41. Triangulo con dos de sus lados discretizados geométricamente. Mallas mixta y
triangular
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Figura 2.42. Tridngulo con contorno irregular. Mallas mixta y triangular

Por tultimo, se muestran otros resultados para diversas geometrias triangulares en las

figuras 2.43-2.45.

Figura 2.44. Circulo discretizado como un triangulo. Mallas mixta y triangular
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Figura 2.45. Tridngulo con dos lados curvos. Mallas mixta y triangular

2.3.2. Malla No Estructurada en Triangulos Arbitrarios. Frente de
Avance Rapido Generalizado

Una vez desarrollado el método FARG para areas cuadrilateras, se puede aprovechar su
potencia en la generacion de mallas de otros tipos de geometrias. Para ello, en el caso de un
area triangular, es necesario transformar o descomponer ésta en una o varias cuadrilateras.

Existen diversos métodos para dividir un tridngulo en cuadrilateros. Uno de ellos,
basado en la generacion de segmentos que unen los puntos medios de los lados con el
baricentro, se muestra en la figura 2.46.

Figura 2.46. Division de un tridngulo en tres cuadrilateros

Este método no resulta apropiado, pues, en general, los cuadrilateros resultan muy
irregulares y, en esos casos, el método FARG se comporta peor.

La técnica por la que finalmente se ha optado consiste en dividir el tridngulo inicial en
un triangulo elemental (¢/), es decir, con una sola division en sus tres lados y que, por tanto, es
un elemento en si mismo, y en un cuadrilatero (c/). Esto se consigue eliminando del tridngulo
una de sus esquinas, como se muestra en la figura 2.47.
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Figura 2.47. Division de un triangulo en un tridngulo elemental y un cuadrilatero

Se pueden definir distintos criterios con el fin de seleccionar la esquina que se ha de
eliminar, como, por ejemplo, buscar aquel vértice que genere un elemento triangular mas
regular. Sin embargo, se ha optado por seleccionar el vértice que presente el angulo mas
diferente a los otros dos. De esta manera, el cuadrilatero resultante presenta una geometria
trapezoidal, para la cual el método FARG se comporta, en general, mejor.

Una vez elegido el vértice de division se siguen los siguientes pasos:

1. Creacion de la arista que separa el triangulo del cuadrilatero.
2. Creacion del elemento triangular.
3. Generacion de la malla del cuadrilatero restante mediante el método FARG.

Existen dos casos en los que no se puede efectuar este procedimiento. Se trata de
triangulos donde uno o dos de sus lados tienen una sola division. En el primer caso es forzoso
seleccionar el vértice formado por las dos lineas que tienen mas de una division (figura 2.48); el
cuadrilatero resultante presentara (1, m, 1, n) divisiones en sus lados. En el segundo, se trazan
aristas desde el punto comun a las lineas con una division hasta cada uno de los nodos
interiores de la linea mayor, creando los elementos triangulares correspondientes (figura 2.49).
Ninguno de estos dos procedimientos genera nodos internos en el area.

Figura 2.48. Particion del tridngulo con una division en uno de sus lados

A 4 @ —9

Figura 2.49. Particion del tridngulo con una division en dos de sus lados
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2.3.3. Resultados

A continuacion se presentan algunos resultados obtenidos para triangulos (figuras 2.50-
2.54). Las tres primeras muestran las mallas generadas en triangulos con contorno rectilineo.
Los ultimos ejemplos presentan la discretizacion de triangulos de contorno irregular.
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Figura 2.51. Triangulo con discretizacion geométrica en dos de sus lados. Mallas mixta y
triangular

ST
AV
AV A Vhwa
RIS
OSSR
e
2

Figura 2.52. Triangulo con 30, 25 y 7 divisiones en sus lados. Mallas mixta y triangular
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Figura 2.53. Triangulo de contorno irregular con 14, 12 y 12 divisiones en sus lados. Mallas
mixta y triangular
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Figura 2.54. Triangulo de contorno irregular con 14, 12 y 8 divisiones en sus lados. Mallas
mixta y triangular

2.4. Dominios Arbitrarios. Técnica Multibloque

En los anteriores apartados de este capitulo se han presentado las técnicas de
discretizacion de areas simples como el triangulo y el cuadrilatero. A partir de estos métodos, y
utilizando una metodologia multibloque basada en este tipo de areas, se pueden discretizar
dominios arbitrarios. La complejidad de esta técnica radica en la gestion de los componentes de
la malla para obtener una conectividad correcta entre las distintas areas en que se divide el
dominio; para ello es necesaria una estructuracion de la informacion de la geometria como la
que se presenta en el apéndice 1. Por contra, la descomposicion en areas mas sencillas
simplifica, como se ha visto en los puntos anteriores, los métodos de mallado. En principio, la
descomposicion del dominio se debe hacer manualmente, intentando crear areas triangulares y
cuadrilateras lo mas regulares posible. No obstante, se pueden desarrollar técnicas que permitan
la descomposicion automatica del dominio. Como ejemplo de automatizacion de la
descomposicion se presenta en el punto siguiente la técnica utilizada en la discretizacion de
poligonos convexos. Finalmente, en el punto 2.4.2. se presentan algunos ejemplos de
generacion de malla en dominios arbitrarios mediante una descomposiciéon manual.

2.4.1. Poligonos Convexos

La idea fundamental de esta técnica consiste en la division del poligono en 6 triangulos,
repartiendo de la forma mds uniforme posible las divisiones del contorno (figura 2.55). Estos
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tridngulos tendran, en general, uno de sus lados (el correspondiente al contorno del poligono)
no rectilineo y, como mucho, presentaran una diferencia de divisiones entre sus tres lados de 1.
Para la creacion y mallado del poligono se siguen los siguientes pasos:

Figura 2.55. Division de un poligono en 6 triangulos de contorno irregular

1. Creacion de 6 areas triangulares con un vértice comun en el centro del poligono.

2. Discretizacion de los segmentos que unen los vértices del poligono con el centro. El
numero de divisiones de estos segmentos sera el cociente entero de n/6, siendo n el
numero de divisiones en el poligono.

3. Generacion de las mallas de los 6 triangulos. Estos triangulos pueden tener el mismo
numero de divisiones en sus tres lados o diferenciarse en 1. Por esta razon se utiliza para
su discretizacion el método FARG para tridngulos.

En las figuras 2.56-2.58 se presentan las mallas obtenidas en distintas areas
poligonales. Se observa que en el caso de poligonos regulares el comportamiento del mallador
es muy satisfactorio. En poligonos irregulares, la calidad de la malla depende de Ia

irregularidad de éstos. Si la irregularidad no es excesiva también se obtienen excelentes
resultados (figura 2.56).

Figura 2.56. Malla de un pentagono irregular (mixta y triangular)
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Figura 2.57. Malla de un heptagono regular (mixta y triangular)
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Figura 2.58. Malla de un dodecagono regular (mixta y triangular)

2.4.2. Dominios Arbitrarios

Cuando no es posible asimilar la geometria del problema a &4reas simples como

triangulos, cuadrilateros o poligonos convexos, es necesario descomponer el dominio del

problema en este tipo de areas. Esta descomposicion no es unica y la calidad de la malla final

depende de ella. Las figuras 2.59-2.62 muestran las mallas generadas con esta técnica. En

ocasiones, la descomposicion en distintas areas no viene s6lo motivada por la calidad de la

malla final. Asi ocurre en la estructura de la figura 2.60, donde resulta conveniente definir
tantas areas en la cercania de las ranuras (areas A13-A24) porque las lineas de éstas presentan

distintas propiedades (unas presentan la condicion de pared eléctrica y otras son lineas

auxiliares interiores).
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Figura 2.59. Descomposicion multibloque de un coaxial cuadrado y mallas obtenidas (mixta y
triangular)
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Figura 2.60. Descomposicion multibloque y generacion de malla (mixta y triangular) para el
analisis de un apantallamiento ranurado
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Figura 2.61. Generacion de malla (mixta y triangular) para el andlisis de interferencias intra-
sistema
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Figura 2.62. Mallas mixta y triangular obtenidas mediante descomposicion multibloque
2.5. Mallado Exclusivamente con Cuadrilateros

En ocasiones puede resultar interesante realizar el mallado de una superficie
unicamente con cuadrilateros. Con los métodos descritos hasta ahora esto solo es posible en
areas cuadrilateras en las que la discretizacion del contorno permite la creacion de una malla
estructurada. Esta condicion es muy restrictiva, por lo que en este apartado se describe el
método desarrollado para obtener este tipo de discretizacion siempre que el area cumpla una

condicion mucho menos restrictiva: que las lineas que la forman tengan un nimero par de
divisiones.
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El método consiste, basicamente, en realizar una discretizacion previa del area con
elementos cuadrilateros y triangulares cuyos lados estaran formados por dos aristas, vy,
posteriormente, dividir cada uno de estos elementos en cuatro cuadrilateros (si se trata de un
cuadrilatero) o en tres (en el caso de un triangulo), como se muestra en el esquema de la figura
2.63.

a) b)
Figura 2.63. Generacion de mallas cuadrildteras. Discretizacion previa (a) y malla final (b)

El proceso completo se puede resumir en las siguientes fases:

1. Discretizacion del area mediante una malla mixta. Este mallado genera nodos y
pseudoaristas (formadas por dos aristas) en el interior del area.

2. En cada pseudoarista interior se genera un nodo en su punto medio. Asi se consiguen
pseudoelementos cuadrilateros y triangulares con 4 y 3 nodos en los vértices, 4 y 3 mas
en los puntos medios de sus lados, y 8 y 6 aristas en su contorno, respectivamente

3. En cada pseudoelemento se genera un nuevo nodo en su centro geométrico y se une éste,
mediante aristas, a los nodos situados en mitad de cada lado.

4. Se crean los elementos cuadrilateros generados al crear las aristas en el punto anterior.

En la figura 2.63 se observa que los elementos generados a partir de los
pseudoelementos triangulares son mas irregulares. Por esta razon se ha optado por realizar una
prediscretizacion mixta y no triangular, de modo que la mayoria de los pseudoelementos sean
cuadrilateros. En las figuras 2.64 y 2.65 se comparan mallas cuadrilateras, con
prediscretizacion triangular y con prediscretizacion mixta. En ellas se comprueba que se
obtiene una malla de mayor calidad en el segundo caso. Ademas, la prediscretizacion mixta
presenta dos ventajas adicionales:

e El nimero de elementos generados es menor. Suponiendo que el numero de tridngulos es
despreciable frente al de cuadrilateros en un mallado mixto, se puede afirmar que el
numero de tridngulos generados con una prediscretizacion triangular es, aproximadamente
el doble que con una mixta, pues cada cuadrilatero se divide en dos triangulos. Teniendo
en cuenta que cada tridngulo generara tres cuadrilateros, y cada cuadrilatero, cuatro, se
puede deducir que el nimero final de cuadrilateros con una prediscretizacion triangular es

. 3 .
mayor en un factor aproximado de E con respecto al generado mediante una

prediscretizacion triangular.

e El tiempo empleado en la discretizacion es sensiblemente menor, ya que la mayor parte de
los pseudoelementos son cuadrilateros y, en este caso, no es necesario realizar tantas
comprobaciones como con tridngulos. Simplemente se deben ordenar los datos del
contorno del pseudoelemento (nodos y aristas) para que la rutina de mallado por
interpolacion funcione correctamente.
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TS
GG
a) b)

Figura 2.64. Mallas cuadrilateras en un tridngulo: a) con prediscretizacion triangular, b) con
prediscretizacion mixta

a)
Figura 2.65. Mallas cuadrilateras en un cuadrilatero: a) con prediscretizacion triangular, b) con
prediscretizacion mixta

En este tipo de malla, la calidad de los elementos cuadrilateros mas irregulares esta
relacionada con la calidad de los triangulos de los que provienen. Cuanto mas regulares sean
éstos, mas lo seran también los cuadrilateros que generen, como muestra la figura 2.66.

Figura 2.66. Cuadrilateros generados a partir de distintos triangulos

Asimismo, si todo el contorno o parte de €l esta discretizado de modo no uniforme o
irregular y en la fase de prediscretizacion son necesarios elementos triangulares en estas zonas,
pueden generarse cuadrildteros muy irregulares o incluso erroneos. Esto se debe a que tanto la
generacion de los nodos intermedios de las pseudoaristas internas como la del nodo interior al
tridngulo se basan en las coordenadas de los vértices de éste.
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En la figura 2.67 se muestra un pseudoelemento en el que se genera un cuadrilatero
muy irregular. Logicamente, esto sdlo ocurrird en aquellos cuadrilateros que contengan alguna
arista perteneciente a una linea discretizada no uniformemente. El hecho de que el nodo interior
al triangulo sea su baricentro garantiza que no se generaran cuadrilateros concavos salvo en una
situacion: cuando el tridngulo se encuentre en una esquina del 4rea delimitada por dos lineas
discretizadas no uniformemente. En ese caso se puede producir la situacion que refleja la figura
2.68. Esta deficiencia queda subsanada si la posicion del nodo interior se calcula como el
centro geométrico de los tres nodos intermedios de los lados del tridangulo.

&
@

Figura 2.67. Pseudoelemento con uno de sus lados perteneciente a una linea discretizada de
modo no uniforme

&
@

Figura 2.68. Generacion de un cuadrilatero concavo en una esquina del 4rea a causa de la
discretizacion no uniforme del contorno

En el caso de discretizaciones irregulares del contorno sucede algo parecido, pero aqui
cabe distinguir dos casos:
¢ El pseudoelemento triangular presenta una convexidad en el lado perteneciente a la linea
discretizada irregularmente (figura 2.69). En este caso, se generardn cuadrilateros con una
regularidad dependiente de la convexidad, pero nunca erroneos.
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o
\ 4 a4

Figura 2.69. Generacién de cuadrilateros en un pseudoelemento triangular con una convexidad
en uno de sus lados

¢ El pseudoelemento triangular presenta una concavidad en el lado perteneciente a la linea
discretizada irregularmente. Si la concavidad es muy acentuada, el baricentro del triangulo
puede caer fuera de éste y, en consecuencia, se pueden generar cuadrilateros en los que
dos de sus lados opuestos se intersectan (figura 2.70). Este tipo de cuadrilateros, al igual
que los no convexos, no son tolerables en una malla.

Y
@ L 4 a4

Figura 2.70. Generacion erronea de cuadrilateros en un pseudoelemento triangular con una
concavidad en uno de sus lados

De este estudio se puede concluir que este tipo de mallado sélo garantiza resultados
correctos (con mayor o menor calidad) cuando el contorno presenta curvaturas convexas o
curvaturas concavas de pequefia 0 mediana magnitud. Si se involucra a los nodos interiores de
las pseudoaristas en la generacion del nodo interno, mediante, por ejemplo, el interpolador
triangular, es altamente improbable la generacion de cuadrilateros erroneos.

En la figura 2.71 y 2.72 se muestran algunos resultados obtenidos con este tipo de
discretizacion. Las mallas mixtas y triangulares de estos ejemplos se muestran en las figuras
2.53,2,54,2.60,2.62 y 2.61, respectivamente.
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Figura 2.72. Mallas cuadrilateras en geometrias multibloque

2.6. Mejora A Posteriori de 1a Calidad de 1a Malla

Una vez generada la malla es posible mejorar la calidad de ésta mediante métodos
regularizadores que consigan elementos mas cercanos al tridngulo equilatero y al cuadrado,
conservando las densidades locales que la malla pueda presentar. Se presentan a continuacion
dos técnicas que persiguen este objetivo, la primera de ellas modifica la posicion de los nodos
[Knu98b], [Can98] y la segunda la conectividad de las mallas triangulares.
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2.6.1. Reposicionamiento de Nodos

Esta técnica reparte los nodos de la malla de un modo localmente homogéneo. Para
ello, se calcula la nueva posicion de los nodos como la media de las posiciones de sus nodos
mas cercanos (a los que denominaremos nodos vecinos) como se muestra en la figura 2.73.
Concretamente, si un nodo tiene k vecinos, la nueva posicion del nodo sera:

X, X, et

X nueva =
k (2.30)
- Yo ¥ Vny ¥t V0
nueva k

La forma mas sencilla de conocer qué nodos son vecinos de otros es detectando si
comparten aristas. Para ello se pueden utilizar dos estrategias que seguidamente pasamos a
analizar:

e Realizar el mallado de modo normal, sin guardar informacién sobre los nodos vecinos. De
esta forma se consigue un ahorro de memoria, pues, aunque el nimero de nodos vecinos
no esta acotado, en condiciones normales éste se encuentra entre 2 y 8 (dependiendo de
muchos factores, entre ellos el tipo de mallado). Sin embargo, a la hora de detectar con
qué nodos comparte uno determinado sus aristas, sera necesario recorrer, para cada nodo,
todas éstas. Esto supone un coste computacional O(#n?), siendo n el nimero de nodos, lo
que hace que se deseche esta solucion y se adopte la siguiente.

¢ Almacenar la informacion referente a los nodos vecinos durante el proceso de generacion
de malla. El tamafio de ésta no se conoce en principio e ira aumentando conforme avance
la generacion de la malla. Durante el proceso de mallado, cada vez que se crea una arista,
se debe almacenar el nodo inicial como vecino del final, y viceversa. Asi se emplea mas
memoria, pero el tiempo requerido en el reposicionamiento, comparado con el de la otra
opcion, es insignificante (O(n)), pues no es necesario buscar las aristas comunes y solo se
emplea éste para el calculo de la media. Para hacernos una idea, si #=1000 y con esta
opcion se tarda 1 segundo, con la otra pueden ser necesarios mas de 15 minutos.

Figura 2.73. Modificacion de la posicion de un nodo en funcion de sus nodos vecinos

Este procedimiento es muy sencillo, pues en ¢l uUnicamente se modifican las
coordenadas de los nodos, manteniendo la conectividad de la malla, esto es, la informacion
sobre aristas y elementos, intacta.

Se debe tener en cuenta que, en el proceso de reposicionamiento, algunos de los nodos
vecinos ya estaran en su nueva posicion y otros no y, por tanto, se necesita ejecutar mas de una
vez el algoritmo para obtener buenos resultados. Se ha comprobado que este proceso converge
rapidamente (de hecho, al reposicionar por tercera vez, las coordenadas de los nodos
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practicamente no varian) y que con dos reposicionamientos consecutivos es suficiente. La
figura 2.74 muestra este hecho en una malla generada sobre un cuadrilatero curvo con el
método FAR para cuadrilateros rectilineos.
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a) b) ¢) d)
Figura 2.74. Reposicionamiento de nodos: a) malla inicial, b) tras un reposicionamiento, c) tras
dos reposicionamientos, d) tras tres reposicionamientos

Asimismo, la calidad de la malla tras el reposicionamiento depende en gran medida de
la conectividad que presenten los nodos en ella. Debido a este efecto de la conectividad, en
general se obtienen mejores resultados en mallas triangulares, donde la conectividad de los
nodos interiores es aproximadamente igual en toda la malla.

A continuacion se muestran algunos resultados (figuras 2.75-2.81) sin y con
reposicionamiento de nodos para distintas geometrias y distintos tipos de mallado. Se puede
apreciar que, en general, la calidad de la malla mejora, consiguiendo una “regularizacion” o

S=ce=y

suavizado de ésta.
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Figura 2.75. Reposicionamiento de nodos en areas cuadrilateras
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Figura 2.76. Reposicionamiento de nodos en areas triangulares
Figura 2.77. Reposicionamiento de nodos en areas poligonales
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Figura 2.78. Reposicionamiento de nodos en un area multibloque
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Figura 2.79. Reposicionamiento de nodos en un area multibloque
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Figura 2.80. Reposicionamiento de nodos en un area multibloque
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Figura 2.81. Reposicionamiento de nodos en un area multibloque
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2.6.2. Intercambio de Aristas

La otra técnica que se ha desarrollado con el fin de mejorar la calidad de la malla esta
basada en el intercambio de aristas entre elementos triangulares vecinos, es decir, aquéllos que
comparten una arista. Por “intercambio de arista” se entiende la accion de sustituir la arista
comun a un par de elementos por la generada a partir de la otra diagonal del cuadrilatero que
forman los dos elementos, tal como muestra la figura 2.1. Para esta sustitucion se sigue el
criterio comentado en el punto 2.1, es decir, se elige aquella diagonal que bisecte el mayor
angulo del cuadrilatero. La propia naturaleza de esta técnica de regularizacion implica que s6lo
puede ser utilizada en mallas triangulares, pues, evidentemente, entre dos elementos
cuadrilateros no es posible, en general, la sustitucion de la arista comun por otra sin que se
formen cuadrilateros muy irregulares o degenerados. Se ha optado por el criterio del dngulo
mayor, no solo por el mejor comportamiento de éste, sino porque el criterio alternativo de la
diagonal mds corta puede dar lugar a elementos erroneos, como se puede apreciar en la figura
2.82. En estos ejemplos los dos triangulos forman cuadrilateros degenerados o concavos y la
diagonal més corta de éstos no se encuentra en el interior del cuadrildtero, con lo cual se
pueden formar elementos de area nula o negativa.

Figura 2.82. Eleccion de arista erronea segln la diagonal mas corta

Al utilizar el criterio del angulo mayor en el propio proceso de mallado para la division
de los elementos cuadrilateros, gran parte de los pares de elementos comunes (aquéllos que
provengan de un cuadrilatero) no requieren el intercambio de arista. No obstante, dado que un
elemento puede pertenecer a uno, dos o tres pares de elementos comunes, el cambio en alguno
de ellos afecta a la conectividad local y puede hacer necesario el intercambio de arista en otro
par que inicialmente no lo requeria.

En la figura 2.83 se muestran las mallas antes y después de aplicar esta técnica en dos
areas cuadrilateras.
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Figura 2.83. Intercambio de arista (mallas iniciales y finales)

Para llevar a cabo este intercambio de aristas es necesario conocer qué dos elementos
comparten cada arista interior. Como ocurria en el reposicionamiento de nodos, es preferible
conocer en todo momento esta informacion a realizar busquedas a lo largo de toda la malla. En
el primer caso, el coste computacional es proporcional al nimero de aristas y en el segundo a su
cuadrado, ya que se requiere comprobar las tres aristas de cada elemento.

En la practica, se consigue una mayor mejora de la calidad de la malla combinando las
técnicas de reposicionamiento de nodos e intercambio de aristas de modo alternativo en un
proceso iterativo que converge rapidamente (aproximadamente en 3 6 4 pasos).

2.7. Coste Computacional

Los dos aspectos fundamentales a la hora de evaluar la calidad de un generador de
malla son la calidad de la malla generada y el coste computacional del método, que se traduce
en el tiempo necesario para generar la malla. El primer aspecto ha sido analizado a lo largo del
capitulo, presentando los resultados obtenidos en distintas geometrias con los diferentes
métodos desarrollados. En este punto se pretende analizar el coste computacional de estos
métodos. Para ello se han generado mallas con los distintos métodos expuestos en los puntos
anteriores en una estacion de trabajo HP9000 C-160 de la serie 700. Las figuras 2.84-2.91
muestran los tiempos de utilizacion de CPU obtenidos con estos métodos y con los
procedimientos de reposicionamiento de nodos € intercambio de aristas. Asimismo, en la tabla
2.1 se presentan los parametros obtenidos al ajustar las graficas a una funcidén potencial

t=a-x", donde ¢ es el tiempo de CPU y x el numero de elementos, nodos o aristas,
dependiendo del procedimiento considerado. En la ultima columna se muestra el factor de
correlacion del ajuste realizado. Valores proximos a 1 de este parametro indican un buen ajuste
de los datos empiricos a la curva obtenida.

En el caso del método de interpolacion por proyectores transfinitos en areas
cuadrilateras, se han discretizado sucesivos cuadrados con el mismo nimero de divisiones en
sus cuatro lados. La figura 2.84 muestra un comportamiento lineal del tiempo de generacion
frente al nimero de elementos cuadrilateros generados.
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En el interpolador por proyectores transfinitos en areas triangulares se han estudiado las
mallas mixtas y las triangulares. Para ello se mallaron triangulos con el mismo numero de
divisiones por lado. De nuevo se puede apreciar en las figuras 2.85 y 2.86 el comportamiento
lineal en ambos tipos de mallado.

En ambos interpoladores, la mayoria del tiempo se emplea en realizar las
multiplicaciones de la funcion de interpolacion. Para el cuadrilatero, cada nodo generado
requiere 12 multiplicaciones, y para el tridngulo, 9. No obstante, estas multiplicaciones se
pueden reducir a la hora de programar agrupando términos con algin factor comun (se reducen
a 8 en el cuadrilatero y a 3 en el triangulo). Asi pues, el tiempo de generacion es proporcional al
numero de nodos y, por tanto, al nimero de elementos.

En cuanto al método FARG, se han realizado pruebas sobre areas cuadrilateras
unicamente, pues, COmo se comenta en puntos anteriores, la generacion de malla en otro tipo de
areas esta basada en ésta y su coste computacional serd, por tanto, similar. Se utilizaron
cuadrados con un vector de divisiones de (V,V,2N,2N), de modo que se presenten en el proceso
de generacion de la malla los distintos casos posibles, esto es, cuadrilateros donde es posible la
creacion de una malla estructurada (y donde se aplica el método interpolador), casos simples y
casos criticos. En estos tres casos la generacion de nodos, aristas y elementos es directa, es
decir, no se requieren busquedas a lo largo de la malla ya creada ni eleccion entre distintos
candidatos, como sucede en los métodos de frente de avance clasicos. Este hecho repercute en
un coste computacional lineal con el nimero de elementos generados, frente al coste O(n’) 6
O(nlog(n)) [L6h97] que presentan los métodos tradicionales de frente de avance. Los resultados
obtenidos con este método (figuras 2.87 y 2.88) corroboran este hecho, pues las graficas
muestran un comportamiento practicamente lineal frente al nimero de elementos generados.
Cabe recordar aqui que la generacion de mallas triangulares se produce por la division de
elementos cuadrilateros en dos tridngulos, proceso éste también lineal con el nimero de
elementos finales.

Para el analisis del coste computacional del método de generacion de mallas
cuadrilateras no estructuradas se discretizaron cuadrados con un vector de divisiones
(N,N,2N,2N), teniendo en cuenta que en este caso N debe ser par. La figura 2.89 muestra los
resultados obtenidos. El exponente de la curva de ajuste (b=1.3) ya no esta tan cercano a 1
como en los métodos anteriores. Este método, tanto en la creacion de la malla previa como en la
generacion de la malla final a partir de ésta, estd basado en los métodos anteriores (FARG e
interpolador) y por tanto, debe presentar el mismo coste computacional. La causa de la no
linealidad que presentan los resultados hay que buscarla en la fase de borrado en memoria de la
discretizacion previa. Este procedimiento requiere una renumeracion de los componentes de la
malla de modo que no se produzcan saltos en la numeracién de nodos, aristas y elementos
dentro de cada area. Este proceso de renumeracion es mas costoso, por su no linealidad, que la
propia generacion de la malla y repercute de un modo importante en el tiempo de generacion de
ésta.

El comportamiento de las técnicas de mejora a posteriori de calidad de la malla
descritas en el punto 2.6, esto es, reposicionamiento de nodos e intercambio de aristas, se
muestra en las figuras 2.90 y 2.91. Como se comentd en la descripcion de estos métodos, el
conocimiento de la vecindad de nodos y de elementos repercute en un coste computacional
lineal.
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Figura 2.84. Tiempos de generacion de mallas cuadrildteras en areas cuadrilateras mediante
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Figura 2.85. Tiempos de generacion de mallas mixtas en areas triangulares mediante
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Figura 2.86. Tiempos de generacion de mallas triangulares en areas triangulares mediante
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Figura 2.87. Tiempos de generacion de mallas mixtas con el método FARG
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Figura 2.89. Tiempos de generacion de mallas cuadrilateras no estructuradas
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Figura 2.91. Tiempos de intercambio de aristas

Tabla 2.1. Ajuste de los tiempos de ejecucion a la curva t=a-x"

a b Correlacion
Interpol. areas cuadrilateras (m. cuadrilatera) 3.4e-5 0.99 0.95
Interpol. areas triangulares (m. mixta) 2.7e-5 1.01 0.92
Interpol. areas triangulares (m. triangular) 4.1e-5 0.99 0.96
FARG (malla mixta) 4.9e-5 1.06 0.98
FARG (malla triangular) 1.2e-5 1.18 0.86
Malla cuadrilatera no estructurada 8.4e-6 1.3 0.83
Reposicionamiento de nodos 6.7e-6 0.995 0.92
Intercambio de aristas 3.7e-5 0.96 0.85
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Capitulo 3.

METODOS DE GENERACION DE MALLA
SUPERFICIAL

En este capitulo se describen los métodos desarrollados para la generacion de malla en
determinadas superficies tridimensionales, entendiendo por tales aquéllas que no se encuentran
contenidas en un plano y, por tanto, requieren tres coordenadas para ser definidas.

Los algoritmos de mallado utilizados, como ocurre en el caso bidimensional, precisan
de un contorno previamente discretizado, dependiendo la malla final de la discretizacion de las
lineas del contorno. Asimismo, estas mallas superficiales son el punto de partida para la
discretizacion del volumen que encierran, por lo que la calidad de la malla de éste depende en
gran medida de la calidad de la discretizacion superficial de su contorno.

En este apartado de la tesis se ha pretendido desarrollar métodos para superficies
especificas que aprovechen el bajo coste computacional del método FARG bidimensional. Es
decir, la mecanica de los métodos que se describen en este capitulo consiste en la
transformacion de la superficie real en otra que sea discretizable, bien por el método FARG
bidimensional, bien por una generalizacion tridimensional de éste. Como muestra de las
posibilidades de esta técnica, se han desarrollado métodos de generacion de malla para
superficies regladas, cuadricas y superficies de revolucion, cuyo contorno esté definido por tres
o cuatro lineas. Con estos tres tipos de superficie se abarca gran parte de las estructuras que se
pueden presentar en un problema tridimensional como, por ejemplo, el analisis de cavidades u
otros dispositivos de microondas. No obstante, superficies mds complejas pueden ser
discretizadas siguiendo una metodologia multibloque, donde una superficie puede ser definida
mediante la unidn de distintas superficies, como se describe en el apéndice 1.

3.1. Superficies Definidas por su Contorno

Al definir un area en un plano mediante las lineas del contorno, se define de forma
inequivoca la superficie que delimitan esas lineas. En el caso de tener una serie de lineas que
forman un contorno cerrado en el espacio, la superficie que pueden definir queda
indeterminada, existiendo infinitas posibilidades de generacion de superficie. Por ejemplo, una
circunferencia en el espacio puede definir el circulo interior que delimita, o bien un casquete
esférico, o cualquier otra superficie que encaje en ese contorno. Segin esto, denominaremos
superficies definidas por el contorno en el espacio a aquellas superficies que se obtienen
mediante una interpolacion lineal de las lineas de su contorno, lineas consecutivas y que
delimitan un espacio cerrado. La solucion que se adopta en estos casos es aplicar una
generalizacion tridimensional superficial del método FARG directamente sobre la superficie.
Dado que este método incorpora en la generacion de nodos interiores las técnicas de
interpolacion por proyectores transfinitos, la malla generada se adapta a la superficie mas plana
posible que se ajuste al contorno.
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Por tanto, este método es aplicable tanto a superficies planas como a superficies
regladas, es decir, aquellas superficies que se pueden obtener a partir del desplazamiento de una
recta por el espacio. Este desplazamiento se produce utilizando una o dos lineas como guias de
la recta generadora. Es decir, siempre que dos de las lineas del contorno opuestas (en el caso de
superficies cuadrilateras) o dos de las lineas del contorno (para superficies triangulares) sean
rectas, es posible generar el mallado superficial mediante el método FARG tridimensional
(FARG3D). En este caso, una de estas lineas es la situacion de partida de la recta generadora y
la otra es la recta en la posicion final. En la figura 3.1 se presentan las mallas obtenidas en dos
superficies regladas, un tronco cénico y otra mas arbitraria. La primera de ellas ha sido mallada
con elementos triangulares y la segunda con cuadrilateros.

Figura 3.1. Superficies regladas: a) tronco conico y b) arbitraria

Cabe destacar una vez mas que la discretizacion de este tipo de superficies se realiza
utilizando una generalizacion tridimensional del método FARG bidimensional para areas
triangulares y cuadrilateras desarrollado en el capitulo 2, no siendo necesario ningun
tratamiento adicional.

3.2. Superficies Cuadricas

Las superficies que se tratan en este apartado son algunas de las cuadricas mas
utilizadas. Estas superficies estan definidas por una ecuacion de segundo grado, que se puede
transformar en su forma reducida si, mediante giros y traslaciones, se sitia la cuadrica en el
origen de coordenadas y de angulos. Dentro de los tres tipos siguientes encontramos la mayor
parte de las cuadricas que pueden despertar nuestro interés:

e La esfera, como caso particular del elipsoide.
e El elipsoide.
e El paraboloide eliptico.

El desarrollo de métodos para otros tipos de cuadricas, como paraboloides hiperbdlicos
o hiperboloides, sigue las mismas pautas que los comentados en este punto, siendo la unica
diferencia las ecuaciones de transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas
esféricas.
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3.2.1. Superficies Esféricas

Las superficies esféricas son las mas importantes dentro de las cuadricas, ya que es un
tipo de superficie muy utilizado y de facil desarrollo. La esfera es un caso particular de las
superficies elipsoidales en el que sus puntos equidistan del centro. La ecuacion analitica
reducida en coordenadas cartesianas que rige esta figura es

x> +y*+z° =R’ (3.1)

donde R es el radio, y es valida si el centro esta en el origen de coordenadas. Por tanto, para la
definicion completa de esta superficie son suficientes las lineas que forman el contorno y el
centro.

Antes de explicar la solucion que se adopta para realizar el mallado de una superficie
de este tipo, es conveniente describir las posibles soluciones, mas sencillas, que se barajaron y
que fueron descartadas por no dar resultados lo suficientemente aceptables. Como se ha visto
en el apartado 3.1, con el método FARG3D se pueden generar mallas en superficies curvas,
obteniéndose una malla ajustada al contorno. Por tanto, la primera posibilidad que se plantea es
realizar la discretizacion utilizando directamente este método, con la precaucion de utilizar
lineas de contorno que no estén todas contenidas en un plano, pues, en ese caso, se genera la
malla de un circulo. Esta opcion se descarta al comprobar que, aunque el resultado es regular, la
malla no estd contenida en la superficie esférica; se ajusta al contorno, pero queda aplanada,
como se aprecia en el esquema de la figura 3.2. Esto es debido a que la técnica de interpolacion
que incorpora el método FARG3D soélo garantiza la generacion de mallas coincidentes con las
superficies cuando éstas son regladas.

@V

c)

Figura 3.2. Casquete esférico: a) vista cuasi-frontal, b) vista superior real, c) vista superior de la
malla generada con el método FARG3D

Una posible solucion a posteriori de este problema es forzar a los nodos de la malla a
que cumplan la ecuacion de la superficie. La forma de realizar esta operacion es sencilla,
planteandola como una proyeccion de la malla, obtenida inicialmente en un plano, sobre la
superficie real. Como todos los parametros de la ecuacion son conocidos, simplemente se trata
de calcular el valor de una coordenada en funcidon de las otras dos, de modo que las nuevas
coordenadas pertenezcan a la superficie. Previamente se debe determinar cual es la coordenada
mas adecuada para modificar de modo que el nodo sufra la menor variacién posible. Por
ejemplo, si la coordenada elegida es la z, se modificara la coordenada z de cada nodo en
funcioén las coordenadas x,y para que éste cumpla la ecuacion de la superficie. En la figura 3.3
se muestra el resultado obtenido sobre un casquete hemiesférico cuando se utiliza esta técnica.
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Figura 3.3. Mallado de un casquete esférico al proyectar la malla del plano sobre la superficie

Como se puede observar, el resultado es bastante defectuoso, sobre todo en las zonas
proximas a las lineas del contorno. Es decir, al intentar ajustar la malla a la superficie, la
calidad empeora. Este efecto se presenta en las zonas donde existe una rapida variacion de la
coordenada proyectada con respecto a las otras dos. Sin embargo, cuando esto no sucede, es
decir, la malla que vamos a proyectar estd “cerca” de un plano, los resultados son bastante
buenos. En resumen, como método general, esta solucion no es aceptable, sobre todo si
tenemos en cuenta que, en el caso de otras cuddricas, como el elipsoide o el paraboloide, se
acentian estos problemas, ya que la variacion de unas coordenadas respecto a otras puede ser
mas rapida.

En vista de que con este tipo de mallado de la superficie no se obtienen resultados
aceptables, se plantea como solucion definitiva realizar una parametrizacion de la superficie en
coordenadas angulares y obtener el mallado de la misma sobre esas coordenadas. Veamos paso
a paso el proceso seguido en el caso de las superficies esféricas:

1. En primer lugar, se procede a realizar una traslacion de la esfera al origen de coordenadas.
Esta operacion es necesaria porque mas adelante se hard uso de la forma reducida de la
ecuacion de la esfera.

2. Para realizar la conversion de coordenadas no basta con situar la esfera a la que pertenece
la superficie en el centro, sino que ademas hay que orientarla en el espacio. Esta
operacion es necesaria porque al utilizar coordenadas angulares es importante observar
que el angulo varie entre 0 y 27 para ¢, y entre 0 y © para 0. Resulta fundamental tener la
precaucion de que no se produzcan saltos de angulos al realizar la conversion de
coordenadas, ya que esto provocaria una discontinuidad en el contorno. Para realizar este
control en la esfera, en primer lugar se considera que la superficie esférica definida por un
unico contorno es como maximo una semiesfera. Si se quiere mallar una superficie mayor
debe hacerse definiendo varios trozos de la misma por separado y definiendo la superficie
final como una polisuperficie. Sabiendo que la superficie es un casquete esférico menor o
igual que una semiesfera, el objetivo es situarlo en el semiplano y >0, ya que en esta

zona del espacio no se producen saltos de angulos en ¢.

Para ello, en primer lugar, se obtiene el punto medio de los puntos que definen las lineas
del contorno. Posteriormente, se obtiene un plano, al que denominaremos plano base de
la superficie, que en el caso de areas triangulares es el definido por los tres puntos del
area, y en areas cuadrilateras se puede hallar mediante un procedimiento de regresion de
los cuatro puntos del area. Seguidamente se obtiene el eje perpendicular al plano base y
que contiene al punto medio calculado anteriormente. Mediante un cambio de ejes se
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situa este eje sobre el eje y, de modo que la superficie quede centrada sobre este eje. Para
realizar este cambio de ejes se sigue un procedimiento similar al descrito en el punto
A2.1.

3. A continuacién se realiza el cambio de coordenadas cartesianas x,),z a angulares u,v,
pudiendo identificar estas ultimas con las coordenadas esféricas 6,¢. La transformacion
de coordenadas viene dada por:

R=yx*+y*+z2°

z
U = arccos— 3.2
2 (3.2)

Vv =arccos
-senu

De este modo, cada nodo del contorno tiene ahora sus coordenadas en el plano u,v. Es
decir, el contorno de la superficie se encuentra ahora definido por dos coordenadas, frente
a las tres cartesianas, de modo que la superficie es plana en las variables u,v.

4. El siguiente paso consiste en mallar el area del plano u,v. Para hacerlo, dado que todos los
nodos del contorno de ésta estan situados en un plano, se utiliza el método FARG
bidimensional. En la figura 3.4a se muestra la malla de una superficie esférica en el plano
de coordenadas angulares.

5. Una vez generada la malla paramétrica, ésta se debe transportar al espacio coordenado
rectangular para obtener la discretizacion real. Este cambio de variable se realiza
aplicando en cada nodo de la malla:

xX=R-senu-cosv
y=R-senu-senv (3.3)

z=R-cosu

6. La siguiente operacion consiste en deshacer el cambio de ejes; para ello se utiliza la
matriz traspuesta de la de giro.

7. Por ultimo, se deshace la traslacion sumando a cada nodo las coordenadas del centro de la
superficie.

Como resultado del proceso se obtiene la superficie mallada en la posicion del espacio
en la que habia sido definida. En la figura 3.4b se muestra el resultado final, al aplicar la
parametrizacion, de un mallado sobre una superficie esférica. Se puede observar que la unica
diferencia entre la malla en el plano angular y la real son las coordenadas de los nodos; la
conectividad de ambas es idéntica.

Figura 3.4. a) Aspecto de la malla en el plano angular, b) malla resultante
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Esta técnica basada en transformacion de coordenadas rectangulares a angulares es
aplicable a todo tipo de superficies triangulares. Sin embargo, en el caso de superficies
cuadrilateras, no generara una malla correcta si al menos dos lineas consecutivas del contorno
de la superficie esférica se encuentran en el mismo plano. En tal caso, el area en el plano
angular sera un cuadrilatero degenerado, pues las lineas consecutivas pertenecientes a un
mismo plano en el espacio cartesiano estaran superpuestas (total o parcialmente) o seran
consecutivas en el plano u,v. Esta situacidon aparece, por ejemplo, en un casquete esférico de
contorno circular, donde las cuatro lineas del contorno se encuentran en el mismo plano y ello
implica que queden superpuestas dos a dos en el plano angular.

Este tipo de situaciones requiere un tratamiento especial, también aplicable como
método general a superficies esféricas poligonales, es decir, aquéllas con mas de cuatro lineas
en su contorno. Este tratamiento consiste en la descomposicion de la superficie inicial en tantas
superficies esféricas triangulares como lineas tenga el contorno. Este proceso, basado en la
creacion de elementos de geometria auxiliares (puntos, lineas y superficies), se puede
automatizar y el coste que aflade al método previamente descrito es despreciable. Para ello, en
primer lugar, se ha de crear un punto en la interseccion del vector perpendicular al plano que
contiene a las dos o mas lineas coplanares y la esfera. A continuacion, se generan sendas lineas
desde cada uno de los puntos de geometria del contorno de la superficie y el punto creado. Con
esas lineas y las del contorno se crean las superficies triangulares, que si pueden ser
discretizadas con el método anteriormente descrito. En la figura 3.5 se muestra la discretizacion
obtenida en una semiesfera y la malla de una esfera formada por seis superficies.
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Figura 3.5. Superficies esféricas malladas mediante parametrizacién angular

3.2.2. Superficies Elipsoidales

El elipsoide es una superficie cuadrica cerrada que presenta cortes horizontales y
verticales elipticos. Aquellas superficies con estas caracteristicas se denominan superficies
elipsoidales o elipticas, y de ellas se ocupa este apartado. La ecuacion reducida que define el
elipsoide es:

2 y2
+=—+

" =1 (3.4)
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ecuacion valida si el elipsoide se encuentra centrado en el origen de coordenadas y sus ejes
coinciden con los ejes coordenados. Los valores de las constantes «,b,c se corresponden con el
maximo que alcanza cada coordenada en el elipsoide: a es el maximo valor que alcanza x, b el
de y, y c el de z, como ilustra la figura 3.6.

Al definir la superficie eliptica, ademas de las lineas del contorno, es necesario

especificar el centro, los ejes en el espacio, y los maximos sobre los ejes, es decir, las
constantes a,b,c.

a
Figura 3.6. Ejes de un elipsoide

Para mallar una superficie eliptica se utiliza el mismo método de parametrizacion

angular utilizado en las superficies esféricas, aunque en este caso las funciones de
transformacion de coordenadas son una generalizacion de las esféricas. El proceso es bastante
parecido, pero presenta algunas peculiaridades que merecen ser tenidas en consideracion, por lo
que es conveniente verlo de nuevo de forma detallada:

1.

2.

En primer lugar se traslada el centro del elipsoide al centro de coordenadas, al igual que en
la esfera.

El paso siguiente consiste en un giro que haga coincidir los ejes del elipsoide con los ejes
coordenados. Los ejes del elipsoide en el espacio son estructuras de datos de tipo eje
(descrita en el apéndice 1). Son, por tanto, tres vectores que permiten construir la matriz de
transformacion

ejelx ejely ejelz
M =] ¢eje,, eje,, eje,, (3.5)

ges,  ¢ge3, ¢es;

El orden de los ejes no es irrelevante. Por razones similares a las comentadas en la esfera,
es decir, el problema de discontinuidad de angulos, no es posible mallar superficies con
una apertura angular superior a la de un semielipsoide. De nuevo aqui interesa situar la
superficie eliptica en el semiespacio y>0. El eje que interesa situar sobre el eje y es eje,, de
modo que coincida con la coordenada y. El criterio que se sigue para buscar el eje que se
debe situar sobre y es que éste sea lo mas perpendicular posible a la superficie, para lo cual
se define un plano en la base de la superficie a partir de los puntos de geometria del
contorno, tal como se describio para las superficies esféricas, y se busca el eje mas cercano
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a la perpendicular a dicho plano. Una vez obtenida la matriz adecuada se aplica el giro a
cada uno de los nodos del contorno:

P=M-|P (3.6)

3. Una vez situados los ejes de la superficie sobre los ejes coordenados de una forma
apropiada, la siguiente operacion consiste en realizar el cambio de coordenadas cartesianas
a coordenadas angulares:

zZ
U =arcos—
c
(3.7
_ _ Yy
V = arccos =arcsen
a-senu b-senu

4. A continuacion se aplica el método FARG bidimensional sobre el contorno del plano de
variables angulares. Existe un caso en el que se debe realizar una pequefia intervencion
sobre el contorno en el plano antes de aplicar el método discretizador. Esto sucede cuando
se pretende discretizar una superficie triangular y uno de los nodos que coincide con un
punto de geometria (es decir, la interseccion de dos lineas del contorno), se encuentra
sobre el eje z una vez realizado el giro, lo que equivale a decir que en ese punto u=0 6
u=m. En estos dos casos v puede adquirir cualquier valor entre 0 y 27. En esta situacion,
este nodo no se transforma, adquiriendo sus nodos vecinos en cada una de las lineas a las
que pertenece el papel de vértices, de modo que la superficie triangular se convierte en el
plano angular en un area cuadrilatera que presenta un lado con una sola division. En la
figura 3.7a se muestra un ejemplo de malla en el plano angular en el que se presenta este
caso. El contorno en este ejemplo esta compuesto por tres lineas. En el plano angular
aparecen cuatro, pero en realidad el lado superior del cuadrado no se corresponde con una
linea sino con la arista que une los ltimos nodos vecinos del nodo problematico.

Figura 3.7. a) Malla en el plano angular de una superficie elipsoidal, b) malla final

5. Una vez obtenida la malla en el plano angular se debe deshacer el cambio de variables
realizado previamente para obtener la malla en coordenadas rectangulares:
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X=a-senu-cosv
y=b-senu-senv (3.9)

Z=c-CoSu

6. A continuacion se debe deshacer el giro inicial para devolver la superficie a su orientacion
real. Para ello se aplica la matriz (3.5), pero traspuesta (para obtener el efecto contrario)
sobre cada uno de los nodos de la malla.

P;
P=M".|P (3.9)
P,
7. Por ultimo, se deshace la traslacion del centro de coordenadas.

Una vez finalizado el proceso, se obtienen resultados como los mostrados en las figuras
3.7b 6 3.8.

En el caso de intentar mallar un semielipsoide sucede algo similar a lo que se ha visto
para la semiesfera y la solucion aplicada es la misma: descomponer el semielipsoide en cuatro
superficies triangulares auxiliares que facilitan el mallado. De no hacerlo asi, una de las
variables angulares no tendria variacion, y seria imposible generar la malla.
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Figura 3.8. Mallas de superficies elipsoidales

3.2.3. Superficies Paraboloides Elipticas

Este tipo de cuadrica esta caracterizado por las parabolas que se obtienen en sus cortes
verticales y las elipses de sus cortes horizontales. Se trata de una cuadrica abierta, al contrario
que el elipsoide. La ecuacion reducida que presenta este tipo de cuadrica es:

2 2
+

=Z (3.10)
C

%[

Q|><
(3]

La superficie definida por (3.10) es un paraboloide con el vértice (punto por el que
pasan todas las parabolas) situado en el centro de coordenadas y el eje de las parabolas situado
sobre el eje z. Las constantes a,b,c estan relacionadas con los ejes de las elipses (a y b), y con la
apertura del paraboloide (c). Para la definicion completa de la superficie son necesarios los tres
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ejes del paraboloide al que pertenece (su orientacidon) junto con los parametros asociados a cada
eje, es decir, las constantes a@,b,c. También son necesarios el vértice del paraboloide y, por
supuesto, las lineas del contorno. En la figura 3.9 se muestra la situacion de las constantes a,b,c
y el vértice en un paraboloide.

vértice

2c

2a

Figura 3.9. Parametros que definen un paraboloide

Para realizar el mallado de una superficie paraboloide se sigue el mismo procedimiento
que en las cuadricas anteriores. En primer lugar se procede a la traslacion del vértice al centro
de coordenadas y a la situacion de los ejes del paraboloide sobre los ejes coordenados de
manera similar a lo comentado en las superficies elipsoidales. A continuacion se procede a la
parametrizacion de la superficie en dos variables, pero, a diferencia de las situaciones
anteriores, ahora no son ambas coordenadas angulares, sino que una de ellas es una coordenada
lineal asociada a la altura del paraboloide sobre el eje z. Si las coordenadas angulares utilizadas
en el caso de superficies elipsoidales se corresponden con las coordenadas angulares esféricas,
en este caso se puede hablar de una analogia con dos de las coordenadas cilindricas (¢.z). Las
ecuaciones (3.11) muestran el cambio de variable aplicado.

z

u=,—

¢ (3.11)
v:arctanM
x-b

Se puede constatar que u es simplemente z comprimida, y v se corresponde con la
coordenada cilindrica angular ¢@. Esta transformacion sigue siendo igual de efectiva que la
anterior, pues se consigue una descripcion de la superficie con dos coordenadas, y, por lo tanto,
en un plano, de tal forma que se puede aplicar una vez mas el método FARG bidimensional
para, posteriormente, deshacer el cambio de coordenadas y situar la malla angular en
coordenadas cartesianas:

X=a-u-cosv
y=b-u-senv (3.12)

2
Z=C'Uu

Seguidamente se deshace el cambio de ejes visto anteriormente, y se concluye el
proceso trasladando el vértice del paraboloide al lugar que ocupaba originalmente.
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En caso de definir las lineas del contorno en un plano horizontal del paraboloide,
formando una elipse, no existe variacion de la variable u al realizar el cambio de variables. Por
tanto, este caso debe ser tratado de forma particular, como ocurria en las superficies
elipsoidales, procediendo a la construccion de superficies auxiliares que se mallan por separado
y, posteriormente, se agrupa toda la malla en la misma superficie. La figura 3.10 muestra la
malla obtenida con este método en una superficie paraboélica, donde el contorno es coplanar.

NS NAAVAVATA
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S N T AV VAT Gy
AN gy, SAVAVA LS vih
AR A

Figura 3.10. Malla de un paraboloide eliptico

3.3. Superficies de Revolucion

La caracteristica principal de estas superficies es su simetria de revolucion, es decir,
todos los cortes con planos que contengan este eje dan como resultado el mismo perfil. Son
superficies que se crean al girar una linea generatriz respecto al eje de revolucion. En la figura
3.1a se muestra un ejemplo de este tipo de superficies cuando la linea generatriz es una recta
oblicua al eje de rotacion. En general, las superficies de revolucion pueden ser generadas por
lineas generatrices arbitrarias. La figura 3.11 muestra el proceso de generaciéon de una
superficie de revolucion a partir de su linea generatriz, en este caso una conica.

N

Linea generatriz

Figura 3.11. Superficie generada por una linea al girarla o grados
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Para afrontar el mallado de este tipo de superficies se utiliza un método de

transformacion de coordenadas similar a los utilizados con las superficies cuadricas. Veamos
los pasos seguidos para obtener el mallado final:

1.

2.

En primer lugar se realiza la misma traslacion y el mismo cambio de ejes que se ha
descrito en los puntos anteriores.

Una vez situado el eje de revolucion sobre el eje z, se procede a realizar el cambio de
variables (x,y,z)— (u,v,w) expresado mediante

u:arctanZ

X
v=q/x? +y? (3.14)
w=z

donde u es el angulo de giro, v es la distancia del nodo que se quiere transformar al eje de
revolucion, y w es la proyeccion del nodo sobre el eje de revolucion, como muestra la
figura 3.12.

Dada la geometria de este tipo de superficies, esta transformaciéon en coordenadas
cilindricas es mas util que los tipos de transformacion anteriormente descritos, pues no
produce situaciones ambiguas como las existentes en las cuadricas y, en general, la calidad
de la malla final es superior. En esta nueva transformacion son necesarias tres coordenadas
y, por lo tanto, los nodos transformados de la superficie no se encontraran sobre un plano,
como sucedia en los casos anteriores. Esto hace inviable la aplicacion del método FARG
bidimensional sobre la superficie transformada. Sin embargo, dado que las superficies de
revolucidn presentan una linea (en el caso de las triangulares) o dos lineas opuestas (en el
caso de las cuadrilateras) con variacion Unicamente en ¢, el cambio de coordenadas
transforma estas lineas (arcos de circunferencia) en rectas y la superficie definida en el
nuevo espacio es reglada, lo que posibilita la aplicacion directa del método FARG3D.

Figura 3.12. Transformacion de coordenadas en superficies de revolucion
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En las figuras 3.13a y 3.14a se muestra el aspecto que presentan las mallas en coordenadas
cilindricas al aplicar el método FARG3D.

P ;; e
_ ﬂ/‘a_ vt vz‘!""f-‘é@?‘
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2505 l, v
N D

a) b)
Figura 3.13. a) Malla en el espacio auxiliar, b) malla en la superficie de revolucion

3. El siguiente paso consiste en deshacer el cambio de coordenadas en todos los nodos de la
superficie, tanto los del contorno como los que se han creado en el interior de la malla:

X=v-cosu
y=v-senu (3.15)
Z=WwW

4. Por ultimo, se procede a deshacer los cambios de ejes y la traslacion del centro.

Este método para mallar superficies de revolucion ofrece buenos resultados, ademas de
una gran versatilidad para crear superficies mas complejas. Cualquier superficie de revolucion
se puede construir de esta forma. En la figura 3.13 se presenta un ejemplo de una posible
superficie de revolucion. En la figura 3.14 la conica que se gira es una hipérbola y, por tanto, el
resultado es una porcion de hiperboloide circular. Utilizando el concepto de polilinea se pueden
obtener superficies de revolucion al girar lineas dispuestas de forma consecutiva. La figura 3.15
muestra una superficie obtenida de este modo y da una idea de las posibilidades ofrecidas por
este tipo de superficies.

Figura 3.14. Revolucion de una hipérbola: a) malla en el espacio auxiliar, b) malla final
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Figura 3.15. Superficie de revolucion definida por una polilinea generatriz

3.4. Mejora A Posteriori de la Calidad de 1a Malla

Como en el caso bidimensional, se pueden aplicar procedimientos de mejora o
regularizacion a la malla final. Sin embargo, en este caso la técnica de reposicionamiento de
nodos es unicamente aplicable en la malla del espacio transformado, y no en la malla real. Esto
es asi porque, si bien se obtienen mallas mas regularizadas o suavizadas, ya no esta garantizado
que los nodos de éstas pertenezcan a la superficie.

Si es posible la aplicacion de la técnica de intercambio de aristas en la malla real, pues
ésta no modifica las coordenadas de los nodos, y unicamente afecta a la conectividad de las
mallas. Ademas, dado que la eleccion de arista que divide los elementos cuadrilateros en
triangulares se realiza en la generacion de la malla transformada, es posible que la
transformacion al espacio real modifique las coordenadas de los nodos de tal modo que se
consigan elementos triangulares mas regulares dividiendo los cuadrilateros por la arista
diagonal alternativa a la inicialmente seleccionada.

3.5. Coste Computacional

Para la evaluacion del coste computacional de los métodos anteriormente descritos
se realizaron distintas discretizaciones triangulares de diferentes superficies en una
estacion de trabajo HP9000 C-160 de la serie 700, incrementando paulatinamente el
numero de caras o elementos de la malla. Los resultados obtenidos se presentan en la
figura 3.16, donde se puede apreciar un comportamiento practicamente lineal para las
superficies regladas, es decir, para el método FARG3D, y un comportamiento mas cercano
al lineal que al cuadratico para las superficies cuddricas y de revolucion. El mayor coste
computacional que presentan las cuadricas y las de revolucion frente a las regladas se debe
a las traslaciones, giros y transformacion de coordenadas directas e inversas necesarias en
estos casos para que el método FARG bidimensional o FARG3D pueda ser aplicado. La
tabla 3.1 muestra los valores obtenidos al ajustar los datos a una funcién potencial

t=a-x", donde t es el tiempo invertido en la generacion de la malla y x el namero de
elementos generados.
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Figura 3.16. Tiempos de generacion de mallas triangulares en distintos tipos de superficie

Tabla 3.1. Ajuste de los tiempos de generacion de mallaala curva t =a-x

b

a b Correlacion
Superficies regladas (FARG3D) 2.75e-5 1.16 0.966
Superficies cuadricas 7.96e-5 1.32 1.18
Superficies de revolucion 6.2e-5 1.32 0.998
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Capitulo 4,

METODOS DE GENERACION DE MALLA
VOLUMETRICA

La resolucion de problemas tridimensionales como, por ejemplo, el céalculo de las
frecuencias de resonancia en una cavidad de microondas mediante el MEF requiere una
discretizacion del dominio del problema en elementos volumétricos. Del mismo modo que los
métodos de discretizacion bidimensionales comentados en el capitulo 2 generan la malla a partir
de la discretizacion del contorno del area, los métodos descritos en este capitulo requieren una
discretizacion previa de las superficies que delimitan el volumen que se pretende mallar. En
otros tipos de métodos, como los de superposicion de reticula, la malla del contorno se genera a
la vez que la malla volumétrica; en estos casos se especifica el nimero de elementos
aproximado de la malla y, a partir de este dato, se genera la malla del volumen. El inconveniente
fundamental de esta alternativa es la dificultad que plantean las diferentes discretizaciones de
las interfaces entre los distintos volimenes cuando se pretende utilizar, como es el caso, una
metodologia multibloque. Por esta razon y por mantener la misma estructura de datos utilizada
en el caso bidimensional (apéndice 1), los métodos de mallado volumétrico descritos en este
capitulo son procesos jerarquicos; es decir, el mallado unidimensional hace posible el
superficial, y el superficial el volumétrico.

Se presentan en este capitulo dos métodos de generacion de malla volumétrica. El
primero de ellos, basado en la interpolacion por proyectores transfinitos, permite la
discretizacion estructurada de volumenes hexaédricos en hexaedros o en tetraedros, imponiendo
ciertas restricciones a la discretizacion del contorno. El segundo es un método de generacion de
malla tetraédrica no estructurada mas general que hace uso de la filosofia de frente de avance.

4.1. Generacion de Malla Estructurada

Como muestra de la generalizacion volumétrica de los métodos basados en la
interpolacion por proyectores transfinitos descritos en el capitulo 2, en este punto se presenta un
método de generacion de malla estructurada para volumenes hexaédricos generalizados,
entendiendo por tales aquellos volumenes definidos por seis superficies cuadrilateras (planas o
curvas), como los mostrados en la figura 4.1.
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Figura 4.1. Voliumenes de contorno curvo definidos y mallados como hexaedros generalizados

La generacion de mallas estructuradas, como ocurria en el caso bidimensional, restringe
en gran medida las posibilidades de discretizacion del contorno del volumen. Para que sea
posible esta discretizacion es necesario que las lineas que forman el contorno del volumen y que
varian en la misma coordenada natural (u, v o w) de éste presenten el mismo numero de
divisiones. De esta forma es posible generar una reticula ctibica dentro del volumen.

Como en el caso bidimensional, para conseguir buenos resultados frente a contornos
irregulares es necesario contar con una funcion de interpolacion que tenga presente la posicion
de los nodos del contorno en el calculo de la posicion de los nodos interiores. Por esta razon se
hace uso de nuevo de un método basado en proyectores transfinitos. Este método consiste en la
construccion de una linea de proyeccion para cada par de nodos opuestos de la discretizacion
del contorno del hexaedro.

Sean S}, S,, ..., Ss las funciones paramétricas que definen cada superficie del contorno
del hexaedro y que, una vez discretizadas éstas, vienen descritas por sendas matrices que
contienen las posiciones, mediante sus tres coordenadas rectangulares, de los nodos de cada
superficie (figura 4.2). Las coordenadas naturales de estas superficies se definen como:

u,v,w="2 (4.1)
n

donde je{0,l....,n}, siendo n el niimero de divisiones de la linea y que puede ser distinto para

las distintas coordenadas naturales.
A partir de estas definiciones previas, se pueden definir los proyectores transfinitos
como:

(1- W)Sl (,v)+ wS, (u,v)
- v)S3 (u, w)+ VS (1, w) (4.2)
(1- u)S6 (v, w)+ uS, (v, w)

Il
Il

donde cada I'; proporciona 3 valores (las tres coordenadas rectangulares de los nodos):
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r,=|r, (4.3)

En la obtencién de la funcion de interpolacion hay que tener en cuenta que, para que
coincida con el contorno en valores en aquellos valores de (u,v,w) que pertenezcan a él, es
necesario restarle los términos comunes a la suma de los proyectores transfinitos, con lo que se
obtiene:

7= L0 )5 )08 ) 015 ) 85 ) 0 )5 0,0 1, )]

| (1=u)1=v)1-=w)S,(0,0)+ u(l —v)1-w)S, 1,0)+ (1 — u (1 - w)S, (0,1)+ (4.4)
——|+uv(l=w)S, (L) + (1 —u)1=v)wS, (0,0)+ u(l —v)wS, (1,0) +
+ (1= uwS, (0,1)+ uwvwsS, (1,1)

Figura 4.2. Funciones de las superficies y coordenadas naturales en un hexaedro generalizado

Si m son las divisiones en la direccién u, n lo son en v, y p en w, como resultado de
aplicar (4.4) de forma sistemdtica y ordenada sobre cada combinacion de nodos del contorno, se
obtienen (m—1)-(n— 1)~ (p- 1) nodos en el interior del hexaedro. Los nodos consecutivos son

unidos mediante aristas, las caras se crean a partir de cuatro aristas consecutivas que forman un
cuadrilatero, y, por ultimo, con seis caras que definen un volumen se crea cada elemento
hexaédrico del mallado. Para saber en cada momento los nodos vecinos, las aristas que forman
cada cara, y las caras que forman cada elemento es necesario un control muy exhaustivo de los
nodos que se generan. Esto implica que en este método sea mas compleja la generacion de la
conectividad de la malla que la geometria de ésta, es decir, la posicion de los nodos.

La generacion de una malla tetraédrica requiere la division de cada hexaedro en cinco o
seis tetraedros. Ambas descomposiciones son interesantes porque mantienen intacta la
geometria de la malla, pues no se generan nuevos nodos, pero cambian completamente su
conectividad, ya que se crean nuevas aristas y las caras cuadrilateras y volumenes hexaédricos
son sustituidos por caras triangulares y volumenes tetraédricos. Esta transformacion de la
conectividad de nuevo conlleva una compleja gestion de los componentes de la malla y elevados
requerimientos de memoria.
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La discretizacion triangular del contorno del elemento hexaédrico marca qué tipo de
descomposicion se puede realizar. De hecho, la descomposicion /:5 de la figura 4.3 requiere la
existencia de 4 vértices del hexaedro en los que coincidan 6 aristas y otros 4 en los que s6lo
coincidan 3 (en la figura 4.4 se muestran estas situaciones y en la 4.5 otras que no cumplen esta
condicion). Otras discretizaciones permiten la descomposicion /:6, que consiste en la creacion
de dos pentaedros que, a su vez, se descomponen en tres tetraedros cada uno. Tampoco es
posible esta descomposicion en cualquier caso, y se pueden presentar discretizaciones del
contorno que no permitan la descomposicion del hexaedro sin generacion de nodos.

Figura 4.3. Division de un hexaedro en 5 tetraedros

Figura 4.4. Hexaedros que permiten la descomposicion en 5 tetraedros

Figura 4.5. Hexaedros que no permiten la descomposicion en 5 tetraedros
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Dada la menor cantidad de aristas, caras y elementos generados, es preferible la
descomposicion /5. Para que ésta sea posible en la mayor parte de los elementos hexaédricos,
es importante que la discretizacion del contorno del volumen sea propicia para esa
descomposicion. Por esta razon se utiliza en el mallado superficial un tipo de discretizacion o
conectividad denominada “union jack” como la que muestra la figura 4.6. Si el nimero de
divisiones en las lineas que unen dos superficies opuestas es par, para que sea posible la
descomposicion /:5 el patron debe ser el mismo en ambas, y si es impar debe ser en una el
opuesto del de la otra. La figura 4.7 muestra la malla superficial generada en distintos casos que
hace posible este mallado volumétrico. El otro tipo de descomposicién (/:6) también requiere
mallas del contorno especificas, por lo que en ambos casos la generacion de la malla
volumétrica influye en la malla del contorno, lo que hace a este método poco propicio para su
utilizacion en una metodologia multibloque, donde las interfaces entre volimenes deben ser
discretizadas previamente y permanecer constantes durante todo el proceso de mallado
volumétrico. Es decir, en un entorno multibloque el mallado volumétrico se debe acomodar al
de su contorno, y no al revés.

Figura 4.6. Patron de malla bidimensional “union jack”

Figura 4.7. Mallas del contorno en hexaedros para distintas situaciones
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En resumen, si m, n y p son las divisiones en cada coordenada natural del hexaedro, la
malla estructurada presentara en su interior los siguientes componentes:
e Malla hexaédrica:

nodos = (m—1)n-1{p-1) (4.5)
aristas = 3mnp — 2(mn +mp + mn)+m+n+ p (4.6)
caras = 3mnp — mn—mp — np 4.7)
elementos = mnp (4.8)
e Malla tetraédrica:
nodos = (m—1)n-1{p-1) (4.9)
aristas = 6mnp — 3(mn +mp + mn)+ m+n+p (4.10)
caras = 9mnp — 2(mn + mp + np) (4.11)
elementos = Smnp (4.12)

Se puede obtener una expresion general que relaciona los distintos componentes de la
discretizacion (interior y contorno), tanto en mallas estructuradas como no estructuradas, y tanto
tetraédricas como hexaédricas, siempre que éstas sean compactas, es decir, sin huecos en su
interior:

elementos + aristas = caras + nodos — 1 (4.13)

En mallas estructuradas es sencillo comprobar que esta ecuacion se cumple siempre. La
demostracion para mallas no estructuradas se realiza por induccion.

Es posible desarrollar un método de discretizacion de volimenes tetraédricos
generalizados similar al descrito aqui para hexaedros que genere tinicamente mallas tetraédricas,
pero con restricciones similares, tanto en la discretizacion de lineas como de superficies.
Ademas, en este caso, la malla estructurada esta formada por tetraedros y octaedros, por lo que
es necesario dividir estos ultimos en 4 tetraedros de un volumen inferior a los otros. Las
dificultades y restricciones de estos métodos aconsejan recurrir a técnicas mas generales que
respeten la discretizacion del contorno y permitan la discretizacion de volimenes arbitrarios con
una discretizacion de su contorno también arbitraria.

4.2. Generacion de Malla No Estructurada. Método de Frente de
Avance

En el punto anterior se ha constatado en el caso de un volumen sencillo como el
hexaedro, como los métodos de generacion de malla estructurada presentan restricciones muy
severas respecto a la discretizacion del contorno. Por esta razon, se ha optado por el desarrollo
de un método de generacion de malla tetraédrica no estructurada que permita la discretizacion
de volimenes arbitrarios.

Las técnicas utilizadas en el método bidimensional FARG no son sencillas de
generalizar a mallados volumétricos, pues, en este caso, la casuistica aumenta
considerablemente y el problema resulta inabordable. Asi pues, es necesario recurrir a métodos
de proposito general como el método de Delaunay-Voronoi o el de frente de avance clasico.
Recordemos que el primero se ocupa exclusivamente de la conectividad de la malla, siendo
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tarea de otras técnicas el calculo de la posicion optima de los nodos interiores del volumen. Esta
especialmente concebido para ser utilizado como método general y ajustarse a la geometria del
problema intentando crear elementos con la maxima regularidad. Por contra, como ya se ha
comentado anteriormente, si bien en dos dimensiones genera triangularizaciones Optimas, en el
caso tridimensional no garantiza una “tetracdrizacién” optima, pudiéndose dar el caso de
tetraedros muy irregulares e incluso sin volumen, es decir, con sus cuatro nodos en el mismo
plano.

El método de frente de avance requiere como dato de entrada la discretizacion del
contorno y, a partir de ella, va creando los nodos, aristas, caras y elementos de la malla de forma
iterativa. También estd disefiado como método de propdsito general. No introduce ninguna
modificacion en el contorno, pero depende totalmente del mismo, de modo que cualquier
irregularidad que tenga se ira reflejando en los elementos que se vayan creando en el interior.
Como factor negativo, cabe destacar que puede generar elementos irregulares al cerrarse en las
ultimas fases del mallado, es decir, cuando una parte del frente se encuentra con otra parte del
mismo que avanza en direccion contraria. Ambos métodos son los mas utilizados actualmente y
no existe una caracteristica determinante que, en general, aconseje uno mas que otro. Sin
embargo, en esta tesis, dos han sido las causas fundamentales que han aconsejado desarrollar un
algoritmo basado en la teoria que propone el método de frente de avance:

e Mantener una filosofia similar a la utilizada en los métodos bidimensionales desarrollados.

e Evitar la implementacion de técnicas de regeneracion del contorno, necesarias si se utiliza
la triangulacion de Delaunay, pues, dado que el método desarrollado se va a utilizar en un
contexto multibloque, es requisito imprescindible mantener una unica discretizacion en
cada interfaz de los bloques que compongan el dominio.

4.2.1. Implementacion del Método de Frente de Avance

La teoria de frente de avance suministra unas indicaciones generales para definir el
algoritmo de mallado. La base principal del método consiste en la modificacion de un frente de
mallado compuesto por caras del volumen que, en un principio, sera el contorno del volumen, y
al finalizar el proceso quedard vacio. Esta metodologia general permite muy variadas
implementaciones particulares. En este punto se presenta la implementacién desarrollada,
describiendo los pasos que se han seguido, los problemas que se han presentado y la solucion
que finalmente se ha adoptado en cada caso.

El frente de avance inicial es una lista que contiene todas las caras triangulares del
contorno. La ordenacion de las caras dentro de la lista no sigue un orden especifico y se van
afladiendo a ella segiin la numeracion que presentan en las superficies del contorno del
volumen. El orden de las caras en la lista determina cual es la siguiente cara que se estudia para
crear un elemento con ella. Este orden influye, sin ninguna duda, en el resultado final del
mallado. Por tanto, se plantea la posibilidad de ordenar las caras siguiendo algln criterio que
conduzca a una mejor soluciéon. Un posible criterio a analizar es el basado en el tamafio del area
de la cara. Al tratarse de caras triangulares, obtener este pardmetro no resulta
computacionalmente costoso. La situacion que se intenta mejorar al ordenar segun el tamafio es
la producida cuando existen zonas del frente cercanas con diferente tamano de caras, algo que
sucede habitualmente. En la figura 4.8 se ofrece una vision conceptual del problema utilizando
un frente bidimensional. Se puede observar el diferente desarrollo del frente segiin se comience
mallando los lados mas pequefios (figura 4.8.a) o los lados de mayor tamafio. Sin embargo ¢cual
de las dos soluciones es mas apropiada?; a priori no resulta evidente. Comenzar por las caras de
mayor tamafio es la opcion que podria presentar algunas ventajas. En primer lugar, el nimero de
elementos es menor y, en segundo lugar, una zona del frente con caras de mayor tamafio se
conecta mas facilmente con una zona de caras pequefias que en el caso contrario. Sin embargo,
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estas ventajas no son lo suficientemente poderosas como para contrarrestar la pérdida de
definicion que se produce en la zona del frente con caras de menor tamafio al crear menos
elementos.

Descartado el tamafio como posible criterio para ordenar el frente, no se presenta ningin
otro de suficiente consistencia y viabilidad para ser considerado (aunque analisis mas
exhaustivos podrian contemplar la comparacion entre la situacion de las caras, pequefias
prospecciones del desarrollo del frente, etc., técnicas que requieren, en general, un alto coste
computacional) y se opta por el mas sencillo: en el frente inicial se afiaden las caras segun el
orden que presentan en las superficies que definen el volumen y, en las sucesivas
actualizaciones del frente, simplemente se afiaden las caras, segin se van creando, al final de la
lista.

Figura 4.8. Diferentes crecimientos de un frente bidimensional segin el tamafio de las aristas

Una vez definido el frente se puede comenzar la generacion de la malla. Para ello se
toma la primera cara del frente, se estudian las posibilidades de generacion del elemento y se
elige la mejor opcion para crear un tetraedro con esa cara. El algoritmo que se aplica a las caras
es el mismo para todas y, por lo tanto, se puede considerar como un algoritmo general. Se crea
un tetraedro con la cara bajo estudio y, si al crear el tetraedro se han creado nuevas caras, éstas
se afladen al final de la lista. A continuacion se elimina de la lista la cara sobre la que se ha
creado el tetraedro, se toma la siguiente cara de la lista y se repite el proceso hasta que se acaba
el frente, es decir, hasta que la lista queda vacia.

La figura 4.9 muestra el diagrama de flujo del algoritmo general del método, dentro del
cual se encuentra el algoritmo que se aplica a cada cara y que se denomina eleccion del
tetraedro. Para crear un tetraedro conociendo una cara de las que lo componen sélo es necesario
un nodo adicional. Uniendo éste con los tres puntos de la cara mediante aristas queda
completamente definido el tetraedro. Es decir, la generacion del tetraedro consiste en la
busqueda de un cuarto nodo, que puede existir en el frente o no, en cuyo caso debe ser creado.

En la figura 4.10 se muestra el diagrama de flujo del algoritmo de eleccion del tetraedro,
que es la parte mas importante del programa y del que a continuaciéon se describen
detalladamente cada uno de sus pasos junto con la terminologia empleada en el mismo.

88



METODOS DE GENERACION DE MALLA VOLUMETRICA

Se ariaden
las caras al
frente

Creacion

del frente

inicial

Se toma la
primera cara del
frente

!

Eleccion del tetraedro
para esa cara 'y
extraccion de la cara
del frente

Creacion
del

tetraedro

/Se han
creado caras
nuevas?

Frent Se toma la

F'rente .o

Cvaczb? siguiente cara
’ del frente

Figura 4.9. Diagrama de flujo del método de frente de avance
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Figura 4.10. Diagrama de flujo de la eleccion de tetraedro
4.2.2. Nodos Vecinos

El primer paso para la generacion del elemento tetraédrico es ubicar la cara considerada,
que denominaremos cara base, en el frente, y esto se consigue conociendo la posicion que
ocupan las caras vecinas, es decir, aquéllas con las que comparte aristas, respecto a la cara bajo
estudio. Cada una de las aristas de la cara base tiene asociadas una o mas caras vecinas que
perteneceran o no al frente de avance. También se pueden identificar estas caras a través de los
nodos vecinos de los nodos de la cara base. En la figura 4.11 se muestra una cara base con
algunas caras vecinas, asi como los nodos vecinos v,, ..., v,. En ella se puede apreciar que v; es
nodo vecino de n; y de n,, v, lo es de n; y n;, etc. La forma de buscar una cara vecina de la cara
base es equivalente a buscar los nodos que son vecinos de una pareja de nodos de la base. Por
tanto, si un nodo de la malla es vecino de dos nodos que estan contenidos en la cara base, se
puede concluir que esos tres nodos forman tres lineas que componen una cara vecina.
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vl V3
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Figura 4.11. Cara base y sus vecinas

Una vez identificadas las caras vecinas se deben descartar aquéllas que no se encuentran
en el frente, pues eso significa que ya han sido utilizadas para la formacion de elementos y se
encuentran completamente integradas en la malla. En la figura 4.11 se observa que tanto v;
como v, pertenecen a sendas caras conectadas a la cara base a través de la arista que forman los
nodos n, y n3; sin embargo, con la informacion suministrada por la figura no es posible saber
qué cara o caras se encuentran en el frente. Dada una cara base y sus » caras vecinas existe una
forma mas sencilla que la busqueda directa en el frente de identificar las pertenecientes a €él, y
consiste en conocer a cuantos elementos pertenece la cara (informaciéon que se encuentra
disponible, como se puede ver en A1.6, sin necesidad de realizar buisquedas a lo largo de todo el
frente). Si la cara pertenece a dos elementos significa que ya ha sido utilizada y, por lo tanto, no
puede pertenecer al frente. Una vez conocidas las caras vecinas pertenecientes al frente, aquéllas
tres correspondientes a distintas aristas y que presenten un menor angulo con la cara base, serdn
las tres vecinas mas proximas.

Una vez conocido el entorno de la cara bajo estudio es necesario evaluar como puede
afectar en la creacion del tetraedro.

El caso mas sencillo que se puede plantear es que, con referencia a la figura 4.11, v;, v,
y v; sean el mismo nodo. Esto significa que existe un nodo vecino a los tres nodos de la base. Es
evidente que ése es el nodo que se debe utilizar como cuarto vértice del tetraedro. En este caso
ya estan creadas las aristas y caras del nuevo elemento.

Cuando no se da este caso, se debe seleccionar el nodo vecino mas adecuado para
construir el tetraedro. Un primer criterio de seleccion es el angulo que forman las caras vecinas
con la cara base. Segun este criterio, se descartan aquellos nodos cuyas caras formen un angulo
con la cara base superior a un umbral. El angulo umbral de descarte de nodos vecinos es un
parametro de disefio y debe ser definido cuidadosamente para favorecer la convergencia del
método. En el punto 4.2.7.2 se comentan los valores que se barajan para este umbral.

Un segundo criterio de seleccion consiste en dar un paso adelante e intentar observar las
consecuencias de realizar una eleccion u otra. Es decir, se selecciona un nodo vecino candidato
y se estudia el efecto que tiene la creacion del tetraedro con ese nodo. Puede darse el caso de
que las caras que se creen interfieran con las caras ya existentes. En la figura 4.12 se observa
este comportamiento ilustrado con un ejemplo. Suponiendo las caras vecinas v;-n;-n, y v,-n-n;,
si la cara base n;—n,-n; forma un tetraedro con v; se deben crear dos nuevas caras v;-n,-n; y v;-
n;-nz, pero la cara v;-ny-n; queda mas alejada de la cara base que la cara v,-n,-n3, es decir, la
deja dentro del tetraedro, dando lugar a una situacion incorrecta. De esta situacion se deduce
que el nodo v; no es valido para crear un tetraedro porque daria lugar a una situacion errénea.
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Estas situaciones se evitan comprobando que las caras que se crearian al elegir un nodo forman
un angulo con la cara base menor que las caras vecinas existentes que comparten la misma
arista.

vl

nl

n3

Figura 4.12. Tetraedro erroneo al elegir un nodo vecino incorrecto (v;)

Los dos criterios descritos hasta ahora, mas que criterios de seleccion, son criterios de
descarte. Una vez aplicados dichos criterios, es muy probable que siga habiendo varios nodos
vecinos candidatos a la creacion del tetraedro. El criterio para realizar la seleccion se basa
nuevamente en los angulos que forman las caras. En primer lugar se evalta el angulo que
forman la cara base con la cara de cada nodo vecino, eligiendo aquel nodo cuya cara presenta el
angulo menor, es decir, aquél mas inclinado cercano a la base. En la figura 4.12 el nodo elegido
seria el v,. En el caso de que el criterio anterior plantee dudas debido a que los angulos de dos
vecinos sean iguales, se aplica un segundo criterio que evalua el dngulo entre las caras que se
crearian y las caras existentes. Con este criterio se elige aquel nodo que forme un tetraedro de
caras lo mas separadas posible de las caras existentes. Es decir, para cada vecino se calcula el
angulo mas pequefio que formaria una de las caras creadas con el nuevo tetraedro con una cara
existente vecina de la cara base, y de entre todos los vecinos se elige como mas favorable aquél
para el cual ese angulo minimo es mayor.

Como resultado de todos estos criterios puede obtenerse o no un nodo candidato a
formar parte del nuevo tetraedro. En el primer caso, éste es el candidato preferente, ya que
proviene del contorno de la cara base, pero antes de ser aceptado como la solucién definitiva
debe superar ciertas pruebas de concordancia con los elementos ya existentes en la malla. Estas
pruebas se aplican a todos los candidatos y se describen en el punto 4.2.6.

4.2.3. Nodos Cercanos

En el proceso de generacion tetraédrica cabe contemplar la situacion de que la cara base
no disponga de nodos vecinos candidatos debido a alguna de estas circunstancias:
1. Todos los nodos vecinos superan el &ngulo minimo establecido.
2. Existen nodos vecinos, pero ninguno de ellos es adecuado para construir un tetracdro
porque no cumplen los criterios de concordancia.
En estos casos, la determinacion del nodo candidato se realiza buscando nodos cercanos
a la cara base sin necesidad de que sean vecinos de la misma. Esta situacion tendra lugar
habitualmente cuando dos partes del frente estan a punto de encontrarse y deben ser conectadas.
En la figura 4.13 se muestra una situacion del frente que se corresponde con este caso. La cara
base no esta directamente conectada con p;; sin embargo, es la mejor opcion para crear un
nuevo tetraedro.
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Figura 4.13. Frente con dos partes que se van a encontrar

Para buscar nodos como p; no se puede recurrir al estudio del contorno de la cara base,
ya que no se conoce a priori a “cuantas caras de distancia” puede estar el nodo que se esta
buscando. En la figura 4.13 ese nodo no esta muy distante, pero no es una situacion extrapolable
a casos mas generales. La forma elegida para buscar esos nodos es calcular la distancia de los
nodos del frente a un punto ficticio relacionado con la cara base denominado punto dptimo. Se
fija un radio para determinar si un nodo es cercano a la cara, de manera que, si la distancia entre
dicho nodo y el punto 6ptimo es menor que ese radio, el nodo es tenido en cuenta; si dicha
distancia es mayor que el radio, el nodo queda descartado. Entre los nodos seleccionados con
este criterio, se elige aquél cuya distancia al centro de la cara base es menor, es decir, aquél que
esta mas cercano a la cara. Como resultado de esta busqueda se obtiene un nodo que, si supera
las condiciones de concordancia descritas en el apartado 4.2.6, sera el utilizado para crear el
tetraedro de la cara base.

El radio para determinar los nodos cercanos es un parametro de disefio analizado en el
punto 4.2.7.1, y el modo de calcular el punto 6ptimo es idéntico al del calculo del nodo dptimo,
concepto que se describe a continuacion.

4.2.4. Nodo Optimo

En el caso de que el conjunto de nodos cercanos también resulte vacio o éstos no sean
adecuados, nos encontramos ante la situacion de que en el frente no hay nodos propicios para
crear un tetraedro sobre la cara base. Esta situacion se puede producir, por ejemplo, cuando la
zona que rodea a la cara base es casi plana y no tiene cerca otras partes del frente. En este caso,
la solucioén que se adopta es crear un nuevo nodo, al que denominaremos nodo optimo, que se
utilizara para generar el tetraedro. A continuacion se describe donde situar el nuevo nodo, de
modo que garantice la creacion de un tetraedro lo mas regular posible. Este procedimiento es
también valido para calcular la posicion del punto 6ptimo mencionado en el punto 4.2.3, es
decir, el que sirve de referencia para considerar si un nodo es cercano o no a la cara base.

Se parte de la cara base definida por sus tres nodos n;-n,-n; y sus tres aristas a;-a,-a;,
como indica la figura 4.14, sin tener en cuenta su entorno, es decir, planteando el problema
como si la cara estuviera aislada. En primer lugar, se calcula su punto medio (p,..s), €s decir, el
centro geométrico de n;, ny y n;. En la figura 4.14 se muestra este punto medio. Por €l se traza
una linea perpendicular al plano que contiene a la cara y sobre ella se debe situar el nodo
optimo.
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Figura 4.14. Ejemplo de cara base en el calculo del nodo 6ptimo

El siguiente paso consiste en calcular la distancia 4 que debe mediar entre p,.; y el
nuevo nodo. Para ello es necesario establecer un criterio que permita obtener una ecuacion a
partir de la cual fijar esa distancia (%). Ese criterio se puede plantear desde dos puntos de vista:
e Control de angulos
e Control de distancias
En este caso se ha decidido la segunda opcion, ya que la determinacion de una distancia
sobre la recta perpendicular a la cara aconseja trabajar en términos de distancias y evitar las
transformaciones de angulos a distancias. El criterio consiste en regularizar la longitud de las
aristas que deben formar el tetraedro. Existen tres aristas y se han de crear otras tres, que uniran
los tres nodos de la cara base con el nodo 6ptimo. Para conseguir que todas las aristas tengan
aproximadamente la misma longitud se calcula la media de las aristas existentes a;, a, y a;, y se
fuerza a que la media de las nuevas aristas ay, as y as sea igual a ésta. Las longitudes de las
aristas de la cara base son:

Zl =l(al)z\/(xn1 _xnz)z +(yn1 _ynz)z+(zn1 _an)z
12 :Z(aZ):\/(xnl _xn3>z+(ynl _yn3 )2 +(Zn1 _Zn3>z (414)
F 0.,

13 :Z(aS):\/(xn2 _'xn3 i _yn3)z +(Zn2 _Zn3 )2

y la media de éstas:

i:@ (4.15)

La longitud media de las aristas que se deben crear se aproxima mediante las variables

Sl = \/(xnl - xpmed )2 + (,an - ypmed )2 + (an - meed )2
S2 = \/(x”z - xpmed )2 + (y"z - ypmed )2 + (Z’lz - meed )2 (416)

2 2
S3= \/(x”3 - xpmed ) + (y”z - ypmed )2 + (2”3 - meed )

que son la proyeccion de las nuevas aristas sobre la cara base, como muestra la figura 4.15.

94



METODOS DE GENERACION DE MALLA VOLUMETRICA

Haciendo uso de la ecuacion

1?=52+h* (4.17)
donde
+5,+
5:% (4.18)

cierta para una cara base equilatera y tanto mas aproximada cuanto mas regular sea ésta, se
obtiene

h=+1%-5"2 (4.19)

Otra posibilidad para el célculo de % es estimar por separado la longitud de las nuevas
aristas ay, a5 y ag como la media de sus aristas vecinas en la cara base y obtener un valor de %
para cada una de ellas. El valor final de / sera la media de estos tres valores.

[ +1

Z4=l(a4)=sz

I, =1(a;)=" ;Z3 (4.20)
[ +1

Z6=Z(a6)= 1 5 >

hy=y1; =]

hy =12 — 52 (4.21)

hy = 162_S32

h_h1+h32+h3 (4.22)

En las pruebas realizadas se ha observado que, en general, con estos dos métodos se
obtiene una baja uniformidad en el tamafio de los elementos a lo largo de la malla, ya que el
volumen de los elementos aumenta conforme avanza el frente, es decir, las zonas centrales del
dominio mallado presentaran elementos de mayor tamafio que las cercanas al contorno.

Para evitar este problema, se puede realizar un control del volumen del elemento
generado respecto al de sus elementos vecinos, de modo que éste sea aproximadamente el
mismo. Es decir, si

V,>KkV (4.23)
o
V, <K,V (4.24)

donde V' es la media del volumen de los elementos vecinos, entonces

W =rK3h (4.25)
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Los parametros k, y k, pueden presentar valores tipicos de 1.1 y 0.9, respectivamente.

El parametro x; se puede obtener como:

K, =3|— 4.26
7 (4.26)

ya que el volumen de un tetraedro es proporcional a #°’. Cuando la malla que se pretende generar
es uniforme, el volumen medio se puede determinar a priori o al comienzo de la generacion de
la malla (por ejemplo, puede ser el volumen del primer elemento creado). En el caso en que la
discretizacion del contorno del dominio provoque grandes diferencias de tamafio entre distintas
zonas de la malla, la aplicacion del control de volumen provoca que dos zonas del frente
cercanas presenten tamafios de las caras base muy diferentes, lo que dificulta el cierre del frente.
Para estos casos, otra posibilidad es la definicion de una reticula de control que cubra todo el
dominio de mallado y que lleve asociada a cada celda un tamafio de elemento recomendado,
pudiéndose definir en este caso zonas con distinta densidad de mallado.

El valor de # finalmente obtenido conduce a dos puntos situados sobre la linea
perpendicular a la cara obtenida, pero dispuestos simétricamente respecto a ella, que
denominaremos Pepiimo Y Poprimor, COMO muestra la figura 4.15.

poptitno

13

Figura 4.15. Cara base con dos posibles puntos 6ptimos

El hecho de que haya dos puntos 6ptimos obedece a que la cara ha sido considerada
aislada del resto del frente, de modo que ain queda por dilucidar hacia qué lado de la cara
avanza el frente. Se presentan dos situaciones diferenciadas segun sea la cara base interior al
volumen o pertenezca a su contorno. Si la cara es interior, ésta ya pertenece a un tetraedro. Con
el cuarto nodo que determina ese tetraedro (el que no pertenece a la cara base) se tiene una
referencia para conocer la orientacion del frente. El célculo de la distancia de pgpime Y d€ Paprimot
a dicho nodo permite la eleccion del correcto. El mas cercano de los dos se encuentra en la zona
que ya ha sido mallada, y el mas alejado esta situado en la zona vacia y, por tanto, es el que se
debe elegir para continuar el avance del frente.

Si la cara pertenece al contorno del volumen, se utiliza como referencia el punto medio
de todos los nodos del contorno del volumen. Se puede suponer que el punto asi calculado esta
aproximadamente en el centro del volumen, de modo que este punto de referencia debe
utilizarse al revés que el anterior: el punto 6ptimo que esté mas cerca del punto central es el que
indica el correcto avance del frente. Este Gltimo criterio puede ser errdoneo frente a volimenes
que presenten un alto grado de concavidad, como el mostrado en la figura 4.16, pero, en
general, funciona correctamente. Como ultimo recurso, siempre se puede comprobar cual de los
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dos puntos optimos esta fuera del volumen, pero esta comprobacion supone un alto coste
computacional.

poptimo

cara base
centro

Figura 4.16. Error en la eleccion del punto dptimo correcto en una cara del contorno de un
volumen concavo

Como resultado de los algoritmos descritos en este apartado se obtienen las coordenadas
del nodo 6ptimo, esto es, el mas adecuado para la construccion del nuevo tetraedro sobre la cara
base, si no existen nodos vecinos ni nodos cercanos adecuados. Como se ha comentado en el
apartado 4.2.3, este procedimiento también es empleado para la obtencion del punto 6ptimo,
necesario en la biisqueda de nodos cercanos.

4.2.5. Nodo Medio

En el apartado anterior se ha considerado la busqueda de un nodo 6ptimo para crear el
tetraedro en funcion de la geometria de la cara y de un pardmetro de control de tamaifio del
elemento, pero sin tener en cuenta el entorno de la cara. Hay casos en los que es imprescindible
considerar dicho entorno. Tal situacion tiene lugar cuando existen nodos vecinos o nodos
cercanos, pero no son adecuados para crear el tetraedro por problemas de concordancia con el
resto de los elementos. En este caso se debe crear un nuevo nodo para generar el tetraedro y que
no presente conflictos con el entorno de la cara.

En la figura 4.17 se muestra una cara base con tres vecinos no validos. Se puede
observar que cualquiera de los vecinos que se elijan como nodo de creacion del tetraedro
produce una arista que corta a otra ya existente, y, en consecuencia, se intersectan dos caras. En
un caso como éste, la creacion de un nodo optimo tampoco resuelve el problema, ya que esto
generaria caras muy proximas angularmente a las ya existentes.

Figura 4.17. Cara base con tres vecinos no validos
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El nodo candidato, al que denominaremos nodo medio, se calcula en este caso como la
media de las coordenadas de los nodos vecinos (o nodos cercanos en el caso de que los hubiera)
que han sido descartados y el punto medio de la cara base. El nodo resultante, al estar
promediado con un punto situado en la cara, esta mas cerca de la misma y asi se evitan posibles
intersecciones con otros componentes de la malla. Sin embargo, se pueden presentar casos muy
desfavorables (como el caso de una cara muy proxima a la cara base) en los que incluso este
punto medio no resulta adecuado. En este caso se realiza una media ponderada, dando mas peso
en la ponderacién al punto medio de la cara con el objeto de acercar atin mas el punto candidato
a la cara base. De esta forma se evitan las intersecciones alrededor de esa cara y se puede crear
el tetraedro.

Este tipo de situaciones se presenta cuando se encuentran dos o mas partes del frente. Es
el denominado cierre o finalizacion de la generacion de la malla. En la figura 4.18 se muestra la
solucion obtenida para el caso de la figura 4.17.

Figura 4.18. Utilizacion del nodo medio

4.2.6. Cierre del Frente y Condiciones de Concordancia

Como se ha visto en los puntos anteriores, cuando se esta concluyendo el proceso de
mallado del volumen se presenta el problema del cierre, es decir, en una zona del espacio
convergen varias partes del frente, cada una de las cuales avanza de forma independiente. En la
zona de convergencia se deben crear los tetraedros de forma que se adecuen unas partes del
frente con otras. Existiran casos en los que, para conseguir cerrar la malla con tetraedros
validos, sera necesario sacrificar la regularidad de los mismos. Es en esta fase del mallado
cuando es necesario recurrir al nodo medio descrito en el apartado anterior. Como se vio alli,
éste es un nodo que, al estar cerca de la cara base, puede producir tetraedros irregulares, pero es
la Ginica forma de cerrar el frente sin recurrir a la modificacion de tetraedros ya existentes. En el
caso de la figura 4.18 no solo se crea un tetraedro adecuado para la cara base, sino que se
pueden crear tetracdros que conecten las nuevas caras, que se han generado al introducir el
nuevo nodo, con las caras de los nodos vecinos existentes. Esta particularidad es importante ya
que el objetivo en este punto del mallado no es tanto conseguir un tetraecdro regular para una
cara, como que los nuevos elementos creados permitan la conexion con el resto de los elementos
proximos.

Debido a la gran cantidad de situaciones especiales y casos particulares que se pueden
presentar cuando se acercan varias partes de un frente tridimensional, no es aconsejable buscar
soluciones particulares para cada situacion concreta, sobre todo porque pueden quedar sin
contemplar situaciones no previstas que produzcan errores en el mallado. Sin embargo, es justo
reconocer que si para cada situacion se busca la mejor solucion se obtendran mejores resultados
que si se afronta mediante un algoritmo general la resolucion de todos los casos. El camino que
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se ha seguido finalmente consiste en una mezcla de las dos visiones del problema: se ha
particularizado la busqueda del nodo candidato en cuatro situaciones bastante genéricas, y las
diferentes contingencias dentro de cada situacion se controlan con las denominadas condiciones
de concordancia. Estos mecanismos de control, que se aplican de forma general y no estan
particularizados a ninguna situacién concreta, son necesarios para la correcta integracion del
nuevo elemento generado en la malla existente en ese instante. Las cuatro situaciones genéricas
son las descritas en los apartados anteriores, realizandose la busqueda del nodo candidato en el
siguiente orden:
1. Nodo Vecino
2. Nodo Cercano
3. Nodo Optimo
4. Nodo Medio
Las condiciones de concordancia son comprobadas cada vez que se crea un nuevo
tetraedro y garantizan que no se crea ningun elemento incorrecto. Consisten basicamente en dos
controles:
¢ Que las nuevas caras que se vayan a crear con el nuevo tetraedro no intersecten ninguna de
las aristas existentes en la malla o, lo que es lo mismo, en el frente.
e Que las nuevas aristas que se vayan a crear no intersecten ninguna de las caras existentes
en el frente.
La interseccion entre una arista y una cara se comprueba asimilando la arista a una recta
y la cara a un plano. Se calcula el punto de interseccion de la recta con el plano y se comprueba
si ese punto se encuentra en la arista y en la cara.
Cada vez que se intenta crear un nuevo tetraedro se llevan a cabo estas comprobaciones
y, si no son superadas, se descarta ese nodo candidato y se busca otro.
Existe un tercer control general aplicado sobre todo el volumen al finalizar la
discretizacion de éste para garantizar la correcta conectividad de los elementos:
¢ Que todas las caras interiores pertenezcan a dos tetraedros y sélo a dos tetraedros, y que las
caras del contorno pertenezcan a un tetraedro y solo a un tetraedro del volumen que se esta
discretizando.

Con esta ultima comprobacion se garantiza que todas las caras estan conectadas, es decir,
la malla es conforme, y que la lista de caras del frente ha quedado vacia porque todas las caras
han sido tratadas. Si a esto se afiaden las comprobaciones que se realizan al crear cada tetraedro
se puede garantizar que el volumen ha sido correctamente mallado.

4.2.7. Parametros de Diseiio

Para que este método de generacion de malla quede completamente definido, resta por
analizar los valores que pueden tomar el radio de blisqueda de nodos cercanos y el angulo
minimo entre caras. Estos parametros de disefio influyen directamente en la biusqueda de nodos
candidatos y, por tanto, afectan a la creacion de nuevos tetraedros.

4.2.7.1. Radio de Nodos Cercanos

Este parametro es fundamental en la busqueda de nodos cercanos, como se comenta en
el punto 4.2.3, y depende de la cara base para la que se buscan los nodos cercanos. Recordemos
que el proceso de busqueda consiste en el céalculo del punto Optimo para esa cara y en la
eleccion de aquellos nodos de la malla que disten del punto 6ptimo menos del radio. El punto
optimo se encuentra a una distancia 4 de p,.; (figura 4.15). Si se fija un valor del radio
demasiado grande, se consideraran cercanos nodos que realmente no lo estan y se crearan
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tetraedros demasiado grandes e irregulares. Si, por el contrario, su valor es demasiado pequefio,
se pueden descartar nodos cercanos a la cara, y esto puede dificultar la adaptacion a la malla del
tetraedro que se forme mas adelante con el nodo descartado, lo que obligara a la generacion de
tetraedros muy irregulares que permitan esa adaptacion. Un buen valor para este radio es
precisamente /.

Este parametro de busqueda se puede obtener a partir de dos valores con el fin de
obtener mejores resultados: por un lado, el propio radio de busqueda desde el punto 6ptimo, vy,
por otro, la distancia del nodo a p,.... Estos dos parametros crean una zona de busqueda que en
la figura 4.19 aparece sombreada.

Figura 4.19. Zona de busqueda de nodos cercanos

El criterio del radio desde el punto optimo se utiliza para descartar los nodos que estan
alejados de la zona central de la cara. Como se ha comentado anteriormente, se ha elegido para
este radio el valor de 4. La distancia desde p,..; decide qué nodos se descartan por encontrarse
demasiado alejados de la cara. El valor para esa distancia se ha elegido 1.54 en un intento de
llegar a un compromiso. En el caso de que el nodo cercano se encuentre muy proximo al limite
superior de la zona sombreada, pero dentro de ella, se crea un tetraedro un 50% mas grande de
lo ideal. Si el nodo se encuentra muy proximo a este limite superior, pero fuera de la zona
sombreada, para adaptar en una fase posterior del algoritmo ese nodo al tetraedro creado en esta
etapa (se supone que, ante la carencia de nodos cercanos, lo habitual es utilizar el punto 6ptimo
como nodo 6ptimo para crear el elemento) se debe crear un tetraedro un 50% mas pequeio que
el ideal. En general, al aumentar este parametro, se incrementa el tamafio de los elementos
generados en el cierre de la malla. Incluso el valor de 1.5/ produce elementos de cierre mayores
que el tamafio medio de los elementos en la malla, como se puede comprobar en los resultados
presentados en el apartado 4.5. No obstante, éste es un parametro critico, y su reduccion
conduce a inestabilidades o a la generacion de elementos muy irregulares en la fase de cierre,
por lo que se ha mantenido ese valor, corrigiendo la no uniformidad en el tamafio de elementos
mediante técnicas de mejora de la malla a posteriori que se analizaran en el apartado 4.4.

4.2.7.2. Angulo Maximo entre Caras Vecinas
Este parametro es el angulo maximo que puede formar la cara que contiene un nodo

vecino con la cara base para aceptar el nodo como vecino valido (apartado 4.2.2). Este angulo
también es critico ya que, si es demasiado grande, el tetracdro que se cree sera bastante
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irregular. Por el contrario, si el angulo minimo es pequefio, puede descartarse una cara vecina
que quedara muy proxima al tetraedro que finalmente se cree, y eso provocara en una fase mas
avanzada del proceso la creacion de un tetraedro con un angulo muy pequefio. En la figura 4.20a
se presenta un esquema bidimensional donde el angulo umbral es grande. Extrapolando este
esquema al caso volumétrico, una cara vecina que esta dentro del umbral provoca un tetraedro
tanto mas irregular cuanto mas se aproxime al angulo umbral. En la figura 4.20b el angulo
umbral es pequeio y, en el caso volumétrico, una cara que forme un angulo mayor dara lugar,
en un estado posterior del avance del frente, a un tetraedro tanto mas irregular cuanto mas se
aproxime esa cara al angulo umbral.

Caso ideal

a) b)
Figura 4.20. Esquema bidimensional con dos posibles d&ngulos umbral

Siguiendo el razonamiento del apartado anterior, y considerando que el angulo ideal
entre caras es 70.5° el umbral debe ser 105.8°. De esta forma, en el peor de los casos, los
tetraedros generados, en ese momento o mas adelante en la cara vecina, presentaran angulos de
105.8° y 35.3° respectivamente. Sin embargo, no tienen la misma importancia las dos
situaciones, ya que, al descartar un nodo vecino, no se elige directamente el punto 6ptimo, sino
que puede utilizarse un nodo cercano. Por tanto, es preferible elegir un angulo algo mayor de lo
que seria la situacion tedrica para evitar el descarte de caras vecinas que si pueden crear
tetraedros aceptables. En este caso el valor elegido es de 2.1 radianes (120°), y estd en parte
obtenido de forma empirica, observando los resultados en la malla ante una variaciéon de este
parametro.

4.3. Control del Frente Mediante Reticula Jerarquica

Uno de los principales lastres que soporta el método de frente de avance para volumenes
es la necesidad de recorrer todo el frente en las operaciones de busqueda. Cuando el frente es
relativamente pequefio estas operaciones de busqueda se pueden realizar de forma sistematica
sin que supongan una gran carga computacional; sin embargo, cuando se gestionan frentes de
gran tamafio surge la necesidad de limitar de alguna manera la parte del frente que se analiza.

Esta situacion se plantea, por ejemplo, cuando se busca el nodo adecuado para crear un
tetraedro entre los nodos del frente cercanos a la cara base. Ya se ha comentado anteriormente
que no es suficiente el estudio de las caras vecinas para descubrir si existe algiin nodo cercano a
la cara. La busqueda completa requiere el analisis de todos los nodos del frente, pues no se
conoce a priori la parte del frente cercana a la cara base, y esto supone un incremento muy
importante del tiempo de generacion de la malla.

101



METODOS DE GENERACION DE MALLA VOLUMETRICA

Otro control que supone un enorme coste computacional es la comprobacion de las
condiciones de concordancia descritas en el apartado 4.2.6, necesarias para evitar que el nuevo
tetraedro intersecte con aristas o caras del frente, lo cual requiere un recorrido completo del
frente.

Una solucion para evitar estas busquedas sistematicas es desarrollar estructuras y
procedimientos que permitan detectar rapidamente las zonas del frente cercanas a la cara base,
de modo que al crear un nuevo tetraedro se detecten las posibles interferencias o situaciones
peligrosas respecto a otras zonas del frente que no sean vecinas de la cara bajo estudio con un
coste computacional acotado. Este control del frente requiere nuevas estructuras de datos que
almacenen informacion de los componentes del frente que estan en determinada zona del
espacio, de tal forma que conocida ésta, se puedan identificar directamente los componentes de
la malla que se localizan en ella. Nuestro interés se centra en los nodos de la malla, pues estos
son los que contienen la informacion geométrica basica de la misma; por lo tanto, ellos seran los
componentes bajo estudio en la malla.

Para este cometido se utiliza una estructura reticular cubica que cubre el espacio
ocupado por el volumen que se quiere discretizar, y cuya densidad depende del nimero de
nodos de la malla que se admiten dentro de cada celda de la reticula.

4.3.1. Creacion de la Reticula

A partir de la discretizacion del contorno del volumen que se pretende mallar, se puede
calcular la posicion y tamafio del cubo o celda inicial de la reticula, de modo que englobe
completamente a este volumen. Posteriormente, se introducen los nodos del contorno en esta
celda, que se dividird en ocho celdas hijas cuando en su interior exista un nimero de nodos
superior a un umbral. Se ha estimado que cada celda contenga como maximo ocho nodos de la
malla. Por tanto, la insercion de un noveno nodo supone la descomposicion de la celda en ocho
celdas hijas (figura 4.21), que heredan los nodos de la celda madre que estén localizados en
ellas. Esta descomposicion también se puede producir en las celdas hijas o en cualquier
descendiente de éstas, como muestra la figura 4.22.

)4

Figura 4.21. Division de una celda de la reticula en 8 celdas

102



METODOS DE GENERACION DE MALLA VOLUMETRICA

4

Figura 4.22. Divisiones sucesivas de las celdas

Para llevar a cabo una gestion correcta y eficiente del frente, cada una de las celdas de la
reticula contiene la siguiente informacion:

e La region del espacio que ocupa la celda. Esta informacion se obtiene a partir de las
coordenadas de un vértice de la celda cuya posicion relativa en ella es conocida y la
longitud del lado.

e Los nodos del frente situados dentro de la celda (también se podrian almacenar otros
componentes de la malla como aristas o caras, aunque en estos casos un componente puede
pertenecer a varias celdas).

¢ Las celdas vecinas, cuyo numero depende de las descomposiciones realizadas a partir de la
celda inicial.

4.3.2. Utilizacion de la Reticula

Una vez iniciado el proceso de mallado, la actualizacion de las celdas sigue los
siguientes pasos:

1. Tras la creacion de un nuevo nodo, se busca la celda a la que pertenece. Esta busqueda es
rapida y sencilla de implementar a partir de las coordenadas del nodo.

2. Si la celda no esta completa se introduce el nuevo nodo.

3. Si la celda est4 llena, es decir, contiene ocho nodos, se procede a su descomposicion,
reubicando los nodos que contenia en las nuevas celdas, e introduciendo el nuevo nodo en
la que corresponda.

Si un nodo deja de formar parte del frente, debe ser eliminado de la celda a la que
pertenece. En este caso, si se detecta que el conjunto de celdas hijas no contiene mas de ocho
nodos, se podrian fusionar en una sola. Sin embargo, esta caracteristica introduce una alta
complejidad al proceso que no se justifica con las ventajas que proporciona la reduccion del
numero de celdas.

Con la ayuda de la reticula de celdas, la busqueda de nodos cercanos se restringe a las
celdas vecinas de aquéllas que contienen los nodos de la cara base. Si se pretende realizar la
comprobacion de condiciones de concordancia, es preferible seguir trabajando con nodos y que
estos dispongan de un atributo que indique las aristas a las que pertenecen, a incluir aristas y
caras en la estructura jerarquica de celdas, pues estos componentes de la malla pueden estar en
varias celdas a la vez y la gestion de la estructura y el proceso de busqueda se complican
enormemente.
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4.4. Mejora A Posteriori de la Calidad de la Malla. Reposicionamiento
de Nodos

En el punto 2.6 se describen dos procedimientos que pretenden regularizar la malla
bidimensional una vez generada. En el caso del mallado volumétrico la técnica de intercambio
de arista, o su analoga en tres dimensiones, el intercambio de cara, no tiene sentido, pues la
conectividad de la malla volumétrica tetraédrica imposibilita la existencia de una cara
alternativa a la que une dos tetraedros. Si son posibles otros tipos de transformaciones locales
[Zav96], [L0o97], como la transformacion de dos tetraedros en tres o la inversa, pero éstas
quedan como futuros temas de ampliacion de la tesis.

También es factible el reposicionamiento de nodos [Zav96], [Lo97], [Jon98], [Owe98a].
De hecho, el procedimiento es similar al analizado en el caso bidimensional, con la salvedad de
que ahora es necesario el calculo de la media de una tercera coordenada. En el punto 4.5.5 se
presenta la mejora obtenida con esta técnica y en el 4.5.6 su coste computacional.

4.5. Resultados

El analisis de la calidad de la malla generada y el coste computacional del método son
dos aspectos fundamentales que permiten conocer la bondad del método de mallado. En este
apartado se presentan algunos de los resultados obtenidos en la generacion de mallas
volumétricas, asi como el coste computacional de los distintos procesos.

En el caso bidimensional la calidad de la malla generada se puede apreciar visualmente.
Sin embargo, la inspeccion visual de una malla volumétrica completa no permite realizar una
estimacion de la calidad de ésta, tanto si se presenta de forma transparente, es decir,
visualizando todas las aristas, como si se hace de forma opaca, en cuyo caso sélo se muestra la
malla superficial del contorno. Por tanto, es preciso presentar la informacion de la malla de
alguna otra manera que dé una idea de la calidad de ésta. En [Dom98] se proponen algunos
métodos de evaluacion de la calidad en mallas tetraédricas no estructuradas. En este apartado se
ha optado por mostrar representaciones opacas de las mallas de diferentes geometrias (esfera,
tronco piramidal, cilindro deformado y sector curvo) en distintos instantes del dibujo de éstas,
teniendo en cuenta que éste se realiza desde las caras mas alejadas del punto de vista hasta las
mas cercanas. Por tanto, no se debe confundir esta representacion con un estado determinado del
método de frente de avance. Lamentablemente, no es posible mostrar distintas fases de este
método porque en €l el frente se propaga desde el contorno hacia el interior del volumen y, por
tanto, las primeras caras creadas tapan las posteriores.

Esta informacion se completa con un analisis estadistico de las mallas generadas que se
concreta en el calculo de la media, la mediana, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion,
definido como el cociente entre la desviacion tipica y la media, asi como la representacion del
histograma, para la longitud de las aristas, el area de las caras, el volumen de los elementos y el
angulo entre las caras pertenecientes a un mismo elemento. El analisis de los tres primeros
parametros estima la uniformidad de la malla, mientras que el analisis de angulos entre las caras
de un mismo elemento informa sobre la regularidad de los elementos en la malla.

4.5.1. Esfera

Las figura 4.23 muestra la discretizacion obtenida con el método de frente de avance en
una esfera. La superficie de la esfera se discretizod con 218 nodos, 648 aristas y 432 caras
triangulares, y la malla volumétrica final, en la que esta incluida la discretizacion del contorno,
consta de 304 nodos, 1578 aristas, 2334 caras y 1059 elementos.
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Figura 4.23. Esfera: interior y exterior de la malla no estructurada

Se puede apreciar en la figura 4.23 que en las zonas del interior hay una cierta tendencia
a que el tamafio de los elementos aumente debido al cierre de la malla. Este efecto se refleja en
el estudio estadistico realizado, cuyos resultados se presentan en la tabla 4.1 y en figuras 4.24-
4.27.

Tabla 4.1. Parametros estadisticos de la malla no estructurada en una esfera

Media | Mediana | Desviacion tipica | Coef. de variacion
Longitud de las aristas 28.41 26.56 8.12 0.286
Area de las caras 345 295.3 171 0.496
Volumen de los elementos 2496 1812 1850 0.741
Angulo entre caras en un elemento | 1.406 1.327 0.524 0.373
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Figura 4.24. Histograma de la longitud de las aristas en la malla no estructurada de una esfera
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Figura 4.25. Histograma del area de las caras en la malla no estructurada de una esfera
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Figura 4.26. Histograma del volumen de los elementos en la malla no estructurada de una esfera

500 T T T T T T

450

400

350

300

250

200

Numero de casos

150

100

50

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
Angulo entre caras (rad)

Figura 4.27. Histograma del angulo entre las caras de cada elemento en la malla no estructurada
de una esfera
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Se puede observar en las figuras 4.24-4.26 que los histogramas no son simétricos. La
interpretacion que se puede hacer de este hecho es que se han creado algunos elementos mas
grandes que el resto en las Ultimas fases del proceso. Estos elementos, como se aprecia en la
figura 4.23, se encuentran en el centro de la esfera. Esta disparidad en el tamafio de los
elementos generados queda reflejada en un elevado coeficiente de variacion (0.741).

Ya que la discretizacion realizada sobre las lineas de la esfera permite la generacion de
una malla estructurada, en la figura 4.28 se muestra el aspecto interior de la malla obtenida con
el método de interpolacion por proyectores transfinitos. La superficie fue discretizada con el
mismo namero de nodos, aristas y caras que en el caso no estructurado, aunque siguiendo un
patron “union jack” que permite la descomposicion en tetraedros. En la malla final se
obtuvieron 343 nodos, 1638 aristas, 2376 caras y 1080 elementos.

Figura 4.28. Malla tetraédrica generada con el método interpolador en una esfera

Se puede apreciar en la figura 4.28 la condicion de malla estructurada que presenta la
discretizacion. En ella los elementos son mas regulares y la conectividad de la malla sigue un
patron determinado, al contrario de lo que sucede con la malla de la figura 4.23, donde la
creacion de los elementos se advierte mas arbitraria.

Los parametros estadisticos y los histogramas obtenidos en esta malla se presentan en la
tabla 4.2 y en las figuras 4.29-4.32. De ellos cabe destacar la menor dispersion en el tamafio de
los elementos respecto al mallado no estructurado, aunque se puede apreciar un mayor tamafo
en los elementos mas cercanos al contorno debido a la funcion de interpolacion, y una
dispersion similar en cuanto a regularidad (angulos entre caras) de los elementos.

Tabla 4.2. Pardmetros estadisticos de la malla tetraédrica estructurada en una esfera

Media | Mediana | Desviacion tipica | Coef. de variacion
Longitud de las aristas 27.88 28.04 7.18 0.258
Area de las caras 345.5 301 132.4 0.383
Volumen de los elementos 2445 2214 1136 0.465
Angulo entre caras en un elemento | 1.467 1.488 0.539 0.367

107




METODOS DE GENERACION DE MALLA VOLUMETRICA

Numero de aristas

15 20 25 30 35 40 45 50
Longitud de la arista

Figura 4.29. Histograma de la longitud de las aristas en la malla tetraédrica estructurada de una
esfera
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Figura 4.30. Histograma del area de las caras en la malla tetraédrica estructurada de una esfera
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Figura 4.31. Histograma del volumen de los elementos en la malla tetraédrica estructurada de
una esfera
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Figura 4.32. Histograma del angulo entre las caras en la malla tetraédrica estructurada de una
esfera

Para finalizar el analisis de resultados en la esfera, se presentan los obtenidos en la
generacion de una malla hexaédrica estructurada con el método de interpolacioén en la figura
4.33, asi como el estudio estadistico de la longitud de las aristas de la malla en la tabla 4.3 y la
figura 4.34. La discretizacion del contorno requirié 218 nodos, 432 aristas y 216 caras, y la
malla volumétrica 343 nodos, 882 aristas, 756 caras y 216 elementos. Las conclusiones sobre
calidad de la malla, tanto en homogeneidad de tamafios como en regularidad de elementos, son
las extraidas de la malla estructurada tetraédrica, pues ésta se obtiene, como se vio, directamente
de la hexaédrica mediante la descomposicion de los hexaedros en tetraedros.

Figura 4.33. Malla hexaédrica generada con el método interpolador en una esfera: interior y
exterior

Tabla 4.3. Parametros estadisticos de la longitud de las aristas de la malla hexaédrica
estructurada en una esfera

Media | Mediana | Desviacion tipica [ Coef. de variacion
23.17 22.02 4.48 0.193

109



METODOS DE GENERACION DE MALLA VOLUMETRICA

Numero de aristas

15 20 25 30 35 40
Longitud de la arista

Figura 4.34. Histograma de la longitud de las aristas en la malla hexaédrica estructurada de una
esfera

4.5.2. Tronco Piramidal

En este apartado se muestran los resultados obtenidos al discretizar un tronco piramidal.
Tanto este ejemplo como los posteriores no permiten la generacion de una malla estructurada,
por lo que todos los resultados presentados se refieren al método de frente de avance. La base
del tronco esta dividida en 18 caras, mientras que la parte superior lo estd en 11. La malla
superficial completa consta de 62 nodos, 180 aristas y 120 caras, y esta discretizacion del
contorno genera una malla volumétrica final (interior mas contorno) de 68 nodos, 297 aristas,
400 caras y 170 elementos que se muestra en las figuras 4.35 y 4.36. Los parametros
estadisticos e histogramas de la malla se presentan en la tabla 4.4 y en las figuras 4.37-4.40.

Figura 4.35. Tronco piramidal: estados 1 y 2
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Figura 4.36. Tronco piramidal: estado final

Tabla 4.4. Pardmetros estadisticos de la malla no estructurada en un tronco piramidal

Media | Mediana | Desviacion tipica | Coef. de variacion
Longitud de las aristas 32.57 30.71 8.22 0.252
Area de las caras 438 410.6 169.7 0.387
Volumen de los elementos 3451 3011 1830 0.53
Angulo entre caras en un elemento | 1.392 1.348 0.525 0.377
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Figura 4.37. Histograma de la longitud de las aristas en la malla de un tronco piramidal
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Figura 4.38. Histograma del area de las caras en la malla de un tronco piramidal
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Figura 4.39. Histograma del volumen de los elementos en la malla de un tronco piramidal
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Figura 4.40. Histograma del angulo entre las caras en la malla de un tronco piramidal
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De estos datos se puede deducir que la tendencia a crear elementos mas grandes en las
etapas finales del mallado, constatada en el caso de la esfera, es menos acusada en este caso.

4.5.3. Cilindro Deformado

En este punto se analiza una figura de geometria cuasi-cilindrica en la que tanto la base
como las superficies laterales estan formadas a partir de lineas curvas. La superficie fue
discretizada con 128 nodos, 378 aristas y 252 caras, y se obtuvo una malla final de 152 nodos,
709 aristas, 990 caras y 432 elementos.

En la serie de estados que se presentan a continuacion (figuras 4.41 y 4.42) se puede
observar, soslayando el problema de la perspectiva, como en la parte central del mallado se
forman elementos bastante pequefios e irregulares. Esta es una situacion tipica de cierre, donde
para poder ajustar las caras del frente se deben crear elementos de tamafio muy variable e
irregulares. El andlisis estadistico (tabla 4.5 y figuras 4.43-4.46) refleja este hecho en un elevado
coeficiente de variacion tanto para la uniformidad de los elementos como para su regularidad.

Figura 4.42. Cilindro deformado: estados 3 y final

Tabla 4.5. Pardmetros estadisticos de la malla en un cilindro deformado
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Media | Mediana | Desviacion tipica | Coef. de variacion
Longitud de las aristas 15.65 14.46 5.25 0.335
Area de las caras 99.91 86.65 49.26 0.493
Volumen de los elementos 354.9 295 210.2 0.592
Angulo entre caras en un elemento | 1.424 1.396 0.579 0.407
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Figura 4.43. Histograma de la longitud de las aristas en la malla de un cilindro deformado

140

120

100

80

60

Numero de caras

40t

20

0

0 50

100

150

200 250

Area de la cara

300 350 400

Figura 4.44. Histograma del area de las caras en la malla de un cilindro deformado
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Figura 4.45. Histograma del volumen de los elementos en la malla de un cilindro deformado
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Figura 4.46. Histograma del angulo entre las caras en la malla de un cilindro deformado

4.5.4. Sector Curvo

Esta figura consiste en una base plana sobre la que se levanta una superficie curva,
definida por dos arcos de conica. La discretizacion de este contorno estd compuesta por 97
nodos, 285 aristas y 190 caras, y tras su discretizacion volumétrica se obtienen 116 nodos, 545
aristas, 765 caras y 335 elementos, que muestran parcialmente las figuras 4.47 y 4.48. Los
parametros estadisticos obtenidos, asi como los histogramas de las caracteristicas geométricas
de los distintos componentes de esta malla se muestran en la tabla 4.6 y las figuras 4.49-4.52.

Se puede apreciar, de nuevo, la generacion de tetraedros mas irregulares en las zonas de
cierre, lo que provoca una dispersion considerable en el volumen de los elementos y en los
angulos entre caras.
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Figura 4.48. Sector curvo: estados 3 y final

Tabla 4.6. Parametros estadisticos de la malla no estructurada en un sector curvo

Media | Mediana | Desviacion tipica | Coef. de variacion
Longitud de las aristas 32.77 31.39 8.41 0.257
Area de las caras 432.7 401.5 152.5 0.352
Volumen de los elementos 3219 2995 1338 0.416
Angulo entre caras en un elemento | 1.385 1.333 0.5598 0.404

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Longitud de la arista

Figura 4.49. Histograma de la longitud de las aristas en la malla de un sector curvo

116



METODOS DE GENERACION DE MALLA VOLUMETRICA

Numero de caras

0 200 400 600 800 1000 1200
Area de la cara

Figura 4.50. Histograma del area de las caras en la malla de un sector curvo
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Figura 4.51. Histograma del volumen de los elementos en la malla de un sector curvo
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Figura 4.52. Histograma del angulo entre las caras en la malla de un sector curvo
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Tanto de este ejemplo como de los anteriores se puede extraer una conclusion
fundamental relacionada con el principal inconveniente que presentan, en general, los métodos
de frente de avance: las situaciones de cierre provocan la aparicion de elementos de tamafio y
forma muy variables, lo que repercute en una pérdida de calidad de la malla en esas zonas. Una
posible solucion a este problema es el uso de técnicas de mejora de calidad de la malla a
posteriori, como las comentadas en el punto 4.4.

4.5.5. Reposicionamiento de Nodos

Como se comento en el punto 4.4, la técnica de reposicionamiento de nodos pretende
mejorar la calidad de la malla generada, es decir, sus caracteristicas de uniformidad local y de
regularidad. Para analizar en qué grado cumple este proposito se presentan en la tabla 4.7 los
principales parametros estadisticos de la malla no estructurada de una esfera, antes y después
del reposicionamiento de sus nodos interiores. Visualmente se puede comprobar la mejora
obtenida en la comparacion de estas mallas que se muestra en la figura 4.53. En ella se puede
apreciar como en la malla inicial existen, en la zona de cierre, unos elementos mayores y mas
irregulares que el resto, y como el reposicionamiento de nodos permite mejorar tanto la relacion
de aspecto como el tamafo de estos elementos. Las figuras 4.54-4.61 muestran los histogramas
anteriores y posteriores a este reposicionamiento para las distintas variables analizadas. En
todos ellos se observa una compresion del rango de variacion de dichas variables tras la
aplicacion de esta técnica, lo que se traduce en una disminucién del coeficiente de variacion en
todas ellas.

Tabla 4.7. Parametros estadisticos de la malla no estructurada de una esfera antes y después del
reposicionamiento de nodos

Media Mediana | Desviacion tipica | Coef. de variacion
Longitud de | Antes 25.7 23 8.13 0.316
aristas Después 24.5 23.8 5.19 0.212
Area de caras| Antes 264.7 224.5 144.2 0.545
Después 249.9 238 77 0.308
Volumende | Antes 1523 1185 1267 0.83
elementos | Después 1522 1419 623.6 0.409
Angulo entre | Antes 1.426 1.35 0.5421 0.38
caras Después 1.417 1.359 0.4567 0.322

b)
Figura 4.53. Malla interior en una esfera antes (a) y después (b) del reposicionamiento de nodos
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Figura 4.54. Histograma de longitudes de aristas antes del reposicionamiento de nodos
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Figura 4.55. Histograma de longitudes de aristas después del reposicionamiento de nodos
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Figura 4.56. Histograma de areas de caras antes del reposicionamiento de nodos
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Figura 4.57. Histograma de areas de caras después del reposicionamiento de nodos
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Figura 4.58. Histograma de voliimenes de elementos antes del reposicionamiento de nodos
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Figura 4.59. Histograma de volumenes de elementos después del reposicionamiento de nodos
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Figura 4.60. Histograma de angulos entre caras antes del reposicionamiento de nodos
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Figura 4.61. Histograma de angulos entre caras después del reposicionamiento de nodos

4.5.6. Coste Computacional

El analisis del coste computacional de cada una de las técnicas descritas en este capitulo
se realizo sobre un hexaedro regular discretizado uniformemente en su contorno con distintas
densidades de malla. Las figuras 4.62-4.64 muestran el tiempo de generacion de malla para los
distintos métodos de mallado, y la tabla 4.8 presenta los pardmetros obtenidos en el ajuste de los
datos a una funcion potencial. Las mallas estructuradas, tanto hexaédrica como tetraédrica,
presentaron la mayor velocidad de generacion, ambas con un comportamiento cercano al
cuadratico. La malla hexaédrica deberia presentar un comportamiento lineal, pues en el método
de interpolacion tanto la generacion de los nodos, como la de las aristas, caras y elementos lo
son. El comportamiento cuasi-cuadratico es debido a causas ajenas al propio método,
concretamente a la gestion de nodos vecinos que tiene lugar durante la generacion de la malla.
Esta gestion, que se realiza cada vez que se crea una arista, requiere funciones de
almacenamiento dinamico en memoria que ralentizan considerablemente el proceso. De hecho,
como ejemplo, eliminando esta gestion se ha obtenido un tiempo de 11.08 segundos en la
generacion de 125.000 elementos hexaédricos. El mayor coste obtenido en la malla estructurada
tetraédrica se debe a este hecho y a otra caracteristica inherente a la implementacion del método,
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no al propio método. Efectivamente, en la programacion del método, la primera fase consiste en
la generacion de la malla hexaédrica, obteniéndose en una segunda fase la malla tetraédrica final
como descomposicion de los hexaedros. Esta implementacion requiere la eliminacion de los
elementos hexaédricos, asi como de sus caras cuadrilateras, y la renumeracion de las nuevas
caras triangulares y los tetraedros creados para mantener la coherencia en la numeracion de los
componentes de la malla. Como se comentdé en el punto 2.7, los procedimientos de
renumeracion utilizados no son, en general, lineales, por lo que este efecto se suma al coste
computacional total de la generacion de la malla.

En el caso de la malla no estructurada, no es necesaria en ningun momento la
renumeracion de sus componentes, pues ninguno de ellos es eliminado. Por lo tanto, la
naturaleza cuasi-cuadratica que presenta, segin la figura 4.64, es achacable a otros motivos: la
gestion de nodos vecinos comentada anteriormente, y las operaciones de busqueda de nodos y
control de intersecciones que se deben realizar recorriendo todo el frente. Este ultimo motivo si
es propio del método, y para reducir su efecto en el coste computacional total se ha disefiado el
control por reticula jerarquica descrito en el punto 4.3. La aplicacion de este control, que evita el
recorrido total del frente, consigue una reduccién en el coste computacional como la que
muestra la figura 4.64, donde puede apreciarse que la propia gestion de la reticula introduce un
coste adicional que provoca que la utilidad de ésta so6lo se manifieste a partir de un nimero dado
de elementos generados.

Respecto al reposicionamiento de nodos, la figura 4.65 muestra que, al igual que en el
caso bidimensional, el coste de esta técnica es lineal si, como es el caso, cada nodo conoce
cuales son sus nodos vecinos y no es necesaria una busqueda por toda la malla.
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Figura 4.62. Tiempos de generacion de malla hexaédrica estructurada con el método
interpolador
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Figura 4.63. Tiempos de generacion de malla tetraédrica estructurada con el método
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Tabla 4.8. Ajuste de los tiempos de ejecucién a la curva t=a-x”

a b Correlacion
Mallado hexaédrico con interpolacion 5.2e-7 1.7 1.001
Mallado tetraédrico con interpolacion 4.9¢-9 2.26 0.83
Frente de avance 8.35e-5 1.78 0.95
Frente de avance con reticula 5.83e-4 1.47 0.93
Reposicionamiento de nodos 5.01e-6 1.1 1.11
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Capitulo D.
METODOS DE MALLADO ADAPTATIVO

Como se comenta en la introduccion de la tesis, la etapa de generacion de malla es una
de las mas importantes en el MEF, pues la calidad de la discretizacion repercute directamente en
la precision de la solucion obtenida. En los capitulos anteriores se han presentado métodos de
generacion de malla flexibles que permiten la adecuacion de la malla a las caracteristicas del
problema que se pretende estudiar. Buena parte de los problemas tratados con el MEF presentan
soluciones suficientemente uniformes como para ser obtenidas con una buena precision
mediante discretizaciones homogéneas del dominio. Es el caso, por ejemplo, del analisis de una
guia rectangular o una cavidad cilindrica homogéneas. Sin embargo, en muchos casos, las
caracteristicas de la geometria de la estructura y de los materiales que alberga producen
soluciones que presentan una gran variacion a lo largo del dominio del problema o, incluso,
singularidades en algunas zonas del mismo. En este caso, una malla homogénea es altamente
ineficiente, pues presenta incognitas en zonas donde no son necesarias por la escasa variacion
de la solucion, y carencia de grados de libertad alli donde la variacion de la solucién es mayor.
El aumento de la densidad de la malla de forma homogénea mejora la precision de la solucion,
pero no es una solucion adecuada, pues incrementa considerablemente el coste computacional
del problema, principalmente en la fase de resolucién del problema algebraico asociado. Es
decir, la eficiencia de la malla se mantiene constante al aumentar su densidad de forma
homogeénea.

La generacion de una malla eficiente se consigue con la adecuacion de ésta a la
variacion de la solucién del problema. Con los métodos de generacion de malla descritos
anteriormente y una definicion multibloque de la geometria, un usuario puede generar una
discretizacion adecuada que reduzca considerablemente el error cometido en la solucion.
Asimismo, la utilizacion de elementos singulares [Gil97], [Pan98] en las proximidades de una
singularidad requiere un previo conocimiento de la situacion de ésta en el dominio del
problema. En ambos casos es necesario que el usuario disponga de una experiencia previa en el
tipo de problemas que se analizan, de forma que pueda tener una idea aproximada del tipo de
solucion, o de donde va a requerir ésta mayor densidad de grados de libertad, en el primer caso,
o la introduccion de elementos singulares, en el segundo caso. Este requisito se complica en
problemas cerrados sin fuentes como los que se tratan en esta tesis, donde la solucion del
problema es un conjunto de autofunciones, cada una de ellas con su distribucion caracteristica y,
por tanto, con una malla adecuada para cada modo. Por otra parte, la definicion de la geometria
y de las caracteristicas de densidad de la malla necesarias para obtener una discretizacion ad hoc
supone un coste, en este caso no computacional, que puede ser evitado con la utilizacion de
técnicas que generen de modo automatico estas mallas eficientes que conjugan una elevada
precision en la solucion con un reducido niimero de grados de libertad.

Los métodos adaptativos son los encargados de esta generacion automatica de malla
adaptada a la solucion. En la bibliografia se puede encontrar otro tipo de métodos [Zwa98],
[Li98], [Cou98], [Lea98b], [Kup98], [Wan98] que persiguen la adaptacion al dominio en
problemas parabolicos donde el dominio se ve modificado a largo de la simulacion, de modo

125



METODOS DE MALLADO ADAPTATIVO

que la malla utilizada se debe modificar con el tiempo. Esta tesis no trata estos métodos pues, en
general, el dominio en los problemas de guiado de ondas y cavidades resonantes no sufre una
deformacion temporal.

Grosso modo, un método de mallado adaptativo es una variante iterativa del MEF en la
que, en un primer paso, se genera una malla inicial con pocos elementos y, posteriormente, se
resuelve el problema con esa discretizacion, se estima el error cometido en el calculo de la
solucion, y se afiaden grados de libertad en las regiones del dominio donde el error sea mayor.
Tal como muestra la figura 5.1, este proceso se repite hasta que tiene lugar la condicion de
finalizacion. Esta condicion puede consistir, por ejemplo, en la obtencion de una precision
preestablecida o en alcanzar un ntimero de grados de libertad maximo. En el esquema de la
figura 5.1 se pueden distinguir los tres puntos fundamentales de un método adaptativo: la
estimacion o indicacion del error en cada elemento, la eleccion de las zonas o elementos que
deben ser refinados, y el enriquecimiento o aumento de grados de libertad en los elementos
seleccionados.

[ Generacion de la Malla Inicial ]

<
<

A 4

[ Resolucion MEF ] ) N

Enriquecimiento
de elementos

A 4 \.

T > Refinamiento
[ Estimacion del Error ] y de malla
Seleccion
de elementos
- A '/

Condicién de NO
finalizacion

Figura 5.1 Diagrama de flujo del MEF adaptativo

En este capitulo se presentan los distintos indicadores de error y métodos de
refinamiento de malla desarrollados en la presente tesis para la resolucion eficiente de
problemas electromagnéticos cerrados en guias y cavidades. La aplicacion del MEF a este tipo
de problemas y los tipos de interpolacion utilizados se describen en los apéndices 3 y 4,
respectivamente.

En esta introduccion se han comentado algunos aspectos generales de los
procedimientos adaptativos. A continuacion, en el primer punto, y tras una breve revision del
concepto de error y de los distintos tipos de estimadores que se pueden encontrar en la
bibliografia, se presentan los indicadores de error desarrollados. En el punto 5.2 se describen las
estrategias de refinamiento implementadas para problemas de guiado de onda. En el siguiente
punto se desarrollan indicadores para problemas en cavidades y, por ultimo, se analizan los
resultados obtenidos en la aplicacion del método adaptativo en el analisis de lineas de
transmision.
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5.1. Estimacion del Error A Posteriori

El error cometido en la resolucion de un problema vectorial genérico mediante el
MEF se define como:

(5.1)

Y
Il
<y
|
<y
=

donde u es la solucion exacta del problema y u, es la solucién obtenida mediante el MEF.

Esta diferencia entre la solucion obtenida y la real es la suma de distintos tipos de
error [Sal98]:

e Errores por discretizacion insuficiente de contornos e interfaces en el problema cuando
éstos no son rectos. Este error se puede disminuir con la utilizacién de elementos
curvos.

¢ Errores al estimar constantes las propiedades del material en un elemento o un conjunto
de ellos.

e Errores de integracion numérica, cuando las funciones de interpolacion utilizadas
obligan a la utilizacion de métodos no analiticos para resolver las integrales que se
plantean en el MEF.

e Errores de truncamiento debidos a la precision finita de las computadoras. El
condicionamiento de las matrices del autosistema final influye en gran medida sobre la
magnitud de este error.

e Errores de convergencia cuando se utilizan métodos iterativos en la resolucion del
autosistema final. Este error depende del nimero de iteraciones realizadas.

e Errores de no conformidad, debidos a la discontinuidad de las derivadas de la solucion
en las aristas interiores y al cumplimiento aproximado de las condiciones de Neumann
en las aristas del contorno que presentan este tipo de condicion. Las discretizaciones no
conformes del dominio o la utilizacion de elementos de distinto orden también
producen este tipo de error si no se impone a las incognitas no conformes un valor
interpolado, como indican las figuras 5.16 y 5.18.

e Errores de interpolacion, al sustituir la forma desconocida de la solucion por formas, en
general, polinomicas.

De todos ellos, los inherentes al MEF y susceptibles de ser reducidos mediante el
incremento de incognitas son el primero y los dos Gltimos.
Particularizando la definicion (5.1) a cada elemento de la malla, se tiene:

e =i —iil (5.2)

La norma de este vector error es una medida del error cometido en el elemento:

&= - (5.3)
Para el calculo de (5.3) se pueden emplear, entre otras, la norma de energia:
1
—e _ sef 1 e H
E E—(J:Qee L-&da) (5.4)

donde L es el operador diferencial, en nuestro caso Vxv'Vx-®’®,, o lanorma L,:
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—e
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Cualquiera que sea la norma utilizada, el error total es la suma de las contribuciones
elementales:
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(5.6)
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Evidentemente, en la practica la solucion exacta del problema no es conocida (si lo
fuera no seria necesario ningin método numérico de resolucion) y, por tanto, no es posible
conocer el error exacto o la precision exacta obtenida. Si se puede, sin embargo, obtener una
estimacion o una indicacion del error cometido.

Los estimadores de error proporcionan un modo fiable de llevar a cabo el proceso de
refinamiento de la malla. Un buen estimador de error no solo identifica las regiones criticas del
problema, sino que, ademas, fija la exactitud de la solucion calculada. Los estimadores de error
se pueden clasificar en estimadores a posteriori y estimadores a priori. Debido a la falta de
datos relacionados con la naturaleza y el comportamiento fisico del problema y su solucion,
resulta muy dificil estimar el error a priori, es decir, antes de que se calcule la soluciéon. Por
tanto, la mayoria de los estimadores de error utilizados en la practica son a posteriori, es decir,
calculan el error una vez la solucion ha sido hallada. Para controlar de un modo efectivo el error
de discretizacion, el estimador de error a posteriori debe ser robusto, fiable y preciso, y debe
controlar el proceso adaptativo de refinamiento de la malla de un modo computacionalmente
economico. La fiabilidad de un estimador de error debe asegurar la correcta adaptacion de la
malla del problema independientemente de su naturaleza y el tipo de materiales que presente.

En la bibliografia se puede encontrar una gran variedad de estimadores de error. En
[Fer88], [Hin91], [Ain92a], [Bab93], [Ver96] se hace una revision somera de algunos de mas
utilizados. La clasificacion mas completa se puede encontrar en [Sal98], donde se distinguen los
siguientes tipos de estimadores:

e Residuales:

e Completos: estiman el error a partir del residuo elemental interior y el de interfaz en las
aristas comunes a dos elementos y en las aristas del contorno Neumann. Es decir,
cuantifican en qué medida se cumple la ecuacion diferencial que define el problema en
el interior del elemento y las condiciones de contorno (generalmente de continuidad de
variables asociadas a la solucién) en sus aristas. Desarrollado originalmente para
problemas unidimensionales [Bab78] y bidimensionales [Bab79] por Babuska y
Rheinboldt, en [Kel83] se puede encontrar un desarrollo mas sencillo y que incorpora
los factores de ponderacion necesarios para obtener una estima del error. Otras
implementaciones y aplicaciones de este tipo de estimador se presentan en [Fer8§],
[0de89], [Fer90], [Hin91], [Bab92], [Bel93], [Sal95], [Ver96], [Ste97], [Sal9os].

o Interiores: solo tienen en cuenta el residuo en el interior del elemento [Fer88].

e De interfaz: solo tienen en cuenta el residuo en las aristas del elemento. Es decir, dan
una medida del incumplimiento de las condiciones de continuidad en las variables del
problema [Cen85], [Gol92], [Rai%4].

e Residuales autoequilibrados o de resolucion de problema local: la estimacion del error
se basa en el residuo completo, pero a través de la resolucion de problemas locales en
cada elemento o conjunto de elementos con un nodo comun [Kel84], [Ban85], [Kel87],
[Fer88], [Fer90], [Ain92b], [Dra92], [Ain93], [Che94], [Ver96], [Alo96], [Gir96],
[Jan96], [Ban97].
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¢ Basados en el cumplimiento de relaciones constitutivas de variables relacionadas con la
solucion del problema [Lad83], [Rem96] o de condiciones de continuidad en las aristas
(2D) o caras (3D) del problema [Gol93]. Estos métodos generalmente coinciden con los
residuales de interfaz, pues la violacion de continuidad es precisamente el salto producido
en las interfaces de la malla.

e Complementarios o duales: proporcionan un limite superior y un limite inferior del error.
[Kel84], [Cen85], [Kel87], [Ode89], [Mit92].

e De recuperacion: en ellos, la solucion exacta en (5.2) es sustituida por una funcion
recuperada o suavizada a partir de la obtenida con el MEF y que se supone mas exacta que
ésta [Fer88], [Zhu90], [Hin91], [Dur91], [Bab93], [Wib93], [Low93], [Li94], [Ver96],
[Oh96], [Mer98]. De todos ellos, el mas popular es el denominado estimador Zienkiewicz-
Zhu [Zie87], [Ain89], [Zie91], [Zie92a], [Zie92Db].

¢ Basados en técnicas de extrapolacion.

e Basados en teoria de interpolacion: en ellos se estiman derivadas de orden superior de la
solucion en el elemento a partir de los valores de la solucion en los elementos vecinos
[Bid86], [Eri88], [Ode89], [Bel93]. Estos estimadores, en su mayor parte, pueden
catalogarse también como estimadores de recuperacion.

¢ Basados en la formula de integracion de Green [Ada92], que estiman el error cometido
comparando el valor de la solucién en un nodo con el obtenido a partir de la formula de
integracion de Green en un contorno alrededor del nodo.

¢ Basados en la variacion de alguna magnitud en dos soluciones MEF, y asumiendo que una
de ellas es mas precisa que la otra [Gol93].

¢ Basados en la variacion de las posiciones nodales. Una pequefia variacion de la posicion de
un nodo de la malla en una zona correctamente discretizada implica una pequefia variacion
en el valor del funcional. Sin embargo, si el nodo se encuentra en una zona del dominio con
una pobre discretizacion, la variacion de su posicion se traducira en un cambio significativo
del valor del funcional. Por tanto, las derivadas de este funcional respecto a la posicion del
nodo son un instrumento de identificacion de las zonas que necesitan ser refinadas
[McF96].

A esta lista se pueden afiadir otros estimadores menos extendidos, como los basados en
el postprocesado de la solucion [Ode89] o en bases jerarquicas de funciones de interpolacion
[Mit91], [Ver96]. La mayor parte de los estimadores enumerados han sido desarrollados en el
contexto de problemas de ingenieria civil (mecanica estructural) y dinamica de fluidos. En el
campo del electromagnetismo, se pueden encontrar distintos desarrollos y aplicaciones de
estimadores de error en [Cen85], [Bid86], [Fer88], [Fer90], [Ada92], [Gol92], [Dra92], [Mit92],
[Gol93], [Low93], [Che94], [Rai%4], [Al096], [Gir96], [McF96], [Jan96], [McF96], [Rem96],
[Sal95], [Sal98].

5.1.1. Indicador de Error Residual

La expresion general de la norma de energia al cuadrado del indicador de error residual
en el elemento e para problemas de analisis de onda completa en problemas bidimensionales
[Sal98] viene dada por:

2
B e AR R T W A ) 6

_ . -1 . e
vV, .min V., ,min errim.Neu
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donde el primer término es una medida del residuo interno 7° y el segundo es una medida de
k

nt

los residuos singulares en las aristas internas 7 o de condicion de contorno Neumann

—k
n

, f, y f, son factores de ponderacion de estos residuos; /s, es una medida del

Neumann
tamafio del elemento, que viene dada por la mayor distancia entre nodos del elemento, es decir,
la mayor arista en el caso del tridngulo, y la mayor diagonal en el caso del cuadrilatero; /”tv_1 i

es el menor autovalor del tensor v.', y p es el orden de las funciones de interpolacién
empleadas. Los elementos utilizados en esta tesis son lineales y, por tanto, p=1. Las
expresiones de los residuos internos y singulares son:

PO =Vxv'Vxii® —*9,i° (5.8)
Pt . =ﬁ><(vf1V><L71 —v;leﬁz) (5.9)
Pk _— =axv;'Vxii* (5.10)

En estas expresiones, #¢ es la solucion obtenida mediante el MEF en el elemento e, y

1" su particularizacion para la arista k, teniendo en cuenta la variacion en z, es decir:

i (x,y,z)=iig (x,y)e " (5.11)

Los tensores v, y ¢, describen las propiedades del material presente en el elemento e.

Su significado viene descrito en el apéndice 3, asi como el de @ . Los subindices 1 y 2 de (5.9)
hacen referencia a los dos elementos que comparten la arista interior &, y 7 es el vector unitario
perpendicular a esa arista.

La expresion (5.7) coincide con la utilizada en las formulaciones cuasiestaticas [Sal98],

2
pero alli "ee " es un estimador del error cometido, es decir, es una cota superior de la diferencia
entre la solucion obtenida mediante el MEF y la solucion exacta. En el caso del analisis de onda

2
completa, |é° " es una medida cualitativa de esa diferencia, es decir, permite conocer si el error

cometido es mayor en un elemento que en otro y, por tanto, detectar zonas que requieran una
mayor densidad de grados de libertad, pero la suma de los distintos errores elementales no
proporciona una cota del error cometido en el problema. Por esta razon, tanto éste como los
posteriores estimadores de error descritos en esta tesis se denominan indicadores de error.

La obtencion de auténticos estimadores de error en problemas de onda completa no es
posible. Se puede encontrar informacién sobre los problemas que plantea la ecuacion de onda
respecto a una estimacion correcta del error en [Bab97a], [Bab97b].

Tanto para este indicador como para cualquier otro se puede definir el indice de
efectividad asociado a €l como el cociente entre la estimacion del error y el error real cometido
en el calculo de la solucion. Este parametro debe tender a uno conforme el proceso de
adaptacion avanza, pero solo se puede obtener en problemas cuya solucion exacta y, por tanto,
su error real son conocidos.

5.1.1.1. Residuo Interior

Desarrollando (5.8) y teniendo en cuenta (5.11) se tiene:
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e e 81/‘@ e
Vxii¢=e* ‘9”02+yugy X+ ——‘9”02—ng P+ o _ Moy | (5.12)
9y ox oy
»x 3y 0y y O 0x 0 ox 3y

> 2 e 2 e
RN dug q 2%ul oul S d%uy,  9%u
1( 0: o, 20 |y 0z O y 0x

v: 14 z
T ooy % dxdy oy’

2 dug o dug [ Puo,  oug
_ 1 0z e 1 _ 0z _ e 1 Yy _ 0x _
’}/[vxx[ &y +W0y ]+ny[ ax Mo ]+vxz[ ax &y ]J (513)

-y Zu(e)z +yaugy v = azugz -y s v Qzugy _ azugx
zx &%} & zy &xz & zz &2 &%}
e 7 o

Xz —_—2 +
| oy

O SN OV . WO (T
ooy x T o ox x> ooy
ﬁxxugx +19.xyugy +0xzu(§z

29 = e, 2
0 VU =e 0|V ug, +8,ug, +9, ug, (5.14)

e e e
ﬁzx“Ox + 0zyu0y + ﬁzzuOy |

VxV;'Vxii®=e”

donde se ha elidido el subindice e en los elementos de v,' y @, para simplificar la notacién.

Elementos Triangulares Lineales con Interpolacion Mixta Vectorial Conforme en
Rotacional / Nodal Lagrange

Particularizando para la interpolacion utilizada en el andlisis de lineas de transmision
con elementos triangulares, descrita en los apéndices 3 y 4, la expresion (5.13) se simplifica
considerablemente, pues las derivadas segundas se anulan:

-1 augz e -1 8“8: e -1 aug" augr -1 8“5)(
yvyx (?y +W0y +vyy _W_WOX +vyz ax - (?y _yvzy 3)}

¢ ¢ dug, ¢ oug, |(5.15
Vv 'Vxi¢=e |-y v My +wg |V _ o —ql, |+v | =2 _ P -l =2 (5.15)
oy Mo TV | T x oy o

e a e,
w;;%+w;i ;i}

A partir de (5.14) y (5.15) se pueden obtener las tres componentes del residuo
elemental:

}/'SX
rl=e| (5.16)
re

Y la integral del primer término de (5.7) se puede calcular como suma de las integrales
en cada una de las componentes:
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—e* —e _ e* e e* e e* e _
J‘J:Qe(rs .rs }iQ_J‘[Qg(rsx .rsx +rsy .rsy +rsz 'rszhg_

= J.J.Qk rsf redQ + J.J.Qe FS;* . I’S;d.Q " J'J‘Qe r:: EdQ

La componente x viene dada por:
e __ e e e
ro. =C ug, + Cyuoy +C.u,, +C,

donde

2.,-1 2
Cx ==Y vyy -0 19xx

I | 2
Cy—y V-0 ﬁxy

C.=-0’D,
o o o
C. =1l +v3) 5 1 = v

(5.17)

(5.18)

(5.19)
(5.20)
(5.21)

(5.22)

La integracion del residuo se simplifica notablemente si se realiza en el elemento
canodnico asociado al elemento real y que se describe en el apéndice 4. En este dominio
canonico las componentes de la solucion del problema y de las derivadas que aparecen en (5.22)

se pueden expresar como:

S —

Upy _Kxglgl +Kxg2g2 +Kxg3g3
[

Uoy _Ky€1g1 +Ky€zg2 +Ky§3g3

<

gz =Kzg| GI +KZQZGZ +Kzg3g3

duf. 1
= A_ZKxg,»bi

S

¢ i=1
dug, 1
= K a.
ax A; lgl Y6 i
&ugz :Liau
ax Ag o [
1§y,
ay Ag i=1 o

donde

(5.23)
(5.24)
(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)
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y G;, coni=1,2,3, son las coordenadas simplex definidas en el apéndice 4. Los signos —y + en

los subindices indican i—1 e i+1, respectivamente, teniendo en cuenta que se produce una
rotacion circular de indices.

Por tanto, la expresion de la componente x del residuo interior en el elemento canénico
resulta ser:

sfc _Kglgl +Kg2g2 +Kg3GS +Cc (533)
con

K. =CK, +C K, +CK,_ (5.34)

Las integrales de (5.17) se calculan en el elemento candnico y, por lo tanto, se debe
aplicar la formula de cambio de variable en la integracion:

[ 7 Geylaxay=[ (1.6, | ds ds, (5.35)

donde ||J || es el valor absoluto del determinante jacobiano de la transformacion
T:(x,y)—(c,,¢,). En este caso ||J||=‘Ag‘ es constante en Q° y puede salir fuera de la

integral, quedando finalmente:

[[.rs reae=|al[[ rs riae=|a[[ |sl (5.36)
donde:
rE| =Ko+ Ko + K g (5.37)
R e L i e A
+2(Re( ) ( )+Im( ) ( ))§1g2+
(Re(Kgl JRelic, J+ tmlic, Jim{ic, g, +
+2Re(k,, JRe(k )+ 1m(K  Jim(k g));zgs (5.38)
+2(Re(K, JRe(C, )+ Im(K, )1 )k, +
+2Re(k, JRe(C, )+ Im(K_, Jim(C, )k, +
(Re(Kg )Re ()+Im(Kg3) (C ))g

Aplicando la formula de integracion sobre tridngulos canoénicos [Bal96]:

S il jlk!
J;OJ; Sicicydg,dg, = (l-l—]+—k+2)' (5.39)
se obtiene finalmente:
[[rsrs=laf == K K K (5.40)
Q¢ 12 3 2
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donde
K, =K [+ [k, [ +|K, | +Relk, JRelk, )J+im(k, Jm(k_ )+ sa)
Rel(K, JRe(K, )+im(K, )im(K )+Re(1< JRe(k ., )+im(k ., Jim(x, )
K, =Re(K_ JRe(C,)+Im(K_ Jim(C, )+ Re(K )Re(CC )+Im(K _ )Im(CC )+
(5.42)
+Re(k, JRe(C, ) +Im(K )im(C, )
K, =|c.|’ (5.43)

Analogamente se pueden obtener las componentes y y z del residuo en el elemento. Para
la componente y:

C,=7v,) -0’0, (5.44)
C,=-y’v, -0’0, (5.45)
C,=-0’0, (5.46)
0 dul ¢ g,
Co=—ylv i +v )22 gy ox gyt Phoz gy 5.47
c ’J/( Xz zx ] ax WXZ 8')/ Wxx yvx} ax ( )
Y para la componente z:
C.=-00, (5.48)
C,=-0’0, (5.49)
C.=-0’0, (5.50)
| Oul, | Oug
C =y, N Wi &;y (5.51)

Elementos Cuadrilateros Lineales con Interpolacion Mixta Vectorial Conforme en
Rotacional / Nodal Lagrange

El calculo del residuo en elementos lineales cuadrilateros como los descritos en el
apéndice 4 presenta una mayor complejidad que el de elementos triangulares. En este caso, dada
la naturaleza bilineal de las funciones de interpolacion utilizadas, en (5.13) no se anulan las
segundas derivadas de la funcidon solucion. Por otra parte, la integral (5.17) presenta
integrandos, en general, racionales, por lo que el valor de ésta se obtiene mediante integracion
numérica.

Las expresiones de las tres componentes interpoladas de la solucion del problema en el
dominio canénico son:

4
us, = u U (61,6,) (5.52)
i=1
4
u§, = Y i VE(6,6,) (5.53)
i=1
4
u§, = uys(61,6,) (5.54)

i=1
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con:

donde J.

[j b

Uf(gl,gz)=(1—g2)%z_(€0
1
Ug(gljgz) g, D1262) 12(§2)
|(J|) (5.55)
U§(€1a€2)=g2ﬁ
Uf(g1a§2)=—(1—gl)LQZ)
1
Vlenen)=—1-g,)726)
1
VZQ(g17g2)=g1M
|J|(g) (5.56)
— 21 1
(glﬁgz) Gy~ |J|
Vf(gl,gz)=(1—g1)1i+|€z)
vicc)=0-¢)i-¢,)
w5(i.c)=cl-¢,) .
v5(61.6:)=616,
W§(1:§2)=( §1)€2

con i, je {1,2}, son los elementos de la matriz jacobiana de transformacién J del

elemento real al candnico, y |J | su determinante. Para facilitar el desarrollo que se realiza a

continuacion, los elementos de J (A4.54) se reescriben como:

y su determinante es:

=

Ju(6,)=PR, +6,0,
J1(62)=P, +6,0:,
(5.58)
I (g)=Py +¢,0,
I (61)= Py +6,0p
(P +6,01 NPy +6101)— (P, +6,01, Py +6,011) (5.59)
Las primeras derivadas de las componentes interpoladas son:
e 4 e
Ko =Y uf o (5.60)
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con:

e 4 e
dug, -y IU; (5.61)
&d TP
s, &L
_S e (5.62)
o 2; ox
&I/{e 4 e
U il (5.63)
d T
&I/{e 4 e a le
&;z =;u,~ ;C (5.64)
e 4 e
d TP
IUf _Jy U7 Jy, IUF (5.66)
& ] dg | 9,
oU; __Jy dU?  J,, 9U; (5.67)
d WM de | o,
W _ Iy IVE Ty IV (5.68)
x| %,
WE_ _In WE | I V¢ (5.69)
dy |J| Jg, |J| s,
oy _Jy i I oyP (5.70)

o || 9 | 9,

S
S ST RA & (5.71)

0 |J|_J M
WL 1)y
s, |J|2
-, M
aUs * o,
—TY12
% 4 (5.72)
- '
8U3§ _ Q12| | 227@'1
d ]
a}J|
s |J|+(1—€1)(97g1
B =Jp B
S |J|
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9]
U |J|+(1—€2)g
agz 22 |J|2
= a|J|
M QIZ 12 agz
d, ~ ! 2
? Y (5.73)
g vl
o; _ 2 g,
agz oo IJIZ
P Ol =71 Z' d
L ——(1—9,'1) 2 >
%, /1
Yl
aVlg ( \Q11|J| Jo o,
(1=
agl g2/ |J|2
Wy —J olog, 95,
dgi )
(5.74)
||
Vs Q11| |_J21 oc
_32_GZ 2 l
Js, |J|
d}J|
wi__, |J|+(l_gl)7g1
=—Jn )
Js, |J|
d}J|
oV _, |J| ( gz) c
8g — Y21 JZ
2 ]
-0 2V
s O 11 o,
% O P .
s _ Va5,
d),
0 |J|_J M
oV (1_ ) 11 11 o,
9, 1 Vi

137



METODOS DE MALLADO ADAPTATIVO

donde:

Las segundas derivadas de las componentes interpoladas son:

alJ

| =J110n —J10,

s,
9|

9%,

=J»0 =IO,

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)
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2 e 4 2. e
aay”;Z =3 aay"f (5.86)
i=1
82 e 4 ‘eaZ e
&;é;z =3 &’xlg): (5.87)
i=1
donde:
°U; _Jy 9 8Ue _Jp 9 (dUf (5.88)
a* |J] 9, ERES '
2r7e e e
9°U; _ Iy d aU LT 9 (U] (5.89)
ayz |J| Js, |J| s, |
2r7e e e
IV _ Ju 9 (U7, Ju 9 (U] (5.90)
oxdy V| dg, | ox | || 9, | o
Ve Iy d aV _Jp 9 (o (5.91)
a9, ERE: '
217e e e
Ve _ Iy 9 Wr L Ju 9 (I (5.92)
&yz |J| s, |J| Jdg, | o
Ve Iy 9 aV LI 9 Pl (5.93)
gy || 9g AR '
2%y; _Jyn 0 a‘//z N
2 ] %, ] 96| ax 659
82!//; :_ii al//l +ﬂi al//le (595)
&yz |J| s, |J| dg, | o
2. e e e
27y, __ii W, +ii W, (5.96)
oy 7| 9g, || g, | ox
0 |J|_J M J M
9 (Ui ) 7" 2 d¢, U LIn 9°Us s ¥ dg, U Jy, J°Uf
dg | ox |J| |J| st |J|2 IS, |J| 96,95, 597
M TRl G0
d (Ui \_ 2., aUngﬁ U7 12 g, dU; J, d°Us
dg, | ox |J|2 |J| 8g1z9g2 |J|2 %, |J| 8‘:722
OylJ|-J oMl J oMl
9 (our ). T M0, oUs  Jy d°Us T og, s, Ju 9%Us
dg | I |J|2 Js, |J| dg! |J|2 s, |J| 96,95, 508
1M oV -
d (ouf\_ " g, OUF gy d'Uf T L6 QUF L J, 9°UF
s, o % ] 969, |J|2 9, || 9
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0 |J|_J M J M
i[al/ie Jz 12 22 agl al/lg +282Vig s 12 8g1 aVlg _Ji anig
dgi | ox 1] Wl agi 9 W] dsids, (5.99)
; Yl ; Yl
I () T 8V§+ﬁ Vs Qal/|= 1z g, WF J, IS
ds, | ox & Ul e, P 95, |J| 953
M S oM
i(aVie }_Qll| | ZITglan J a Vg ITglaVig +i aZVig
dg | |J|2 s, |J| 99‘1 |J|2 s, |J| J5,05, (5.100)
J M 0 |J|_J J
N L I A R Y (A
I\ d ) Y 9% |J| 95,95, ik I, || 9
OplJ|-J oM J bl
9 (Eh//f ]_ P T o, aw, JIn dwE TP g oy gy 9yi
2 2
dg, | ox |J| |J| JG; |J| Js, |J| d6,9¢, (5.101)
J M 0 |J|_J J
9 (i L T e i Ty i TP TR g v J, 9%
do, | o b ds | 9619, ik I, || o
o, J|-J oMl J oMl
i(ﬁwf]:_ WOV 0y dys gy Pwi T g dwi | gy 9y
9, P oo Moot WP g M o0
J M 0 | | J 8|J|
A 0 I SO, I T R 81//, LI 9%wE
s, | |J|2 s, |J| 95,06, |J|2 |J| agz
0~ 8|J| ||8|J|
82U1€ \ 2 2 agl
a—=—(1—€ )
gl
3|J| 3|J|
32U§ | |
9% (5.103)
072U3g 12 25 agl
%
aJ alJ
|J|+ o) || Pl ||
U5 _
;¢

140



METODOS DE MALLADO ADAPTATIVO

B e
Ur

—Yv22

o T
a|J| a|J|
92US Ql2|‘]| J12 | |
a 22 :gl
" (5.104)
8|J| 3|J|
32Ug |J|—g2 | |
3g23 ==Jyn
2
0ubl-4 2 P2
(92U§ 12 12 (9g2
ag—zz(l_ﬁ
2
W GNPy
aZUlg Q12|J|_J228|gl| \( Q12|J|+2J22 8g )J| agz
96,95, =_ |J|2 +(1—§2, |J|4
: -, M [_|J|+2 alJl] 52V
IV _ % %, |,
J5,05, . |J|2 12 |J|4 5109
M- M) 2V
97U =Q12|J|_J22<9§1+g [ O, || +27,, 5 J|8g2
95,95, |J|2 2 |J|4
1Y 9]
P |J|+(1—g1)|1| [|J|+2(1 ) c J|£
95,95, =Cr |J|2 e J|4
a|J| 8|J|
92Ve Q“|‘]| J21 | |
1
Z (1=
v ]
s (|J| | |]2| i
o 22 ==Jy
" (5.106)
J|=J a"]' 8|J|
R A Tk

=6,

dg;

8|J| 8|J|
(92Vg |J|+ gl | |
4 _

dg;
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|4 o) 9V|||ﬂﬂ
PR ’

%3
o, lM|-J 8|J| v |3|J|
R " "o,
.
2 (5.107)
a|J |y
2%V¥ (M | |]2| -~ d
3 =J,,
Jc3
2
f?IJI é’lJI
9°V; 0ul- Ty 4
gfc4hg)
2
dd VALY
—Jy = -0/ +2Jy — | =—
PR _Q11|J| I o, e \( Q11| | 2 5, |8g2
96,95, |J|2 2/ |J|4
alJ ol ol
PR IJI—%|| ( 1+25, | |) Ia| |
2= 61 95, Sa
96,05 =Qu IE +J e
o d d (5.108)
ad 1Y 2]
82V3§ __Q11|J|—J217g1_ ( Q11|J|+2J21 a J| 3g2
95,95, - |,]|2 52 |J|4
dd )2 oV
1—¢, )2 J|+2(1-
v, 7]+ ( gdag y (|| ( 3 tkz
dde T |J|“
2%y} _ |
G 0 pamaisledy =12 (5.109)
J
s .
o ::{1 P (5.110)
dsdg, |-1  para i=24

Las expresiones (5.52)-(5.110) permiten obtener el integrando de (5.17) en funcion de
G, ¥ G,, Yy la integral se puede calcular mediante alguna técnica de integracion numérica. El

método elegido ha sido la cuadratura de Gauss con 5 puntos por cada dimension, lo que supone
25 puntos para el calculo de cada residuo elemental. Este valor se ha elegido como un
compromiso entre coste computacional y precision en el calculo de la integral. También aqui se
debe tener en cuenta que el calculo de la integral se realiza sobre el dominio canonico y, por

tanto, se debe aplicar (5.35). En este caso ||J || es el valor absoluto de la expresion (5.59), que

resulta ser un polinomio bilineal en ¢, y ¢, v, por lo tanto, debe permanecer dentro de la

integral. De este modo, la integral del residuo para cada componente es:

142



METODOS DE MALLADO ADAPTATIVO

(rg Ty, )7[!2 =zn:iwiwj||J| (rg -ré} . (5.111)

i—1 =1 G1=Gi
- 2%

Jlors roa =[], W

donde p=ux,y,z

5.1.1.2. Residuo en las Aristas

La interpolacion mixta vectorial conforme en rotacional / nodal Lagrange descrita en el
apéndice 4 garantiza la continuidad de la componente tangencial a la arista de la soluciéon u en
las aristas interiores del dominio del problema. Sin embargo, la continuidad de la componente
tangencial de la variable dual, es decir, el campo magnético si se emplea la formulacién en
campo eléctrico, o el eléctrico si se emplea la formulaciéon en campo magnético, no esta
garantizada, pues ésta se obtiene a partir del rotacional de la variable primaria #, cuya
componente normal a la arista es, en general, discontinua. La segunda componente del error en
(5.7) cuantifica en qué medida la componente tangencial a la arista de la variable dual no es
continua en las aristas del elemento e (5.9).

Aquellas aristas que presenten una condicion tipo Dirichlet, es decir, condicion de pared
eléctrica para la formulacion en campo eléctrico, o condicion de pared magnética para la
formulacién en campo magnético, presentan una variable primaria # con componente
tangencial a la arista nula debido a la imposicion de la condiciéon de contorno. Por tanto, la
variable dual obtenida a partir de ella solo tendra componente tangencial y su residuo sobre la
arista no se considera. En el caso de aristas con condicion de contorno Neumann, es decir,
condicion de pared eléctrica para la formulacion en campo magnético, o condicion de pared
magnética para la formulacion en campo eléctrico, el MEF no impone ninguna condicion sobre
ellas, por lo que el residuo se puede calcular como la desviacion de la componente tangencial a
la arista de la variable dual respecto al valor nulo, como indica (5.10).

Como se puede comprobar a partir de (5.12) y (5.23)-(5.29), la expresion v ™'V xii en
un elemento triangular como el descrito en el apéndice 4 es un polinomio de primer grado en
G1» G, Y G5 Y, por tanto, su integral puede ser obtenida analiticamente. Sin embargo, dado que
el sistema coordenado (g,,¢,) no tiene por qué ser el mismo en los dos elementos que
comparten una arista interior, resulta mas sencillo calcular la integral del segundo término de
(5.7), para las aristas interiores, mediante alguna técnica numérica. Por supuesto, cuando alguno
de los dos elementos o los dos son cuadrilateros, la integracion numérica es imprescindible,
pues las componentes de la funcion u (5.52)-(5.59) y sus derivadas (5.60)-(5.78) son funciones
racionales de g, y ¢,, lo que dificulta enormemente la integracion analitica.

Por tanto, para cada una de las aristas interiores de la malla, se calcula en los # puntos
dados por la cuadratura de Gauss situados sobre esa arista el valor de v ™'V xii en cada uno de
los elementos que la comparten, se calcula el producto vectorial del vector normal a la arista por

. ok —
la resta de estos valores en cada punto, y se realiza el producto escalar 7, -7,. En estas

operaciones el signo del vector 7 o el orden en la resta v;'V xii, —v,'V xii, son irrelevantes

debido al posterior calculo del producto escalar. Finalmente, la integral del residuo en la arista
interior k es:

jr AR dl= [ Rl (5.112)

Y=Yo
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donde (xo, yo) y (xl, yl) son las coordenadas de los nodos inicial y final, respectivamente, de

la arista. El cambio de variable para obtener un intervalo de integracion [0,1] viene dado por:

X=X, +(x1 —xo)t

(5.113)
y=yo+n—yo
dx = (x, — x, )dt
dy = (v, — v, )t (5.114)
di =Jdx® +dy* =\(x, = x, )} + (v, — vy de =1, dt

y, por lo tanto:
j PR Ekdl =1 J.IF"*-F"dt=Z iw(ﬂ*?k] (5.115)
o kJ e ijI N, .

En las aristas con condicién de contorno Neumann el calculo es similar al descrito para

las aristas interiores, aunque en este caso la arista solo presenta un valor de v™'V xii, con lo
que el procedimiento se simplifica. En este caso, si el elemento es triangular, si se puede
implementar de un modo sencillo la integracion analitica. No obstante, en la implementacion
realizada se ha optado por la integracion numérica tanto para cuadrildteros como para
tridngulos.

En elementos triangulares se ha tomado 1 punto para el célculo de la integral, pues los
polinomios sobre las aristas son lineales. En los elementos cuadrilateros se ha elegido n=5,
pues, en este caso, las funciones que se deben interpolar no son polinomios sino cocientes de
polinomios.

5.1.2. Indicador Zienkiewicz-Zhu (ZZ) basado en el Rotacional de la
Solucion

En los indicadores de error del tipo Zienkiewicz-Zhu, la solucion exacta del
problema en (5.2) se sustituye por una solucion recuperada o suavizada obtenida a partir de
la propia solucion del MEF, y se asume que esta nueva solucion es mas exacta que la
obtenida inicialmente. Existen diversas maneras de obtener una nueva solucion a partir de la
inicial. En este punto se presenta un nuevo indicador de error basado en la técnica de
recuperacion por parches, entendiendo por parche el conjunto de elementos que comparten
un nodo. Esta técnica se puede aplicar sobre la misma funcién solucion o sobre otras
relacionadas con ella. En el indicador desarrollado aqui se ha elegido trabajar sobre el
campo vectorial

6=VXi;,=0,x+0,y+0,Z (5.116)

donde i, es la solucidn sin tener en cuenta su dependencia con z (e ™). El valor de 6 en
elementos triangulares lineales con interpolacion mixta conforme en rotacional / nodal Lagrange
es constante en todo el elemento, mientras que u, presenta un comportamiento lineal en x e y.

De esta forma, el ajuste por minimos cuadrados que se describe mas adelante se realiza de un
modo mas exacto y sencillo.
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5.1.2.1. Mallas Triangulares

Sea
e‘=6,-0, (5.117)

e

una medida del error elemental, donde G, es el rotacional recuperado, que se obtiene

mediante una interpolacion lineal a partir de los valores del rotacional G, en los baricentros de
los elementos que comparten un nodo, como indica la figura 5.2. Intuitivamente se puede
asumir que el rotacional recuperado ¢ es mas exacto que el obtenido mediante el MEF, pues

la interpolacion realizada sobre los valores recuperados es lineal en cada elemento y continua en
todo el dominio del problema. Para comprobar esta asuncidon se calculd, para distintas
densidades de malla uniforme, el rotacional del campo eléctrico del primer modo de una guia
rectangular homogénea (TE,¢) en un punto arbitrario de ella y, a partir de €I, se obtuvo, como se
vera mas adelante, el valor recuperado. El error relativo cometido en cada malla en funcién de

su densidad se muestra en la figura 5.3. Se puede apreciar que, como cabia esperar, G¢ es mas

exacto que G, y que la diferencia del error cometido en ambos valores aumenta, en el rango

estudiado, al incrementar la densidad de la malla. La guia rectangular presenta una solucion
“suave” a lo largo del dominio, sin variaciones abruptas ni singularidades. Por tanto, es de
esperar que en problemas donde la solucion presente una variacion mayor, como es el caso de

guias con reentrantes o con zonas conductoras cercanas, la diferencia entre la precision de 6 y

G, en las zonas con variaciones abruptas sea mayor.

Figura 5.2. Parche asociado a un nodo y centroides elementales
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25
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log(error)
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log(h)

Figura 5.3. Exactitud de 6, (a) y G, (b) en un punto arbitrario de una guia rectangular
homogénea

Sea i un nodo de la discretizacion del problema e 7, el parche asociado a éste con #;
elementos. En la figura 5.4a se observa que un mismo nodo puede presentar tantos valores
en cada una de las tres componentes de G, como elementos a los que pertenezca, lo que
implica una discontinuidad a la largo del dominio del problema. Aunque en elementos
triangulares lineales con interpolacion mixta vectorial / nodal, el rotacional de la solucion
i, es constante:

o = — (5.118)
. S
> afii,

GZy:—[:IA— (5.119)

S

2 3

op = 21 b —bat, )i (5.120)

(A;) i=l

el punto del elemento donde se calcule su valor no es irrelevante, pues en la fase de
recuperacion de la solucion (figura 5.4b) intervienen las coordenadas de éste. Por ello, el

valor de G, se debe calcular en un punto que presente propiedades de superconvergencia,

entendiendo por tal término la propiedad por la que la norma del error de la solucion disminuye,

—~(1+6
en elementos lineales, como O N 2 : [Dur91], donde N es el numero de grados de libertad

en el problema y 6 >0 es decir, una convergencia, como minimo, igual a la obtenida con
mallas uniformes en problemas con soluciones suaves. En el caso del triangulo, el punto de
superconvergencia se encuentra en el baricentro.
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a) b) C)

Figura 5.4. Obtencion del valor recuperado del rotacional: a) o, b) valor recuperado de o, en

el nodo comun, ¢) o en cada elemento

A partir de los n; valores de G, se puede obtener el valor recuperado en el parche para

cada una de las componentes, que sera una funcion lineal bidimensional:

Gp:cé’+clpx+czpy:13~5pr (5.121)

con
P =01 x y) (5.122)
i =t e of) (5.123)

El vector ¢” se obtiene mediante el ajuste por minimos cuadrados de los valores en los
puntos de muestreo (baricentros) de cada una de las componentes del rotacional al plano o, . Es

decir, la funcion

n; n

(Ghi(xi’yi)_api(xi,yi))z =

i=1 i=1

<
<

Frler)= (0 Geioy) =Pl y ™ F (5124

debe ser minima, lo que implica, derivando F'” respectoa ¢” e igualando a cero, que

> P,y )P (xy, ) =3 Plx,y, o (6,31 (5.125)
i=1 i=1

La solucién de este sistema es
¢’ =4"% (5.126)

donde
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Z X,y P (x;, ;) (5.127)

=
<

S
Il

ﬁ(xiﬂyibhi(xiﬂyi) (5.128)

i=1

Se pueden implementar otros métodos de recuperacion de la solucion distintos al del
ajuste por minimos cuadrados presentado aqui, como, por ejemplo, la obtencion del nuevo valor
nodal como media de los valores en los baricentros de los triangulos que lo comparten,
ponderandolos por la distancia del nodo a ellos.

Cabe destacar que la matriz 4 es comun a las tres componentes del rotacional y, por
tanto, s6lo es necesario invertirla, si se quiere realizar esta operacion directamente, una vez por
nodo o parche. La resolucion del sistema (5.125) requiere que el parche contenga, al menos, 3
elementos, pues son necesarios 3 valores de o, para obtener el plano & ,. Sin embargo, en la

malla, concretamente en su contorno, pueden existir nodos que pertenezcan Unicamente a 1 6 2
elementos, como muestra la figura 5.5 (la existencia de, al menos, 3 elementos en los parches de
los nodos interiores esta garantizada por la propia conectividad de la malla). En tales casos se ha
optado por asignar a estos nodos el valor extrapolado a partir de la funcion o, de un parche
correspondiente a un nodo vecino. En una malla triangular se puede garantizar que un nodo

perteneciente a so6lo 1 6 2 elementos tendra siempre un nodo vecino que pertenezca a mas de 2
elementos, exceptuando, naturalmente, el caso trivial de una malla con dos elementos.

a) b)
Figura 5.5. Tratamiento de nodos pertenecientes a menos de 3 elementos: a) 1 elemento, b) 2

elementos

Una vez conocida la expresion de 0, en el parche, se puede obtener su valor en el nodo

central del parche. Repitiendo esta operacion con cada nodo, se obtiene el valor suavizado del
rotacional de la solucion en todos los nodos de la malla. El valor recuperado o, que se utiliza
como solucién mas exacta en cada elemento, se obtiene mediante una interpolacion nodal de

Lagrange del valor de ¢, en cada nodo del triangulo (figura 5.4c). Es decir, para una

p
componente dada:

3
ol =Y 006 (5.129)
i=l1
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Dado que los valores o, son Unicos en cada nodo i, el rotacional recuperado es

continuo a lo largo de todo el dominio del problema, mientras que el rotacional original es
discontinuo, como muestra la figura 5.4.

Una vez obtenido 6/, el indicador de error se calcula como la norma L, de ¢ :

=l e el for —onf da+ [, Jo

Las integrales de (5.130) presentan integrandos polindmicos de segundo grado en ¢,

=0 O-hy - O'h

G, Y G5, lo que permite una integracion analitica que, para cada una de las componentes sera:

”‘ (,ee (x,») e (x,y)dQ2 = -U (51,6'2 (€1:€zl|‘]”d§1dgz =

K K K (5.131)
Ik A5 5]

gl,gz dgldgz =

con

+ 3 Relo?, JRelo?, )+ m(o, Jimlo?, )

3
K, = Z‘Gp
i=1 i.j=1
i#)
K,= iRe(O';i JRe(o g )+ Im(o, Jim(o) (5.132)
i=1 2
K, =‘GZ

A partir del error en cada elemento se puede calcular un indicador del error total en el
problema como:

4’82
e

n,
erl=1/ 2

(5.133)

5.1.2.2. Mallas Mixtas o Cuadrilateras

Cuando la discretizacion del dominio del problema emplea tinicamente elementos
cuadrilateros o cuadrilateros y triangulares, el proceso de calculo del indicador de error es
similar al descrito para mallas triangulares. Conceptualmente, es posible desarrollar un
indicador de error, de este o de otro tipo, para mallas mixtas. En este caso, los parches
asociados a cada nodo pueden contener elementos triangulares y cuadrilateros, como
muestra la figura 5.6, y la recuperacion del valor del rotacional se efectua tal como se
describe en el punto 5.1.2.1, teniendo en cuenta la funcion de interpolacion utilizada en los
cuadrilateros. Sin embargo, debido a dificultades que surgen en la etapa de refinamiento de
la malla y que se explican mas adelante (punto 5.2.2.2), este tipo de mallas no se utiliza en
esquemas de mallado adaptativo. Por esta razon, en la descripcion del indicador (5.130)
para elementos cuadrilateros se asume que la malla es cuadrilatera.
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Figura 5.6. Parche con elementos triangulares y cuadrilateros en una malla mixta

En los elementos cuadrilateros, la funciéon u, se interpola mediante funciones

bilineales (como se describe en el apéndice 4) y, por tanto, su rotacional no es, en general,
constante. En este caso se consigue una aceleracion de la convergencia del método si el

muestreo de &, se realiza en los puntos superconvergentes de los cuadrilateros que, para una

interpolacion lineal, coinciden con los centroides de los elementos. Haciendo uso de (5.60)-
(5.78) se pueden obtener estos valores en cada elemento del parche. En la recuperacion del
rotacional se puede emplear una funcion lineal (5.121) o bien una bilineal, como la utilizada en
la interpolacion de la solucion:

O'p=cé7+clpx+cfy+c3pxy=}3T-Ep (5.134)

Con (5.134) se puede obtener una ligera mejora en la convergencia del método, pero
requiere, al menos, 4 elementos en cada parche para que el rango de la matriz 4 del sistema
de ajuste (5.125) sea 4 y el sistema no quede indeterminado. En las mallas cuadrilateras
estructuradas cada nodo interior pertenece a 4 y solo 4 elementos. Sin embargo, si el calculo
del error se realiza sobre una malla cuadrilatera no estructurada, ésta puede presentar
parches interiores con 3 elementos, como muestra la figura 5.7. En cualquier caso, tanto con
mallas estructuradas como con no estructuradas, los nodos del contorno del dominio pueden
pertenecer a 1, 2 6 3 elementos, y en estos casos es necesario proceder de un modo similar
al descrito para mallas triangulares.

Figura 5.7. Parche con 3 elementos cuadrilateros
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Una vez determinados los valores nodales recuperados o, del rotacional, se obtiene

el rotacional o’ en cada elemento mediante una interpolacion nodal bilineal como la
descrita en A4.2. En el céalculo del indicador de error elemental definido segtin (5.117) se
puede sustituir la funcién o por el valor en el punto de muestreo con el fin de obtener en

(5.130) integrandos polindomicos y resolver analiticamente las integrales. Sin embargo,
como la integracion se realiza sobre el elemento canonico, es necesario introducir en el
integrando el modulo del determinante jacobiano de la transformacion (x,y)—(¢,,¢,), y la

presencia de la funcion modulo dificulta la integracion analitica, por lo que se opta por el
método de la cuadratura de Gauss.

En caso de no sustituir o, por el valor en los puntos superconvergentes, las
integrales (5.130) presentan integrandos racionales en ¢, y ¢,, ademas de la funcion médulo,

y se resuelven también numéricamente.

5.1.3. Indicador ZZ Dependiente de la Coordenada Axial

En el anterior apartado se ha presentado un indicador de error ZZ basado en el
rotacional de la solucién en z=0 i,(x, y) obtenida mediante el MEF. Se puede desarrollar

una version de este indicador en la que el error se calcule sobre el rotacional de la solucion

real ii(x, y,z)=ii,(x,y)e . En tal caso, el procedimiento de calculo es idéntico, tanto para

triangulos como para cuadrilateros, al establecido en 5.1.2, salvo el calculo de o, en cada

elemento. Las componentes de V xu en elementos triangulares son ahora:

ol = 1y N veut =—
hx A yz hi A

S i=1 i=1 =

zb uy,; 5 (e
{Zb’ uh’ +721 (bl+gl gzi )751] (5-135)

zaeuZ’ 3 1 3 3
o = —yZU%i —A—(Zafazi ~yYlatsr —ast. )@J (5.136)
¢\ i=l i=1

3
o = (Aj)z Zlf( Caf —bial, )i (5.137)

En elementos cuadrilateros el desarrollo de (5.12) se lleva a cabo con (5.52)-(5.78).

Antes de finalizar con los estimadores ZZ, es interesante resaltar un inconveniente que
presenta este tipo de método cuando en el interior del problema existen filamentos, que se
corresponden con laminas en la estructura tridimensional, con condicion de contorno Dirichlet
(figura 5.8). Esta situacion tiene lugar cuando, por ejemplo, se quieren estudiar estructuras de
guiado con conductor o conductores internos de espesor nulo.
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Figura 5.8. Dominio con estructuras de espesor nulo y condicioén de contorno Dirichlet

En tal caso, algunos de los parches asociados a los nodos de la malla presentan aristas
radiales con condicion de contorno. Esta condicion de contorno puede provocar una
discontinuidad en el comportamiento del campo a uno y otro lado de la arista, con lo que la
suposicion de que una solucidon recuperada o suavizada es mas precisa que la obtenida
mediante el MEF puede resultar erronea.

Para evitar este problema se deben construir parches sin aristas problematicas y esto se
puede conseguir descomponiendo los parches que tengan este tipo de aristas en otros que las
tengan en su contorno. En tal caso, el valor recuperado en el nodo central se puede obtener
como la media de los valores en los distintos parches. La implementacion de algoritmos de
descomposicion de este tipo no es sencilla, pues la casuistica es muy variada. Ademas, al
restringir las posibilidades de generacion del parche, es posible que no se cuente con el nimero
necesario de elementos para resolver el sistema (5.125) y sea necesaria la extrapolacion a partir
de un parche vecino comentada en 5.1.2.1. En la figura 5.9 se muestran algunas de las
situaciones que pueden aparecer y como pueden ser descompuestos los parches.

\ A
A s

Figura 5.9. Descomposicion de parches conflictivos
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En el apartado de resultados 5.4.4 se puede comprobar como este procedimiento mejora
la generacion de la malla adaptativa.

5.1.4. Indicador de Error en Arista por Continuidad de Flujo

Hasta ahora se han descrito indicadores de error elementales, donde el error medido se
asocia a un elemento y el indicador de error total se obtiene como la suma de las contribuciones
de los errores en todos los elementos de la malla. En este apartado se presenta un nuevo
indicador basado en la violacién de continuidad de las densidades de flujo (eléctrico o
magnético) en las aristas de la malla. Se trata, por tanto, de un indicador de error asociado a la
arista.

Un modo de estimar cualitativamente el error cometido en la solucion es cuantificar
en qué medida no se cumplen las ecuaciones de Maxwell de divergencia en ausencia de
cargas:

V-w=0 (5.138)

donde W es la densidad de flujo eléctrico (D) o de flujo magnético (B ). Esta condicion se
traduce en la continuidad de la componente normal de w en las aristas interiores de la malla.
Por tanto, se puede definir un error en cada arista interior como:

A (i, =, )| = A~ @i, — 0y, ) (5.139)

e =

donde 7 es el vector normal a la arista y los subindices hacen referencia a los dos elementos
que comparten la arista, tal como muestra la figura 5.10.

— i
A

Elemento 2

Elemento 1

Arista i

x>

Figura 5.10. Discontinuidad de flujos en una arista interior

Las funciones de interpolacion utilizadas garantizan la continuidad de la componente
tangencial de la solucion u , pero la continuidad de la componente normal de ésta en la interfaz
de dos elementos con el mismo material no esta garantizada. Por tanto, en general, tampoco
existira continuidad en las densidades de flujo de la solucion.

Pueden plantearse distintas formas de medir ese error. Aqui se presentan tres
procedimientos que seran analizados en el apartado de resultados.

El primero de ellos consiste en identificar el error cometido con el que existe en el
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punto medio de la arista. En este caso se asume que éste serd practicamente el mismo en
toda la arista y el indicador se puede identificar con una densidad de error:

(5.140)

112 .
i i
He H - Hepto. medio

Otra posibilidad consiste en la integracion a lo largo de la arista del error cometido,
es decir, la norma del error en la arista:

Heiuz :J.F‘,Hei(x,y,zxrdl" (5.141)

Por ultimo, se puede identificar el error cometido con (5.141), pero ponderado por la
longitud de la arista, tal como se hace en el célculo del error debido al residuo en aristas
descrito en el punto 5.1.1. Como se verd en el andlisis de resultados, este procedimiento es
el que produce una mayor convergencia en el proceso adaptativo.

He’”z =1 .[Fi“ei(x,y,ZX‘zdF (5.142)

Las expresiones utilizadas para el calculo de (5.139), tanto para elementos
triangulares como cuadrilateros, se encuentran en el apéndice 4. El calculo de la integral en
las dos ultimas versiones del indicador de error se realiza numéricamente por las razones
aducidas en 5.1.1.2.

El flujo sobre el que se calcula el error puede ser indistintamente el eléctrico o el
magnético, independientemente de la formulacion utilizada, aunque lo mas cémodo es

realizar este calculo sobre el flujo correspondiente al campo obtenido, es decir, D para una

formulacién en campo eléctrico y B si la formulacion es en campo magnético. Cualquiera que
sea la version utilizada, el indicador de error global en el problema se obtiene como suma de los

errores en cada arista:
N2
ler =3 [€'] (5.143)
i=1

donde A, es el nimero de aristas interiores del problema.

Este indicador de error, en cualquiera de sus versiones, es muy sencillo de
implementar, pues en ¢l solo se trabaja con la solucion interpolada, no siendo necesario
ningun tipo de operacidn con sus derivadas.

5.1.5. Obtencion de una Estimacion del Error del Problema

Los indicadores descritos en los apartados anteriores dan una medida cualitativa del
error en cada elemento, pero no lo cuantifican. Por tanto, el error total del problema, obtenido
como suma de las contribuciones de los errores elementales, no es una estimacion del error real
del problema.

Si se analiza la evolucion del autovalor obtenido en el proceso de adaptacion, se observa
que éste describe, en la mayoria de los problemas, una curva mondtona que tiende
asintoticamente a su valor real. Si se utiliza una formulacion en campo eléctrico, esta curva es
decreciente, es decir, el autovalor obtenido es mayor que el real y es, por tanto, una cota
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superior de éste. Si se utiliza una formulacién en campo magnético, la aproximacion al valor
real se realiza desde valores mas pequefios que éste. La figura 5.11 muestra este
comportamiento en los resultados obtenidos en el calculo del autovalor del primer modo en una
guia en L, cuya estructura y resultados se presentan en el punto 5.4.2. En este caso se utilizé un

indicador basado en la continuidad de flujo D en las aristas interiores, y un refinamiento
regular 1:4, descrito en el punto 5.2.2.1, pero este comportamiento es independiente del
indicador y refinamiento utilizados.

4.75 T T T T T T T

a7t - -
Formulacion en E

465 E

o
)
T

L

4550 .~ =
Formulacion en H

Constante de fase

45} 1

4450 -

44 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Numero de aristas

Figura 5.11. Evolucioén del autovalor obtenido en el proceso adaptativo

Por tanto, si se realiza una doble simulacion, en campo eléctrico y en campo magnético,
se dispone de una cota superior y una cota inferior del autovalor y, por lo tanto, se puede
calcular una cota superior del error cometido. Por otra parte, al disponer de dos soluciones, se
puede mejorar la precision del resultado tomando como autovalor la media de los autovalores
obtenidos en cada formulacion, es decir:

E H
+
y, =T (5.144)
2
Y el error relativo de este valor sera:
v, =7l | v =vf
e< | =t (5.145)
‘ Vi ‘ ‘ 275, ‘

El conocimiento de esta cota de error estd limitado a problemas que presenten este
comportamiento mondtono y tiene un coste, pues es necesario resolver dos veces el problema.
Sin embargo, no es necesaria la resolucion en la variable dual en todas las etapas del proceso
adaptativo, sino unicamente cuando se quiera conocer la precision de la solucion. Por supuesto,
si la condicion de finalizacion del proceso adaptativo viene determinada por la precision de éste,
la resolucion adicional es necesaria en todas las etapas, con lo que el coste computacional se ve
multiplicado por dos.
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5.2. Estrategia de Refinamiento

El refinamiento de una malla en un procedimiento de mallado adaptativo consiste en
la adicion de grados de libertad al problema en aquellas zonas donde éste presenta una
discretizacion mas pobre, es decir, donde el error cometido es mayor, con el fin de obtener
en la ultimas etapas del algoritmo adaptativo una distribucion practicamente homogénea del
error en la malla. En los apartados anteriores se han desarrollado métodos de estimacion
cualitativa de este error a partir de la solucion obtenida en cada paso del algoritmo
adaptativo. En un método de refinamiento debe quedar definido el criterio de seleccion de
las zonas que se deben refinar y la forma de realizar ese enriquecimiento.

En el primer punto de este apartado se analizan los posibles criterios de decision en
la eleccion de las zonas de refinamiento. En los siguientes puntos se presentan los métodos
de refinamiento mas utilizados en la bibliografia, y se describen los desarrollados en la
presente tesis.

5.2.1. Eleccion de las Zonas de Refinamiento

En la mayoria de los métodos de estimacion del error, éste se encuentra asociado al
elemento. Por tanto, el criterio mas evidente de seleccion seré elegir aquellos elementos que
presenten una estima del error mayor que un determinado valor.

Este valor puede ser el error cuadratico medio por elemento estimado en el
problema:

| = el (5.146)

Jne

De esta forma, los elementos con ||ee ||>||e||m son refinados y el error en la malla

tiende a igualarse.

Si se dispone de un auténtico estimador, esto es, que proporcione una cota superior
del error elemental y, por tanto, del error total del problema, se puede especificar la
exactitud deseada en él, definida como:

=l (5.147)

e

2 , . 2 . -
donde ||e|| s la energia del error real cometido y ||u|| , s la energia de la solucion. Dado

que ni ésta ni aquélla son conocidas, esta tolerancia serd aproximadamente el cociente de la
raiz cuadrada de la energia de error global estimado y de la raiz cuadrada de la energia de la
solucion obtenida:

~ —"e"T (5.148)

a7 + el
Unlly €llr

A partir de (5.148) y haciendo uso de (5.146) se puede obtener el valor del error
cuadratico medio requerido para obtener la exactitud deseada:
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n |u
1-n?

el s = il (5.149)

Otra posibilidad es comparar el error en cada elemento con una fraccion del error
maximo cometido en la malla. En este caso se refinaran aquellos elementos con:

> ke

(5.150)

eC‘

max

donde ¥ (0<x <1) esun parametro que controla la cantidad de elementos que se refinan y,
por tanto, la cantidad de nuevos elementos que se generan en cada paso del proceso
adaptativo. Para valores altos de este parametro, el refinamiento so6lo se produce en los
elementos con un error cercano al maximo, siendo necesarios muchos pasos de adaptacion
para conseguir buenas precisiones. En el otro extremo, valores cercanos a 0 generan una
excesiva cantidad de nuevos elementos, muchos de los cuales no aportan una mejora en la
exactitud de la solucidn y si un aumento innecesario del coste computacional en la etapa de
resolucion del problema. Los resultados presentados en el punto 5.4 se obtuvieron con un
valor de 0.5, con el que se pretende llegar a un compromiso entre niimero de elementos
refinados y nimero de pasos del proceso adaptativo. Este valor es el utilizado en [Sal98]. A
este criterio se pueden afiadir otros, como la imposiciéon de un nimero maximo y minimo de
elementos refinados en cada etapa del proceso de adaptacion, de tal forma que siempre se
garantice el refinamiento y que éste no sea excesivo [Jan96].

Si el error estimado estd asociado a una arista, en lugar de un elemento, como
sucede con el indicador de error descrito en 5.1.4, se puede definir una estrategia de
refinamiento en arista, es decir, que seleccione qué aristas se deben refinar y, en un segundo
paso, se descompongan los elementos segiin lo determine la division de sus aristas. La
figura 5.12 muestra estos dos pasos.

a) b)
Figura 5.12. Refinamiento en arista: a) division de la arista, b) descomposicion del elemento

Esta técnica de refinamiento se conoce como de arista marcada [Ver96] y no es
recomendable porque a lo largo del proceso adaptativo puede generar mallas con elementos
muy irregulares, ya que la arista que se divide viene determinada por el indicador de error, y
no por criterios de regularidad de los nuevos elementos. Es importante mantener la
regularidad de los elementos en el proceso de adaptacion porque el error cometido en cada
elemento es proporcional a su relacion de aspecto, como indica (A4.14).

Por tanto, aunque el error se estime en las aristas, es recomendable realizar el
refinamiento en los elementos. Para ello, en la implementacion del método adaptativo
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basado en el indicador descrito en 5.1.4 se ha optado por refinar aquellos elementos que
presenten en alguna de sus aristas un error mayor que la mitad del maximo.

Tanto si el refinamiento se realiza directamente sobre elementos como si se hace
sobre aristas, se pueden definir distintas estrategias. La mas utilizada y la que se ha
desarrollado en esta tesis es la que podriamos denominar refinamiento simple. En ella el
criterio de refinamiento es el comentado anteriormente y so6lo cabe distinguir entre
elementos refinables y elementos no refinables. La figura 5.13 muestra un ejemplo de
refinamiento de este tipo.

a) b)
Figura 5.13. Refinamiento simple: a) elementos para refinar, b) malla refinada

Esta misma filosofia se puede aplicar con varios niveles de refinamiento en lo que
podemos denominar como refinamiento multiple. En ¢él, el criterio de refinamiento
especifica mas de un umbral y, dependiendo del tramo en que se encuentre un elemento,
éste es sometido a un refinamiento mas o menos intenso [Cen85], [Bae89 ], [Fer92]. Un
ejemplo de este tipo de refinamiento puede definirse de la siguiente forma:

Sea ||e||max el error maximo de la discretizacion y x,; N numeros reales con k; € bl
y K, <k,, . Entonces, dependiendo del error en el elemento, el refinamiento presenta una
intensidad determinada:

= No se refina

max

e

e Si Ki”e

<l

<|e, = Se realiza el refinamiento tipo i

max max

e Si K, = Se realiza el refinamiento maximo

<

max

e| e,

En la figura 5.14 se presenta un ejemplo con dos niveles de refinamiento. Se puede
observar que los elementos con mayor error son refinados mas intensamente. El proposito
de este tipo de métodos es reducir el nimero de pasos del algoritmo adaptativo con el fin de
resolver el problema, la parte mas costosa del método, un menor nimero de veces.
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a) b)
Figura 5.14. Refinamiento multiple (2 niveles): a) elementos para refinar, b) malla refinada

Las dos estrategias comentadas se inician con una malla de muy baja densidad a la
que se van afladiendo grados de libertad. Se pueden desarrollar otras estrategias que partan
de una malla de densidad media y en cada paso del algoritmo adaptativo afiadan incognitas
en zonas con alto error y las eliminen alli donde el error es pequefio. Esta estrategia se
puede denominar refinamiento adelante-atras y se puede encontrar en [Riv91], [Bel93]. En
la figura 5.15 se muestra como actia este refinamiento. El proposito de esta estrategia es,
también, reducir el nimero de ciclos del proceso de adaptacion partiendo de una malla con
una densidad mas cercana a la densidad media de la malla final. El principal inconveniente
de esta técnica es el uso de incognitas que pueden ser eliminadas y que, por tanto, no
contribuyen a la exactitud de la solucion final, pero si afiaden un coste computacional al
proceso. Ademas, en este caso es necesario desarrollar tanto métodos de descomposicion de
elementos en otros mas pequefios, como métodos de unificacion o ensamblado.

Conceptualmente, este método sigue una estrategia de refinamiento multiple donde
existen refinamientos positivos y negativos, es decir, “desrefinamientos”. Por supuesto, es
posible combinar estrategias multiples y de tipo adelante-atrds para conseguir distintas
intensidades de refinamientos positivos y negativos.

a) b)
Figura 5.15. Refinamiento adelante—atras: a) error en los elementos, b) malla refinada
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5.2.2. Métodos de Refinamiento

Una vez conocidas las zonas (o elementos) que requieren un refinamiento, las
posibilidades de realizacion de éste son muy variadas. Por refinamiento, en este contexto y
desde un punto de vista conceptual, se entiende aumento del nimero de grados de libertad
del problema. Por tanto, queda descartado como tal el denominado refinamiento tipo r,
consistente en un reposicionamiento de los nodos de la malla en cada etapa del proceso de
adaptacion. Este tipo de refinamiento se aplica fundamentalmente en problemas de
dinamica de fluidos [Ban97], [McR98], [Aga98], [Bal98], [Deg98], [Laf98], [Sem98],
[Tin98] y consigue mejorar la exactitud de una solucion determinada, pero no alcanzar una
precision previamente especificada [Zie91].

En el apartado anterior, los ejemplos que ilustran las distintas estrategias utilizan un
refinamiento basado en la subdivision de la malla. Se ha utilizado este tipo de refinamiento
por ser mas intuitivo y clarificador. Sin embargo, la discretizacion de un problema puede
aumentar sus grados de libertad, tanto descomponiendo los elementos de la malla en otros
mas pequeiios como aumentando el grado de las funciones de interpolacion en cada uno de
ellos. Los métodos que incrementan el numero de elementos en la malla se denominan
métodos de refinamiento tipo h, y el incremento del grado del polinomio utilizado en los
elementos seleccionados es conocido como refinamiento tipo p [Gag83], [McF92]. Ambos
tienen sus ventajas e inconvenientes, pero en esta tesis las técnicas de enriquecimiento de la
discretizacion desarrolladas consisten en refinamientos fipo 4. Se ha elegido este tipo de
refinamiento por dos razones: en primer lugar, por coherencia con el tema de la tesis (la
generacion de mallas, fijas o adaptativas) y, en segundo lugar, porque la adaptacion de
malla, sobre todo en problemas bidimensionales, es mas facil de visualizar y comprender y,
resulta, por lo tanto, mas didactica.

En el refinamiento tipo p, el tamafio de los elementos de la malla no varia en el
proceso de adaptacion. Al emplear distintos polinomios de interpolacion segun las
necesidades del problema, muchos pares de elementos vecinos, es decir, que comparten una
arista, presentan funciones de interpolacién polinémicas de distinto grado y, por tanto, en la
arista comun se produce una discontinuidad en la funcién de interpolacion. Para evitar este
inconveniente, en el proceso de generacién del autosistema algebraico, se deben imponer
ciertas condiciones a los nodos interiores de la aristas conflictivas de modo que se ajusten al
polinomio de grado menor [Aya99]. En la figura 5.16 se describe esta situacion para un
elemento nodal que utiliza una interpolacion lineal y otro con interpolacion cuadratica. En
este caso, el valor del nodo intermedio de la arista comun debe ser interpolado linealmente a
partir de los valores de los nodos extremos. Esta imposicion implica que el otro elemento
pierde un grado de libertad.
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Figura 5.16. Adecuacion de las funciones de interpolacion en la arista comun de dos
elementos

Es posible desarrollar refinamientos que combinen los tipo h y tipo p. A éstos se les
denomina refinamientos Ap y se pueden encontrar ejemplos en [Zie89], [Dem89], [Ode89],
[Rac89], [Ain92b], [Gia94], [Che94], [Aya99].

Dentro del refinamiento tipo & se puede distinguir entre descomposiciones que
generan mallas conformes y aquéllas que producen mallas no conformes, es decir, donde
quedan nodos parcialmente conectados a la malla [Gag83], [Dem89], [Ode89], [Rac89],
[Bel93], [Che94], [Wan98]. Las mallas presentadas en las figuras 5.13-5.15 son un ejemplo
de este ultimo tipo de refinamiento. En la figura 5.17 se muestra un ejemplo de refinamiento
tipo h no conforme en una malla triangular.

/0B /o

Figura 5.17. Refinamiento /# no conforme en una discretizacion triangular

Suponiendo que se estd realizando una interpolacion nodal, al dejar nodos
parcialmente conectados, existen aristas de elementos que, a su vez son dos aristas de
elementos vecinos. Estas situaciones provocan la discontinuidad de las funciones de
interpolacion en las aristas comunes. Para impedir esto, se debe forzar en los nodos
interiores conflictivos que el valor de la funcidn sea interpolado a partir de los valores en
los nodos extremos de la arista que contiene a las mas pequeias. Este procedimiento es
similar al descrito para solucionar el problema de continuidad en el refinamiento tipo p. En
la figura 5.18 se muestra esta situacion. Se puede apreciar que al forzar la continuidad, se
pierde un grado de libertad.
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Este tipo de refinamiento es mas sencillo de implementar, se generan menos
elementos, ya que no son necesarios elementos de transicion, como los utilizados en la
figura 5.19c, que aseguren la conformidad de la malla, y conservan su relacion de aspecto,
como muestra la figura 5.19b. Por contra, el problema de la conectividad incompleta se
traslada a la etapa de proceso del MEF y es alli donde se le debe dar solucion. Esta solucion
provoca, como se ha visto anteriormente, una pérdida de un grado de libertad.

Figura 5.18. Adecuacion de las funciones de interpolacion en aristas comunes

ﬁ@%

a) b) )
Figura 5.19. Generacion de nuevos elementos: a) malla inicial, b) refinamiento no
conforme, c) refinamiento conforme

En la presente tesis se han utilizado métodos de refinamiento conformes para
mantener independiente el proceso de refinamiento de malla del proceso de resolucion del
problema. A continuacion se describen los métodos desarrollados para mallas triangulares.
El caso de elementos cuadrilateros es mas problematico. En el apartado correspondiente se
analizan las dificultades que se presentan y se describen algunas posibles soluciones. En
cualquier caso, es evidente que debe existir un mecanismo de herencia por el cual los
nuevos nodos, aristas y elementos presenten las propiedades (condiciones de contorno o
propiedades dieléctricas y magnéticas) de los componentes de la malla de los que proceden.
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5.2.2.1. Métodos de Refinamiento Conforme en Mallas Triangulares

La dificultad en el desarrollo de este tipo de métodos estriba fundamentalmente en
la generacion de los elementos de transicion que aseguren la conformidad de la malla. Se
pueden desarrollar técnicas que en un solo paso afladan mas grados de libertad a la malla y
conserven su conformidad, como el método de Delaunay [Cen85], [Fre87], [Alo96],
[Siv97], [Tys98] o el de frente de avance [Zie91], [Hin91]. Generalmente, en este segundo
caso se emplean mallas de referencia que controlan el tamafio de los elementos. En [Fre87],
[Siv97] se estudian distintas posibilidades en la insercion de los nuevos nodos cuando se
emplea la triangulacion de Delaunay. Los métodos desarrollados en la tesis refinan la malla
descomponiendo, en primer lugar, los elementos seleccionados en otros mas pequefios, e
introduciendo posteriormente los nodos, aristas y elementos necesarios para conservar la
conectividad de la malla.

Refinamiento Regular 1:4

En este tipo de refinamiento cada elemento que debe ser refinado se descompone en
otros cuatro de igual relacion de aspecto que se generan al unir los puntos intermedios de
las tres aristas, como indica la figura 5.20a. Se puede obtener una mejora adicional en la
relacion de aspecto de dos de los elementos generados si, en lugar de un refinamiento
regular puro, se emplea uno modificado donde los elementos se generen siguiendo el
criterio de maxima regularidad o de angulo mayor descrito en el punto 2.1 (figura 5.20b).

~_—

a) b)

Figura 5.20. Descomposicion 1:4 de un triangulo: a) regular, b) regular modificada

Refinamiento 1:2 por Biseccion de la Arista Mas Larga

Los elementos seleccionados se dividen en dos tridngulos uniendo el punto medio de
la arista mas larga del elemento con el vértice opuesto, como muestra la figura 5.21
[Riv91], [Ver96], [Jon97], [P1la98]. Este método origina menos elementos que el anterior, es
decir, el refinamiento es menos intenso.

Figura 5.21. Descomposicion 1:2 de un triangulo

Las situaciones de no conformidad que se pueden distinguir en ambos tipos de
refinamiento son las siguientes:

1. Un elemento presenta nodos sin conexion o “sueltos” en tres de sus aristas.
2. Un elemento presenta nodos sueltos en las dos aristas menores.

3. Un elemento presenta un nodo suelto en la arista mayor.

4. Un elemento presenta un nodo suelto en una arista distinta de la mayor.
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5. Un elemento presenta un nodo suelto en una arista distinta de la mayor y otro en la
mayor.

y se resuelven de la siguiente manera, respectivamente (figura 5.22):

1. El elemento se descompone de modo regular o regular modificado.

2. Estrategia 1.

3. El elemento se descompone en dos elementos mediante la union del nodo suelto y el
vértice opuesto.

4. El elemento se descompone en tres triangulos, mediante la union del nodo suelto y el
punto medio de la arista mayor, y la union de éste y el vértice opuesto.

5. Estrategia 4.

1) 2)

3) 4) 5)

Figura 5.22. Resolucion de no conformidades

Esta estrategia garantiza que en todas las mallas generadas en el procedimiento
adaptativo el &ngulo menor sea, como minimo, la mitad del &ngulo menor en la malla inicial
[Ver96]. Es decir, la pérdida de regularidad de los elementos estd acotada y la regularidad
de los elementos en la malla final viene determinada por la regularidad en la malla inicial.

Otro tipo de estrategias de refinamiento, como la mostrada en la figura 5.23, evita el
problema de la aparicidon de nodos sueltos, pues €stos se crean unicamente en el interior del
elemento refinado; sin embargo, la regularidad de los tridngulos refinados se ve
paulatinamente degradada. No obstante, esta regularidad se puede mejorar si posteriormente
se aplican técnicas de intercambio de aristas y reposicionamiento de nodos a estos
elementos [Ahm98].

Figura 5.23.Sucesivos refinamientos 1:3 en triangulos con creacion de nodo interno
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Se puede observar en la figura 5.22 que, en ocasiones, serd necesaria la
descomposicion regular 1:4 de elementos que no debian ser refinados, con el fin de
mantener una aceptable regularidad de la malla. Por tanto, en el refinamiento 1:2 se puede
dar el caso de que elementos que no requieren ser refinados en una etapa determinada del
método adaptativo, lo sean mas intensamente que aquéllos que si deben ser refinados. Sin
embargo, este hecho no afecta a la convergencia del método adaptativo, como se comprueba
en el apartado de resultados, porque aquellos elementos refinados en exceso (1:4) en una
etapa son vecinos de los refinados 1:2 y se encuentran cerca de la singularidad o zona de
variacion abrupta, por lo que seria muy probable que en el siguiente ciclo de adaptacion
superasen el error permitido y requirieran ser refinados si no lo hubieran sido en el ciclo
previo.

Cualquiera que sea el método elegido, la creacion de nodos en el punto intermedio
de las aristas debe tener en cuenta la naturaleza de éstas. Las aristas del interior de la malla
son todas rectas, pero las aristas del contorno pueden pertenecer a una linea curva. En tal
caso se debe tener en cuenta la curvatura de la arista en la generacioén del nuevo nodo, de
forma que el refinamiento se ajuste al contorno del problema, como indica la figura A1.3b.

Asimismo, es posible aplicar sobre la malla refinada técnicas de mejora como el
reposicionamiento de nodos o el intercambio de aristas, que, en general, incrementaran la
regularidad de los elementos.

5.2.2.2. Métodos de Refinamiento Conforme en Mallas Cuadrilateras

El refinamiento de elementos cuadrilateros presenta muchas mas dificultades que el
de triangulos. En un contexto adaptativo no se utilizan mallas mixtas, pues en ellas se
pretende que el nimero de elementos triangulares sea minimo y en el proceso de adaptacion
la relacion de triangulos frente a cuadrilateros aumenta inexorablemente conforme el
proceso avanza. Por tanto, al tratar el refinamiento de elementos cuadrilateros, suponemos
que éstos se encuentran en una malla cuadrilatera.

El refinamiento de cuadrilateros con generacion de nodos internos es directamente
conforme, pues no se crean nodos en las aristas y, por tanto, no existen nodos sueltos. Sin
embargo, adolece del mismo inconveniente que su método analogo en triangulos: la relacion
de aspecto se degrada rapidamente en el proceso de adaptacion, como muestra la figura
5.24.

Figura 5.24 Refinamiento 1:5 en cuadrilateros con creacion de nodos internos

El refinamiento regular 1:4 es la forma mas intuitiva de descomponer el
cuadrilatero, pero la apariciéon de nodos sueltos que esta descomposicion provoca dificulta
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la creacion de una malla cuadrilatera conforme, pues si se quiere que la no conformidad se
solucione localmente, es decir, en el entorno donde tiene lugar, es necesaria la generacion
de elementos triangulares. En la figura 5.25 se muestran los posibles casos de nodos sueltos
en un cuadrilatero. Cuando el numero es par, la no conformidad se supera generando
unicamente cuadrilateros. Sin embargo, si el numero de nodos sueltos es impar, es
imprescindible la generacion de un tridngulo (figura 5.26) o bien la generacion de un nuevo
nodo (figura 5.27) que, en general, propagara el refinamiento indefinidamente hasta
encontrar una arista del contorno (figura 5.28). Esta ultima opcion produce, en general,
mallas graduales mas que adaptadas, con un exceso de elementos por la razén comentada
arriba.

El desarrollo de un método adaptativo eficiente para mallas cuadrilateras presenta
una restriccion fundamental: que el numero de divisiones en el contorno de la zona que se
pretende refinar sea par. Una implementacion de este método se puede encontrar en
[Zhu91b].

Figura 5.25. Resolucion de no conformidades en cuadrilateros. Aparicion de triangulos

a) b)
Figura 5.26. Refinamiento con insercion de triangulos: a) elemento para refinar, b) malla
refinada
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Figura 5.27. Generacion de elementos cuando el nimero de nodos sueltos es impar.
Creacion de nuevos nodos

a) b)

Figura 5.28. Refinamiento con insercidon de nodos: a) elemento para refinar, b) malla
refinada

5.3. Métodos de Mallado Adaptativo en Problemas Tridimensionales

En la presente tesis se han desarrollado y validado métodos adaptativos para
problemas de guiado de ondas. En este punto se generalizan los indicadores descritos en 5.1
a problemas tridimensionales discretizados con mallas tetraé¢dricas y se comentan algunas
cuestiones relativas a las estrategias de refinamiento en mallas volumétricas.

5.3.1. Indicador de Error Residual

La medida del error elemental calculado a partir de los residuos en el tetraedro se puede
obtener mediante una expresion similar a (5.7):

R | L ol I TR

v, min v, ,minp Iy €MigiNeu
donde, en este caso, el residuo interno se evalua en el elemento volumétrico y los residuos
singulares se calculan en las caras del elemento que no presentan condiciéon de contorno
Dirichlet, es decir, en las caras internas o de condicidén de contorno Neumann.

7 =Vxv,'Vxii® —0*0,i (5.152)

e
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=ﬁx(v1‘1Vxﬁl—v2‘1V><ﬁz) (5.153)

=axv]'Vxii* (5.154)

Neumann

5.3.1.1. Residuo Interior

La interpolacion utilizada en los elementos tetraédricos de arista, descrita en A4.6,
implica que el rotacional de las funciones de forma y, por tanto, el de la solucién en un
elemento, sea constante. Por esta razon, el residuo interior en el elemento e se reduce a:

Yu; +9 u; +9 ul
A =—0’0,i¢ =—0®| Ol +0,uf + 0 ul (5.155)
O u; +0 u; +0_u;

donde se ha elidido el subindice e en los elementos de v,' y @, para simplificar la notacién.

Por tanto, el residuo interior es directamente proporcional a la energia de la soluciéon en
el elemento. La integral del primer término de (5.151) se puede calcular como suma de las
integrales en cada una de las componentes:

J‘ngve* -7,0dQ =J” (I’ij R T )d_Q =
ML e [ a2 ff i

(5.156)

donde:

(ﬁxxux + 0quy + 19xzuz)
~0* [0, + 0,8 +0 ) (5.157)
(19 u, +192Vuy +1922u2)

rv
rvy

V

La integracion del residuo se simplifica notablemente si se realiza en el elemento
candnico asociado al elemento real y descrito en A4.6. En este dominio candnico las
componentes de la solucion del problema se pueden expresar como:

S
U

M-

K. .G (5.158)

1

K ¢

Ygi 21

(5.159)

%ﬁ\h
I

i=1

N:\n
Il
~[\4J>

Il
—_

K¢ (5.160)

donde:
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_ Luwa, —Luyas +1,uya,

K
X6
AQ
K Luyay —lLua, +lsusa,
RIY) Ag
_ _ _ (5.161)
K = Luya, —lLuya, +luga,
xg
3 Ag
K = —lu,a, —lusa, —lguga,
XGCy
Ag
K = Lub, —lLuyby +1,u,b,
Y6
Ag
K = Lu,by —Luby + 1 ush,
YS Ag
L _ _ (5.162)
K = sushy —Luyby + gugh,
YG3
Ag
VG4
Ag
K - Luc, —lLuse, +1,u,c,
6,
Ag
X - Luycy —luc, + Lsusc,
1Y) Ag
L _ _ (5.163)
K =hta — Ly, +Iguge,
63
Ag
2G4 A

S

donde ¢;, con i=1,2,3,4, son las coordenadas simplex definidas en (A4.30), /; es la longitud de
la arista i, u; es la componente de la funcion interpolada en la arista i, y a;, b; y ¢; vienen
determinadas por la transformacion T':(x, y,z)— (¢,,¢,,¢; ) del elemento real al canénico.

Por tanto, la expresion de la componente me {x, y, z} del residuo interior en el elemento

candnico es:

o =_a’2i[ 200K }i :iK@gi (5.164)

i=l \ j=x,y,z

El célculo de las integrales (5.156) en el elemento canonico requiere la aplicacion de la
formula de cambio de variable en la integracion:

”J;Q fe(x,y,z)dxdydz =”J;2; /e (g1a§2:g3 X|J||dg1dg2dg3 (5.165)
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donde ||J || es el valor absoluto del determinante jacobiano de la transformacion. En este caso,
||J || = ‘Ag‘ es constante en Q2° y puede salir fuera de la integral, quedando finalmente:

I rovas2 <[ [[f i rivas2 =l ][, |

(5.166)

vm

donde:

e i e K e K el
+2(Re 91 )Re( g )+Im(K )Im( Qz ))§1§z

Ee(Kgl) Jriml Jim(k g +

Re(K,
oK, Relk,, )+ (K, Jim(&,, ki, + (5.167)
+2( e(ng )Re(K )+Im(K )Im( . ))g2g3+
+2(Re(Kg2 )Re( )+Im( )Im( 4))g2g4+
cafrelk,, Relk, )+ ik, Jim(k, s,

Aplicando la formula de integracion sobre tetraedros canénicos [Bal96]:

i k!

[ gled g ldg dg,dg, = — (5.168)
61=0Jg,=0Jg3=0 (l+]+k+l+3)!
se obtiene finalmente:
J[.rers :‘Ag‘% (5.169)
donde:
Ko=|K [ +|xL [+ 4K el Relk, )+im(K, Jim(k )+
+Re(Kg )Re(Kg )+Im(Kgl )Im(Kg3 )+Re(Kgl )Re(Kg )+Im(K )Im(Kg4) (5.170)

5.3.1.2. Residuo en las Caras

La interpolacion vectorial conforme en rotacional para tetraedros descrita A4.6
garantiza la continuidad de la componente tangencial a la cara de la solucion # en las caras
interiores del dominio del problema. Sin embargo, la continuidad de la componente tangencial
de la variable dual no estd garantizada, pues ésta se obtiene a partir del rotacional de la variable
primaria %, cuya componente normal a la cara es, en general, discontinua. La segunda
componente del error en (5.151) cuantifica en qué medida la componente tangencial a la cara de
la variable dual no es continua en las caras del elemento e (5.153).

Aquellas caras que presenten una condicion tipo Dirichlet, es decir, condiciéon de pared
eléctrica para la formulacion en campo eléctrico, o condicion de pared magnética para la
formulacién en campo magnético, presentan una variable primaria con componente tangencial a
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la cara nula debido a la imposicion de la condicién de contorno. Por tanto, la variable dual
obtenida a partir de ella s6lo tendra componente tangencial y su residuo sobre la cara no se
considera. En el caso de caras con condicion de contorno Neumann, es decir, condicion de pared
eléctrica para la formulaciéon en campo magnético, o condiciéon de pared magnética para la
formulacioén en campo eléctrico, el MEF no impone ninguna condicion sobre ellas, por lo que el
residuo se puede calcular como la desviacion de la componente tangencial a la cara de la
variable dual respecto al valor nulo, como indica (5.154).

El calculo de este residuo se simplifica notablemente al ser el rotacional de la solucion
constante en cada elemento, lo que implica que el residuo también lo sera en toda la cara.

6 .
2 lil’Ti (Ci+b1— cl*bH- )
5 i6:1
Vxu® =— zli_i (ai+ci— _ai—cH—) (5.171)
Ag izl
zliﬁi (bH-al bl al+)
= B
R, =il Vi, vy Vi, )= G (5.172)
ik . =ixv,'Vxi‘=C,, (5.173)

donde el criterio de signos en los subindices es el definido en A4.6.
La integral del segundo término de (5.151) es el producto del area de la cara por el
modulo al cuadrado del residuo:

Sl = 64

/\ S ék,2|2 A4, (5.174)

e
Ty ey New int €I'veu

5.3.2. Indicador Zienkiewicz-Zhu (ZZ) basado en el Rotacional de la
Solucion

La generalizacion volumétrica de este indicador es inmediata. En este caso, se han
de tratar parches volumétricos, formados por aquellos elementos que comparten el nodo
central del parche, como indica la figura 5.29. Como ya se ha comentado, la interpolacion
utilizada en los elementos tetraédricos de arista implica que el valor del rotacional de la
solucion sea constante en cada elemento. A partir de (A4.67-A4.73) se obtienen las
siguientes expresiones para las tres componentes del rotacional:

e 2 > e e e e e e
O = (Ag )2 Z,li (ci+bi— — ¢ b (5.175)
2 6
Ty X lofet —atel o (5.176)
6
o = (Aj)z 315 bfar. b, (5.177)
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Figura 5.29. Parche volumétrico asociado a un nodo

Un mismo nodo de la malla del problema puede presentar tantos valores en cada una
de las tres componentes de &, como elementos a los que pertenezca, lo que implica una

discontinuidad a lo largo del dominio del problema.
A partir de los n; valores de G, tantos como elementos compartan el nodo j, se puede

obtener el valor recuperado en el parche para cada una de las componentes, que sera una
funcién lineal tridimensional:

o,=c +elx+cly+clz=P-¢?" (5.178)

con:
P'=(01 x y z) (5.179)
G =t ol o o) (5.180)

El vector ¢” se obtiene mediante el ajuste por minimos cuadrados de los valores en los
puntos de muestreo (media de las posiciones de los vértices de cada tetraedro) de cada una de
las componentes del rotacional, a la funcién lineal o »- Es decir, la funcién

FP(EP):zj(ahi(xi’yi)_opi(xi’yi))z :Z(Ghi(xi’yi)_ﬁ(xi’yi)zpr)z (5.181)

i=1

debe ser minima, lo que implica, derivando F” respectoa ¢” e igualando a cero, que

3 Bl 9B (0,067 =Y Bl 3, ), (5, 3,) (5.182)
i=1 i=1

La solucion de este sistema es

=470 (5.183)
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donde:

13 (9P (x,, ;) (5.184)

= HM

S
Il

P(x;, )0, (x;, ;) (5.185)

i=1

Al igual que en el caso bidimensional, la matriz 4 es comun a las tres componentes del
rotacional y, por tanto, s6lo es necesario invertirla, si se quiere realizar esta operacion
directamente, una vez por nodo o parche. La resolucion del sistema (5.182) requiere que el
parche contenga, al menos, 4 elementos, pues son necesarios 4 valores de o, para obtener O ,.

En los nodos interiores de la malla esta garantizado este hecho. Sin embargo, en su contorno
pueden existir nodos que pertenezcan Unicamente a 1, 2 6 3 elementos. En tales casos, como se
hizo en el caso bidimensional, se asigna a tales nodos el valor extrapolado a partir de la funcidon
0, de un parche correspondiente a un nodo vecino.

Una vez conocida la expresion de o, en el parche, se puede obtener su valor en el nodo

central del parche. Repitiendo esta operacion con cada nodo, se obtiene el valor suavizado del
rotacional de la solucion en todos los nodos de la malla. El valor recuperado o, que se utiliza

como solucion mas exacta en cada elemento, se obtiene mediante la interpolacion lineal del

valor de 0, en cada nodo del tetraedro. Es decir, para una componente dada:

4
of =) 0%¢ (5.186)
i=1

Dado que los valores o, son tnicos en cada nodo i, el rotacional recuperado es

continuo a lo largo de todo el dominio del problema, mientras que el rotacional original es
discontinuo.

Una vez obtenido &, el indicador de error se calcula como la norma L, de ¢ :

=[]] e ecan=
=[] o “aa+ [ lot -0

Las integrales de (5.187) presentan integrandos polindmicos de segundo grado en ¢,

(5.187)
40

th

—0,

Z

Gy, G3 Y G4, lo que permite una integracion analitica que, para cada una de las componentes

sera:

_”J “x,y.2)- € (x, ,2)dQ = J_U §1>§2’§3) e(§1>§2’§3l|']"dg1d§2dg3:

(5.188)
-, 5]

) 2
ec(€1>€2=€3x dg,dg,dg; =|A

60 12 6

con:
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4 4
K, = Z|G;i ’ + ZRC(G; )Re(a;j)+ Im(G;i)Im(G;i)

i=1 i,j=1
i#j

K,= iRe(G;i JRe(o; )+ imlo<, Jim(o; ) (5.189)

i=1

W2
K, =|Gh

En este caso se puede presentar el mismo problema comentado en el caso bidimensional
cuando en el interior de la malla existen aristas o caras con condicion de contorno Dirichlet que
pueden aparecer como aristas o caras radiales en los parches de recuperacion del rotacional.
Estas situaciones se resuelven de forma analoga a la descrita en el punto 5.1.3.

5.3.3. Indicador de Error en Cara por Continuidad de Flujo

La version volumétrica de este indicador mide la violacién de la continuidad de las
densidades de flujo (eléctrico o magnético) (ecuaciones de Maxwell de divergencia en ausencia
de cargas) en las caras de la malla:

e=|a-(, —w,)| = A @i, —0,i, ) (5.190)
donde 7 es el vector normal a la cara y los subindices hacen referencia a los dos elementos que
comparten la cara, tal como muestra la figura 5.30.

Las funciones de interpolacion utilizadas garantizan la continuidad de la componente
tangencial de la solucion u , pero la continuidad de la componente normal de ésta en la interfaz
de dos elementos con el mismo material no esta garantizada. Por tanto, en general, tampoco
existira continuidad en las densidades de flujo de la solucion.

Elemento 1

Figura 5.30. Discontinuidad de flujos en una cara interior del dominio

De la experiencia obtenida con el indicador bidimensional cabe esperar que los
mejores resultados se obtengan si se define el indicador mediante la integracion en la cara y
la ponderacion por el area de ésta:
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e[ =Ai”ﬂ|e"(x,y,zrdl" (5.191)

Las expresiones utilizadas para el céalculo de (5.190) se encuentran en A4.6. El
célculo de la integral (5.191) se realiza numéricamente.

El flujo sobre el que se calcula el error puede ser indistintamente el eléctrico o el
magnético, independientemente de la formulacion utilizada, aunque lo mas cémodo es

realizar este calculo sobre el flujo correspondiente al campo obtenido, es decir, D para una

formulacién en campo eléctrico y B si la formulacion es en campo magnético. Cualquiera que
sea la version utilizada, el indicador de error global en el problema se obtiene como suma de los

€rrores en cada cara.
N2
lez || = /21||é|| (5.192)

donde N; es el nimero de caras interiores del problema.

5.3.4. Estrategia de Refinamiento

En el apartado 5.2 se ha presentado una vision general de las distintas técnicas de
deteccion de zonas de error y refinamiento en problemas bidimensionales. Todas ellas son
extrapolables al caso volumétrico.

Como en el caso que nos ocupa se dispone de indicadores de error, y no de
estimadores, la técnica mas idonea para la deteccion de zonas que deben ser enriquecidas es
la comparacion del error elemental (o de cara, en el caso del estimador de continuidad de
flujo) con un valor umbral, que puede ser, por ejemplo, una fraccion del error maximo en la
malla.

Tanto si el refinamiento se realiza directamente sobre elementos como si se hace
sobre caras, se pueden definir las distintas estrategias descritas en 5.2:

¢ Refinamiento simple.
e Refinamiento multiple.
e Refinamiento adelante-atras.

Respecto al tipo de refinamiento utilizado (k, p o hp) y las caracteristicas de
conformidad de las mallas refinadas, en el caso volumétrico caben las mismas
consideraciones comentadas en 5.2.

Dentro del refinamiento tipo # conforme, se pueden desarrollar técnicas de insercion
de nodos internos que, como se puede apreciar en la figura 5.31, producen elementos muy
irregulares, lo que se traduce en un aumento del error asociado al elemento. Es también
posible implementar técnicas similares a las descritas en el caso bidimensional, como la
division por la arista mas larga [Jon97], [Mer98] o la regular, que garanticen unas cotas
minimas de regularidad, como muestran las figuras 5.32. Sin embargo, el mantenimiento de
estas premisas en el caso volumétrico presenta una enorme casuistica que hace muy
complejo este tipo de refinamiento y aconseja la utilizacion de métodos generales de
insercion de nodos y reestructuracion de la malla como el método de Delaunay-Voronoi
[Gol92], [Rai%4].
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a) b)
Figura 5.31. Refinamiento por descomposicion del elemento en 4 tetraedros: a) primer
refinamiento, b) segundo refinamiento

Figura 5.32 Descomposicion del elemento en 2 tetraedros (a) y en 8 tetraedros (b)

5.4. Resultados

En este apartado se representan los resultados obtenidos con los indicadores de error y
técnicas de refinamiento descritos en los apartados 5.1 y 5.2. Recapitulando, se han desarrollado
3 indicadores de error que, a su vez, pueden presentar distintas versiones:

¢ Indicador residual: su comportamiento depende de los valores escogidos para los factores
de ponderacion en (5.7).

¢ Indicador ZZ basado en el rotacional de la solucién: como solucioén se puede tomar la
solucionen z=0 u,0 lareal u dependiente de z.

¢ Indicador basado en la continuidad de flujo en las aristas: la medida del error en las aristas
puede ser el error en el punto medio, la integral del error en toda la arista, o ésta ponderada
por el tamafio de la arista.
Asimismo, se han desarrollado dos técnicas de refinamiento en triangulos (1:2 y 1:4).
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Se analizan las siguientes estructuras de guiado de ondas:
¢ Guia homogénea en forma de L.
¢ Linea microstrip encapsulada.
¢ Linea finline unilateral encapsulada.
¢ [inea coplanar encapsulada con sustrato anisotropo y pérdidas.

El estudio mas completo se presenta en la guia homogénea en forma de L. Alli se
comparan las distintas versiones de los tres indicadores y las dos estrategias de refinamiento
triangular. Las conclusiones extraidas en este ejemplo son extrapolables a los demas. Por
esta razon, en los siguientes se restringen los resultados presentados a los indicadores que
mejores resultados proporcionan y al refinamiento 1:4.

5.4.1. Metodologia

La figura 5.33 muestra el procedimiento con el que se han obtenido los resultados que
en este capitulo se presentan.

La definicion de la geometria y propiedades de la estructura analizada se introducen al
programa generador de mallas, desarrollado en paralelo a esta tesis y basado en los métodos de
generacion de malla descritos en los capitulos 2, 3 y 4, a través de su interfaz grafica, y éste
genera la malla inicial. En el apéndice 5 se describe brevemente este programa.

El algoritmo adaptativo requiere esta malla inicial, la especificacion del modo que se
quiere calcular, el tipo de resolucion (en campo eléctrico o en campo magnético) y el nimero de
onda o frecuencia de trabajo. A partir de la malla inicial, el proceso adaptativo resuelve (como
se describe en A3.1), estima el error y refina iterativamente hasta que se agotan los recursos del
sistema. Estos recursos vienen limitados por la memoria de almacenamiento (256 Mb) y la
utilizaciéon del software disponible, basado en métodos poco eficientes de resolucion de
autosistemas generalizados, que no aprovechan la dispersion que presentan las matrices del
autosistema. Este limite se alcanza entre las 1000 y las 1500 incognitas del problema
(aproximadamente entre 500 y 800 aristas). Esta ineficiencia también se constata en los tiempos
de resolucion del problema, pues, mientras la fase adaptativa, esto es, estimacion del error y
refinamiento, en todos los ejemplos mostrados en los siguientes apartados, es practicamente
instantanea (fracciones de segundo) y crece linealmente con el numero de aristas, el tiempo de
planteamiento del problema y resolucion del autosistema es mucho mas elevado y presenta un
crecimiento casi cubico (se ha calculado un exponente de 2.8) con el niimero de aristas, como se
comprueba en la figura 5.34, donde se representan los tiempos de resolucion sucesivos en un
proceso adaptativo obtenidos en una estacion de trabajo HP9000 C-160 de la serie 700.
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Definicion de
la geometria y

propiedades
del problema

Numero de onda

Resolucionen E 6 H

| Estimacion del error,
; MEFEM —>MATLAB|T?"| MEFEM tp> y refinamiento de la

la malla inicial J ﬁ\ malla
_______________ Resolucion | |

v

v Fichero de condicionamiento \
Fichero de mallado Fichero de solucion  Fichero estadistico

Generacion de ]

Figura 5.33. Procedimiento de obtencion de resultados

Como resultado final de la aplicacion del procedimiento de adaptacion, se obtienen n
ficheros de mallado que describen los n refinamientos realizados, a partir de los cuales se
pueden visualizar, con el programa de generacion de mallas, las distintas mallas generadas; n
ficheros de resolucidén con el valor de los distintos autovalores y autovectores, n ficheros
estadisticos, donde se almacenan los errores elementales (o de arista), el error total, el error
maximo y el error medio, y un fichero donde se guarda el nimero de condicion de la matriz B
del autosistema (4 + AB)x =0 en cada discretizaciéon. El nimero de condicién de una matriz se

define como el cociente entre el mayor elemento y el menor de la matriz diagonal que se obtiene
mediante la descomposicion de valores singulares [Pre96].

12000 T T T T T

10000

T

8000 [

6000 [

Tiempo (s)

4000

2000

0 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

Aristas

Figura 5.34. Tiempo de resolucion del MEF en funcion del ntimero de aristas

178



METODOS DE MALLADO ADAPTATIVO

5.4.2. Guia Homogénea en Forma de L

Esta es una estructura sencilla y muy utilizada en la validacién de métodos adaptativos,
dado que presenta una singularidad de campo en el 4ngulo interior de la L. En la figura 5.35 se
muestra esta estructura y la distribucion del campo eléctrico transversal para su primer modo
(TE), obtenida con una formulacion en campo eléctrico. En éste y en todos los posteriores
diagramas de flechas, el valor maximo del campo estd normalizado a 1. La 5.36 muestra la
distribucion de las componentes transversal y axial del campo magnético para ese mismo modo,
en este caso obtenida a partir de una formulacién en campo magnético. Todos los resultados
presentados a continuacion han sido obtenidos para k, =7.87a, con una formulacién en campo

eléctrico.

2a

&=,=1

A
A\

2a
a) b)
Figura 5.35. Guia homogénea en L: a) estructura, b) distribucion de la componente transversal
del campo eléctrico en el primer modo

a) b)
Figura 5.36. Distribucion del campo magnético en el primer modo: a) componente transversal,
b) componente axial

La bondad del procedimiento adaptativo se puede establecer comparando la
convergencia obtenida en el autovalor al aumentar el nimero de incognitas, con la que se
consigue mediante el MEF clasico. Para obtener la convergencia de este ultimo se resolvio el
mismo problema con distintas densidades de malla. Las mallas utilizadas se muestran en la
figura 5.37. La primera de ellas fue utilizada también como malla inicial del proceso adaptativo.
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Figura 5.37. Mallas uniformes en la guia homogénea en L
5.4.2.1. Indicador Residual

En el andlisis de este indicador se estudia el efecto de los coeficientes f; y fi, que
ponderan el residuo interior y el del contorno del elemento. Al tratarse de un indicador de error
y no un estimador, su magnitud no es significativa y, por lo tanto, tampoco lo es la de estos
coeficientes. Si lo es la relacion entre ellos, que es la que marca el peso de cada residuo en el
indicador de error; por esta razon se puede tomar sin pérdida de generalidad f, + f; =1. Se

puede estudiar el efecto de estos coeficientes sobre un indicador analizando los resultados
obtenidos en estas tres situaciones:

i fs :1’ﬁ=0
* f,=0./,=1
b fs :f} :05

Las secuencias de mallas obtenidas, tanto con refinamiento 1:2 como con refinamiento
1:4, se presentan en las figuras 5.38-5.39, 5.40-5.41 y 5.42-5.43, para f,=1,f, =0,

f.,=0,7,=1y f,=f,=0.5, respectivamente. La evolucién de estas mallas proporciona una

primera informacioén sobre la “habilidad” del indicador en la deteccion de las zonas de mayor
error. Se puede apreciar en estas figuras que el residuo interior, al menos en el elemento lineal
que nos ocupa, ofrece menos informacion sobre el error cometido que el residuo de contorno. Se
puede decir que en el residuo interior prima mas la magnitud de la solucion, mientras que el
residuo de contorno detecta mejor las variaciones abruptas del campo.

En la figura 5.44 se muestra la evolucion de la estimacion de error local a lo largo del
proceso adaptativo para una igual ponderacion de los dos residuos y un refinamiento 1:4. Esta
informacién se resume en la tabla de parametros estadisticos 5.1. Como cabia esperar, el error
total, el error medio y el error maximo, asi como la desviacion tipica del error elemental decaen
rapidamente a lo largo del proceso de adaptacion.

Para conocer la disminucion del error real, se debe comparar el autovalor obtenido en
cada iteracion con uno que se supondrd exacto. En este caso se obtuvo este autovalor de
referencia mediante el programa comercial MAFIA, con una discretizacion gradual del dominio
de 100000 nodos, con una mayor densidad en la zona de singularidad de campo. La evolucién
del error relativo cometido respecto a este valor con el indicador residual (con los tres tipos de
ponderaciones anteriores) y los dos tipos de refinamiento, en comparacioén con la obtenida con
el MEF clésico o uniforme (mallas de la figura 5.37), se presenta en las figuras 5.45-5.49. En las
figuras 5.45-5.47 se compara la convergencia obtenida con los dos tipos de refinamiento, y en
las 5.48-5.49 esta comparacion se hace entre las distintas situaciones de ponderacion de los
residuos. Respecto al tipo de refinamiento, los resultados indican que la convergencia en ambos
es muy similar; sin embargo, hay que tener presente que el refinamiento 1:2 requiere 12
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resoluciones del problema para obtener un error similar al que se consigue con 6 al utilizar el
refinamiento 1:4.

La comparativa entre las distintas situaciones de ponderacion de residuos indica que, por
si solo, el residuo interior no detecta correctamente la singularidad, lo que se traduce en una
convergencia pobre. La convergencia obtenida con el residuo de contorno y con una
ponderacion alicuota es mucho mejor y casi idéntica en ambos casos.

Por ultimo, se ha considerado interesante analizar el condicionamiento de la matriz B del
autosistema, (4+AB)x=0, pues conforme el proceso de adaptaciéon avanza, la diferencia de
tamafio de los elementos de la malla aumenta, lo que puede repercutir en un error en la solucion
que, en este caso, no cabe achacar a la discretizacion. La figura 5.50 evidencia que la evolucion
del condicionamiento es similar para los dos tipos de refinamiento.

Figura 5.38. Mallas adaptadas (1%, 3% 5% 7% 9"y 12%) con el indicador residual (f=1,/=0)y
refinamiento 1:2
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Figura 5.39. Mallas adaptadas (1%, 2% 3% 4% 5"y 6%) con el indicador residual (f;=1,/=0) y
refinamiento 1:4

Figura 5.40. Mallas adaptadas (1%, 3% 5% 7% 9"y 12%) con el indicador residual (f=0,/=1)y
refinamiento 1:2
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Figura 5.41. Mallas adaptadas (1%, 2%, 3% 4% 5%y 6%) con el indicador residual (,=0,/=1) y
refinamiento 1:4

Figura 5.42. Mallas adaptadas (1%, 3%, 5% 7%, 9% y 12%) con el indicador residual (f;=f=0.5)y
refinamiento 1:2
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NN
A NV

N

Figura 5.43. Mallas adaptadas (1%, 2% 3% 4% 5" y 6%) con el indicador residual (,=f=0.5) y

refinamiento 1:4

Tabla 5.1. Parametros estadisticos del error en las mallas de la figura 5.43

Malla ” e tzmal ” e jwdm ” e ;X Desviacion tipica

1 74.4 12.4 28.2 9.14

2 14 0.78 1.69 0.403
3 4.25 0.0965 0.402 0.09

4 1.81 0.0252 0.109 0.0217
5 0.856 7.93e-3 0.0321 6.86e-3
6 0.324 1.72e-3 7.59¢-3 1.65e-3
7 0.128 431e-4 1.92e-3 3.3e-4
8 0.0541 1.23e-4 4.52¢-4 8.98e-5
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Figura 5.44. Evolucioén del histograma del indicador de error residual (f,=f=0.5)

y refinamiento 1:4
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Error en la constante de fase
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Figura 5.45. Convergencia del indicador residual (f;=1, f=0)
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Figura 5.46. Convergencia del indicador residual (£;=0, f=1)
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Figura 5.47. Convergencia del indicador residual (f,=f=0.5)
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Figura 5.48. Convergencia del indicador residual con refinamiento 1:2
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Figura 5.49. Convergencia del indicador residual con refinamiento 1:4
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Figura 5.50. Evolucion del condicionamiento de la matriz B del autosistema (4 + AB)x =0
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5.4.2.2. Indicador ZZ

Un estudio similar al realizado con el indicador residual se puede llevar a cabo con las
dos versiones del indicador ZZ presentadas en los puntos 5.1.2 y 5.1.3: la basada en la solucion
en z=0 del MEF (u,), y la basada en la solucién completa con variacion en z (u ). Las figuras

5.51-5.54 muestran las mallas generadas con estas dos versiones del indicador con los dos tipos
de refinamiento. En ellas se constata que cuando no se tiene en cuenta la dependencia con la
coordenada axial, el indicador no detecta correctamente las zonas de variacion abrupta, como
sucedia con el residuo interior. De hecho, en ambos casos las mallas finales del proceso
presentan una distribucion de las incognitas similar.

La estimacion del error a partir del rotacional de la solucién completa se realiza
correctamente. El hecho de que en algunos nodos del contorno pertenecientes a menos de tres
elementos se obtenga el valor recuperado a partir de la extrapolacion del valor en un nodo
vecino, provoca que en esas zonas el error se estime con una menor exactitud que en el resto de
parches, lo que se traduce en un refinamiento en zonas del contorno innecesario. No obstante,
este refinamiento no es intenso y practicamente no influye en la convergencia del proceso.

La tabla 5.2 muestra la disminucion paulatina de los errores total, medio y maximo, asi
como la dispersion de los errores elementales, conseguida con el indicador ZZ (VXu) y un
refinamiento 1:4.

Las figuras 5.55-5.58 presentan la convergencia para ambas versiones del indicador y
ambos refinamientos. De nuevo en estas graficas se constata la baja calidad del indicador
basado en u, y la similitud de comportamiento de los dos métodos de refinamiento.

Figura 5.51. Mallas adaptadas (1%, 32, 5%, 7%, 9* y 12%) con el indicador ZZ(V X1 )
y refinamiento 1:2
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Figura 5.52. Mallas adaptadas (1%, 2%, 3%, 4% 6* y 8%) con el indicador ZZ( 'V X, )
y refinamiento 1:4

Figura 5.53. Mallas adaptadas (1%, 3%, 52 7%, 9* y 12%) con el indicador ZZ(V xu )
y refinamiento 1:2
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Figura 5.54. Mallas adaptadas (1%, 2%, 3%, 4%, 5* y 6*) con el indicador ZZ(V X u )

y refinamiento 1:4

Tabla 5.2. Parametros estadisticos del error estimado con el indicador ZZ (V xu )y

refinamiento 1:4

Malla ” e tzmal ” e jwdm ” e Zméx Desviacion tipica

1 27.5 4.58 14.4 5.02

2 3.12 0.195 0.476 0.12

3 1.77 0.0592 0.232 0.0742
4 0.369 5.77e-3 0.039 9.43e-3
5 0.144 1.44e-3 8.69¢-3 1.87e-3
6 0.0724 5.32e-4 2.52e-3 6.95e-4
7 0.019 7.5e-5 5.27e-4 8.6le-5
8 9.5¢-3 3.0le-5 1.32e-4 2.67e-5
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Figura 5.56. Convergencia del indicador ZZ (V Xu )
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Figura 5.57. Convergencia del indicador ZZ (refinamiento 1:2)
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Uniforme
rot(u0)
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Figura 5.58. Convergencia del indicador ZZ (refinamiento 1:4)

5.4.2.3. Indicador por Continuidad de Flujo

En este punto se analiza el indicador de error en arista basado en la continuidad de flujo
eléctrico o magnético en sus tres versiones:
¢ Punto medio de la arista.
e Norma.
¢ Norma ponderada por la longitud de la arista.

Los resultados obtenidos (figuras 5.59-5.64 y tabla 5.3) evidencian el mal
comportamiento del indicador de error cuando se calcula como el valor en el punto medio de la
arista o como la norma del error. En ambos casos, el indicador sobreestima la singularidad y
practicamente no decrece a lo largo del proceso, lo que provoca un refinamiento continuo de las
mismas zonas. Este comportamiento incrementa rapidamente el niimero de condicion de la
matriz B (figura 5.66), lo que origina resultados erréneos por la imposibilidad de invertir la
matriz a partir de un determinado momento, como muestra la figura 5.63.

En la figura 5.65 se compara la evolucion del condicionamiento producido por los dos
tipos de refinamiento al utilizar el indicador basado en la norma ponderada. En este caso se
observa que en el refinamiento 1:2 el nimero de condicion de B tiene un crecimiento
ligeramente superior. Este elevado condicionamiento en las tltimas etapas del proceso puede ser
la causa de que el error relativo en el autovalor aumente en la tltima iteracion (figura 5.64). Sin
embargo, este comportamiento también puede ser debido a que en esa etapa la exactitud
conseguida es muy buena y es posible que el valor utilizado como autovalor exacto presente una
precision similar o peor que el obtenido con el procedimiento adaptativo. Por esta razon, es
conveniente eliminar los resultados obtenidos en esta ultima etapa del proceso de adaptacion a
la hora de evaluar la convergencia del método, sobre todo si nos encontramos en precisiones
cercanas a 10” , como es el caso.

192



METODOS DE MALLADO ADAPTATIVO

Figura 5.59. Mallas adaptadas (17, 2?, 3%, 4%, 5* y 6*) con el indicador V - w (punto medio) y
refinamiento 1:4

Figura 5.60. Mallas adaptadas (17, 2°, 3%, 4% 5y 6*) con el indicador V - w (norma) y
refinamiento 1:4
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Figura 5.61. Mallas adaptadas (1%, 3%, 5%, 7%, 9* y 12%) con el indicador V - w (norma ponderada)
y refinamiento 1:2

Figura 5.62. Mallas adaptadas (1%, 2%, 32, 4%, 5* y 6) con el indicador V - w (norma ponderada) y
refinamiento 1:4
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Tabla 5.3. Parametros estadisticos del error estimado con el indicador V - w (norma ponderada)
y refinamiento 1:4

Malla ” e 2 ” e 2 . ” e||2, Desviacion tipica
total medio max

1 2.92 0.584 1.61 0.58

2 0.517 0.0235 0.127 0.0294
3 0.161 2.59¢-3 0.0202 4.44e-3
4 0.0528 4.36e-4 4.66¢e-3 6.05¢-4
5 0.0305 2.03e-4 1.14e-3 2.86¢e-4
6 8.66¢-3 2.2e-5 2.85¢-4 3.85e-5
7 3.69¢-2 6.87¢-6 7.11e-5 9.49¢-6

Uniforme

Pto. medio

Norma

Norma ponderada

Error en la constante de fase
N
o

1 2 3
10 10 10
Numero de aristas

Figura 5.63. Convergencia del indicador de continuidad de flujo (refinamiento 1:4)

——  Uniforme
——  Refinamiento 1:2
——  Refinamiento 1:4

Error en la constante de fase
N
o

10' 10° 10°

Namero de aristas

Figura 5.64. Convergencia del indicador de continuidad de flujo (norma ponderada)
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Figura 5.65. Evolucion del condicionamiento de la matriz B del autosistema (4 + AB)x =0 con
el indicador de continuidad de flujo (norma ponderada)
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Figura 5.66. Evolucion del condicionamiento de la matriz B del autosistema (4 + AB)x =0 con
el indicador de continuidad de flujo (refinamiento 1:4)

5.4.2.4. Conclusiones

Como resumen de los resultados obtenidos en la guia en L homogénea, en las figuras
5.67 y 5.68 se comparan las convergencias obtenidas con los mejores indicadores de cada tipo.
En el caso del refinamiento 1:2, el indicador por continuidad de flujo es el que mejor
convergencia presenta, siendo ésta practicamente igual a la de los otros dos indicadores hasta el
décimo refinamiento (8<107). En el refinamiento 1:4 la convergencia de los tres indicadores es
practicamente la misma.

La distribucion de la densidad de error estimado en las mallas refinadas con estos tres
indicadores y utilizando un refinamiento 1:4 se muestra en las figuras 5.69, 5.70 y 5.71. Estas
mismas densidades para las mallas uniformes de la figura 5.37 se presentan en las figuras 5.72,
5.73 y 5.74. En el caso de los dos primeros indicadores de error, la densidad se ha calculado
para cada elemento como el cociente entre el error local y su area. A partir de estos valores
elementales de densidad de error se ha calculado un valor nodal (como media de los valores de
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los elementos que comparten el nodo) y la distribucion se ha obtenido mediante la interpolacion
lineal de estos valores en cada elemento. En el caso del indicador de error por continuidad de
flujo, esta densidad se ha definido como el cociente entre el error en cada arista y la longitud de
la arista. El valor nodal se ha calculado como la media de las densidades de error de las aristas
que comparten el nodo.

Como se puede apreciar al comparar la densidad de error en las mallas adaptadas y en
las uniformes, la mayor densidad de error tiende a confinarse en la zona donde tiene lugar la
singularidad cuando se incrementa el niimero de incdgnitas del problema. Sin embargo, el
proceso adaptativo consigue un confinamiento mayor que la utilizacion de mallas no adaptadas.

Por ultimo, en la figura 5.75 se muestra la evolucion del condicionamiento de B a lo
largo del proceso adaptativo. En ella se constata que estos indicadores presentan una evolucion
del condicionamiento similar cuando se utiliza el refinamiento 1:4.

Uniforme
Residual (fs=fl=0.5)
ZZ (rot(u))

div(w) (ponderada)

Error en la constante de fase
N
o
T

-5
10 .
2 3
10 10 10
Numero de aristas

Figura 5.67. Convergencia de los distintos indicadores (refinamiento 1:2)

Uniforme

Residual (fs=f1=0.5)
ZZ (rot(u))

div(w) (ponderada)

Error en la constante de fase
N
o
T

-5
10 .
2 3
10 10 10
Numero de aristas

Figura 5.68. Convergencia de los distintos indicadores (refinamiento 1:4)
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Figura 5.69. Distribucion de la densidad de error estimado con el indicador residual (f;=f~=0.5)
en las mallas de la figura 5.43

Figura 5.70. Distribucion de la densidad del error estimado con el indicador ZZ(V xu ) en las
mallas de la figura 5.54
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Figura 5.71. Distribucion de la densidad del error estimado con el indicador de continuidad de
flujo (ponderado) en las mallas de la figura 5.62

Figura 5.72. Distribucion de la densidad de error estimado con el indicador residual (f;=/~0.5)
en las mallas de la figura 5.37

Figura 5.73. Distribucion de la densidad del error estimado con el indicador ZZ(V X ) en las
mallas de la figura 5.37

Figura 5.74. Distribucion de la densidad del error estimado con el indicador de continuidad de
flujo (ponderado) en las mallas de la figura 5.37
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Residual (fs=fl=0.5)
ZZ (rot(u))
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Figura 5.75. Condicionamiento de la matriz B del autosistema (4 + AB)x = 0 con distintos

indicadores (refinamiento 1:4)

5.4.3. Linea Microstrip Encapsulada

El andlisis de los distintos indicadores de error en esta estructura inhomogénea se va a
restringir a las versiones de éstos con las que mejores resultados se han obtenido en el ejemplo
anterior, y a la utilizacién de refinamiento 1:4 ya que, como hemos visto anteriormente, éste y el
refinamiento 1:2 presentan un comportamiento similar, y el primero requiere un menor nimero
de iteraciones.

En la figura 5.76 se muestra la estructura bajo estudio, y en las figuras 5.77 y 5.78 la
distribucién de las componentes transversal y axial de los campos eléctrico (obtenida con una
formulacién en campo eléctrico) y magnético (con una formulacion en campo magnético) para
el primer modo. En ellas se aprecia la singularidad de campo existente en la esquina inferior del
conductor interno y es de esperar que el procedimiento de adaptacion introduzca una mayor
densidad de grados de libertad en esa region. Los calculos de estos campos, tanto en estas
representaciones como en los procesos adaptativos realizados, se han hecho sobre media
estructura, con el fin de aprovechar la simetria que presenta y reducir el nimero de incognitas a
la mitad. En el eje de simetria se impuso la condicion de pared magnética.

En este ejemplo se ha aplicado el proceso de adaptacion tanto para una formulacion en
campo eléctrico como para una en campo magnético. En ambos casos la estimacion del error se
ha realizado sobre la variable primaria. La frecuencia de trabajo fue de 20 GHz (k;—=418.88). La
figura 5.79 muestra una malla uniforme y las dos mallas graduales empleadas en la obtencion de
la convergencia del MEF clasico. Las figuras 5.80-5.85 presentan la secuencia de mallas
obtenidas y las tablas 5.4-5.9 resumen la informacion estadistica de éstas. En todos los casos el
error estimado, asi como su dispersion, disminuye considerablemente a lo largo del proceso.
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Figura 5.76. Estructura de la linea microstrip
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Figura 5.77. Distribucion del campo eléctrico en el primer modo: a) componente transversal, b)

moddulo de la componente axial
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Figura 5.78. Distribucion del campo magnético en el primer modo: a) componente transversal,
b) médulo de la componente axial
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Figura 5.79. Mallas no adaptadas en una linea microstrip: a) uniforme, b) graduales
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Figura 5.80. Mallas adaptadas (1%, 2%, 3% 4% 5"y 6%) con el indicador residual (f,=f~=0.5),

refinamiento 1:4 y resolucion en campo eléctrico

Tabla 5.4. Parametros estadisticos del error en las mallas de la figura 5.80

Malla Aristas ” e Z)wl ” e i » ” e”IZn N Desviacion tipica
1 143 1.04 0.0121 0.344 0.0445
2 166 0.441 4.37¢-3 0.0525 8.46e-3
3 209 0.172 1.33e-3 9.87¢-3 1.7e-3
4 277 0.0653 3.78e-4 2.58e-3 4.96¢-4
5 398 0.0209 8.33e-5 6.57¢-4 9.52e-5
6 454 0.0172 5.98e-5 3.15¢-4 5.65¢e-5
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Figura 5.81. Mallas adaptadas (17, 2, 3% 4% 5%y
refinamiento 1:4 y resolucion en campo magnético

6%) con el indicador residual (f,=f=0.5),

Tabla 5.5. Parametros estadisticos del error en las mallas de la figura 5.81

Malla Aristas ” e Z)wl ” e i » ” e”IZn N Desviacion tipica
1 143 0.134 1.56e-3 0.0352 5.98e-3
2 168 0.0547 5.37e-4 9.24¢-3 1.29¢-3
3 205 0.0325 2.58¢-4 3.36¢-3 5.09¢-4
4 263 0.0162 9.87e-5 1.21e-3 1.65¢-4
5 306 9.75e-3 5.08e-5 4.09¢-4 7.4e-5
6 428 4.11e-3 1.51e-5 1.32¢-4 1.86e-5
7 513 2.42¢-3 7.39¢-6 4.5¢-5 7.97e-6

204




METODOS DE MALLADO ADAPTATIVO

/
//

/]
/
/

/

/

Ny

N

/
\JVV/
N

/
//

/]
/
/

/

/

S

N

/
/\/
N

Figura 5.82. Mallas adaptadas (1%, 2%, 3%, 4% 5* y 6*) con el indicador ZZ (V X u ), refinamiento
1:4 y resolucion en campo eléctrico

Tabla 5.6. Parametros estadisticos del error en las mallas de la figura 5.82

Malla Aristas ” e IZMI ” e jwdm ” e ;X Desviacion tipica
1 143 0.144 1.67e-3 0.0538 6.68e-3
2 158 0.079 8.23e-4 0.0269 3e-3
3 166 0.0616 6.1e-4 6.91e-3 1.29¢-3
4 242 0.0175 1.17e-4 1.48e-3 2.27e-4
5 285 6.75e-3 3.79¢-5 3.4e-4 6.59%¢-5
6 418 1.88e-3 7.1e-6 7.5e-5 1.16e-5
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Figura 5.83. Mallas adaptadas (1%, 2%, 3%, 4% 5* y 6*) con el indicador ZZ (V X u ), refinamiento
1:4 y resolucion en campo magnético

Tabla 5.7. Parametros estadisticos del error en las mallas de la figura 5.83

Malla Aristas ” e IZMI ” e jwdw ” e ;X Desviacion tipica
1 143 0.164 1.9e-3 0.0964 0.011
2 154 0.0665 7.15¢e-4 0.0129 2.04e-3
3 200 0.027 2.19¢-4 3.74e-3 5.97e-4
4 246 0.0137 8.95e-5 1.29¢-3 2e-4
5 289 7.49¢-3 4.14e-5 4.28e-4 7.95e-5
6 389 2.98e-3 1.21e-5 1.35e-4 2.03e-5
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Figura 5.84. Mallas adaptadas (1%, 22, 3%, 4* 5% y 6%) con el indicador V - w (norma ponderada),

refinamiento 1:4 y resoluciéon en campo eléctrico

Tabla 5.8. Parametros estadisticos del error en las mallas de la figura 5.84

Malla Aristas ” ol ” ol . ” e||2, Desviacion tipica
total medio max
1 143 6.16e-5 5.63e-7 3.47e-5 3.56e-6
2 166 2-15e-5 1.57e-7 9.63e¢-6 8.66¢e-7
3 197 7.96e-6 4.8¢e-8 2.26e-6 1.92e-7
4 228 3.08e-6 1.58e-8 4.82¢-7 4.77¢-8
5 279 1.13e-6 4.66¢-9 1.11e-7 1.25¢-8
6 355 4.01e-7 1.28¢-9 2.62¢-8 2.88¢-9
7 443 1.67¢-7 4.18¢-10 5.94¢-9 8.77e-10
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Figura 5.85. Mallas adaptadas (1%, 22, 3%, 4%, 5* y 6*) con el indicador V - w (norma ponderada),
refinamiento 1:4 y resolucion en campo magnético

Tabla 5.9. Parametros estadisticos del error en las mallas de la figura 5.85

Malla Aristas ” 2 ” o _ ” o ' Desviacion tipica
total medio max
1 143 1.26e-5 1.09e-7 8.1e-6 7.72e-7
2 156 8.52e-6 6.76e-8 2.03e-6 2.45e-7
3 193 5.38e-6 3.34e-8 8.18e-7 1.18e-7
4 274 2.05e-6 8.56e-9 2.7e-7 2.41e-8
5 305 1.28e-6 4.77e-9 7.86¢-8 1.15e-8
6 435 5.67e-7 1.44e-9 2.01e-8 3.06e-9

Las figuras 5.86 y 5.87 muestran la convergencia de los indicadores analizados para el
caso de formulacion en campo eléctrico y el de formulacion en campo magnético,
respectivamente. Los resultados obtenidos mejoran considerablemente la convergencia del MEF
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clasico. Como aspecto negativo, es de destacar el aumento del error producido con el indicador
de continuidad de flujo en la resolucion en campo eléctrico. Sin embargo, los indicadores de
error calculados y mostrados en la tabla 5.9 disminuyen conforme avanza el proceso de
adaptacion. Este mal comportamiento del error en el autovalor, como se comentd en el ejemplo
anterior, puede deberse al mal condicionamiento de la matriz B del autosistema.. La figura 5.88
muestra la evolucion del numero de condicion de la matriz B en las distintas simulaciones con
formulacién en campo eléctrico. En ella se evidencia el mayor crecimiento de este parametro
para el indicador de continuidad de flujo. Por tanto, para valorar la calidad del indicador por
continuidad de flujo (ponderado) es conveniente disponer de un software de resolucion de
autosistemas robusto que realice un precondicionamiento de las matrices.

——  Uniforme

——  Residual (fs=fI=0.5)
ZZ (rot(u))
div(u) (ponderada)

102 4

\

Error en la constante de fase
N
o
T
7
.

10° - \
10 10
Numero de aristas

Figura 5.86. Convergencia de los distintos indicadores (refinamiento 1:4) con formulacion en
campo eléctrico

——  Uniforme

——  Residual (fs=f1=0.5)
ZZ (rot(u))
div(u) (ponderada)

2
10% 1 S~ T g

Error en la constante de fase
N
o
T
.

-5
10
2 3
10 10
Numero de aristas

Figura 5.87. Convergencia de los distintos indicadores (refinamiento 1:4) con formulacion en
campo magnético
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——  Residual (fs=fI=0.5)
17 —  ZZ (rot(u))
I div(u) (ponderada)

Numero de condicién

2 - 3
10 10
Numero de aristas

Figura 5.88. Condicionamiento de la matriz B del autosistema (4 + AB)x=0 con distintos
indicadores y formulacioén en campo eléctrico (refinamiento 1:4)

5.4.4. Finline Unilateral Encapsulada

En este apartado se analiza una linea finline encapsulada en una carcasa metalica
cilindrica. Esta estructura de guiado de ondas presenta dos caracteristicas importantes en cuanto
al proceso de adaptacion se refiere. Por una parte, presenta un contorno curvo, al contrario que
los ejemplos anteriores, lo que implica que tendra lugar una modificacion de éste a lo largo del
proceso de adaptacion. Por otra parte, contiene en su interior conductores de espesor nulo, lo
que puede afectar, como se vio en el punto 5.1.3, a la aplicacion de indicadores ZZ.

La figura 5.89 muestra esta estructura y sus dimensiones, mientras que en la figura 5.90
se representan las componentes transversal y axial del campo eléctrico en el primer modo,
obtenidas mediante una formulacién en campo eléctrico, para la mitad de la estructura. De
nuevo, aqui se ha aprovechado la simetria de la seccion de la linea y la resolucién se ha
realizado con la mitad de ella imponiendo en el eje de simetria la condicion de pared eléctrica.
La componente axial es despreciable frente a la transversal, y en ésta se puede apreciar la
singularidad que aparece en la cercania del extremo del conductor interior. Las mallas utilizadas
para obtener la convergencia de referencia del MEF clésico se presentan en la figura 5.91.

En esta estructura se han analizado, utilizando la formulacién en campo eléctrico, los
tres indicadores utilizados en el ejemplo anterior. También se ha aplicado una versién del
indicador ZZ basado en el rotacional de la soluciéon que tiene en cuenta la presencia en el
interior de la malla de aristas con condicion de contorno. Esta version utiliza las técnicas
comentadas en 5.1.3 para mejorar la precision de la solucién recuperada. Por ultimo, se ha
querido realizar una estimacion cruzada del error, entendiendo como tal aquélla que se realiza
sobre la variable dual a la utilizada en la resolucion del problema. En este caso, se ha resuelto el
problema con la formulacién en campo eléctrico y se ha estimado el error con un indicador de
continuidad de flujo magnético (V-B=0).

Las mallas obtenidas se presentan en las figuras 5.92-5.96. En ellas se observa que
todos los indicadores detectan correctamente la singularidad. El andlisis de las curvas de
convergencia obtenidas en las distintas simulaciones (figuras 5.97 y 5.98) constata la mejora
lograda respecto al MEF clésico. Se puede apreciar la mejora obtenida al tratar los parches con
aristas con condicion de contorno. No obstante, es muy probable que la convergencia real en ese
caso no sea tan buena como la obtenida con este indicador en la ultima etapa del proceso. Esta
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brusca caida en el error puede deberse a la falta de exactitud del valor de referencia que se
supone exacto.

Figura 5.89. Estructura de la finline unilateral

a) b)
Figura 5.90. Distribucion del campo eléctrico en el primer modo: a) componente transversal, b)
componente axial
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Figura 5.92. Mallas adaptadas (1%, 2% 3% 4% 5" y 6%) con el indicador residual (,=f=0.5) y
refinamiento 1:4
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Figura 5.93. Mallas adaptadas (17, 2°, 3%, 4%, 5* y 6) con el indicador ZZ (V X )y
refinamiento 1:4

Figura 5.94. Mallas adaptadas (1%, 2%, 3%, 4%, 5* y 6*) con el indicador ZZ (V X u ) y tratamiento
de parches con aristas con condicion de contorno (refinamiento 1:4)
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Figura 5.95. Mallas adaptadas (1%, 2%, 3% 4* y 5%) con el indicador de continuidad de flujo
(refinamiento 1:4). Resolucion en campo eléctrico, estimacion del error en el flujo eléctrico

Figura 5.96. Mallas adaptadas (1%, 2%, 3% 4* y 5%) con el indicador de continuidad de flujo
(refinamiento 1:4). Resolucion en campo eléctrico, estimacion del error en el flujo magnético
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——  Uniforme
——  Residual (fs=f1=0.5)
ZZ (rot(u))
ZZ (rot(u)) mejorada)
——— div(u) (ponderada)

Error en la constante de fase

10° 10°
Numero de aristas

Figura 5.97. Convergencia de los distintos indicadores (refinamiento 1:4) con formulacion en
campo eléctrico

Error en la constante de fase
N
o

——  Uniforme

—  div(u)
div(u) (estimacion cruzada)

Numero de aristas

Figura 5.98. Convergencia del indicador por continuidad de flujo (refinamiento 1:4)

5.4.5. Linea Coplanar Encapsulada con Sustrato Anisétropo con
Pérdidas

En ultimo lugar se analiza una linea coplanar encapsulada en una carcasa metalica de
seccion rectangular. Las tiras conductoras interiores tienen, como en el caso anterior, un espesor
nulo, y el sustrato sobre el que se encuentran situadas presenta pérdidas y anisotropia total en su
permitividad eléctrica:

8- 702 4—j0.1 3-;0.1
€,=[4-j0.1 6—j0.1 4-j02 (5.193)
3-70.1 4-02 7-03
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Estas caracteristicas dieléctricas no son habituales y, por tanto, este ejemplo tiene, mas
bien, un interés académico y se ha elegido con el fin de comprobar el comportamiento de los
indicadores desarrollados en el caso mas general posible.

La figura 5.99 muestra esta estructura y sus dimensiones, mientras que en la figura
5.100 se representan las componentes transversal y axial del campo eléctrico, obtenida con una
formulacién en campo eléctrico, en el primer modo para la mitad de la estructura. De nuevo, se
ha aprovechado la simetria de la seccion de la linea y la resolucion se ha realizado con la mitad
de ella imponiendo en el eje de simetria la condicion de pared magnética. Se puede apreciar que
la componente axial es mucho menor que la transversal, y en ésta se observan dos
singularidades en los extremos de las tiras conductoras internas.

Las mallas utilizadas para calcular la convergencia que se obtiene con el MEF clasico se
muestran en la figura 5.101. La segunda y tercera fueron obtenidas a partir de la primera con
sucesivos refinamientos 1:2 de todos los elementos y aplicando con posterioridad las técnicas de
reposicionamiento de nodos e intercambio de aristas para mejorar la calidad de sus elementos.
Las mallas obtenidas con los tres indicadores se presentan en las figuras 5.102-5.104. En ellas
se observa que todos los indicadores detectan correctamente la singularidad.

En este caso, dadas las caracteristicas dieléctricas del problema, no se ha podido obtener
un valor de referencia mediante un programa comercial para calcular, a partir de él, la precision
obtenida. Por tanto, en vez de curvas de convergencia, se presenta en las figuras 5.105 y 5.106
la evolucion de la constante de propagacion (constante de atenuacion y de fase) obtenida en
cada proceso de adaptacion, y se compara con los resultados del método clasico.

En todos los casos se aprecia una mejora de la convergencia respecto al MEF clasico.
Sin embargo, mientras el valor asintotico para los dos primeros indicadores parece coincidir, el
obtenido con el indicador de flujo resulta inferior. Este hecho parece indicar que, aunque este
ultimo indicador detecta correctamente las zonas de singularidad, las sobreestima e impone un
refinamiento excesivo en éstas respecto al resto del dominio, lo que se traduce en una
desviacion del autovalor, debido al mal condicionamiento de la matriz, que no se corrige en las
siguientes etapas.

También es interesante destacar que, mientras en los ejemplos anteriores el autovalor
obtenido en el proceso de adaptacion se acerca mondtonamente a su valor exacto (de modo
decreciente cuando se resuelve con la formulacién en campo eléctrico, y creciente cuando se
hace con la de campo magnético), en este caso se observa que no existe tal monotonia en el
acercamiento al valor asintotico. Este hecho puede ser debido a las caracteristicas anisotropas o
de pérdidas del sustrato.

Por ultimo, en la figura 5.107 se representa la distribucién de la densidad del error
estimado con los tres indicadores analizados en sus respectivas mallas adaptadas y en la segunda
malla uniforme de la figura 5.101. Se han representado las mallas adaptadas que presentan un
numero de aristas similar al de la malla uniforme. Este nimero para cada una de ellas es:

e Malla uniforme: 384 aristas.

¢ Segunda malla adaptada con el indicador residual: 395 aristas.

e Tercera malla adaptada con el indicador ZZ: 433 aristas.

e Cuarta malla adaptada con el indicador de continuidad de flujo: 414 aristas.

Es evidente, a la vista de estas distribuciones, que los tres indicadores de error
consiguen crear mallas que confinan el error en las zonas de singularidad en mayor medida que
las mallas uniformes.
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Figura 5.99. Estructura de la linea coplanar encapsulada
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Figura 5.100. Distribucion de las componentes transversales (a) y axial (b) del campo eléctrico
para el primer modo de la linea coplanar encapsulada
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Figura 5.102. Mallas adaptadas (1%, 2* y 3%) con el indicador residual (f,=f=0.5), refinamiento
1:4 y resolucion en campo eléctrico
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Figura 5.103. Mallas adaptadas (1%, 3* y 4%) con el indicador ZZ, refinamiento 1:4 y resolucion
en campo eléctrico
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Figura 5.104. Mallas adaptadas (1%, 3* y 4*) con el indicador por continuidad de flujo,
refinamiento 1:4 y resoluciéon en campo eléctrico
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Figura 5.105. Constante de fase obtenida con mallas no adaptadas y en el proceso de adaptacion
con los distintos indicadores
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Figura 5.106. Constante de atenuacion obtenida con mallas no adaptadas y en el proceso de
adaptacion con los distintos indicadores
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a) b) C)
Figura 5.107. Distribucion de la densidad del error estimado con el indicador residual (a), el
indicador ZZ (b) y el indicador de continuidad de flujo (¢) en mallas adaptadas (arriba) y
uniformes (abajo) con un nimero similar de aristas.
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Capitulo 6.
CONCLUSIONES Y LINEAS FUTURAS

A lo largo de la primera parte de esta tesis (capitulos 2, 3 y 4) se ha presentado una
metodologia multibloque de generacion de mallas superficiales y volumétricas a partir de la
discretizacion del contorno del dominio del problema, y un conjunto de métodos o técnicas de
mallado que se enumeran a continuacion:

e Dominios bidimensionales:

e Generacion de mallas triangulares, cuadrilateras y mixtas (estructuradas y no
estructuradas) en dominios cuadrilateros.

e Generacion de mallas triangulares, cuadrilateras y mixtas (estructuradas y no
estructuradas) en dominios triangulares.

e Generacion de mallas triangulares, cuadrilateras y mixtas (estructuradas y no
estructuradas) en dominios poligonales convexos.

e Generacion de mallas triangulares, cuadrilateras y mixtas (estructuradas y no
estructuradas) en dominios de geometria arbitraria mediante su descomposiciéon en
subdominios triangulares, cuadrilateros o poligonales convexos.

¢ Dominios superficiales tridimensionales:

¢ Generalizacion de las técnicas bidimensionales en superficies definidas por su contorno.

e Técnicas de transformacion de superficies cuadricas y de revolucion en superficies
planas y definidas por su contorno, respectivamente, con el fin de aplicar sobre ellas los
métodos anteriores.

Todas estas técnicas se caracterizan por su bajo coste computacional y la calidad de las
mallas generadas.

e Dominios volumétricos:

e Generacion de mallas hexaédricas o tetraédricas estructuradas en dominios hexaédricos
cuya discretizacion del contorno permita la generacion de una reticula.

¢ Generacion de mallas tetraédricas no estructuradas en dominios de geometria arbitraria.
El coste computacional de los primeros métodos es muy bajo. Sin embargo, en el

segundo caso, este coste se incrementa considerablemente por tratarse de un método mucho mas
general.

En todas estas situaciones bi- y tridimensionales se han desarrollado técnicas de
suavizado o mejora de calidad de la malla a posteriori que se han mostrado muy eficientes.

De todos los anteriores métodos de discretizacion, se pueden considerar como
contribuciones originales de esta tesis:

e La funciéon de interpolacion para la discretizacion de areas triangulares con el mismo
numero de divisiones en sus tres lineas, presentada en (2.29).

e El método FARG de discretizacion de areas cuadrilateras, triangulares y poligonales
convexas.

¢ El método FARG3D de discretizacion de superficies definidas por su contorno y, mediante
transformaciones de coordenadas adecuadas, de superficies cuadricas y de revolucion.
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e [os distintos criterios en la generacion de elementos aplicados a la generacion de mallas

tetraédricas no estructuradas mediante el método de frente de avance volumétrico.

En la segunda parte de la tesis (capitulo 5) se han desarrollado algoritmos para la
generacion automatica e inteligente de mallas, es decir, la creacion de discretizaciones del
dominio que atnen un bajo coste computacional (pocas incognitas) y una alta precision en la
solucion. Con este fin se han desarrollado los siguientes tipos de indicadores de error para
problemas bidimensionales (tanto en elementos triangulares como cuadrilateros):

¢ Indicadores de error basados en el residuo de la ecuacion vectorial de onda y las
condiciones de contorno en las aristas de cada elemento.

e Indicadores de error basados en la comparacion del rotacional de la solucion con un
rotacional suavizado continuo a lo largo del dominio, obtenido a partir del rotacional de la
solucion.

e Indicadores de error basados en la continuidad de flujo (eléctrico o magnético) en las
aristas interiores de la malla.

De estos tres indicadores, los dos ultimos son aportaciones originales de la tesis.

Tras la estimacion del error se debe enriquecer o refinar la malla en aquellas zonas o
elementos que presenten un mayor error. Para ello se han desarrollado dos técnicas de
refinamiento tipo h local conforme en triangulos:

e Refinamiento de arista mas larga o 1:2.

e Refinamiento regular o 1:4.

En ambos casos se mantiene la conformidad de la malla, es decir, ésta no presenta
nodos “sueltos”, y la irregularidad de los elementos se encuentra acotada, pues se garantiza que
el minimo angulo en cualquiera de las mallas de adaptacion es, como minimo, la mitad del
angulo minimo de la malla inicial.

Estos indicadores y técnicas de refinamiento han sido validados mediante la aplicacion
de procedimientos adaptativos en distintas lineas de transmision. De los resultados obtenidos
con ellos se puede concluir que el indicador ZZ basado en el rotacional recuperado de la
solucion completa u de la solucidon presenta un comportamiento similar al indicador residual,
mientras que el indicador basado en la continuidad de flujo detecta de un modo mas fino las
singularidades del problema, siendo necesaria, para una correcta evaluacion del mismo, la
utilizacion de precondicionadores que disminuyan el nimero de condicion de la matriz B del
autosistema (4+AB)x=0 y permitan el estudio de problemas que presenten fuertes

singularidades, como los analizados en el capitulo 5.

Asimismo, la tesis aporta una técnica de estimacion del error en el autovalor, aplicable
en aquellos casos donde el acercamiento al autovalor exacto se realiza de forma mondtona tanto
con formulaciéon en campo eléctrico como con formulacién en campo magnético.

Como ampliacion tedrica, se han desarrollado también indicadores de error de la misma
naturaleza que los resefiados anteriormente, para problemas tridimensionales en cavidades
resonantes. Una posible continuacion de esta tesis puede consistir en la validaciéon de estos
indicadores y en el desarrollo de otros para problemas tridimensionales, asi como el disefio de
métodos de refinamiento tridimensional tipo Delaunay que permitan un rapido enriquecimiento
de la malla en el proceso adaptativo.

Otras lineas futuras de investigacion pueden encontrarse en:

e El disefio de técnicas de mallado superficial en superficies arbitrarias.

e El desarrollo de otros métodos de mejora a posteriori de la malla, sobre todo en el caso
volumétrico, basados principalmente en la descomposicion o union de elementos vecinos
en otros mas regulares.

¢ El desarrollo de un método de mallado cuadrilatero que posibilite la aplicacion del método
adaptativo en mallas cuadrilateras.
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¢ El desarrollo de otros indicadores de error de recuperacion basados en el promediado de la
solucion, u otra funcidn relacionada con ella, en parches de elementos.

e La generalizacion de los estimadores desarrollados a elementos de orden superior.

e La implementacion del refinamiento fipo p o una combinaciéon /p, y la comparacion de
¢éstos con los desarrollados en esta tesis.

e La aplicacion del método adaptativo a problemas con excitacion, tanto en dos como en tres
dimensiones.
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Apéndice 1.

NOMENCLATURA Y ESTRUCTURAS DE DATOS
EN LA GENERACION DE MALLAS

En este apéndice se describe la nomenclatura utilizada para refererirse a los distintos
componentes de la geometria y del mallado, esto es, los datos de entrada o definicion de la
estructura a mallar, y los de salida, que componen la discretizacion del dominio.

Las ideas fundamentales en las que se basa la estructuracion de estos datos son dos: La
primera consiste en hacer una separacion entre los datos que definen la geometria del espacio a
mallar y los datos del mallado en si. Asi, una linea de la geometria esta determinada por dos
puntos de la geometria, mientras que una arista del mallado esta definida por dos nodos de la
malla. Son dos definiciones paralelas pero que hacen referencia a distintos ambitos: la geometria
del problema y la malla. La segunda es la utilizacion de una estructura jerarquica que facilite la
gestion de los componentes de la geometria y de la malla. De esta forma, un componente de
dimension superior se forma a partir de los de dimension inmediatamente inferior, como
veremos mas adelante.

Aunque algunos componentes de las estructuras de geometria y mallado en dos
dimensiones son directamente extrapolables a tres dimensiones, resulta evidente la necesidad de
desarrollar estructuras jerarquicas de geometria y mallado independientes en dos y tres
dimensiones. En este tltimo caso, la tercera dimensién implica un nivel mas de jerarquia.

Al.1. Componentes de la Geometria Bidimensional

El enfoque multibloque que se aplica a los métodos desarrollados en el capitulo 2
implica que, a la hora de definir geometrias complejas o con diversas caracteristicas fisicas
(materiales y condiciones de contorno) en su dominio, se utilicen areas sencillas, triangulares,
cuadrilateras o poligonales. Estas areas son las unidades minimas de mallado y s6lo pueden
tener en su interior un tipo de material. Lo mismo sucede con las lineas, donde solo puede
definirse una condicion de contorno.

Asi pues, un dominio arbitrario puede quedar definido por n areas. Estas compartiran
lineas y puntos entre si, debiendo mantener una coherencia a la hora de discretizar lineas
comunes.

En el ejemplo de la figura Al.l1 se ha optado por la division del dominio en
subdominios (areas) cuadrilateros dada la no convexidad del problema. Sin embargo, existen
casos en que no es la geometria lo que fuerza a utilizar varias areas, sino la presencia de
distintos materiales en el interior del dominio o, por ejemplo, las distintas caracteristicas
eléctricas del contorno. En la figura A1.2 se puede observar una linea microstrip dividida en un
total de 6 areas cuadrilateras.
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Figura A1.1. Creacion de un dominio de mallado mediante tres areas cuadrilateras

n n n

Figura A1.2. Division en 6 areas cuadrildteras de la estructura de una linea microstrip

A continuacion se definen los componentes de la geometria del problema:

® Punto: es la parte basica y fundamental de la informaciéon geométrica, a partir de la cual se
genera el resto. Esta definido por dos coordenadas cartesianas en el plano.

e Foco: es un tipo de punto que, ademas de su posicion, lleva asociado un angulo para definir
una direccion en el plano. Se utiliza en la definicion lineas conicas.

e Linea: esta definida de forma general por dos puntos, el inicial y el final. En el caso de
lineas conicas también sera preciso sefialar un foco. Dado que existe la posibilidad, como
se describe en el apéndice 2, de discretizar una linea de un modo arbitrario, parece que la
opcion de linea conica no tenga mucho sentido, pero existen dos razones que la justifican:

e Simplifica la discretizacion de la linea, pues se calculan automaticamente los nodos
internos a partir de los dos puntos extremos del arco y el foco, como se describe en el
apéndice 2.

¢ En el caso de utilizar elementos de orden superior o técnicas de mallado adaptativo, el
conocimiento del foco permite calcular la posicién de los nodos interpolados en la
arista. En la figura A1.3 se puede observar una linea recta discretizada en forma de
conica con dos divisiones y otra definida directamente como conica en las que se han
utilizado elementos de segundo orden, cuyas aristas se dividen en dos aristas
interpoladas (linea discontinua). Se puede observar que los nodos interpolados se
ajustan mejor a la curva en el segundo caso que en el primero.
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Figura A1.3. Interpolacion de nodos en las aristas: a) linea recta, b) linea conica

En lineas rectas es indiferente cual de los puntos es el inicial y cual el final. El orden de
éstos sodlo se utiliza como criterio en la discretizacion de la linea y no tiene efectos sobre el
resultado final. No ocurre lo mismo con las conicas, donde se asume que el arco va del
punto inicial al final segiin el sentido positivo matematico (CCW), como se puede observar
en la figura Al.4.

p. final p. inicial

p- inicial p. final

Figura A1.4. Criterio CCW para el sentido del arco en lineas conicas

e Polilinea: es la union de varias lineas consecutivas bajo una misma estructura geométrica
(figura A1.5), tal que en un determinado momento de la definiciéon de la geometria del
problema la polilinea puede ser considerada como una linea definida entre el punto inicial
de la primera linea y el punto final de la ultima.

linea 1
linea 3
linea 4
linea 2
Figura A1.5. Ejemplo de polilinea
Se utiliza una estructura como la polilinea con el objeto de conseguir que la estructura
superior considere esa polilinea como una linea. Esto resulta util en la definicion de figuras

de tipo triangular o de tipo cuadrilatero con mas de tres o cuatro lados (figura A1.6). De
este modo se pueden aplicar los métodos de mallado desarrollados para este tipo de areas.
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L

Figura A1.6. Areas triangulares y cuadrilateras definidas mediante polilineas
e Area: esta definida por las lineas del contorno, las cuales deben definir un espacio cerrado
y no deben cruzarse entre si. En la figura A1.7 se presenta un ejemplo de definicion de

area. En este caso, ésta puede ser definida como un area triangular, como una cuadrilatera
0, en general, como un area poligonal.

O

Figura A1.7. Definicion de un circulo: a) con un triangulo, b) con un cuadrilatero

La definicion del area debe hacerse indicando sus lineas o sus puntos consecutivos, como
muestra la figura A1.8. En este caso, el sentido elegido es irrelevante.

P2

L2 L1

P3 P1

L3 L5

P4
L4 P5

Figura A1.8. Definicion de area a partir de sus lineas o puntos

Al.2. Componentes de la Malla Bidimensional

Las distintas estructuras que se requieren para la completa definicion de la malla en
dominios bidimensionales son:
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® Nodo: es una estructura analoga al punto de la geometria. También se define a partir de dos
coordenadas en el plano. Los nodos se crean en la discretizacion de lineas o areas.

o Arista: esta definida por los dos nodos de sus extremos. Normalmente, la arista es la recta
que une dichos nodos. Sin embargo, en el caso de pertenecer a una linea conica, se puede
conocer su curvatura, si se pretende utilizar elementos curvos, elementos de orden superior
o mallado adaptativo, a partir de su pertenencia a la linea.

e Elemento: en dos dimensiones el elemento final del mallado es un figura plana cerrada por
aristas. Esta figura puede ser un tridngulo o un cuadrilatero, dependiendo del nimero de
aristas que la formen.

A1.3. Parametros Fisicos del Problema

Ademas de la descripcion de la geometria del dominio y de la conectividad de la malla,
es necesario, para la completa definicion del problema, conocer las propiedades fisicas
asociadas a éste, esto es, el material (permitividad eléctrica y permeabilidad magnética)
asociado a cada elemento y las condiciones de contorno del problema asociadas a algunos nodos
y aristas. Por lo tanto, resulta evidente la necesidad de que los componentes de la malla
dispongan de esta informacion para que, en la resolucion posterior del problema mediante el
MEF, sea utilizada adecuadamente. Asimismo, es interesante que los componentes de la
geometria también dispongan de ella, pues de esta forma se pueden desarrollar mecanismos de
herencia desde componentes de la geometria a sus analogos en la malla. Por ejemplo, un area a
la que se asigna un determinado material puede transferir esta propiedad a los elementos
generados tras su mallado.

Al.4. Informacion de Gestion de Malla

Hasta ahora se ha descrito la informacion de geometria, de conectividad y fisica
necesaria para tener completamente definido el problema y que éste pueda ser resuelto mediante
el MEF. No obstante, se precisa otro tipo de informacion asociada a la comentada anteriormente
y que la complementa con el fin de simplificar las rutinas de gestion de la malla, entendiendo
por gestion el control sobre ésta y la posibilidad de realizar ciertas operaciones en ella, como
borrar componentes de la malla, reposicionar nodos, intercambiar aristas, seleccionar
componentes, asignar propiedades, etc. Este tipo de informacion relaciona componentes de la
geometria con componentes de la malla, y componentes de la malla entre si. A continuacion se
enumeran los atributos de este tipo que presentan los distintos componentes de la geometria y el
mallado.

e Punto: nodo asociado.

e Linea: arista inicial y final de las que componen su discretizacion. Dado que las aristas en
una linea siguen una numeracion consecutiva, conociendo la primera y la ultima se
conocen todas ellas.

e Area: elementos inicial y final, aristas inicial y final internas, nodos inicial y final internos.
Con esta informacion, y por la misma razén que en el caso de la linea, se conocen todos los
componentes de la malla que pertenecen a un area.

® Nodo: punto asociado y nodos vecinos, es decir, aquéllos con los que comparte arista.

¢ Arista: linea a la que pertenece y elementos vecinos, es decir, elementos que la comparten.

o Elemento: area a la que pertenece y tipo de elemento (triangular o cuadrilatero).

Como se ha comentado anteriormente, esta informacion no es absolutamente necesaria,
pero si muy util. Esta utilidad se refleja, por ejemplo, en la rutina de reposicionamiento de
nodos descrita en el punto 2.6.1. En ella es necesario conocer los nodos vecinos de cada nodo
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interior de un area. Sin la informacion de estos nodos vecinos seria necesaria una busqueda de
’ . 2 .

orden n para cada nodo, esto es, se trataria de un proceso con un coste computacional O(n”). Sin

embargo, si esta informacion es conocida, este reposicionamiento s6lo requiere un coste O(n).

A1l.5. Componentes de la Geometria Tridimensional

Como ya se comento en la introduccion de este apéndice, estas estructuras son similares
a las bidimensionales; sin embargo, al tener un grado mas de libertad, en ocasiones es preciso no
solo una coordenada mas, sino otro tipo de informacion para poder representar una figura sin
ambigiiedad. Los componentes de geometria son los siguientes:

e Punto: al igual que en dos dimensiones, es la parte basica y fundamental de la estructura
geométrica, y de la que se obtienen el resto de componentes. Estad definido por tres
coordenadas cartesianas en el espacio.

e Eje: representa una direccion en el espacio y puede definirse mediante dos puntos que
marcan un vector director, o expresarlo en funcién de los angulos de las coordenadas
esféricas (¢, 0).

e Linea: en el caso de lineas rectas, éstas estan definidas por dos puntos, el inicial y el final.
Si se trata de lineas conicas, ademas de los puntos extremos también es preciso sefialar un
foco y un eje. El eje es necesario para definir sin ambigiiedad la linea cuando los extremos
del arco y el foco estan alineados, como se muestra en la figura A1.9. Como se ha
comentado arriba, el eje es un tipo de estructura independiente; sin embargo, el foco es
simplemente un punto con una orientacion asociada.

eje 2 P2

ejel

Pl

Figura A1.9. Dos posibles lineas conicas con los mismos puntos y foco

e Polilinea: es la union de varias lineas consecutivas bajo un mismo componente geométrico.
Esto permite la definicion de lineas mas complejas a partir de lineas rectas o curvas mas
sencillas. Posteriormente, estas polilineas se pueden utilizar en la definicion de superficies.

e Superficie: esta definida por las lineas del contorno, el cual debe ser cerrado, que delimitan
el espacio que se pretende definir. Como en el caso bidimensional, las lineas o puntos
necesarios para la definicion de la superficie se deben introducir ordenadamente. Esto seria
suficiente para una superficie plana, pero cuando las lineas del contorno son curvas y se
pretende definir superficies con una determinada ecuacion, son necesarios mas datos para
definir la superficie completamente. Los diferentes tipos de superficies bajo consideracion
son:

1. Plana o definida por su contorno: no requiere mas informacion.
2. Esférica: se necesita un punto adicional (el centro).
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3. Elipsoidal: se necesitan dos puntos adicionales (el centro del elipsoide y el foco del
mismo) junto con un eje que defina el eje principal del elipsoide.

4. Paraboloide eliptico: al igual que en el caso anterior, se requieren dos puntos (el vértice
y el foco) y un eje.

5. Revolucidn: se necesita un eje, que es justamente el de revolucion.

o Polisuperficie: es la union de varias superficies bajo una misma figura geométrica, que sera
tratada como una Unica superficie. El objetivo es el mismo que el visto para la polilinea, es
decir, que la estructura superior, en este caso el volumen, considere una polisuperficie
como una unica superficie. Asi se puede definir un volumen hexaédrico con mas de seis
superficies (figura A1.10). El concepto de polisuperficie es util cuando la superficie que se
desea definir se pueda crear a partir de otras superficies mas sencillas, o cuando ésta
presenta regiones con propiedades distintas. En ese caso, la utilizacion del concepto de
polisuperficie reduce el nimero de volumenes necesarios.

e Volumen: se define mediante las superficies que lo determinan y que crean un espacio
cerrado. Esta es la estructura mas alta de la jerarquia geométrica.

polisuperficie 1

Figura A1.10. Volumen definido mediante polisuperficies

A cada uno de estos componentes se le puede afadir, como en el caso bidimensional,
informacion referente a las condiciones de contorno (en puntos, lineas y superficies) o el tipo de
material (en volimenes). Este tipo de informacion puede ser heredada por aquellos
componentes de la malla que se derivan del correspondiente componente geométrico.

Existe un caso particular de volumen que es creado de una manera mucho maés estricta,
ya que es mallado utilizando otro procedimiento que el seguido en el caso general. Es el caso
del hexaedro discretizado mediante el método interpolador descrito en el punto 4.1. Este
volumen esta formado por seis superficies, planas o curvas. En este caso particular el volumen
no se define a partir de las superficies de su contorno, sino que se hace directamente a partir de
sus ocho puntos de geometria o vértices. El motivo de esta particularidad es permitir un mayor
control sobre la informacion de geometria y de malla del volumen que permita la aplicacion del
método interpolador, tanto en su variante de mallado hexaédrico como en la de mallado
tetraédrico. El convenio de indicacion de los puntos del volumen consiste en introducir primero
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los puntos consecutivos de una superficie y a continuacion los de la superficie opuesta siguiendo
el mismo orden. En la figura A1.11 se muestran algunas posibles combinaciones.

2 5

Figura A1.11. Orden de los puntos en la definicién de un hexaedro

A1.6. Componentes de la Malla Tridimensional

Los componentes necesarios para la completa definicion de una malla tridimensional
son:

® Nodo: queda definido por sus coordenadas cartesianas en el espacio.

e Arista: estd definida por dos nodos (el inicial y el final). En ella son de aplicacion las
mismas consideraciones realizadas en la arista bidimensional con respecto a la curvatura.

e Cara: estd definida por las aristas que la delimitan. Se pueden generar caras triangulares o
cuadrilateras. Las caras pueden ser planas o curvas. En el caso de emplear elementos
curvos, de orden superior o métodos adaptativos que puedan requerir un refinamiento en la
cara, se puede conocer la curvatura de ésta sabiendo a qué superficie pertenece.

e Elemento: esta definido por las caras que lo delimitan. El elemento es volumétrico en el
mallado tridimensional. Puede ser un tetraedro si tiene cuatro caras triangulares, o un
hexaedro si tiene seis caras cuadrilateras (figura A1.12). Se podrian crear elementos con
diferentes niumeros de caras (prismas de base triangular o piramides de base cuadrilatera),
pero en esta tesis no se contempla esa posibilidad. Por tanto, se deduce que en un mismo
volumen no se pueden encontrar ambos elementos, es decir, tetraedros y hexaedros, ya que
para poder conectarlos es preciso el uso de estos otros tipos de elementos. Los tetraedros o
hexaedros son la estructura mas alta en la jerarquia del mallado.

Figura A1.12. Tetraedro y hexaedro irregulares
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Al igual que en el caso bidimensional, es conveniente utilizar una serie de estructuras
auxiliares que, como ya se comentd, no pertenecen al mallado en si, pero son ttiles en la gestion
de la malla y la geometria. En el caso tridimensional son mas necesarias, si cabe, porque el
control de la malla debe ser mas exhaustivo para poder conocer las conexiones entre los
diferentes componentes de ésta. Como se ha visto anteriormente, el elemento (tetraedro o
hexaedro) es el componente superior en la estructura jerarquica y, por tanto, a partir de un
elemento es posible conocer las caras que lo componen, a partir de éstas se pueden conocer sus
aristas, y de las aristas se obtienen sus nodos. En el proceso de construccion de la malla hay
ocasiones en los que se precisa realizar el proceso inverso, es decir, a partir de un nodo conocer
las aristas, caras y elementos a los que pertenece. Con el objeto de cumplir este requerimiento,
los componentes de la malla incluyen, ademas de la informacion analoga para tres dimensiones
a la ya comentada en A 1.4, los siguientes atributos:

® Nodo: aristas a las que pertenece.

e Arista: caras a las que pertenece.

e Cara: elementos a los que pertenece. Como una cara solo puede pertenecer a dos elementos
como maximo, esta informaciéon puede ser utilizada también para controlar si una cara es
del contorno o es interior. Si una cara es interior debe pertenecer a dos y soélo a dos
elementos, si es exterior unicamente pertenece a uno.

e Elemento: volumen al que pertenece y tipo de elemento (tetraedro o hexaedro).
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Apéndice 2.
DISCRETIZACION UNIDIMENSIONAL

La discretizacion de lineas es el primer paso en todo proceso de generacion de malla
basado en la discretizacion del contorno, independientemente del nimero de dimensiones en
que se esté trabajando. Evidentemente, es el tipo de discretizacion mas sencilla, pero, teniendo
en cuenta que sin su descripcion no se tendria una vision completa de la generacion de mallas,
se ha considerado interesante introducir en este apéndice las posibilidades que presenta este tipo
de discretizacion y como se han llevado a cabo en la presente tesis.

La division de lineas en aristas puede tener dos finalidades:

e Discretizar un dominio unidimensional sobre el que se quiere estudiar un determinado
problema mediante el MEF. En este caso, esta discretizacion es en si misma el proceso de
generacion de malla y los elementos seran las propias aristas generadas.

e Discretizar el contorno unidimensional de un dominio bidimensional o tridimensional
sobre el que se quiere aplicar el MEF.

En ambos casos se actia de forma similar. En el primero, el proceso de discretizacion
acaba con ese paso; en el segundo, sera necesario mallar posteriormente el area definida por el
contorno ya discretizado y, si se trata de un problema tridimensional, generar la malla del
dominio volumétrico definido por las areas o superficies ya malladas.

La discretizacion unidimensional requiere fundamentalmente dos parametros:

¢ El niimero de divisiones en que se va a dividir la linea.

e El tipo de mallado que se le va a aplicar. En la presente tesis se han desarrollado tres tipos
de discretizacion: uniforme, geométrica e irregular. A continuaciéon se comenta cada uno
de estos tipos.

A2.1. Discretizacion Uniforme

En este tipo de discretizacion, los nodos creados en el interior de la linea se encuentran
equiespaciados en distancia, como se puede observar en la figura A2.1.

a) b)
Figura A2.1. Discretizacion uniforme con 4 divisiones: a) linea recta, b) linea conica
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La generacion de nodos equidistantes en una linea recta no plantea problemas. Sin
embargo, el caso de lineas conicas requiere un analisis mas detallado.

Como se comenta en el apéndice 1, una linea conica queda completamente definida por
sus puntos inicial y final, su foco y un eje que indica la direccion de la curva en el espacio. Para
averiguar la posicion de los nodos interiores en la discretizacion de lineas conicas se hace uso de
la ecuacion que relaciona la distancia p, con el angulo ¢ (figura A2.2), para el caso en que ésta
tenga un foco en el origen y sus ejes coincidan con los ejes coordenados:

p=—> (A2.1)
1+ecosp

donde p y e (excentricidad) son dos parametros constantes de la conica. En la figura A2.2 se

puede interpretar el significadodep y e (e = £) en el caso de una elipse paralela al eje x.
a

Figura A2.2. Parametros de la elipse

Se pueden calcular los valores de p y e a partir de los datos de la conica, esto es, las
coordenadas del foco y los puntos extremos del arco conico. Asi, sustituyendo en (A2.1), se
obtiene:

p=d,(l+ecosy,) (A2.2)
_ d, —d,
d, cos@, —d, cos@,

¢ (A2.3)

donde d;, d; son las distancias de dos puntos de la conica al foco de la misma, y ¢;, ¢, son los
angulos entre el eje mayor de la conica y las rectas formadas al unir los puntos con el foco
(figura A2.3).
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;\:CE

f ; '
Figura A2.3. Datos de una conica

Una vez conocidos p y e, se puede obtener el valor de p para cada uno de los valores de
¢ a lo largo de todo el arco. Tras esto, solo resta transformar estas coordenadas polares en
cartesianas para obtener la posicion de los nodos interiores de la linea.

Se resuelve asi la generacion de nodos en conicas cuyo foco coincide con el origen de
coordenadas y se encuentran orientadas segun el eje x. En el caso general en que la conica
presenta una situacion y orientacion arbitraria en el plano (para el caso bidimensional) o en el
espacio (para el caso tridimensional) son necesarios traslaciones y giros previos para convertir
la conica arbitraria en una canonica. A continuacion se describen los pasos que se realizan con
este proposito para el caso tridimensional, siendo el procedimiento bidimensional una
particularizacion de éste:

1. Se realiza una traslacion del centro de coordenadas para situarlo sobre el foco de la conica;
esto se consigue restando a cada coordenada las coordenadas del foco (7., f;, 1.).

xf =X X
yi=y=1, (A2.4)
Zf =zZ—],

2. Se calcula el vector normal al plano que contiene la conica, para lo cual son necesarios los
tres puntos conocidos de ese plano P, P,y el foco (en el caso de que estos tres puntos
estén alineados, es necesario un cuarto punto que resuelva la ambigiiedad y que se puede
obtener a partir del eje especificado en la definicion de la conica). Se definen dos vectores
con esos tres puntos y el producto vectorial de esos vectores es el vector normal al plano.

Zjj:(l)lx_})2x51)ly_})2)1’1312_})22) (A25)
P=(R. = /0P, = £, P~ )
i =i XV (A2.6)

3. El eje de la conica define un vector contenido en el plano de ésta. De modo que se
conocen dos vectores perpendiculares entre si, y que se utilizan para calcular, mediante su
producto vectorial, un tercer vector perpendicular a ambos:

Ww=iixefe (A2.7)

4. Estos tres vectores, normalizados, (ﬁ,v?/, eje) son utilizados como vectores de referencia

para construir un nuevo sistema de ejes coordenados. Para realizar la transformacion de
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coordenadas desde el sistema original a las coordenadas sobre los nuevos ejes, se utiliza
una matriz de transformacién M. La matriz se crea de la siguiente forma:

eje, eje, eje,
M=lw, w, W (A2.8)
n, n, n,

5. Se realiza la transformacion de los puntos P;y P, a los nuevos ejes coordenados utilizando
la matriz M. De forma general la transformacion de un punto P se consigue mediante

P=M-|P (A2.9)

Una vez finalizada la traslacion y la rotacion de los ejes, el resultado es la conica situada
enun plano z =0 y en el origen de dngulos ¢" =0 , por lo que (A2.1) es de aplicacion directa.

El siguiente paso consiste en discretizar la linea en aristas, de modo que la longitud de
éstas sea similar, es decir, los nodos queden equiespaciados a lo largo de la conica. Para
conseguir esta discretizacion se plantean algunas posibilidades. Se puede pensar en dividir de
forma convencional la recta que une los puntos P;y P,, para después hacer una proyeccion de
los puntos intermedios sobre la curva. Esta opcion se descarta ya que solo es aceptable cuando
la recta estd “cerca” de la curva. Cuando no es asi, las diferencias entre el arco y la cuerda son
demasiado grandes como para no tenerlas en cuenta (figura A2.4a), sobre todo cuando el
objetivo es que todos los arcos tengan la misma longitud. Otra opcidon es dividir la curva
mediante divisiones equiangulares, opcion valida si la curva es un arco de circunferencia. En
caso de conicas donde no haya correspondencia directa entre el angulo y el arco, no es valida
esta solucion (figura A2.4b).

a) b)

Figura A2.4. Situaciones no validas al dividir una conica

La solucién que se ha adoptado finalmente es realizar una aproximacion de la curva por
una serie de puntos ¢;. Estos puntos en la curva se calculan realizando una division equiangular
del rango de angulos en el que se esta trabajando, y posteriormente se obtiene el punto asociado
a cada angulo. Este muestreo de m puntos debe ser bastante mas denso que la discretizacion que
se pretende obtener. Midiendo la distancia entre los puntos consecutivos y sumandola, se
consigue una aproximacion de la longitud D del arco de la cénica.
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m—1
D= dist(q;,4,,) (A2.10)

i=1

Dividiendo este valor entre el nimero de divisiones se obtiene el valor de la longitud del
arco d;, para cada division. Partiendo del primer punto del muestreo se va sumando la distancia
entre los puntos consecutivos hasta que se alcance la distancia d,;, deseada. Cuando esto suceda,
¢se serd el primer nodo interior de la linea, que denominaremos ¢, . El resto de divisiones se

obtienen de manera sucesiva partiendo del nodo definido en la divisién anterior. De forma
general, cada nodo se obtiene realizando sumatorios parciales de las distancias entre los puntos
auxiliares, hasta que el sumatorio tenga un valor lo mas préximo posible a dg,. Al dividir la
conica en div divisiones, se crean div-1 nodos interiores g, ...q; ...q; ,con g, tal que:

k,—1 k,
Y dist(q;,q,0) <d g, < D dist(q;,9,,1) (A2.11)
i=k,_, i=k,_

De esta manera se consigue la division de lineas conicas en tramos de la misma
longitud, pudiendo ajustar la precision aumentando el nimero de divisiones auxiliares.

Una vez realizada la discretizacion de la coénica en el plano auxiliar, el ltimo paso
consiste en deshacer el cambio de plano y volver a situar la conica en su posicion original. Para
reposicionar la conica se aplica el cambio de plano tanto a los puntos que definen la conica
como a los nodos interiores recién creados. Para pasar de un punto del plano auxiliar al plano
original se utiliza la misma matriz definida en (A2.8) de la siguiente manera:

_ T 4
P=M"-|P (A2.12)

Soélo resta deshacer la traslacion, para lo cual basta con sumar las coordenadas del foco
a cada una de las coordenadas de los nodos que se estan tratando.

A2.2. Discretizacion Geométrica

En ocasiones resulta interesante realizar una discretizacion de la linea en la que la
distribucién de los nodos a lo largo de ella siga una progresiéon geométrica, es decir, que la
densidad de nodos sobre la linea vaya disminuyendo paulatinamente desde el llamado punto de
acumulacion hasta el otro punto extremo.

Para conseguir este tipo de mallado es necesario conocer, ademas del nmimero de
divisiones, los siguientes parametros:

¢ El punto de acumulacion que, logicamente, debe pertenecer a la linea que se quiere mallar.
En sus proximidades, la densidad de nodos sera mayor.

e El factor o razon geométrica que debe seguir la progresion. Es valido como tal cualquier
numero real positivo. En el caso en que éste sea menor que 1, el punto de acumulacion sera
el opuesto al indicado.

En la figura A2.5 se observan dos ejemplos de este tipo de mallado, realizados ambos
sobre una linea con cuatro divisiones, con el mismo punto de acumulacion.
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a) b)
Figura A2.5. Ejemplos de mallados geométricos de linea: a) razon=2, b) razéon=3

Este tipo de discretizacion puede resultar interesante cuando se pretende realizar un
mallado gradual, con distintas densidades de malla en el dominio del problema, como es el caso
de la figura A2.6, o cuando se deben discretizar lineas que conectan zonas del contorno con
aristas de muy distinto tamafio. En la figura A2.7, que compara la malla bidimensional obtenida
a partir de una discretizacion uniforme de las lineas de union y la obtenida con una
discretizacion geométrica, se puede apreciar la mejora obtenida en la regularidad de los
elementos cuando se utiliza una discretizacion geométrica con la razéon adecuada. Si el tamafio
de las aristas en un extremo de la linea es d; y en el otro extremo es d,, y se pretende dividir la
linea en # aristas, esta razon se puede obtener como:

r=a a, (A2.13)
dl

Figura A2.6. Malla de un area triangular con dos de sus lineas discretizadas geométricamente
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a) b)
Figura A2.7. Malla gradual en un cuadrado: a) discretizacion uniforme de las lineas verticales,
b) discretizacion geométrica de las lineas verticales

A2.3. Discretizacion Irregular

Esta discretizacion resulta 1til en el caso de contornos sinuosos, curvos que no se
ajusten a ninguna conica o simplemente rectos sobre los que se requiere una distribucion de los
nodos no uniforme, con unas zonas con mayor densidad de éstos que otras (figura A2.8). En
este caso es necesario conocer las coordenadas de los n-1 nodos interiores, siendo 7 el nimero
de divisiones.

Este tipo de discretizacion no impone restricciones sobre el tipo de linea a la que puede
afectar. Sin embargo, resulta incoherente crear una linea conica y, posteriormente, en el proceso
de mallado, situar los puntos interiores fuera del arco coénico. En la figura A2.9 se puede
observar este caso.

Figura A2.8. Ejemplos de discretizacion irregular de lineas rectas
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a) b)
Figura A2.9. Discretizacion irregular de lineas conicas: a) correcta, b) incorrecta
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Apéndice 3.

APLICACION DEL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS A LA ECUACION DE ONDA
VECTORIAL EN PROBLEMAS CERRADOS

El andlisis de estructuras de guiado de ondas y de cavidades resonantes requiere la
resolucion de la ecuacion de onda vectorial para obtener las constantes de propagacion o
frecuencias de resonancia y los campos asociados a ellas. El método de los elementos finitos
permite realizar este estudio en guias y cavidades de geometria arbitraria, inhomogéneas y
anisotropas mediante la transformacion del problema diferencial en un problema algebraico.
Esta transformacion se basa en la formulacién de una ecuacion integral equivalente a la
ecuacion diferencial inicial, y en la descomposicion del dominio del problema en subdominios o
elementos donde la funcidén incognita se interpola o aproxima mediante unas determinadas
funciones base asociadas a cada elemento. Esta interpolacion genera el problema algebraico
equivalente.

De los dos procedimientos habitualmente utilizados para obtener la ecuacion integral, se
describe en este apéndice el método de Galerkin o de los residuos ponderados. La alternativa a
ésta es la formulacion variacional o de Ritz. Esta ultima se basa en la teoria del célculo
variacional y cuenta, por tanto, con una base matematica muy so6lida. Sin embargo, dado que
ambas formulaciones son equivalentes [Bal96], se ha elegido la primera pues resulta
conceptualmente mas sencilla y no requiere nociones de calculo variacional.

La ecuacion diferencial de partida, tanto para el analisis de estructuras de guiado como
para el de cavidades resonantes que no presentan fuentes en su interior, es la ecuacion de onda

vectorial homogénea en cualquiera de los campos £ o H :

Vxu'VxE-w’eE =0 (A3.1)
Vxe'VxH-w*ufd =0 (A3.2)

donde i y €, la permeabilidad magnética y la permitividad eléctrica, son, en general, tensores
complejos de dimensiéon 3x3 que permiten el estudio de problemas con materiales anisétropos

y con pérdidas, y @ es la pulsacion o frecuencia angular.

A las ecuaciones (A3.1) y (A3.2) se les debe afiadir las condiciones de contorno en la
frontera del dominio del problema:

AxE =0 (A3.3)
PE
AxH =0 (A3.4)

donde PE y PM indican condicion de pared eléctrica y de pared magnética, respectivamente.
A la vista del paralelismo entre una formulacién y otra, se puede escribir de un modo
general:

Vxv'VxF -wo*9F =0 (A3.5)
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donde:

(A3.6)

para la formulacion en campo eléctrico y

(A3.7)

para la formulacidon en campo magnético.

A3.1. Problemas de Guiado de Ondas

La simetria traslacional de este tipo de problemas da lugar a campos de la forma:
Fx,p,2)=Fy(x, )" (A3.8)
donde y=a+ jB es la constante de propagacion, o es la constante de atenuacion y 3 es la

constante de fase.
Para este tipo de campos se puede descomponer el operador V como:

V:V0+(i+y}2 (A3.9)
0z
donde:
V0=ifc+ij/—)é (A3.10)
ox dy

Se pueden expresar la primera y segunda ecuaciones de Maxwell sin fuentes de un
modo general como:

VXE =—jouH
- - (A3.11)
VX H = jweE
Desarrollando (A3.11) con el operador V definido seglin (A3.9) se obtiene:
- =\ .. =Y _ L=
VXE = (VOxEO)e " +(z><EO a—+y ¥ =—jouHe "
Za (A3.12)
VxH = (Voxﬁo)e”“ +(2xﬁ0(a—+y}7“ = jweEe "
4
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VX E,=—jouH,

_ - (A3.13)
V,XxH, = jweE,

Multiplicando por u~' y &', respectivamente, y tomando rotacionales modificados
V, X en ambos términos de (A3.13) se tiene:

Vo x(u7'Vy xE, )=—jwV, x ,

- ) (A3.14)
v, x(e‘lVO xH0)=jcoV0 xE,

Por ultimo, sustituyendoV, x H o ¥ VX EO, respectivamente, en (A3.14) por las
expresiones (A3.13) se llega a:

Vo x 'V, xF, )-w’0F, =0 (A3.15)
donde 1’7“0 es E"O 6 H o» dependiendo de la formulacion empleada.

A3.1.1. Obtencion de la Ecuacion Integral mediante el Método de
Galerkin

La obtencion de una expresion integral equivalente a (A3.15) mediante el método de
Galerkin requiere un vector de funciones test 7, que multiplique la ecuacién y cumpla las

condiciones de contorno en la frontera del dominio del problema, es decir:

T, [V x vV, xF, |- 0T, - (9F, )=0 (A3.16)
AxT, , =0 para Fy=E, (A3.17)
AxT, , =0 para Fy=H, (A3.18)

Sustituyendo (A3.9) en la identidad vectorial
V-(AxB)=B-VxA-4-VxB (A3.19)
y asumiendo que 4 y B son invariantes en z, es decir:

04 _3B _,

Za_22 A3.20
Jdz oz ( )

se tiene:

Vo (AxB)+¢ (AxB)=B -V xA+1B-(6xA)-1-V,xB-yi-(6xB)  (A321)

que, teniendo en cuenta

B-(¢2x4)=2-(AxB) (A3.22)
A-(¢xB)=-z2-(Ax B) (A3.23)

se transforma en:
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V, (AxB)=B-V,xA-4-V,xB+(ixB) (A3.24)

En (A3.24) se pueden sustituir 4 y B por v''V,xF, y T,, respectivamente, pues
éstas cumplen (A3.20), y aplicando esta ecuacion en (A3.16) se obtiene:

(v‘lVO xFO)- (Vo xT,)+V, - l(v‘lVO x F, )>< TOJ—

—W'[(V‘IVO XFO)XTO]—a)270 (9F,)=0 (A3.25)

Integrando (A3.25) en la seccidon transversal 2 de la guia se obtiene la siguiente
expresion integral:

LW IV < Fy ) (o x T 2+ [[ vy v, By T e -

~y[], 2 vV x )< o - 0 [[ 7, - (0, a2 =0 (1320

Esta ecuacion integral presenta segundas derivadas en alguno de sus integrandos, por lo
que es conveniente manipularla hasta reducir el orden de derivacion al minimo [Bal96],
obteniendo finalmente:

jj VT, ) vV, x F, M2 - [ 7, (9F, a2 =0 (A3.27)

donde:
J . 8
V,=—x+— 4 A3.28
. 8 +% ( )

que es la expresion final de la formulacion débil de (A3.15).

A3.1.2. Discretizacion de l1a Formulacion Débil

Tras la generacion de la malla o discretizacion del dominio bidimensional en 7,
elementos triangulares y/o cuadrilateros, la ecuacion (A3.27) se puede escribir como:

Z” )Ty )V B e - o ZH Ty -[0.Fs s =0 (A3.29)

donde las funciones Foe y T, o » asi como las propiedades v, y ¥,, estan definidas en el dominio

del elemento e.
La interpolacion utilizada en este tipo de problemas es mixta, con interpolacion de arista

conforme en rotacional para las componentes transversales de Fjy y 7 , e interpolacion nodal

de Lagrange para la componente longitudinal. La descripcion de estos tipos de interpolacion,
tanto para elementos triangulares como cuadrilateros, se encuentra en el apéndice 4. Con estas

interpolaciones, se pueden escribir las funciones F, y 7, como:

) O | e
Fe=|re) () {(F "f)] (A3.30)

0 |
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v O
=) (@) A331
SANCHIA o

donde (U e) y (Ve) son los vectores de las funciones base de interpolacion vectorial conforme
en rotacional, y (l//e) es el vector de funciones base de interpolacion nodal de Lagrange. La

nomenclatura X en las componentes transversales de Fy y T, indica que se trata de valores de
arista, y x indica que se trata de un valor nodal. En la presente tesis se ha empleado
interpolacion lineal en ambos casos, por lo que los vectores (U e), (Ve), (1//6), (7_“(;) (T 0 )
(Foi) y (F(fz) tendran 3 6 4 componentes, dependiendo de si el elemento es triangular o
cuadrilatero, respectivamente.

Definiendo

[Pe]z[(Ue) ) (0)} (A3.32)

(A3.30) y (A3.31) se pueden expresar como:

Fe=[pe] - (B¢) (A3.33)
7e=[pe] () (A3.34)

donde la nomenclatura ()_c) indica que (x) es un vector que contiene en primer lugar los

3 (6 4) valores de arista y seguidamente los 3 (6 4) valores nodales.
Desarrollando los rotacionales modificados de (A3.29) se tiene:

0

x %_x Fy. |
Vo ><ﬁoe =y a Fg,|= [QS]T '(Foe) (A3.35)
z -y K,
. 0
x — T
ox
v, xTg =[p % 7| =lo T -7) (A3.36)
z v T,

donde:

(A3.37)
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) vlor) )]

-Y

el ox dy
[ 1 ] 8(1//2) ) a(‘//e) 0 (A3.38)
dy ox

Haciendo uso de (A3.33)-(A3.36), se puede expresar (A3.29) como:

SV [f ol o T aer - )-

- (A3.39)

e (= \T -
~o ) I, b T aee (s )-o
e=1

Desarrollando (A3.39) como se indica en [Bal96] se llega a la expresion:

$ () [l bes] v b)) )

eml 7[]‘/[ ]"‘ [j\l ] Mg

(A3.40)

=i

—wzi(T;o@)T .[[Nf] [Nﬂ],(ﬁ)@)zo
y ensamblando las matrices elementales [ ; ] y [N ; ] se obtiene:

(Tf)y{[yz[ﬁf/‘]W[MﬁJr[MS] y[M4A]/[:][M5]]_wz|:[N1] [Nzﬂ}(ﬁ))=o (A3.41)

<
(=}
—

+
—
3
[S—
—

et (A3.42)

teniendo en cuenta la conectividad del elemento e en la malla.

A3.1.3. Aplicacion de las Condiciones de Contorno

Sobre (A3.41) se deben aplicar las condiciones de contorno del problema. En el caso de
haber utilizado una formulacién en campo eléctrico, es decir, 1’7“0 = EO , la condicioén de pared
eléctrica se traduce en la imposicion de:

Il
(el

(A3.43)

TN N N
SIS
> ~—— —

~.

1l I

o <2 o

N
oﬂ'
<
Il
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en las aristas i y los nodos j que presenten propiedad de pared eléctrica. Andlogamente, si se
utiliza una formulacion en campo magnético, las expresiones (A3.43) se deben imponer en las
aristas y los nodos que presenten la propiedad de pared magnética.

Tras la imposicion de estas condiciones se habran eliminado de las submatrices de
(A3.41) las correspondientes filas y columnas:

(T‘O')T-[[YZM]WMHM] VWE];;][M;q_wz[[N{% [N:zﬂ}(ﬁ;):o (A3.44)

ybor, |+ s AR

Como (A3.44) debe ser cierta para cualquier funcién test 7, ., entonces se debe cumplir:

[Pl Aol [ e oo

ot J+ o, AR

A3.1.4. Transformacion del Autosistema. Obtencion de la Constante de
Propagacion

En el analisis de lineas de transmision se pretende obtener el valor de la constante de
propagacion y para cada modo o solucion de la ecuacion de onda. En el proceso de
discretizacion de la ecuacion integral (A3.27) se ha llegado a un autosistema en el que 7y es
conocido y el autovalor es la pulsacion, de la que se puede obtener directamente el nimero de
onda. Para obtener la constante de propagacion de un modo directo, a partir de un valor de @, es
necesario modificar el autosistema (A3.45) para que el autovalor sea . Esto se consigue
desarrollando dicho autosistema:

b2l ool Jo s ) By o or b+ b )- (85, ) -0 (1] 75, )+ v | (5. ))=0 a3.46)

bl Je o, ) (oo 6 -2 00 B I )0 (A3.47)
y sustituyendo el valor de ( F. )despe]ado de (A3.47) en (A3.46):

(2ot Je bty L+ ot ) 7y )+
e ]+ [M;])-(y(af Wi =D )7 Do L (2 v - D - (o |- 0 [ ]))- (7 )~  (A3.48)
—w2([zv;]+[zv;]~(y(w2[zvgl—[Mg])‘-[M;]+( v b ) (s o [3]))](0‘,)=o

El nuevo autosistema es cuadratico y se puede expresar de forma mas compacta como:

(r?[4]+v[B]+[c))- (7, )=0 (A3.49)

Para transformar (A3.49) en un autosistema generalizado lineal, se introduce el cambio
de variable:

(& )=1(7,) (A3.50)

y (A3.49) se transforma en:
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Bl-[c] [4]] [lc] el 1\(F. )
[Y[ [4] [Aﬂ+[[C] [B]—[A]D'[fo';}‘o (A3.51)

que es un autosistema de dimension (2xn, )x(2xn, ), siendo n, el nimero de aristas libres, es

decir, sin condicion de contorno, y sus autovalores y autovectores se pueden obtener mediante
un método general de resolucion de autosistemas generalizados.

A3.2. Analisis de Cavidades Resonantes

A3.2.1. Obtencion de la Ecuacion Integral mediante el Método de
Galerkin

En el andlisis de cavidades resonantes, la ecuacion de partida es la propia ecuacion de
onda vectorial tridimensional (A3.5), completada con las condiciones de contorno (A3.6) y
(A3.7). Para obtener una expresion integral equivalente a ella mediante el método de Galerkin,

se multiplica esta ecuacién por una funcion test 7 que cumpla las condiciones de contorno en la
frontera del dominio del problema:

TVl 'VxF)- 0T - (97)=0 (A3.52)
ﬁxf|PE =0 para F=E (A3.53)
ﬁxf|PM =0 para F=H (A3.54)

Teniendo en cuenta la identidad vectorial (A3.19), donde A=v'VxF y B=T, se
tiene:

V'VxF) (VxT)+V [ 'V x F)xT |- 02T - (9F)=0 (A3.55)

Integrando (A3.55) en el volumen (2 de la cavidad se obtiene la siguiente expresion
integral:

[[[ 6% F) @xThe+[[[ v-[v'vxF)xThe - [[[ T-0Fka=0 (3.56)

Aplicando el teorema de la divergencia, (A3.56) se transforma en:

[[[ 6% F) @xTha+{f v V< Thr - [[[ T-0Fke=0 (a3.57)

Se puede demostrar [Bal96] que el segundo término de (A3.57) se anula si en el
contorno de la cavidad existen condiciones de pared eléctrica y/o magnética, quedando
finalmente la ecuacion integral de la formulacion débil como:

[[[ b'VxF)(vxThe-o* [[[ T-(F 2 =0 (A3.58)

A3.2.2. Discretizacion de la Formulacion Débil

Tras la generaciéon de la malla o discretizaciéon del dominio bidimensional en 7,
elementos tetraédricos, la ecuacion (A3.58) se puede escribir como:
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ZJJJ vVxF)- (VT as - Zim‘?j“'(ﬂeﬁeﬁﬁ%o (A3.59)

donde las funciones F¢ y T°, asi como las propiedades v, y U, estan definidas en el dominio

del elemento e.
La interpolacion utilizada es la interpolacion vectorial, lineal y conforme en rotacional

sobre tetraedros descrita en A4.6. A partir de las funciones base utilizadas, se pueden escribir las

funciones 7° y F* como:

(&

Fe=|e) |- (Fe) (A3.60)
(w
ve)

=) |-T) (A3.61)
)

donde (U e), ( e) y ( e) son los vectores de las funciones base. La nomenclatura x en las
incognitas indica que se trata de valores de arista. Dado que la interpolacion utilizada es lineal y
los elementos son tetraédricos, los vectores (U e), ( e), ( e), (_e) y (I? e) tendran 6

componentes, una por cada arista del tetraedro.
Las expresiones (A3.60) y (A3.61) se pueden expresar de forma mas compacta como:

Fe=[pe] - (F<) (A3.62)
7e=[pe] -(7¢) (A3.63)
donde
e l=lwe) <) e (A3.64)
Desarrollando el operador rotacional se tiene:
P
ox
VxF=|p ai Fel=lo] - (F) (A3.65)
y
2 g
z
i Lo
ox
VxT =|p % rel=lo] - (7°) (A3.66)
;2 g
oz~
donde:
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[Qe]:[a(aﬂ;) a(a;) a(ai) 3(8;) ag;) a(aye) (A3.67)

Sustituyendo (A3.62), (A3.63), (A3.65) y (A3.66) en (A3.59) se obtiene:
@) Il bv: o Faer(7)-
e=l1
o ST [[[ Lo, T o ()0
e=1

(A3.68)

Desarrollando (A3.68) se llega a la expresion:

) ar] (Fe)—wzg(fe)T 18] (7)=0 (A3.69)

e=l

donde las matrices [Ae] y [Be] son:

R0 = 7 VP D7 7 P T 7 P S P e e (A3.70)
J+[8¢ ]+ [¢ ] (A3.71)

con:

e v I (o) alre) <) alre) _alwe) alre) _ale) afre) }dge

s J=vi2, T, olre) oloe) o) ab) _afi) ol _aly) olyY }dge

dy 0z 0z ox 0z 0z dy dx

N e

iz Jevon gy, [ 20°) ) o) ol _alue) o) _alwe) o) }me

‘| oz dy ox oz oz oz ox oy

g o [P 2 ) Y ) )

‘| oz 0z ox ox ox 0z 0z ox

o, [ [ 2L ol) e ol) ok ol

‘| dz ox ox dy ox ox 0z dy

‘| ox dy dy 0z dy dy ox 0z

b A B )oY ) k) s

A e e e A

o [ [ AL ) Y ) Yk )

‘| ox ox dy dy dy dx ox dy
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Ensamblando las matrices elementales [Ae] y [B e] se obtiene:

) [4]-(F)-w* () -[8]-(F)=0

donde:

teniendo en cuenta la conectividad del elemento e en la malla.

A3.2.3. Aplicacion de las Condiciones de Contorno

(A3.73)

(A3.74)

(A3.75)

A la ecuacion (A3.74) se le deben aplicar las condiciones de contorno del problema. Si

se ha utilizado una formulacién en campo eléctrico, es decir, F =FE , la condicion de pared

eléctrica se traduce en la imposicion de:

(F), =0

(A3.76)

en las aristas i que presenten propiedad de pared eléctrica. Analogamente, si se utiliza una
formulaciéon en campo magnético, (A3.76) se debe imponer en las aristas que presenten la
propiedad de pared magnética. Tras la imposicion de estas condiciones, se habran eliminado de

las submatrices de (A3.74) las correspondientes filas y columnas, obteniendo:

) (4]0 -l5)-F)=0

(A3.77)

Como (A3.77) debe ser cierta para cualquier funcién test 7', entonces se debe cumplir:
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(4]-0>-[8) (F)=0 (A3.78)
A3.2.4. Resolucion del Autosistema

El autosistema (A3.78) es de dimension n, Xn,, siendo n, el numero de aristas libres,

es decir, sin condicion de contorno. Mediante un método general de resolucion de autosistemas
generalizados se puede resolver (A3.78) y obtener sus autovalores y autovectores asociados, que
seran los distintos modos o soluciones de campo eléctrico o magnético, dependiendo de la
formulacion utilizada. En el andlisis de cavidades resonantes se pretende obtener la distribucion
de estos campos, las frecuencias de resonancia asociadas y el factor de calidad de la cavidad (en
el caso de que haya materiales con pérdidas) para cada uno de ellos. El autovalor de (A3.78) es
el cuadrado de la pulsacion de resonancia. La frecuencia de resonancia para cada modo i seré:

a)r i
Jfoi=— (A3.79)

En caso de tratar con materiales con pérdidas, el autovalor sera, en general, complejo:

__J
a),,{l 20 J (A3.80)

donde Q; es el factor de calidad del modo i de la cavidad.
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Apéndice 4,
INTERPOLACION LOCAL DE LA SOLUCION

Una vez generada la malla del dominio del problema, el paso de la ecuacion integral a
un sistema algebraico requiere la utilizacion de funciones de forma que interpolen la solucion
del problema en cada elemento. En este apéndice se presentan los tipos de interpolacién que han
sido utilizados en la presente tesis, ya que su formulacion es necesaria para el desarrollo de los
distintos indicadores de error del capitulo 5.

A4.1. Interpolacion Nodal de Lagrange de Primer Orden en
Triangulos

Este tipo de interpolacion es el mas sencillo cuando sobre el dominio del problema se ha
realizado una discretizacion con elementos triangulares de primer orden como el de la figura
A4.1a. El valor de la funcidn incdgnita se obtiene interpolando linealmente los valores de la
funcioén en los tres vértices o nodos del elemento.

3
u®(x, )= Y uify! (x, ) (A4.1)

i=1

donde u“(x,y) es la funcién interpolada en el elemento e, ¢ es el valor de la funcién en el

nodo i-ésimo del elemento e, y y; (x, y) es la funcion de interpolacion local o funcion de forma,

asociada al nodo i del elemento e. Esta es una funcién polindmica de primer orden que debe
cumplir:

(e 1 i=j

°(x¢,y¢ )= A42
vilso)-f 1 a42)
vilny)=0 V(x y)eQ° (A4.3)
3

Zl//f(x,y)zl Y(x,y)e Q¢ (A4.4)

i=1

donde Q° representa el dominio del elemento e.
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Ay Agz

6=l

X 3 Vi 9]

¢=1
a) b)

Figura A4.1. Elemento triangular nodal de primer orden: a) real, b) canoénico

Esta interpolacion requiere tantas funciones como nodos haya en la malla, pues aquéllas
dependen de la posicion de éstos. Para simplificar esta interpolacion, asi como el calculo de las
integrales de las que se obtienen los elementos de las matrices del sistema algebraico, se utiliza

un elemento de referencia o candnico Q2° como el de la figura A4.1b, para el que la funcion de

interpolacion es tnica. La funcion de transporte del elemento geométrico Q¢ al candnico Q° se
define como:

F:(xy)e Q° > (61,65.63)e QF (A4.5)
donde ¢; son las coordenadas candnicas o simplex definidas como el cociente entre la distancia

del punto al lado opuesto del nodo i y la distancia de dicho nodo a ese lado, como indica la
figura A4.2, y cuyas expresiones son:

1 x y
L x3 »
¢ th(x,y)zl X5 V3 =a1x+b1y+cl
l hle,max Ag AG
Loxy oy
1 x y
B (x,y) | X3 V3| ayx+b y+c
G =— )_ =22 2 (A4.6)
hZ,max AQ Ag
Loxy »
1 x3 »
_h;(x,y)_1 Xy _ayx+byy+cy
3T, = =
3,max AG AG

donde:
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_ e e
a; =Yy —Vie
_ e e
by =xi_ —x;, (A4.7)
_ e e e e
Ci =X Vie =X Viy

indicando i+ e i- una rotacion 1-2-3 circular de indices a derechas.
El término del denominador, definido como

Lo oo
A=l x; yil=ab, —ab (A4.8)
L

es el area (positiva o negativa) del paralelogramo definido por los vectores que unen n, y n,,
por una parte, y n, y n, por otra; es decir, en valor absoluto es el doble del area del elemento

triangular.

1

Figura A4.2. Significado geométrico de las coordenadas simplex en el triangulo

Se puede comprobar que, de las tres coordenadas simplex, s6lo dos son linealmente
independientes, siendo la relacion entre ellas:

Y =1 (A4.9)
La funcioén interpolada en el elemento canoénico es:

3
u(61,65,65)= D wi (61.65.65) (A4.10)

i=1
donde ¢ (g,,¢,.¢;) es ahora la funcion de forma asociada al nodo 7 en el elemento canénico.

A partir de (A4.6) es sencillo comprobar que las coordenadas simplex cumplen las
condiciones exigibles a la funcion de interpolacion ((A4.2)-(A4.4)), por lo que se toma:

vi(61.62.63)=¢; (A4.11)

y (A4.10) queda:
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3
u(61,65.65)= D1, (A4.12)
i=1

La figura A4.3 muestra las tres funciones de interpolacion en un elemento triangular. En
ella se puede observar que el valor de la funcion interpolada en una de las aristas del elemento
depende soélo del valor de la funcion en los nodos de esa arista, lo que garantiza la continuidad
de la solucion a lo largo de todo el dominio del problema. Dentro de cada elemento la funcion
es diferenciable, con derivadas direccionales continuas. En los nodos no es diferenciable,
pudiendo presentar tantas derivadas como elementos compartan el nodo. En las aristas presenta
derivada tangencial continua; la derivada normal es, en general, discontinua.

2 1 2

Figura A4.3. Funciones de interpolacion nodal de primer orden en un elemento triangular

El error de interpolacion cometido en este tipo de elemento depende del tamafio del
elemento (/,) y de suredondez ( p, ) segun la expresion [Sal95]:

hk+1
~ e
e =2l < =5—u

e

=C1hfre

ul (A4.13)

k+1,Q° k+1,Q°¢

donde C, es una constante dependiente del grado del polinomio de interpolacion y del tipo de

e

elemento, u es la solucion exacta, # la solucion interpolada, 7, = la relacion de aspecto del

e
elemento y k es el minimo entre el orden del polinomio de interpolaciéon completo utilizado y la
dimension del espacio de Hilbert al que pertenece la funcion  menos 1.

El tamafio del elemento en triangulos se define como la longitud de la arista mas larga,
y la redondez como el didmetro de la circunferencia inscrita.

En el caso de elementos lineales y soluciones suficientemente suaves, k =1, con lo que
(A4.13) queda:

2

~ h
b~ e <C\=ul, 5o =Cihorful, (A4.14)
La norma |||| en un espacio de Hilbert de orden 0 se define como:
5 u
T T R 7 PO (AT o). (A4.15)
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y coincide con la seminorma || o

Este error de interpolacion se puede generalizar a las derivadas de la funcion:

k+1
h

—77 < _°

o=t 0 <€

m
e

Ul o (A4.16)

donde ahora la norma |||| esta definida en un espacio de Hilbert de orden m:

TSI DD Do DT AR

=0

siendo o el grado de derivacion, D” f el conjunto de derivadas de f de grado o, y la

seminorma || :
m,Q

| (S| e

Informacion mas detallada sobre espacios de Hilbert se puede encontrar en [Sal98].

o=Vl | Sl

A4.2. Interpolacion Nodal de Lagrange de Primer Orden en
Cuadrilateros

Cuando la discretizacion del dominio del problema se realiza total o parcialmente con
cuadrilateros, se requiere una funcion de interpolacion para este tipo de elementos. Para el caso
de un cuadrilatero de primer orden, esta interpolacion se realiza a partir de los valores de la
solucion en los cuatro nodos o vértices del elemento (figura A4.4a):

4
u (x, )= ufyi (x,») (A4.19)
i=1

donde las funciones de forma son polinomios bilineales, es decir, polinomios de segundo grado
no completos en dos variables, pero lineales si se considera cada variable por separado. Las
operaciones con este tipo de interpolacion también se ven facilitadas con la utilizacién de un

elemento de referencia o canonico en el dominio Q° (figura A4.4b). En este caso la
transformacion realizada es:

Fe:(x,y)eQ°—(.c,)e Q° (A4.20)

donde:

— e e e e e e e e e
X=X +(x2 —X )?1 +(x4 —X )?2 +(x3 — Xyt X _xz)’:-lgz

T S R R ) T

(A4.21)
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Y la funcidn interpolada en el elemento de referencia es:

“(61-6,) Zu vi.6,) (A4.22)
i=1
Ay i S
3
2 4 3
G =1
4
1 X ] 2 gl
- -
G =1
a) b)

Figura A4.4. Elemento cuadrilatero nodal de primer orden: a) real, b) canénico

Para obtener la interpolacion de u en el elemento canodnico se debe realizar una doble
interpolacion lineal:

ue(gl,gz)zue(gl,o)(l_€2)+u€(€1,1)€2 =
(0,001 -, N1 —¢,)+u(L0), (1=, +u(Ll)gg, +u (1)1 -¢ )5, = (A4.23)
ule(l_glXl_g2)+u§gl(l_g2)+u§glg2 +”Z(1_§1)€2

Identificando términos en (A4.23) se pueden obtener las funciones de forma:

WIg( ) (1 gl)(l gz)

vi(6.6,)=¢(-¢,) (A424)
3g(€1 Qz)
vi(.6,)

La figura A4.5 muestra el aspecto de estas funciones de forma. Se puede apreciar que en
este caso la funcion no es plana dado que la interpolaciéon no es lineal. Las funciones
interpoladas con estas funciones de forma presentan la misma caracteristicas respecto a
continuidad y diferenciabilidad que las descritas en elementos triangulares.
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X
—_—

A

\\ R

Figura A4.5. Funcion de interpolacion nodal de primer orden en un elemento cuadrilatero

La expresion del error de interpolacion coincide con (A4.13) pues ésta es una expresion
general para elementos de Lagrange. En este caso, el tamafio del elemento se define como la
longitud de la diagonal mayor del cuadrilatero. Es importante resefiar que, aunque el polinomio
de interpolacion en cuadrilateros de primer orden es de segundo grado en dos variables, es lineal
en cada una de ellas por separado, por lo que el primer polinomio completo es lineal y k=1, con
lo que la expresion de la convergencia en norma para cuadrilateros de primer orden es (A4.14),
con la salvedad de la constante.

A4.3. Interpolacion Nodal de Lagrange de Primer Orden en
Tetraedros

La discretizacion de un problema tridimensional en elementos tetraédricos de primer
orden (figura A4.6a) requiere una interpolacion local que es una generalizacion de la vista en
elementos triangulares, de tal forma que la funcién interpolada es una combinacion lineal de
cuatro funciones base, una por cada nodo del tetraedro:

4
u(x,y,2)= Y sy (x,,2) (A4.25)
i=1

Estas funciones base deben cumplir las propiedades equivalentes en tres dimensiones a
(A4.2)-(A4.4):

e e e e 1 i= .j
v, (xj’yj’zj )= {O i# (A4.26)
w!(6y,2)=0 V(x,yz)e Q° (A4.27)
4
Yol yz)=1 V(x,y.z)e Q° (A4.28)
i=1
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gz‘

a2 g =1
a) b)
Figura A4.6. Elemento tetraédrico nodal de primer orden: a) real, b) canonico

Por las mismas razones argumentadas en el caso bidimensional, es conveniente
construir estas funciones de forma en un elemento canodnico (figura A4.6b). La funcion de
transporte del espacio real al candnico

F¢(x,y,2)e Q° —(6,6,,65.64 ) QF (A4.29)

viene dada por las siguientes expresiones de las coordenadas simplex:

I x y =z
I x y 2z
I x3 y3 z3
¢ = Vloyz) |1 x5 yi 2| ax+by+cz+d,
1= . = =
14 A, A,
L xi y oz
1 x y =z
I xy y3 z3
¢, = V;(x,y,z)_ 1 xy vy z4 _ayx+byytc,z+d,
2 = » = =
vV A, A,
Loxy oy oz
1 x3 y; 23
1 x y z
¢y = V;(x,y,z)_ oxy vy oz _asxt+byytcesztd,s
3= » = =
vV A A,
Loxy oy oz
L xy y 2
1 x5 y;y zj§ (A4.30)
_Vf(x,y,z)_ I x y =z _ayx+byyt+cyz+d,
G4 e Ag Ag
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donde V¢ (x, y,z) es el volumen del tetraedro formado por el punto (x, y,z) y la cara opuesta al

nodo i, como muestra la figura A4.7,y V¢ es el volumen del elemento. La constante

Loxi oy oz
1 e e e
A=| B (A4.31)
1 x5 y3 z;
L xy yi oz

es el volumen (positivo o negativo) del paralelepipedo definido por los vectores que unen los
nodos 1 y2,1y3,y1y4. Suvalor absoluto es, por tanto, seis veces el volumen del elemento.
Las expresiones de a;, b;, c; y d; se obtienen evaluando las expresiones (A4.30).

2

Figura A4.7. Interpretacion geométrica de las coordenadas simplex en el tetraedro

A partir de la definicion geométrica de las coordenadas simplex g, es evidente que éstas
toman el valor 1 en el nodo i y se anulan en los demas nodos. Asimismo, la suma de los

volumenes parciales ¥, (x, y,z) es ¥ y, por tanto:

4

Zgl_ (x,y.z)=1 V(x,y,2)e Q° (A4.32)

i=1

por lo que se puede concluir que las funciones de forma coinciden con las coordenadas simplex:

vi(61.62.63.64)=6; (A4.33)

y la funcién interpolada se puede escribir como:

4
u(61,62.65.64)= D 1S, (A4.34)
i=1
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El hecho de que el valor en una de las caras de la funcion interpolada dependa
unicamente del valor de la funcidon en los nodos de esa cara garantiza la continuidad de la
funcién a lo largo del dominio del problema. Dentro de cada elemento esta funcion es continua
y diferenciable, con derivadas direccionales continuas. En los nodos no es diferenciable,
pudiendo presentar tantas derivadas como elementos compartan el nodo. En las caras presenta
derivada tangencial continua, siendo la derivada normal, en general, discontinua.

A4.4. Interpolacion Vectorial Conforme en Rotacional de Primer
Orden en Triangulos

La resolucion de la ecuacion de onda vectorial
Vxly VX F)- 0 0F =0 (A4.35)

donde F puede ser el campo eléctrico o el magnético, en una estructura de geometria y
materiales arbitrarios se puede plantear mediante una interpolacion nodal de cada una de las
componentes del campo eléctrico o magnético. Sin embargo, este tipo de interpolacion presenta
dos problemas fundamentales: la aparicion de modos espurios no identificables y la dificultad
en el modelado de soluciones localmente singulares.

Como se vio en A4.1, la solucion del problema obtenida con una interpolacion nodal es
continua en todo el dominio de éste. Sin embargo, si la estructura presenta materiales con
distintas propiedades electromagnéticas, en la interfaz entre dos materiales debe existir una
discontinuidad en el campo eléctrico o magnético, cumpliéndose la continuidad en las
densidades de flujo eléctrico o magnético (D 6 B). La utilizacion de la interpolacion nodal en
ese caso genera soluciones espurias (@ =0) [Sun95] que cumplen:

Vx(y'VxF)=0 (A4.36)
Estos modos no cumplen
V-G=0 (A4.37)

donde G representa la densidad de flujo eléctrico o flujo magnético, dependiendo de la
formulacion utilizada, y, por tanto, no tienen significado fisico. La identificacion de este tipo de
solucion entre todos los modos calculados resulta dificil, pues la interpolacion nodal no
aproxima correctamente este modo y su autovalor correspondiente no se encuentra proximo a
cero.

Para solucionar este problema es necesario construir funciones de interpolacion que
cumplan:

V=0 (A4.38)
Vxy! =cte (A4.39)

En el caso de elementos triangulares se pretende interpolar una funcidén vectorial
bidimensional:

i(x, y)=u_ (x, )%+ u, (x,y)y (A4.40)
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a partir de los valores de la componente tangencial de la soluciéon en las tres aristas del

elemento:

3
u’ (x: y)= 21’_‘1'@1/716 (x,y)
i=1

(A4.41)

donde u/ es el valor de la solucion en la arista i del elemento e. Para ello se proponen las

siguientes funciones base:

G (e, v) =L lwe (e y Wt (6, 9) — w, (o Vs (x, )]

(A4.42)

donde /; es la longitud de la arista i, es decir, la que une los nodos i e i+ (teniendo en cuenta que

i+ indica una rotacion circular), y y;, para elementos lineales, la funcion de forma nodal

descrita en A4.1 correspondiente al nodo i, es decir:

. a;x+b;y+c;
iley)- 22T re
5

Sustituyendo (A4.43) en los gradientes de (A4.42) se tiene:

e li e ol o e ol i e o} e I
v, (x:y):A_[l//i (x’y)[aHx+bi+y]_l//i+(x’y)[aix+biy]]zUi (x:y)x"'Vi (x,y)y
S

donde:

[

Ut (ry) === law ()= ()]
s
e Zi e e
Ve (o)==l () - ()]
s
Y en el elemento de referencia:

Vi(61.6,)=UF (61,6, )X+ VE (61,6, )7

con

~

Uf(@l)gz): l [ai+§i_ai§i+]
c

Vf(gl,gz)= l [bi+§i_bigi+]
c

PN

Por tanto, la funcion solucion queda interpolada en el elemento real como:

(A4.43)

(A4.44)

(A4.45)

(A4.46)

(A4.47)

(A4.48)

(A4.49)
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Mw

x y = x y)x+2u Ve x y (A4.50)

Y en el elemento candnico:

3 3
i°(61.6,)= D u U (61,6, f+ D Vi (61,6, (A4.51)
i=1

i=1

La figura A4.8 muestra este tipo de elemento y la numeracion de sus aristas y nodos, asi
como el elemento de referencia correspondiente. Se puede comprobar facilmente que estas
funciones de forma cumplen (A4.38) y (A4.39).

A y A s
a3 3 gzzl 2
1
a2 J
a
al \
2
X 8]
- be N z
¢=1
a) b)

Figura A4.8. Elemento triangular de arista de primer orden: a) real, b) candnico

Las funciones interpoladas en (A4.50) son continuas y tienen derivadas continuas en el
interior del elemento; las componentes tangenciales a las aristas son continuas, pero no las
normales.

El error de interpolacion cometido en este tipo de interpolacion depende del tamafio y la
relacion de aspecto del elemento:

k+1

"ﬁ - a|| <C,
0°

], ge = Corhl ], . (A4.52)

Pe
donde k£ =1 para elementos lineales y funciones suficientemente regulares [Sal95].

A4.5. Interpolacion Vectorial Conforme en Rotacional de Primer
Orden en Cuadrilateros

En el caso de elementos cuadrilateros es posible interpolar funciones vectoriales
mediante elementos de arista como el de la figura A4.9. Como en la interpolacion nodal, resulta

mas til trabajar sobre un elemento de referencia en el dominio Q°. La transformacioén que
define el paso del elemento real al canonico viene dada por (A4.20) y (A4.21), y su matriz
jacobiana es:
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donde:

ox  dy
g 9, 9Jg, |_ Inls,) J
1 ox | |Jy(g) J
ox  ox 216 2
dJdg,  9g,
Ju(gz =X, xl+(x3 —xy +x) - xé)g
J =y; - (y y4+y1

)sz

(A4.53)

(A4.54)

— Yoty -
Ay i S
g2 3
a
a3 G, =1 4 -« 3
4 al p
a
a4 Va4 ?
1 X 1 al 2 C1
- > -
G =1
a) b)

Figura A4.9. Elemento cuadrilatero de arista de primer orden: a) real, b) canénico

Se toman como funciones de forma asociadas a las aristas del cuadrilatero canonico las

siguientes:
lplg = (1 - GZ )nyGI
lng = GvayQZ
]‘1736 = g2vxygl
1172 = (1 - gl )nygZ
donde
9
)
v, =&
dy
Teniendo en cuenta que
Vo, =J"V__f

(A4.55)

(A4.56)

(A4.57)
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donde f esuna funcién cualquiera y

9
VGIQz = agl (A458)
s,
|: I (61) _le(gz):|
g = ~Jule) Ju(s,) (A4.59)
1
se puede obtener el gradiente en el dominio real de las coordenadas candnicas:
1 |: I (61) :|
J
| L=72106) (A4.60)
V ¢ :L[_ 12(§2):|
v |J| J11(§2)
donde |J | es el determinante jacobiano, y las funciones de forma resultan:
J . J -
i = -5) 22 - -, 220 )s
e J . J -
¥ =6 12|§|g2)x+g1 liﬁTZ)
(A4.61)
W =c I ( 1)2_9. JZl(gl)
Y Vi
~e le(gz) Jn(gz)

W4:_(1_GI) |J| 5&+(1_GI) |J| ),}

Con estas funciones de forma se puede interpolar la funcion solucion en el dominio
canonico:

4

“(61.62) 2 F(c1.65) (A4.62)

0, separando las componentes x e J:

&~

‘(61,55 =2 gl,gzwzw (61,6, I (A4.63)

i=1 i=1

donde:
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J
Ui i-62)=(-52) 2|2J(|€1)
Uzg(gl,gz) -G 12|§T.2)
(A4.64)
Us(c,.¢,)=¢ »(s)
3\51252 P |J|
U4(€1,g2)=—(1_g1) 12(€2)
1
J
Vlg(glagZ)=—(1—g2)M
1
J
Vf(gljgz):_gl%
(A4.65)
J2(61)
VE(cc,)=—c, 222U
3(€1 ¢, )=—¢, |J|
J
Vf(gl’%):(l—gl)%

Con estas funciones de forma, las funciones interpoladas en (A4.63) son continuas y
tienen derivadas continuas en el interior del elemento; las componentes tangenciales a las aristas
son continuas, pero no las normales, al igual que en el elemento triangular.

A4.6. Interpolacion Vectorial Conforme en Rotacional de Primer
Orden en Tetraedros

Para interpolar funciones vectoriales tridimensionales de la forma:
ﬁ(x, v, z) =u, (x, y)fc +u, (x, V, z)j/ +u, (x, v, 2)2 (A4.66)

en elementos tetraédricos, de forma que se eluda el problema de los modos espurios y de las
singularidades de campo, se utilizan funciones base vectoriales y; asociadas a cada arista del
tetraedro, quedando la solucion aproximada como:

6
i(x,y,2)=> u v (x,y,z) (A4.67)
i=1

Las funciones base propuestas son una generalizacion tridimensional de las utilizadas en
el caso bidimensional para elementos triangulares:

Ve (e r.2) =L ey Vs (ez) w2V (enz)] (A4.68)

donde /; es la longitud de la arista i, es decir, la que une los nodos i- e i+, y v/, para elementos
lineales, la funcion de forma nodal descrita en A4.3 correspondiente al nodo i, es decir:
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ax+by+cz+d,

4

i (x,y.2)=

Sustituyendo (A4.69) en los gradientes de (A4.68) se tiene:

—e li e A A A e A A A
l/ji (xayaz)zA_[l/ji—(xayaz)[ai+x+bi+y+ci+Z]_l/ji+(x7yﬁz)[ai—x+bi—y+ci—Z]]=

S
=US (6,3, 2R+ Ve, 2)p + W (x, v, 2)2

donde:

‘\4

US (3. 2)=— oyt (v,y.2) - a, it (x,.2)
9

> |

i (e, 2) = byt (. 2)]

l>|~

Ve(x,p,z)=
9

‘\4

W (5, y.2)=——lew (v y.2)— e v, (x,3.2)]

b
2y

(A4.69)

(A4.70)

(A4.71)

(A4.72)

(A4.73)

y los signos — y + de los subindices indican el nodo inicial y el final, respectivamente, de la

arista i.
En el elemento de referencia:

‘/71?(@1’@2’@3):Uig(glagza%)fc"'Vig(€1a€2:€3))3+Wig(§1:€2:€3)2

con

[
Us (gl,gz,g3)=A—’[a,-+g,-_ ~a,6;.]

S

/.
Ve (glagz,g3)=A—’[b,-+g,-_ ~b.¢.,]
9

I
WE (61,6246 )=A—’[ci+gi_ —¢, 6. ]
S

Por tanto, la funcion solucion queda interpolada en el elemento real como:

xy:i xy,z)x+2ueV X, V,Z y+zueW (x,y,2¢

i=l i=l

Y en el elemento candnico:

(=2}

‘(1.6 ZE €1:§2a€3)x+2” V(6162563 y+2u WE(61,62065 F

i=1

(A4.74)

(A4.75)

(A4.76)

(A4.77)

(A4.78)

(A4.79)
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La figura A4.10 muestra este tipo de elemento y la numeracion de sus aristas y nodos,
asi como el elemento de referencia correspondiente. Se puede comprobar facilmente que estas
funciones de forma cumplen (A4.38) y (A4.39).

gs‘
3465 =1
A as
a4
y
a3 —1
x 1 al 52
S G =1
a) b)

Figura A4.10. Elemento tetraédrico de arista de primer orden: a) real, b) canénico

Las funciones interpoladas en (A4.78) son continuas y tienen derivadas continuas en el
interior del elemento; las componentes tangenciales a las aristas son continuas, pero no las
normales.
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Apéndice D.

DESCRIPCION DEL PROGRAMA
DE MODELADO DE GEOMETRIA
Y GENERACION DE MALLA DESARROLLADO

En este apéndice se describe brevemente el programa de definicion de
geometria y generacion de malla desarrollado en paralelo a la realizacion de la tesis. En él se
recogen las formas fundamentales de definicion de componentes de geometria y los principales
métodos de discretizacion descritos en los capitulos 2, 3 y 4. Ha sido implementado en lenguaje
C (ANSI) y hace uso de la libreria de funciones graficas X11. Aunque se ha desarrollado en una
estacion de trabajo HP, el uso de estas dos herramientas de programacion estandar permite su
transporte a cualquier estacion u ordenador personal que trabaje bajo entorno X-Window.

La seleccion de las distintas posibilidades que ofrece el programa se realiza a través de
un sistema de menus de 4 niveles, como muestra la figura A5.1. Estas posibilidades dependen
del nimero de dimensiones en que se esté trabajando. A continuacion se enumeran los pasos
fundamentales en la generacion de la malla y asignacion de propiedades para un problema
tridimensional. En problemas unidimensionales y bidimensionales la filosofia de trabajo es
similar, aunque en estos casos el niimero de tipos de componentes de geometria y malla es
menor y, por tanto, la introduccion de datos es mas sencilla. La nomenclatura utilizada es la
descrita en el apéndice 1.

, PLANTEAMIENTO olamenes  Orden  Resolver NlVel 2
Menu RESOLUCION

Principal UTILIDADES ividi Nivel 3

Nivel 4

—— Area de Dibujo

Area

de Informacion
e Introduccion
de Datos

AMPLIAR
Menl’l RESTAURAR

CARGAR
Permanente | S

Figura AS.1. Sistema de menus del programa
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1. Definicion de la geometria

1.1. Creacion de puntos (normales o focos)
1.2. Creacion de lineas (rectas o arcos conicos)
1.3. Creacion de polilineas (cuando asi se requiera)

1.4. Creacion de superficies. En el caso de superficies definidas por su contorno, éstas se
crean a partir de las lineas o polilineas que las definen o a partir de sus puntos. En
este ultimo caso, las lineas son creadas automaticamente (como rectas) si no existen
previamente. En el caso de superficies cuadricas o de revolucion son necesarios otros
parametros, indicados en el apéndice 1, para su completa definicion.

1.5. Creacion de polisuperficies (cuando asi se requiera).

1.6. Creacion de volimenes, bien a partir de sus puntos o bien de sus superficies y
polisuperficies. En el primer caso, si no existen las lineas y superficies que delimitan
el volumen, éstas se crean automaticamente como rectas y como superficies
definidas por su contorno, respectivamente. La figura A5.2 muestra una geometria
multibloque definida a partir de volumenes hexaédricos.

2. Generacion de la malla

2.1 Discretizacion de lineas (uniforme, irregular o geométrica).

2.2. Discretizacion de superficies, bien triangular, bien cuadrilatera (cuando la
discretizacion de su contorno lo permita) o bien mixta.

2.3 Discretizacion volumétrica. Cuando la discretizacion del contorno del volumen
permite la generacion de una malla estructurada se emplea el método de
interpolacion por proyectores transfinitos, en su version tetraédrica o en la
hexaédrica. Si esto no es posible, se aplica el método de frente de avance y la malla
resultante es tetraédrica. La figura AS5.3 muestra la malla tetraédrica generada a
partir de la geometria definida en la figura A5.2.

3. Asignacion de propiedades

Las propiedades pueden ser de dos tipos:

¢ Condiciones de contorno, como las condiciones de pared eléctrica o magnética.
e Materiales, definidos por su permitividad eléctrica y su permeabilidad magnética.

Estas propiedades se pueden asignar a los componentes de la geometria, que las
transfieren a los componentes de la malla que contienen, o directamente a los
componentes de la malla. En el primer caso, esta asignacion puede ser anterior a la
discretizacion del dominio.
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PLANTEAMIENTO Dimensiones Geometria Propiedades | Incognitas

RESOLUCION
UTILIDADES Definir  Asignar | Mostrar Dibujar

Punto
Linea
Area
Volumen
Nodo
Arista
Cara

Elemento

AMPLIAR
RESTAURAR
CARGAR
SALVAR
SALIR

Figura A5.2. Geometria multibloque formada por 9 volumenes

PLANTEAMIENTO Dibujo  Malla | Primitivas Operaciones
RESOLUCION

UTILIDADES Nodo Arista Cara FElemento

Seleccionar +
Seleccionar —
Todo +

Todo —

Selecc. Punto
Selecc. Linea
Selecc. Area
Selecc. Yolumen
Selecc. Coord.
Selecc. Recta
Selecc. Rango2D
Selecc. Rango3D

Selecc. aleatoria

Numerar/Desnum.

AMPLIAR
[RESTAURAR
CARGAR
SALVAR
SALIR

Figura A5.3. Malla tetraédrica de la geometria de la figura AS5.2
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Complementando estas funciones basicas, el programa presenta otras opciones que
facilitan las anteriores y permiten un mayor control sobre la geometria y la malla. Algunas de
estas opciones son:

e Generacion de reticula de puntos (cartesiana o polar).

e Seleccion de componentes geométricos o de malla. En este ultimo caso, la seleccion puede
ser directa, por pertenencia a uno o varios componentes de geometria, por pertenencia a un
intervalo n-dimensional (por ejemplo, la seleccion de todos los elementos que se
encuentren en el interior de un cubo) o de modo aleatorio. Este ultimo caso puede ser
interesante, por ejemplo, para el modelado de un producto granulado, que se puede definir
como una mezcla de granos del producto, con una permitividad y permeabilidad
caracteristicas, y aire.

¢ Eliminacion de componentes. En este caso, s6lo se permiten aquellas eliminaciones que no
producen incoherencias en la geometria o en la malla. Por ejemplo, no es posible eliminar
una cara perteneciente a un elemento sin borrar previamente el elemento o elementos a los
que pertenece.

e Eliminacion de discretizaciones (de lineas, superficies o volumenes), con las mismas
restricciones comentadas en el punto anterior, esto es, no se puede, por ejemplo, eliminar
la discretizacion de una linea (nodos y aristas) sin borrar la discretizacion de la superficie o
superficies a las que pertenece.

e Desplazamiento o copia de componentes.

¢ Visualizacién u ocultacion de la numeracion de los distintos componentes. En la figura
AS5.4 se muestra un ejemplo de numeracion de los elementos en una malla bidimensional.

e Reposicionamiento de nodos.

e Intercambio de aristas.

e Ampliacion de zonas del dominio.

e Grabacion en ficheros de los componentes generados. En el proceso de grabacion se

generan dos ficheros, uno de geometria y otro de malla. Este ultimo es el requerido para
resolver el problema mediante el MEF.
El formato de estos dos ficheros se muestra en las figuras A5.5 y A5.6. En el fichero de
geometria, la columna Orientacion indica el angulo asociado a un foco, esto es, el que
forma la conica (0 su eje mayor) generada por ese foco con el eje x. En el ejemplo
mostrado no se han empleado focos y, por tanto, todas las orientaciones son 0. La columna
Tipo en las lineas indica de qué clase de linea se trata: en las rectas este valor es 0 y en las
conicas es el foco que las genera. En las areas, el tipo se identifica con el numero de lineas
del area. En el ejemplo, que todas las areas sean de tipo 41 indica que son cuadrilateros.
Respecto al fichero de mallado, la columna Pertenencia indica a qué componente
geométrico pertenece un determinado componente de malla. Para evitar ambigiiedades, se
emplean unidades para la pertenencia a punto, millares para la pertenencia a linea y
millones para la pertenencia a area. La columna 7ipo en este fichero tiene el mismo
significado que en el de geometria, de modo que el 31 de este campo indica que el
elemento es triangular. La propiedad en nodos y aristas hace referencia a la condicion de
contorno aplicable a tales componentes. Asi, un 0 indica que el componente es interior, un
1 indica condicion de pared eléctrica y un 2 de pared magnética. En los elementos, la
propiedad identifica el tipo de material. La descripcion de estos materiales se realiza en la
pare final de los ficheros de geometria y mallado. En el ejemplo mostrado, “E 1 0” indica
que el material es dieléctrico is6tropo con €, =1— j0, es decir, el vacio.

e Carga de componentes desde ficheros.
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PLANTEAMIENTO Dibujo Malla | Tabla Operaciones
RESOLUCION

UTILIDADES Nodo  Arista Elementa

Seleccionar +
Seleccionar —
Todo +

Todo —

Selecc. Punto
Selecc. Linea
Selecc. Area
Selecc. Coord.
Selecc. Recta
Selecc. Rango2D
Selecc. aleatoria

Numerar/Desnum.

AMPLIAR

RESTAURAR

CARGAR

SALVAR
SALIR

32313

Figura A5.4. Numeracion de elementos en una malla bidimensional

2D

8 PUNTOS

n Propiedad x y Orientacion nodo asociado
1 0 0 0 0 1

2 0 1.27 0 0 2

3 0 0.635 0 0 3

4 0 0 0.635 0 4

5 0 0.635 0.635 0 5

6 0 0 1.27 0 6

7 0 0.635 1.27 0 7

8 0 1.27 0.635 0 8

10 LINEAS

n Propiedad Tipo Punto inicial Punto final aristas

1 0 0 1 3 16

2 0 0 3 5 7 13

3 0 0 5 4 14 20

4 0 0 4 1 21 26

5 0 0 3 2 27 28

6 0 0 2 8 29 31

7 0 0 8 5 32 40

8 0 0 5 7 41 49

9 0 0 7 6 50 52
10 0 0 6 4 53 54

0 POLILINEAS

n Lineas

3 AREAS

n Propiedad Tipo Lineas elementos aristas nodos
1 0 41 123 4 1 130 55 236 53 105
2 0 41 567 2 131 203 237 335 106 132
3 0 41 38 9 10 204 276 336 434 133 159
1 PROPIEDADES

n Descripcion

1 E 1 0

Figura A5.5. Formato de fichero de geometria bidimensional
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159 NODOS
n Propiedad Pertenencia x y
1 1 1 0 0
2 1 2 1.27 0
3 1 3 0.635 0
4 1 4 0 0.635
5 1 5 0.635 0.635
6 1 6 0 1.27
7 1 7 0.635 1.27
8 1 8 1.27 0.635
9 1 1000 0.3175 0

159 0 3000000 0.615156 0.65484375

434 ARISTAS

n Propiedad Pertenencia nodo inicial nodo final
1 1 1000 1 12
2 1 1000 12 10
3 1 1000 10 11
4 1 1000 11 9
5 1 1000 9 13
6 1 1000 13 3
7 0 2000 3 19
8 0 2000 19 14
9 0 2000 14 15
434 0 3000000 140 49

276 ELEMENTOS

n Propiedad Tipo Pertenencia aristal arista2 arista3 arista4
1 1 31 1000000 62 66 55
2 1 31 1000000 67 58 63
3 1 31 1000000 62 18 68
4 1 31 1000000 57 67 68
5 1 31 1000000 69 58 59
6 1 31 1000000 64 70 56
7 1 31 1000000 71 61 65
8 1 31 1000000 64 9 72
9 1 31 1000000 60 71 72
276 1 31 3000000 389 433 434

1 PROPIEDADES
n Descripcion
1 E 1 0

Figura A5.6. Formato de fichero de mallado bidimensional
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Apéndice 6.
PUBLICACIONES GENERADAS POR LA TESIS

e Diaz A., Nufio L., “Desarrollo de un Programa de Mallado Bidimensional para su Aplicacion
en la Resolucion de Problemas Electromagnéticos Mediante el Método de los Elementos
Finitos ”, Actas del X Simposium Nacional de la Union Cientifica Internacional de Radio, pp.
663-666, 1995

e Balbastre J.V., Bort M., Nufo L., Diaz A., “Electromagnetic Susceptibility Analysis of Slotted
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e Balbastre J.V., Nufio L., Diaz A., “Study of Near Field Coupling Phenomena in Slotted
Screens Using the Generalised Circuital Analysis”, Microwave and Optical Technology
Letters, vol. 20, no. 1, pp. 40-44, 1999

279



PUBLICACIONES GENERADAS POR LA TESIS

e Diaz A., Nuilo L., “Resolucion de Problemas Electromagnéticos en Guias de Onda mediante
Técnicas de Mallado Adaptativo”, Métodos Numéricos en Ingenieria (Actas del IV Congreso
Nacional de Métodos Numéricos en Ingenieria), 1999

e Diaz A., Nuilo L., “Generacion de Malla no Estructurada en Superficies de Revolucion,
Regladas y Cuadricas”, Métodos Numericos en Ingenieria (Actas del IV Congreso Nacional
de Métodos Numéricos en Ingenieria), 1999

e Diaz A., Nufio L., “A Simple Error Estimator for Adaptive Finite Element Analysis in
Waveguiding Structures”, IEEE Antennas & Propagation Society. International Symposium
1999, pp. 2634-2637, 1999

e Diaz A., Nufio L., “Application of Adaptive Finite Element Methods to Electromagnetic
Problems in Transmission Lines”, Proceedings of the FEuropean Conference on
Computational Mechanics, 1999

e Diaz A., Nuiio L., Balbastre J.V., “Método de Elementos Finitos Adaptativo para Problemas
en Guias de Onda”, Actas del XIV Simposium Nacional de la Union Cientifica Internacional
de Radio, 1999

e Balbastre J.V, Nuifio L., Diaz A., Muelas A., Crespo L., “Finite Element Analysis of General
Bi-anisotropic Resonant Cavities Using Edge Elements”, Seventh International Conference on
Microwave and High Frequency Heating, pp. 23-26, 1999

e Diaz A., Nuiio L. Balbastre J.V., “Adaptive Finite Element Method for Low Cost Analysis of
Waveguiding Structures”, Seventh International Conference on Microwave and High
Frequency Heating, pp. 183-186, 1999

e Diaz A., Nuiio L., Balbastre J.V., “A Residual Error Estimator for Adaptive Finite Element
Analysis in Lossy and Anisotropic Waveguiding Structures”, 20th Iberian Latin-American
Congress on Computational Methods In Engineering, 1999

e Nufio L., Balbastre J.V., Diaz A., “Analysis of Inter- and Intra-System Interference Problems
by Generalized Circuital Techniques”, 20th Iberian Latin-American Congress on
Computational Methods In Engineering, 1999

280



BIBLIOGRAFIiA

BIBLIOGRAFIA

[Ada92]

[Aga98]

[Ahm98]

[Ain89]

[Ain92a]

[Ain92b]

[Ain93]

[AIf96]

[Al096]

[Aur91]

[Aya99]

[Bab78]

[Bab79]

[Bab92]

Adamiak K., “Local Error Indicator in Finite Element Analysis of Laplacian Fields
Based on the Green Integration Formula”, International Journal for Numerical
Methods in Engineering, vol. 33, pp. 1625-1642, 1992

Agarwal R.K., “A Comparative Study of Two Algebraic Moving Mesh Strategies for
Adaptive Grid Generation”, Numerical Grid Generation in Computational Field
Simulations, pp. 79-88, Greenwich, 1998

Ahmad N., Dunn T., Mays D., Bacon D., Hall M., Sarma R.A., Boybeyi Z., Lee P.,
Turner M., “A Solution-Adaptive Grid Generation Scheme for Atmospheric Flow
Simulations”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp.
327-335, Greenwich, 1998

Ainsworth M., Zhu J.Z., Craig A.W., Zienkiewicz O.C., “Analysis of the
Zienkiewicz-Zhu A-Posteriori Error Estimator in the Finite Element Method”,
International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 28, pp. 2161-2174,
1989

Ainsworth M., Craig, A., “A Posteriori Error Estimators in the Finite Element
Method”, Numerische Mathematik, vol. 60, pp. 429-463, 1992

Ainsworth M., Oden J.T., “A Procedure for A Posteriori Error Estimation for h-p
Finite Element Methods”, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, vol. 101, pp. 73-96, 1992

Ainsworth M., Oden J.T., “A Unified Approach to A Posteriori Error Estimation
Using Element Residual Methods”, Numerische Mathematik, vol. 65, pp. 23-50,
1993

Alfonzetti S., Coco S., Cavalieri S., Malgeri M., “Automatic Mesh Generation by
Let-It-Grow Neural Network”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 32, n. 3, pp.
1349-1352, 1996

Alotto P., Girdinio P., Nervi M., Fernandes P., “Mesh Adaptation in Finite Element
Analysis of 2D Steady State Time Harmonic Eddy Curren Problems”, IEEE
Transactions on Magnetics, vol. 32, n. 3, pp. 1361-1364, 1996

Aurenhammer F., “Voronoi Diagrams - A Survey of a Fundamental Geometric Data
Structure”, ACM Computing Surveys, vol. 23, n. 3, pp. 345-405, 1991

Ayala C.M.A., Devloo P.R.B., Pavanello R., “Sobre a Implementagao de um
Refinamento h-p”, Computational Methods in Engineering’99 (XX CILAMCE), Sao
Paulo, 1999

Babuska 1., Rheinboldt W.C., “A Posteriori Error Estimates for the Finite Element
Method”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 12, pp.
1597-1615, 1978

Babuska I., Rheinboldt W.C., “On the Reliability and Optimality of the Finite
Element Method”, Computers & Structures, vol. 10, pp. 87-94, 1979

Babuska 1., Plank L., Rodriguez R., “Quality Assessment of the A-Posteriori Error
Estimation in Finite Elements”, Finite Elements in Analysis and Design, vol. 11, pp.
285-306, 1992

281



BIBLIOGRAFIiA

[Bab93]

[Bab97a]

[Bab97b]

[Bae87]

[Bae&9]

[Bak9s8]

[Bal96]

[Bal98]

[Ban85]

[Ban97]

[Bar73]

[Bel93]

[Ber97]

[Bid86]

[Bla91]

[Bla93]

[Bon91]

[Bor97]

Babuska .M., Rodriguez R., “The Problem of the Selection of an A Posteriori Error
Indicator Based on Smoothening Techniques”, International Journal for Numerical
Methods in Engineering, vol. 36, pp. 539-567, 1993

Babuska 1., Thlenburg F., Strouboulis T., Gangaraj S.K., “A Posteriori Error
Estimation for Finite Element Solutions of Helmholtz Equation. Part I: The Quality
of Local Indicators and Estimators”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 40, pp. 3443-3462, 1997

Babuska 1., Ihlenburg F., Strouboulis T., Gangaraj S.K., “A Posteriori Error
Estimation for Finite Element Solutions of Helmholtz Equation. Part II: Estimation
of the Pollution Error”, International Journal for Numerical Methods in Engineering,
vol. 40, pp. 3883-3900, 1997

Baehmann P.L., Wittchen S.L., Shephard M.S., Grice K.R., Yerry M.A., “Robust,
Geometrically Based, Automatic Two-Dimensional Mesh Generation”, International
Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 24, pp. 1043-1078, 1987
Baehmann P.L., Shephard M.S., “Adaptive Multiple-Level h-Refinement in
Automated Finite Element Analysis”, Engineering with Computers, vol. 5, pp. 235-
247, 1989

Baker T.J., “Tetrahedral Mesh Generation and Optimization”, Numerical Grid
Generation in Computational Field Simulations, pp. 337-349, Greenwich, 1998
Balbastre Tejedor, J.V., Solucion de Problemas Electromagnéticos Cerrados y
Abiertos Mediante el Método de los Elementos Finitos, Incluyendo Materiales
Anisotropos e Inhomogéneos, Tesis Doctoral, Valencia, 1996

Balu R., Unnikrishnan C., “Application of an Adaptive Mesh Method to Complex
Flow Simulations”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations,
pp. 89-98, Greenwich, 1998

Bank R.E., Weiser A., “Some A Posteriori Error Estimators for Elliptic Partial
Differential Equations”, Mathematics of Computation, vol. 44, n. 170, pp. 283-301,
1985

Bank R.E., Smith R.K., “Mesh Smoothing Using A Posteriori Error Estimates”,
SIAM Journal on Numerical Analysis, vol. 34, n. 3, pp. 979-997, 1997

Barnhill R.E., Birkhoff G., Gordon W.J., “Smooth Interpolation in Triangles”,
Journal of Approximation Theory, vol. 8, pp. 114-128, 1973

Belytschko T., Tabbara M., “H-Adaptive Finite Element Methods for Dynamic
Problems, with Emphasis on Localization”, International Journal for Numerical
Methods in Engineering, vol. 36, pp. 4245-4265, 1993

Bern M., Eppstein D., “Quadrilateral Meshing by Circle Packing”, Proceedings of
the 6" International Meshing Roundtable, Sandia National Laboratories, pp. 7-20,
1997

Biddlecombe C.S., Simkin J., Trowbridge C.W., “Error Analysis in Finite Element
Models of Electromagnetic Fields”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 22, n. 5,
pp- 811-813, 1986

Blacker T.D., Stephenson M.B., “Paving: A New Approach to Automated
Quadrilateral Mesh Generation”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 32, pp. 811-847, 1991

Blacker T.D., Meyers R.J., “Seams and Wedges in Plastering : A 3-D Hexahedral
Mesh Generation Algorithm”, Engineering with Computers, vol. 9, pp. 83-93, 1993
Bonet J., Peraire J., “An Alternating Digital Tree (ADT) Algorithm for 3D
Geometric Searching and Intersection Problems”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, vol. 31, pp. 1-17, 1991

Borouchaki H., Hecht F., Frey P.J., “Mesh Gradation Control”, Proceedings of the 6"
International Meshing Roundtable, Sandia National Laboratories, pp. 131-141, 1997

282



BIBLIOGRAFIiA

[Can98]

[Car88]

[Cas96]

[Cav85]

[Cav99]

[Cen85]

[Col97]

[Co074]

[Co082]
[Cou98]
[Cui98]

[Cun97]

[Cha97]

[Cha98]

[Che94]

[Che96]

[Che98]

Canann S.A., Tristano J.R., Staten M.L., “An Approach to Combined Laplacian and
Optimization-Based Smoothing for Triangular, Quadrilateral, and Quad-Dominant
Meshes”, Proceedings of the 7" International Meshing Roundtable, pp. 479-494,
Dearborn, 1998

Carey G.F., Sharma M., Wang K.C., “A Class of Data Structures for 2-D and 3-D
Adaptive Mesh Refinement”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 26, pp. 2607-2622, 1988

Cass R.J., Benzley S.E., “Generalized 3-D Paving: An Automated Quadrilateral
Surface Mesh Generation Algorithm”, International Journal for Numerical Methods
in Engineering, vol. 39, pp. 1475-1489, 1996

Cavendish J.C., Field D.A., Frey W.H., ”An Approach to Automatic Three-
Dimensional Finite Element Mesh Generation”, International Journal for Numerical
Methods in Engineering, vol. 21, pp. 329-347, 1985

Cavalcante J.B., Martha L.F., “Um Protétipo para um Sistema de Analise Adaptativa
em Trés Dimensoes”, Computational Methods in Engineering’99 (XX CILAMCE),
Sao Paulo, 1999

Cendes Z.J., Shenton D.N., “Adaptive Mesh Refinement in the Finite Element
Computation of Magnetic Fields”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 21, n. 5, pp.
1811-1816, 1985

Colyer B., Simkin J., Trowbridge C.W., Barberis U., Picco E., Gutierrez T., Longo

A., Greenough C., Thomas D., Alotto P., Molfino P., Molinari G., Jared G., Sormaz
N., “Project MIDAS: Magnet Integrated Design and Analysis System”, IEEE
Transactions on Magnetics, vol. 33, n. 2, pp. 1143-1148, 1997

Cook W.A., “Body Oriented (Natural) Co-ordinates for Generating Three-
Dimensional Meshes”, International Journal for Numerical Methods in Engineering,
vol. 8, pp. 27-43, 1974

Cook W.A., Oakes W.R., “Mapping Methods for Generating Three-Dimensional
Meshes”, Computers in Mechanical Engineering, vol. August, pp. 67-72, 1982
Coupez T., “Adaptive Meshing for Forming Processes”, Numerical Grid Generation
in Computational Field Simulations, pp. 3-19, Greenwich, 1998

Cuilliere J.C., “An Adaptive Method for the Automatic Triangulation of 3D
Parametric Surfaces”, Computer-Aided Design, vol. 30, n. 2, pp. 139-149, 1998
Cunha A., Canann S., Saigal S., “Automatic Boundary Sizing for 2D and 3D
Meshes”, AMD-Vol. 220. Trends in Unstructured Mesh Generation, ASME, pp. 65-
72,1997

Chan C.T., Anastasiou K., “An Automatic Tetrahedral Mesh Generation Scheme by
the Advancing Front Method”, Communications in Numerical Methods in
Engineering”, vol. 13, pp. 33-46, 1997

Chappell J.A., Bull P.W., “Multi-zonal Multi-block Grids for Hydrodynamic
Simulations”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp.
141-150, Greenwich, 1998

Chellamuthu K.C., Ida N., “A Posteriori Element by Element Local Error Estimation
Technique and 2D & 3D Adaptive Finite Element Mesh Refinement”, IEEE
Transactions on Magnetics, vol. 30, n. 5, pp. 3527-3530, 1994

Chedid R., Najjar N., “Automatic Finite-Element Mesh Generation Using Artificial
Neural Networks — Part I: Prediction of Mesh Density”, IEEE Transactions on
Magnetics, vol. 32, n. 5, pp. 5173-5178, 1996

Chew S.C., Jiang Y.T., Tsai H.M., “An Automatic 3-D Multi-Block Grid Generator
Using Hyperbolic-Elliptic Method”, Numerical Grid Generation in Computational
Field Simulations, pp. 197-207, Greenwich, 1998

283



BIBLIOGRAFIiA

[Dan90]

[Deg98]

[Dem89]

[Dho99]

[Dom98]

[Dra92]

[Dur91]

[Ecc98]

[Eri88]
[Far93]

[Fer88]

[Fer90]

[Fer92]

[Fre87]

[Fuc98]

[Gag83]

[Geo91]

Dannelongue H.H., Tanguy P.A., “Efficient Data Structures for Adaptive Remeshing
with the FEM”, Journal of Computational Physics, vol. 91, pp. 94-109, 1990
Degtyarev L.M., Ivanova T.S., Martynov A.A., Medvedev S.Y., “Generation of
Solution Adaptive Quasi Orthogonal Moving Grids for Complex Structure Flows”,
Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 99-108,
Greenwich, 1998

Demkowicz L., Oden J.T., Rachowicz W., Hardy O., *“ Toward a Universal h-p
Adaptive Finite Element Strategy, Part 1. Constrained Approximation and Data
Structure”, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 77, pp.
79-112, 1989

Dhondt G.D., “Automatic Hexahedral Meshing Technique Based on a Cutting
Procedure”, Proceedings of the European Conference on Computational Mechanics
(ECCM’99), Munich, 1999

Dompierre J., Labbé P., Guibault F., Camarero R., “Proposal of Benchmarks for 3D
Unstructured Tetrahedral Mesh Optimization”, Proceedings of the 7" International
Meshing Roundtable, pp. 459-478, Dearborn, 1998

Drago G., Molfino P., Nervi M., Repetto M., “A “Local Error Problem” Approach
for Error Estimation in Finite Element Analysis”, IEEE Transactions on Magnetics,
vol. 28, n. 2, pp. 1743-1746, 1992

Duran R., Muschietti M.A., Rodriguez R., “On the Asymptotic Exactness of Error
Estimators for Linear Triangular Finite Elements”, Numerische Mathematik, vol. 59,
pp. 107-127, 1991

Eccles N.C., Priddin C.H., “Issues in Structured Grid Generation for Gas Turbine
Combustion Systems”, Numerical Grid Generation in Computational Field
Simulations, pp. 209-218, Greenwich, 1998

Eriksson K., Johnson C., “An Adaptive Finite Element Method for Linear Elliptic
Problems”, Mathematics of Computation, vol. 50, pp. 361-383, 1988

Farestam S., Génération de Maillages Non-Structurés Anisotropes sur des Varietés
Bidimensionnelles, Thése, Toulouse, 1993

Fernandes P., Girdinio P., Molfino P., Repetto M., “Local Error Estimates for
Adaptive Mesh Refinement”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 24, n. 1, pp.
299-302, 1988

Fernandes P., Girdinio P., Molfino P., Molinari G., Repetto M., “A Comparison of
Adaptive Strategies for Mesh Refinement Based on “A posteriori” Local Error
Estimation Procedures”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 26, n. 2, pp. 795-798,
1990

Fernandes P., Girdinio P., Repetto M., Secondo G., “Refinement Strategies in
Adaptive Meshing”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 28, n. 2, pp. 1739-1742,
1992

Frey W.H., “Selective Refinement: A New Strategy for Automatic Node
Replacement in Graded Triangular Meshes”, International Journal for Numerical
Methods in Engineering, vol. 24, pp. 2183-2200, 1987

Fuchs A., “Automatic Grid Generation with Almost Regular Delaunay Tetrahedra”,
Proceedings of the 7" International Meshing Roundtable, pp. 133-147, Dearborn,
1998

Gago J.P.S.R., Kelly D.W., Zienkiewicz O.C., “A Posteriori Error Analysis and
Adaptive Processes in the Finite Element Method: Part II — Adaptive Mesh
Refinement”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 19,
pp. 1621-1656, 1983

George P.L., Automatic Mesh Generation. Application to Finite Element Methods,
Ed. John Wiley & Sons - Masson, 1991

284



BIBLIOGRAFIiA

[Geo92]

[Geo98]

[Gia94]

[Gil97]

[Gir96]

[Gol92]
[Gol93]

[Gor73]

[Hab81]

[Hab82]

[Has96]

[Hin91]
[Ho88]

[J4n96]

[Jia98]
[Jin93]
[Jon97]

[Jon98]

[Kar97]

George P.L., Hermeline F., “Delaunay’s Mesh of a Convex Polyhedrom in
Dimension d. Application to Arbitrary Polyhedra”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, vol. 33, pp. 975-995, 1992

George P.L., “Automatic 3D Mesh Generation Conforming a Prescribed Size Map”,
Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 21-32,
Greenwich, 1998

Giannacopoulos D., McFee S., “Towards Optimal h-p Adaption Near Singularities in
Finite Element Electromagnetics”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 30, n. 5, pp.
3523-3526, 1994

Gil JM., Webb J.P., “A New Edge Element for the Modeling of Field Singularities
in Transmission Lines and Waveguides”, IEEE Transactions on Microwave Theory
and Techniques, vol. 45, n. 12, 2125-2130, 1997

Girdinio P., Molfino P., Nervi M., Manella A., “Non-Linear Magnetostatic Adaption
Using a “Local Field Error” Approach”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 32, n.
3, pp. 1365-1368, 1996

Golias N.A., Tsiboukis T.D., “Three-Dimensional Automatic Adaptive Mesh
Generation”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 28, n. 2, pp.1700-1703, 1992
Golias N.A., Tsiboukis T.D., “Adaptive Refinement Strategies in Three
Dimensions”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 29, n. 2, pp.1886-1889, 1993
Gordon W.J., Hall C.A., “Construction of Curvilinear Co-ordinate Systems and

Applications to Mesh Generation”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 7, pp. 461-477, 1973

Haber R., Shephard M.S., Abel J.F., Gallagher R.H., Greenberg D.P., “A General
Two-Dimensional, Graphical Finite FElement Preprocessor Utilizing Discrete
Transfinite Mappings”, International Journal for Numerical Methods in Engineering,
vol. 17, pp. 1015-1044, 1981

Haber R., Abel J.F., “Discrete Transfinite Mappings for the Description and Meshing
of Three-Dimensional Surfaces Using Interactive Computer Graphics”, International
Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 18, pp. 41-66, 1982

Hassan O., Morgan K., “Unstructured Tetrahedral Mesh Generation for Three-
Dimensional Viscous Flows”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 39, pp. 549-567, 1996

Hinton E., Rao N.V.R., Ozakca M., “Mesh Generation with Adaptive Finite Element

Analysis”, Advances in Engineering Software, vol. 13, n. 5/6, pp. 238-262, 1991
Ho-Le K., “Finite FElement Mesh Generation Methods: A Review and
Classification”, Computer-Aided Design, vol. 20, n. 1, pp. 27-38, 1988

Janicke L., Kost A., “Error Estimation and Adaptive Mesh Generation in the 2D and
3D Finite Element Method”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 32, n.3, pp. 1334-
1337, 1996

Jiang Y.T., Tsai H.M., “A Hyperbolic-Elliptic Method for Grid Generation”,
Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 229-238,
Greenwich, 1998

Jin J., The Finite Element Method in Electromagnetics, Ed. John Wiley & Sons, 1993
Jones M.T., Plassmann P.E., “Adaptive Refinement of Unstructured Finite-Element
Meshes”, Finite Elements in Analysis and Design, vol. 25, pp. 41-60, 1997

Jones W.T., “Efficient Smoothing and Deformation of Structured Volume Grids”,
Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 239-248,
Greenwich, 1998

Karamete B.K., Tokdemir T., Ger M., “Unstructured Grid Generation and a Simple
Triangulation Algorithm for Arbitrary 2-D Geometries Using Object Oriented
Programming”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 40,
pp. 251-268, 1997

285



BIBLIOGRAFIiA

[Kel83]

[Kel84]

[Kel87]

[Kik86]

[Knu98a]

[Knu98b]

[Ko098]

[Kry98]

[Kup98]

[Lad83]

[Lad98]

[Laf98]

[Lea98a]

[Lea98b]

[Lee98]

[Lel98]

Kelly D.W., Gago J.P.S.R., Zienkiewicz O.C., Babuska I., “A Posteriori Error
Analysis and Adaptive Processes in the Finite Element Method : Part I - Error
Analysis”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 19, pp.
1593-1619, 1983

Kelly D.W., “The Self-Equilibration of Residuals and Complementary A Posteriori
Error Estimates in the Finite Element Method”, International Journal for Numerical
Methods in Engineering, vol. 20, pp. 1491-1506, 1984

Kelly D.W., Mills R.J., Reizes J.A., “A Posteriori Estimates of the Solution Error
Caused by Discretization in the Finite Element, Finite Difference and Boundary
Element Methods”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol.
24, pp. 1921-1939, 1987

Kikuchi N., “Adaptive Grid-Design Methods for Finite Element Analysis”,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 55, pp. 129-160,
1986

Knupp P.M., “Next-Generation Sweep Tool: A Method for Generating All-Hex
Meshes on Two-And-One-Half Dimensional Geometries”, Proceedings of the 7"
International Meshing Roundtable, pp. 505-513, Dearborn, 1998

Knupp P.M., “Winslow Smoothing on Two-Dimensional Unstructured Meshes”,
Proceedings of the 7" International Meshing Roundtable, pp. 449-457, Dearborn,
1998

Koomullil R.P., Soni B.K., “Generalized Grid Techniques in Computational Field
Simulation”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp.
521-531, Greenwich, 1998

Krysl P., Ortiz M., “Generation of Tetrahedral Finite Element Meshes: Variational
Delaunay Approach”, Proceedings of the 7" International Meshing Roundtable, pp.
273-284, Dearborn, 1998

Kuprat A., George D., “Maintaining Tetrahedral Mesh Quality in Response to Time-
dependent Topological and Geometrical Deformation”, Numerical Grid Generation
in Computational Field Simulations, pp. 589-598, Greenwich, 1998

Ladevece P., Leguillon D., “Error Estimate Procedure in the Finite Element Method
and Applications”, SIAM Journal of Numerical Analysis, vol. 20, pp. 485-509, 1983
Ladeinde F., Alabi K., “A High-Quality Advancing Front Technique Using
Recursive Domain Sub-Division”, Numerical Grid Generation in Computational
Field Simulations, pp. 431-446, Greenwich, 1998

Laflin R., McRae D.S., “Solver-Independent Efficient r-Refinement Algorithm
(SIERRA)”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp.
109-118, Greenwich, 1998

Leatham M., “The Generation on 3D Delaunay Grids Without Boundary
Modification”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp.
447-456, Greenwich, 1998

Leatham M., Chappell J.A., “On the Rapid Regeneration of Hybrid Grids Due to
Design Driven Geometry Perturbation”, Numerical Grid Generation in
Computational Field Simulations, pp. 533-542, Greenwich, 1998

Lee M.C., Joun M.S., “General Approach to Automatic Generation of Quadrilaterals
on Three-Dimensional Surfaces”, Communications in Numerical Methods in
Engineering, vol. 14, pp. 609-620, 1998

Leland R.W., Melander D.J., Meyers R.W., Mitchell S.A., Tautges T.J., “The Geode
Algorithm: Combining Hex/Tet Plastering, Dicing and Transition Elements for
Automatic, All-Hex Mesh Generation”, Proceedings of the 7" International Meshing
Roundtable, pp. 515-521, Dearborn, 1998

286



BIBLIOGRAFIiA

[Lew96]

[Li94]

[Li98]

[Lo85]

[Lo88]
[Lo89]
[Lo97]

[Lob95]

[L5h88]
[L6h97]

[Low93]

[Loz93]

[Lyr98]

[Mar98]

[McF92]

[McF96]

[McR9S8]

[Mer98]

[Mey98]

Lewis R.W., Zheng Y., Gethin D.T., “Three-Dimensional Unstructured Mesh
Generation: Part 3. Volume Meshes”, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, vol. 134, pp. 285-310, 1996

Li X.D., Wiberg N.E., “A Posteriori Error Estimate by Element Patch Post-
Processing, Adaptive Analysis in Energy and L, Norms”, Computers & Structures,
vol. 53, n. 4, pp. 907-919, 1994

Li X.Y., Teng S.H., Ungdr A., “Simultaneous Refinement and Coarsening: Adaptive

Meshing with Moving Boundaries”, Proceedings of the 7" International Meshing
Roundtable, pp. 201-210, Dearborn, 1998

Lo S.H., “A New Mesh Generation Scheme for Arbitrary Planar Domains”,
International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 21, pp. 1403-1426,
1985

Lo S.H., “Finite Element Mesh Generation over Curved Surfaces”, Computers &
Structures, vol. 29, n. 5. pp. 731-742, 1988

Lo S.H., “Generating Quadrilateral Elements on Plane and over Curved Surfaces”,
Computers & Structures, vol. 31, n. 3, pp. 421-426, 1989

Lo S.H., “Optimization of Tetrahedral Meshes Based on Element Shape Measures”,
Computers & Structures, vol. 63, n. 5., pp. 951-961, 1997

Lober R.R., Tautges T.J., Cairncross R.A., “The Parallelization of an Advancing-
Front, All-Quadrilateral Meshing Algorithm for Adaptive Analysis”, Proceedings of
the 4" International Meshing Roundtable, Sandia National Laboratories, pp. 59-70,
1995

Lohner R., “Some Useful Data Structures for the Generation of Unstructured Grids”,
Communications in Applied Numerical Methods, vol. 4, pp. 123-135, 1988

Lohner R., “Automatic Unstructured Grid Generators”, Finite Elements in Analysis
and Design, vol. 25, pp. 111-134, 1997

Lowther D.A., Rong R., Forghani B., “Field Smoothing and Adaptive Mesh

Generation”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 29, n. 2, pp.1890-1893, 1993
Loze M.K., Saunders R., “Two Simple Algorithms for Constructing a Two-
Dimensional Constrained Delaunay Triangulation”, Applied Numerical Mathematics,
vol. 11, pp. 403-318, 1993

Lyra P.RM., de Carvalho D.K.E., Willmersdorf R.B., “Adaptive Triangular,
Quadrilateral and Hybrid Unstructured Mesh Generation with Classical
Resequencing Techniques”, Computational Mechanics. New Trends and
Applications, CIMNE, Barcelona, 1998

Martyushov S.N., “The 2-D and 3-D Grids Construction as Poisson Equation
Decision”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 249-
256, Greenwich, 1998

McFee S., Webb J.P., “Adaptive Finite Element Analysis of Microwave and Optical
Devices Using Hierarchal Triangles”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 28, pp.
1708-1711, 1992

McFee S., Giannacopoulos D., “Optimal Discretization based Refinement Criteria
for Finite Element Adaption”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 32, n. 3, pp.
1357-1360, 1996

McRae D.S., “r-Refinement Grid Adaptation Issues”, Numerical Grid Generation in
Computational Field Simulations, pp. 33-52, Greenwich, 1998

Merrouche A., Selman A., Knopf-Lenoir C., “3D Adaptive Mesh Refinement”,
Communications in Numerical Methods in Engineering, vol. 14, pp. 397-407, 1998
Meyers R.J., Tautges T.J., Tuchinsky P.M., “The “Hex-Tet” Hex-Dominant Meshing

Algorithm as Implemented in CUBIT”, Proceedings of the 7™ International Meshing
Roundtable, pp. 151-158, Dearborn, 1998

287



BIBLIOGRAFIiA

[Min97]

[Mit91]

[Mit92]

[Mit98]

[M&195]

[Miil98]

[Mur98]

[Nie98]

[0de89]

[Oh96]

[Owe97]

Min W., “Generating Hexahedron-Dominant Mesh Based on Shrinking-Mapping
Method”, Proceedings of the 6" International Meshing Roundtable, Sandia National
Laboratories, pp. 171-182, 1997

Mitchell W.F., “Adaptive Refinement for Arbitrary Finite-Element Spaces with
Hierarchical Bases”, Jounal of Computational and Applied Mathematics, vol. 36, pp.
65-78, 1991

Mitchell K.G., Penman J., “Self Adaptive Mesh Generation for 3-D Finite Element
Calculation”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 28, n. 2, pp.1751-1754, 1992
Mitchell S.A., “The All-Hex Geode-Template for Conforming a Diced Tetrahedral
Mesh to any Diced Hexahedral Mesh”, Proceedings of the 7" International Meshing
Roundtable, pp. 295-305, Dearborn, 1998

Moller P., Hansbo P., “On Advancing Front Mesh Generation in Three Dimensions”,
International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol. 38, pp. 3551-3569,
1995

Miiller-Hannemann M., “Hexaedral Mesh Generation by Successive Dual Cycle
Elimination”, Proceedings of the 7" International Meshing Roundtable, pp- 379-393,
Dearborn, 1998

Murphy M., Gable C.W., “Strategies for Nonobtuse Boundary Delaunay
Triangulations”, Proceedings of the 7" International Meshing Roundtable, pp. 309-
320, Dearborn, 1998

Niederdrenk P., “On the Control of Elliptic Grid Generation”, Numerical Grid
Generation in Computational Field Simulations, pp. 257-266, Greenwich, 1998
Oden J.T., Demkowicz L., Rachowicz W., Westermann T.A., “Toward a Universal
h-p Adaptive Finite Element Strategy, Part 2. A Posteriori Error Estimation”,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 77, pp. 113-180,
1989

Oh H.S., Lim JK., “A Simple Error Estimator for Size and Distortion of 2D
Isoparametric Finite Elements”, Computers & Structures, vol. 59, n. 6, pp. 989-999,
1996

Owen S.J., Saigal S., “Neighborhood-Based Element Sizing Control for Finite
Element Surface Meshing”, Proceedings of the 6" International Meshing
Roundtable, Sandia National Laboratories, pp. 143-154, 1997

[Owe98a] Owen S.J., “A Survey of Unstructured Mesh Generation Technology”, Proceedings

of the 7" International Meshing Roundtable, pp. 239-267, Dearborn, 1998

[Owe98b] Owen S.J., Staten M.L., Canann S.A., Saigal S., “Advancing Front Quadrilateral

[Pan98]

[Per98]

[Pet97]

[Pie98]

[Pip98]

Meshing Using Triangle Transformations”, Proceedings of the 7" International
Meshing Roundtable, pp. 409-428, Dearborn, 1998

Pantic-Tanner Z., Savage J.S., Tanner D.R., Peterson A.F., “Two-Dimensional
Singular Vector Elements for Finite Element Analysis”, IEEE Transactions on
Microwave Theory and Techniques, vol. 46, n. 2, 178-184, 1998

Perronnet A., “Triangle, Tetrahedron, Pentahedron Transfinite Interpolations.

Application to the Generation of C” or G'-Continuous Algebraic Meshes”, Numerical
Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 467-476, Greenwich, 1998
Petersen S.B., Martins P.A.F., “Finite Element Remeshing: A Metal Forming
Approach for Quadrilateral Mesh Generation and Refinement”, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, vol. 40, pp. 1449-1464, 1997

Piegl L.A., Tiller W., “Geometry-based Triangulation of Trimmed NURBS
Surfaces”, Computer-Aided Design, vol. 30, n. 1, pp. 11-18, 1998

Piperni P., “New Elliptic Grid Generation Equations with Exact Curvature Control”,
Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 267-276,
Greenwich, 1998

288



BIBLIOGRAFIiA

[P1a98]

[Pre96]

[Pri95]

[Pri97]

[Rac89]

[Rai94]

[Ras97]

[Ree97]

[Rem96]

[Rivo1]

[Sak98]

[Sal95]

[Sal98]

[Sch90]

[Sem98]

[Sev97]

[Sha92]

Plaza A., Suarez J.P., Padron M.A., “Mesh Graph Structure for Longest-Edge
Refinement Algorithms”, Proceedings of the 7™ International Meshing Roundtable,
pp- 335-344, Dearborn, 1998

Press W.H., Teukolsky S.A., Vetterling W.T., Flannery B.P., Numerical Recipes in
Fortran 77. Second Edition. The Art of Scientific Computing, Ed. Cambridge
University Press, 1996.

Price M.A., Armstrong C.G., “Hexahedral Mesh Generation by Medial Surface
Subdivision : Part I. Solids with Convex Edges”, International Journal for Numerical
Methods in Engineering, vol. 38, pp. 3335-3359, 1995

Price M.A., Armstrong C.G., “Hexahedral Mesh Generation by Medial Surface
Subdivision : Part II. Solids with Flat and Concave Edges”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, vol. 40, pp. 111-136, 1997

Rachowicz W., Oden J.T., Demkowicz L., “Toward a Universal h-p Adaptive Finite
Element Strategy, Part 3. Design of h-p Meshes”, Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, vol. 77, pp. 181-212, 1989

Raizer A., “A 3D Autoadaptive Mesh Generator for Magnetostatic and
Magnetodynamic Problems”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 30, n. 5, pp.
3531-3534, 1994

Rassineux A., “3D Mesh Adaptation. Optimization of Tetrahedral Meshes by
Advancing Front Technique”, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, vol. 141, pp. 335-354, 1997

Rees M., “Combining Quadrilateral and Triangular Meshing Using the Advancing
Front Approach”, Proceedings of the 6" International Meshing Roundtable, Sandia
National Laboratories, pp. 337-348, 1997

Remacle J.F., Dular P., Genon A., Legros W., “A Posteriori Error Estimation and
Adaptive Meshing Using Error in Constitutive Relation”, IEEE Transactions on
Magnetics, vol. 32, n. 3, pp. 1369-1372, 1996

Rivara M.C., “Local Modification of Meshes for Adaptive and/or Multigrid Finite-
Element Methods”, Jounal of Computational and Applied Mathematics, vol. 36, pp.
79-89, 1991

Sakovich V.S., Sorokin A.M., Wolkov A.V., Lyapunov S.V., “Anisotropic

Unstructured Grid Generation for 3D Flow Simulation Problems”, Numerical Grid
Generation in Computational Field Simulations, pp. 487-496, Greenwich, 1998
Salazar Palma M., Aplicacion del Método de los Elementos Finitos al Andlisis de
Estructuras de Microondas y Ondas Milimétricas Empleando un Algoritmo de
Mallado Adaptativo, Tesis Doctoral, Madrid, 1995

Salazar-Palma M., Sarkar T.K., Garcia-Castillo L.E., Roy T., Djordjevic A., lterative
and Self-Adaptive Finite Elements in Electromagnetic Modeling, Ed. Artech House,
1998

Schroeder W.J., Shephard M.S., “A Combined Octree/Delaunay Method for Fully
Automatic 3-D Mesh Generation”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 29, pp. 37-55, 1990

Semenov A.Y., “Application of the Generalized Harmonic Functional for Grid
Modification”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp.
287-292, Greenwich, 1998

Seveno E., “Towards an Adaptive Advancing Front Method”, 6" International
Meshing Round Table, Sandia National Laboratories, 1997

Shaw J.A., Weatherill N.P., “Automatic Topology Generation for Multiblock Grids”,
Applied Mathematics and Computation, vol. 52, pp. 355-388, 1992

289



BIBLIOGRAFIiA

[Sha98a]

[Sha98b]

[She85]

[She86]

[She88]

[She98]

[Shi98]

[Sid98]

[Sin98]

[Siv97]

[Son98]

[Sou99]

[Spe9s]

[Spi9s]

[Sta98]

[Ste97]

[Sun95]

[Tau96]

Sharov D., Nakahashi K., “Curvature Adapted Triangulation of Surface Models via
Incremental Insertion Algorithm”, Numerical Grid Generation in Computational
Field Simulations, pp. 695-704, Greenwich, 1998

Shaw J.A., Lovell C., Chappell J.A., “Topology and Surface Grid Generation for
Block-Structured Grids”, Numerical Grid Generation in Computational Field
Simulations, pp. 151-160, Greenwich, 1998

Shephard M.S., “Automatic and Adaptive Mesh Generation”, IEEE Transactions on
Magnetics, vol. 21, n. 6, pp. 2484-2489, 1985

Shephard M.S., Yerry M.A., Bachmann P.L., “Automatic Mesh Generation Allowing
for Efficient A Priori and A Posteriori Mesh Refinement”, Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, vol. 55, pp. 161-180, 1986

Shephard M.S., “Approaches to the Automatic Generation and Control of Finite
Element Meshes”, Applied Mechanics Review, vol. 41, n. 4, pp. 169-185, 1988
Sheffer A., Etzion M., Rappoport A., Bercovier M., “Hexahedral Mesh Generation
Using the Embedded Voronoi Graph”, Proceedings of the 7™ International Meshing
Roundtable, pp. 347-364, Dearborn, 1998

Shimada K., Liao J.H., Itoh T., “Quadrilateral Meshing with Directionality Control
through the Packing of Square Cells”, Proceedings of the 7" International Meshing
Roundtable, pp. 61-76, Dearborn, 1998

Sidorov A.F., Khairullina O.B., Khairullin A.F., “Parallel Algorithms of Generation
of Optimal Multi-Block-Structured Two-Dimensional and Three-Dimensional Grids
of Large Size”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp.
759-768, Greenwich, 1998

Singh S., Shastri R.R.T., Yelwatkar S., Shevare G.R., “Three Dimensional
Unstructured Grid Generation”, Numerical Grid Generation in Computational Field
Simulations, pp. 477-486, Greenwich, 1998

Siva Prasad N., Rajagopal C.J., “Effect of Node Placement Algorithm on Adaptive
Mesh Generation”, Computers & Structures, vol. 62, n. 5, pp. 909-917, 1997

Soni B.K., Thornburg H., Koomulil R., Apte M., Madhavan A., “PMAG: Parallel
Multiblock Adaptive Grid System”, Numerical Grid Generation in Computational
Field Simulations, pp. 769-779, Greenwich, 1998

Sousa J.B., Vaz L.E., Hinton E., “Adaptive Analysis of Shells on Trimmed NURBS
Surfaces”, Computational Methods in Engineering’99 (XX CILAMCE), Sao Paulo,
1999

Spekreijse S.P., Boerstoel J.W., “An Algorithm to Check the Topological Validity of
Multi-Block Domain  Decompositions”, Numerical Grid Generation in
Computational Field Simulations, pp. 161-170, Greenwich, 1998

Spitaleri R.M., Manzi C., Formaggia L., “A Hybrid Grid Generation Algorithm”,
Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 543-552,
Greenwich, 1998

Staten M.L., Canann S.A., Owen S.J., “BMSweep: Locating Interior Nodes During
Sweeping”, Proceedings of the 7" International Meshing Roundtable, pp. 7-18,
Dearborn, 1998

Stewart J.R., Hughes T.J.R., “An A Posteriori Error Estimator and hp-Adaptive
Strategy for Finite Element Discretizations of the Helmholtz Equation in Exterior
Domains”, Finite Elements in Analysis and Design, vol. 25, pp. 1-26, 1997

Sun D., Manges J., Yuan X., “Spurious Modes in Finite-Element Methods”, IEEE

Antennas and Propagation Magazine, vol. 37, n. 5, pp. 12-24, 1995

Tautges T.J., “The Whisker Weaving Algorithm: A Connectivity-based Method for
Constructing All-Hexahedral Finite Element Meshes”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, vol. 39, pp. 3327-3349, 1996

290



BIBLIOGRAFIiA

[Tez96]

[Tha80]

[Tho85]
[Tho92]

[Tin98]

[Tri98]

[Tys98]

[Ver96]

[Wan98]

[Wea98]

[Wib93]

[Wit96]

[Yam96]

[Yek95]

[Yer84]

[Zav96]

[Z2a96]

Tezuka A., “2D Mesh Generation Scheme for Adaptive Remeshing Process in Finite
Element Method”, JSME International Journal. Series A, vol. 39, n. 2, pp. 204-215,
1996

Thacker W.C., “A Brief Review of Techniques for Generating Irregular
Computational Grids”, International Journal for Numerical Methods in Engineering,
vol. 15, pp. 1335-1341, 1980

Thompson J.F., Warsi Z.U.A., Mastin C.W., Numerical Grid Generation.
Foundations and Applications, Ed. North-Holland, 1985

Thompson J.F., “Structured and Unstructured Grid Generation”, Critical Reviews in
Biomedical Engineering, vol. 20, n. 1, pp. 73-120, 1992

Tinoco-Ruiz J.G., Barrera-Sanchez P., “Area Functionals in Plane Grid Generation”,
Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 293-302,
Greenwich, 1998

Tristano J.R., Owen S.J., Canann S.A., “Advancing Front Surface Mesh Generation
in Parametric Space Using a Riemannian Surface Definition”, Proceedings of the 7"
International Meshing Roundtable, pp. 429-445, Dearborn, 1998

Tysell L., Berglind T., Eneroth P., “Adaptive Grid Generation for 3D Unstructured
Grids”, Numerical Grid Generation in Computational Field Simulations, pp. 391-
400,Greenwich, 1998

Verfirth, R., 4 Review of A Posteriori Error Estimation and Adaptive Mesh-

Refinement Techniques, Ed. Wiley-Teubner, 1996
Wang Z.J., Bayyuk S.A., “An Automated, Adaptive, Unstructured, Cartesian-Prism-

Based Technique for Moving-Boundary Simulations”, Numerical Grid Generation in
Computational Field Simulations, pp. 619-628, Greenwich, 1998

Weatherill N.P., Said R., Morgan K., “The Construction of Large Unstructured Grids
by Parallel Delaunay Grid Generation”, Numerical Grid Generation in
Computational Field Simulations, pp. 53-73, Greenwich, 1998

Wiberg N.E., Abdulwahab F., “Patch Recovery based on Superconvergent
Derivatives and Equilibrium”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 36, pp. 2703-2724, 1993

Witting M., Burkhardt S., “Automatic Generation of Finite Difference Meshes by an
Evolutionary Algorithm”, IEEE Transactions on Magnetics, vol. 32, n. 3. pp. 1338-
1340, 1996

Yamashita H., Yamaji A., Cingoski V., Kaneda K., “A Novel Tetrahedral Mesh
Generation Method for Rotating Machines Including End-Coil Region”, IEEE
Transactions on Magnetics, vol. 32, n. 3, pp. 1353-1356, 1996

Yeker C., Zeid 1., “Automatic Three-Dimensional Finite Element Mesh Generation
Via Modified Ray Casting”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 38, pp. 2573-2601, 1995

Yerry M.A., Shephard M.S., “Automatic Three-Dimensional Mesh Generation by the
Modified-Octree Technique”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 20, pp. 1965-1990, 1984

Zavattieri P.D., Dari E.A., Buscaglia G.C., “Optimization Strategies in Unstructured
Mesh Generation”, International Journal for Numerical Methods in Engineering, vol.
39, pp. 2055-2071, 1996

Zgainski F.X., Coulomb J.L., Maréchal Y., “A Tool Box for 3-D Generation in
Electromagnetism and Electromechanical Engineering”, IEEE Transactions on
Magnetics, vol. 32, n. 3, pp. 1341-1344, 1996

291



BIBLIOGRAFIiA

[Zhe96a]

[Zhe96b]

[Zhu90]

[Zhu91a]

[Zhu91b]

[Zie71]

[Zie87]

[Zie89]

[Zie91]

[Zie92a]

[Zie92b]

[Zwa98]

Zheng Y., Lewis R.W., Gethin D.T., “Three-Dimensional Unstructured Mesh
Generation: Part 1. Fundamental Aspects of Triangulation and Point Creation”,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, vol. 134, pp. 249-268,
1996

Zheng Y., Lewis R.W., Gethin D.T., “Three-Dimensional Unstructured Mesh
Generation: Part 2. Surface Meshes”, Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, vol. 134, pp. 269-284, 1996

Zhu J.Z., Zienkiewicz O.C., “Superconvergence Recovery Technique and A
Posteriori Error Estimators”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 30, pp. 1321-1339, 1990

Zhu J.Z., Zienkiewicz O.C., Hinton E., Wu J., “A New Approach to the
Development of Automatic Quadrilateral Mesh Generation”, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, vol. 32, pp. 849-866, 1991

Zhu J.Z., Hinton E., Zienkiewicz O.C., “Adaptive Finite Element Analysis with
Quadrilaterals”, Computers & Structures, vol. 40, n. 5, pp. 1097-1104, 1991
Zienkiewicz O.C., Phillips D.V., “An Automatic Mesh Generation Scheme for Plane
and Curved Surfaces by “Isoparametric” Co-ordinates”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, vol. 3, pp. 519-528, 1971

Zienkiewicz O.C., Zhu J.Z., “A Simple Error Estimator and Adaptive Procedure for
Practical Engineering Analysis”, International Journal for Numerical Methods in
Engineering, vol. 24, pp. 337-357, 1987

Zienkiewicz O.C., Zhu J.Z., Gong N.G., “Effective and Practical h-p Version
Adaptive Analysis Procedures for the Finite Element Method”, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, vol. 28, pp. 879-891, 1989

Zienkiewicz O.C., Zhu J.Z., “Adaptivity and Mesh Generation”, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, vol. 32, pp. 783-810, 1991

Zienkiewicz O.C., Zhu J.Z., “The Superconvergent Patch Recovery and A Posteriori
Error Estimates. Part 1: The Recovery Technique”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, vol. 33, pp. 1331-1364, 1992

Zienkiewicz O.C., Zhu J.Z., “The Superconvergent Patch Recovery and A Posteriori
Error Estimates. Part 2 : Error Estimates and Adaptivity”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, vol. 33, pp. 1365-1382, 1992

Zwart P.J., Raithby G.D., “Space-Time Meshing for Two-Dimensional Moving
Boundary Problems”, Proceedings of the 7" International Meshing Roundtable, pp.
187-200, Dearborn, 1998

292



	UMI_PGnocr.pdf
	UMI Number: 3077409
	________________________________________________________
	UMI Microform 3077409
	
	
	
	300 North Zeeb Road
	PO Box 1346








